Misto pfedmluvy

AUTOR S CTENAREM SHODU HLEDA

Mads rozum? ,Mam.“

Pro¢ ho tedy neuzivds?

Nebot kdyz ten plni svou povinnost,
co jineho jesté chces?

Marcus Aurelius, Hovory k sobé

Vazeny ctenéri, nasledujici body by mély ukéazat, zda jsme schopni si poro-
zumét (a také predvést nékolik piikladt problematiky, kterou se budeme v textu
zabyvat). Podle vysledku uvedeného minitestu vam autor nabizi t¥i mozna po-
kracovani (vystupy A-C).

1) Jestlize prvé, pak druhé. AvSsak prvé. Tedy druhé. — Takto vyjadio-
vali jedno ze zékladnich pravidel vyvozovani dtsledktl jiz v antice. Rozumite-li
a souhlasite-li, prejdéte k bodu 3.

2) Pokud nebyl prvni bod zcela jasny, pokusme se jesté jednou: Pfijmeme-li
(uvérime-li, povazujeme-li za spravné, pravdivé, atd.), ze z jakéhosi pfedpokladu
(,,prvé“) plyne jakysi zavér (,druhé®) a jestlize soucasné akceptujeme spravnost
predpokladu, musime také prijmout spravnost zavéru. Napiiklad jsme-li presvéd-
Ceni, ze ,Jestlize je Cyril doma, pak si ¢te.“ a nadto zjistime, ze ,,Cyril je doma.“,
musime vyvodit, ze ,,Cyril si ¢te.“.

Zcela analogicky, jestlize nam nékdo dokaze (v jakémkoli poradi) tvrzeni
,Cislo ¢ je vétsi nez 0. a rovnéz tvrzeni ,Je-li &islo ¢ vétsi nez 0, pak ¢ = 1.%,
nezbude nam nez uznat, ze dokazal také tvrzeni ,,Cislo ¢ je rovné 1.“.

Souhlasite-li po dodatecném vysvétleni, prejdéte k dalsimu bodu, jinak se
znovu zamyslete nad prvnimi dvéma body; pokud neporozumite ani na druhy
pokus, prejdéte k vystupu A.

3) Predpokladejme, Ze jsme ptijali za spravnd tvrzeni ,Kazdy ¢lovék je smr-
telny.“ a ,,Sokrates je ¢lovék.“ Umite na zakladé téchto predpokladt pfisoudit
Sékratovi jesté jinou vlastnost nez tu, ze je clovékem®? — Ze je odpovéd zcela
jednoducha! — Pochopitelné, kdyz Sékrates je ¢lovék, musi mit vSechny vlast-
nosti, které ma kazdy c¢lovék, tedy napr. musi byt podle prvniho prijatého pred-
pokladu smrtelny. — Neni-li tato tivaha zcela jasné, zamyslete se jesté jednou

1 Jedna se opét o klasicky priklad, tentokrat vSak jiz ne anticky.
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a pokud opravdu nesouhlasite ani poté, prejdéte k vystupu A, jinak pokracujte
dalsim bodem.

4) Text nepredpokladd Zddné predbézné znalosti. Jeho ¢teni vSak vyzaduje
minimalni schopnost a zejména ochotu myslet. Rika se, Ze ,mysleni boli* —
pokud nejste ochoten ani trochu namahy podstoupit, prejdéte k vystupu A.

Jste ochoten se smifit s trochou formalismu? Napiiklad psat misto slova
,prvé* pismeno p, slovo ,druhé* nahrazovat pismenem ¢, vazbu ,,...jestlize,
pak ...“ vyjadfovat napf. znakem — a vazbu ,neni pravda, ze ...“ zapisovat
napi. symbolem -7 Bod 1) pak uzivajice uvedenych znaki prevedeme na tvar:
Z tvrzeni p — g a z tvrzeni p vyvodime tvrzeni g.

Nahlizite (nebo jste alespon ochoten pfijmout) fakt, Ze vyvozeni z danych
predpokladi zavisi na tvaru (struktute) pfedpokladii, nikoli na jejich konkrétnim
obsahu? Napiiklad ve tfetim bodé bychom z predpokladu ,,Kazdy homo je mor-
talis.“ a predpokladu ,,Sékrates je homo.“ méli vyvodit ,,Sékrates je mortalis.*
bez jakékoli znalosti vyznamu latinskych slovicek ,homo“ a ,mortalis®.

Nehodlame zépisu uzivajiciho znaky (symboly) naduzivat, avsak v nékterych
pripadech ¢ini jeho uziti text mnohem prehlednéjsi. Pokud zcela odmitate jakykoli
symbolicky zapis, prejdéte k vystupu A, jinak pokracujte nasledujicim bodem.

5) A ted néco podstatné tézstho. Mam 3 vnoucata: Jakuba, Terezku a Ka-
¢enku. S vnukem bych radd mluvil, mam vsak tak mélo Casu, Ze za nim dnes
pojedu jen tehdy, kdyz si budu jist, ze je doma. Dozvédél jsem se:

Je-li Jakub doma, neni doma Terezka.
Jestlize je Kacenka doma, je doma i Terezka.
Neni-li Kacenka doma, je doma Jakub.

Mam za vnukem jet? Mam za nim jet, pokud jsem se misto prvni informace
dovédél:

Neni-li Jakub doma, neni doma ani Terezka.

Znéte jiz odpovédi? — Skutecné jiz vite, jak odpovite? — Spravna odpovéd
na prvni otazku je ,ne“ a na druhou otazku ,ano“. Pokud jste odpovédél jinak
nebo pokud jste si nebyl s odpovédmi jist, bude vam k uzitku si preéist prvni
paragraf kap. I. V takovém pripadé chapejte dalsi body této ne-predmluvy jako
predstaveni nékterych okruhti, které pro vas knizka z bohatstvi logiky vybira,
a jejich ¢teni zakoncete prechodem k bodu C. Jestlize si jste dostatecné jist,
ze vzdy budete znat spravnou odpovéd na problémy podobné tlohdm z tohoto
bodu, pokracujte v nasem minitestu s nadéji, ze zvitézite nad vSemi léckami v ném
nastrazenymi (a propracujete se k vystupu B).

6) O jakési skolni tiidé jste ziskali nasledujici informace:

Kazdy vysoky student umi anglicky.
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Zadny student, ktery sedi vpredu, neéte basné.
Neéktery student, ktery rozumi fyzice, neumi anglicky.
Kazdy student, ktery nesedi vpredu, je vysoky.
Rozhodnéte, zda z téchto informaci lze vyvodit:
Néktery student rozumi fyzice a neéte basné.
Jako variaci ¢tvrté informace uvazme vétu:
Zadny vysoky student nesedi vpredu.

Zméni se vase odpovéd, zaménime-li ¢tvrtou informaci jeji variaci?

Jiz jste si rozmyslel spravné odpovédi? — Pokud jste neodpovédél ,ano* na
prvni otazku nebo pokud jste nezjistil zménu odpovédi na ,ne“ pii zaméné ¢tvrté
informace za jeji variaci nebo pokud jste si nebyl dostate¢né jist, je vhodné, abyste
nahlédl do §1 kap. II. Nemél byste proto skoncit bodem B, nybrz bodem C.

7) V jakémsi méstecku maji jen jednoho holi¢e a tvrdi, Ze ten holi presné ty
muze, ktefi se neholi sami. Toto tvrzeni se zd& rozumné do doby nez si polozime
otazku, zda holi¢ holi sam sebe. Kdyby se holil, nesmél by se podle tvrzeni holit
a kdyby se neholil, musel by se holit. Takovéto paradoxy? jsou znamy od 4.
stol. pf. Kr. a jejich feSeni bylo v priibéhu staleti bezvysledné vénoviano mnoho
asili. Proto se povazuje za tspéch, ze Bertrand Russell popsal divod, ktery vede
ke vzniku podobnych paradoxii a dal tak navod (viz §2 kap. III), jak se paradoxim

2) Logické paradoxy pronikly i do krasné literatury; asi nejhez¢i priklad je v 51. kap. Cervan-

tovy knihy Duchaplny rytit Don Quijote de la Mancha, kde je paradox podan jako otazka
pro Sancho Panzu v roli vladare:
Pred Sancha predstoupil jakysi muz a fekl: ,Pane, velkd feka délila panstvi na dvé ¢asti,
... pres tu reku vedl most a na jeho konci stala Sibenice ... a pan té reky, toho mostu a ce-
1ého toho panstvi vydal zdkon, ktery znél takto: ,Kdokoli chce prejit po tomto mosté, musi
nejdfive odprisdhnout, kam ma namifeno a co tam hodla délat; a jestlize bude prisahat
podle pravdy, budiz ihned propustén na druhou stranu, selze-li vSak, at zemfe na této si-
benici, a nikomu nebudiz udélovana milost!* ... Co se vSak jednou nestalo! Kdyz vzali zase
do prisahy jednoho ¢lovéka, prohlasil a odpfisdhl jim, ze prisel jenom proto, aby skoncil
svou pozemskou pout na té Sibenici u mostu a za jinou zalezitosti pry nepfisel. Soudctim
byla ovSem ta prisaha divna a fekli si: ,Pustime-li toho muze svobodné na druhou stranu,
pak ndm tu pravé kiivé prisahal a podle zdkona by mél skoncit na sSibenici, a jestlize ho
dame obésit, sam prece prisahal, Ze sem pfiSel, aby zemfel na Sibenici, a kdo podle pravdy
prisahd, ma byt podle téhoz zdkona propustén bez piekdzek.‘ A ted je na vas, pane vla-
dafi, abyste sam rozhodl, co by méli ti soudcové udélat s onim muzem, nebot dosud nevédi
kudy kam a jde jim jiz z toho hlava kolem.“ Cervantiv Sancho si uvédomil logicky paradox
a tekl: ,,...ten vas pocestny mutze zrovna tak lehce skoncit na Sibenici jako zistat nazivu,
nebot pravda ho pfed smrti ochrani a lez ho na smrt odsuzuje.“ Sancho proto doporu-
¢il onoho ¢lovéka propustit s (mimologickym) odivodnénim, ve kterém védomé rezignuje
na rozumové Feseni tlohy: ,KdyZz maji soudci stejné mnoho duvodi k tomu, aby jej na
hrdle potrestali, jako k tomu, aby jej osvobodili, at ho jen nechaji pfejit volnou nohou na
druhy bieh, nebot chvalyhodnéjsi je pfece vzdycky konat dobro nez rozmnozovat zlo.“ a
dodéava, ze je-li spravedlnost na vahach, je lépe upustit v oné véci od trestit a priklonit
se spise k milosrdenstvi. (pfeklad Z.Smid)
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vyhnout (od té doby, za celych sto let, se nenasel zaddny novy paradox, ktery by
vyzadoval dalsi zdivodriovéani). Jestlize neznate Russellovo kritérium, piejdéte na
zavér k vystupu C.

8) Najit ditkaz néjakého zadaného tvrzeni muze byt stejné obtizné jako najit
povéstnou ,,jehlu v kupce sena“. Moznych dtikazti v predikatovém poctu je do-
konce nekoneéné mnoho (,kupka sena je nekonecné velka“) a zd4 se proto tézko
predstavitelné, ze existuji metody prokazujici, Ze dikaz zadaného tvrzeni viibec
neexistuje (metoda ukazujici, ze ,jehla v kupce sena“ neni, se musi vyporadat
se skutecnosti, ze ,nekonec¢né velkou kupku se nam nikdy nepodaii postupnym
probiranim prohlédnout celou®). Nicméné metody, jez ukazuji, ze dikaz tvrzeni
¢tenar v prvnim paragrafu treti kapitoly. Ve druhém paragrafu téze kapitoly je
pfi popisu Goédelovych vét o netiplnosti aritmetiky pfedvedena jind metoda, ktera
vede k nalezeni tvrzeni, jez je nedokazatelné v zadané teorii samo a sobé, avsak
navic neni v uvazované teorii dokazatelnd ani jeho negace (tj. tvrzeni, které zis-
kédme uvedenim naseho tvrzeni souslovim ,neni pravda, ze ...“). Godelovy véty
predstavuji jeden z vrcholnych vysledkd dosazenych ve dvacatém stoleti, a to
nejen v logice, avSsak v celé matematice. Pokud se s témito metodami chcete
seznamit, prejdéte k bodu C, jsou-li vaim znamy a i jinak jste uspésné zvladli
vSechny nastrahy naseho minitestu, prejdéte k vystupu B.

Vystup A) Autor se vam hluboce omlouva, obava se, ze ptes veskerou snahu
neni schopen pro vas uspokojiveé latku vysveétlit; ve druhém a tfetim bodu se snazil
na konkrétnich piipadech objasnit vyvozeni zadvéru z predpokladti a neuspél —
nebo jste vy, ¢tenari, odmitl nadéale spolupracovat obavav se namahy ¢i zapisu
v symbolech. Nebyla by pro vas zajimavéjsi néjaka poezie? Naptiklad krasné verse
a piibéhy Homéra? Zactéte se napf. do XII zpévu Odysseje, do versi®):

K ostrovu Thrinakiji pak pfiplujes. Cetné tam stada
tuénych ovci a krav ma Hélios, jez se tam pasou.

... pakli je pfepadat budes, tu zvéstuji zahubu tobé,
lodi i soudruhtim tvym! A sédm-li se zdhubé vyhnes,
pozbudes vsak svych druhti a vratis se pozdé a bidné.

Nenatikejte, vazeny Ctenaii, ze zde mame zase ,Jestlize prvé, pak druhé.”,
a smifte se s tim, Ze logické usuzovani se vyskytuje i v poezii — kazdy, kdo slysel
ten pribéh dokonce uz vi, ze ,,prvé“ nastalo:

Hned z bohova skotu si prihnali nejlepsi kusy,
které u temné pridi se pasaly korabu mého,
...a kravy sklali a stahli, ...

3) preklad O. Vaiiorny
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a také je mu zndmo — a na zakladé logického vyvozeni ho to neprekvapuje — Ze
pribéh pokracoval:

Zaroven Kronovec zahfmél a mrstil do lodi bleskem:

korab se cely zvratil, byv udefen Diovym bleskem,

sirny jej naplnil pach — vtom druhové vypadli z lodi.

Oni jak rackové motsti kol ¢erného korabu vsichni

vlnami zmitani byli — vSak buh jim odnimal navrat.

Kdyz uz i v téch nejslavnéjsich béasnich se objevuji logickd vyvozeni (pohadky
ani nezkousejte, tam jsou uvahy predvedeného druhu velice ¢asté), nechcete se
premoci a prece jen to s logikou zkusit? — Opravdu ne? — Autor se tedy s vami
loudi, avsak Logika za vami sebevédomé (a ponékud vysmésné) vola: Na shleda-
nou!

Vystup B) Autor se obavd, ze vam v tomto textu mnoho nového nesdéli. Bude
pochopitelné rad, pokud text prolistujete a néco zajimavého pro sebe objevite.
Nechcete vsak radéji vzit do ruky knihu, ktera je vas vice hodna? Je fada hezkych
a podnétnych knih, které vam oteviou dvere do prekrasného svéta matematické
logiky; nékteré texty jsou dokonce v éestiné. Co takhle zacit s knihou [So] nebo
s knihou [Sv]? Z cizojazy¢énych doporucuji zejména [Sh], o teorii modelti pak
[Ch-K].

Vystup C) Ano, vam je tento text urcen.

*

Nenechte se odradit fadou tabulek a zapistt v symbolech, které se objevi pii
zbézném prolistovani, tabulky a diagramy jsou spiSe ilustracemi napomahajicimi
k pochopeni textu. KNIHA JE PSANA JAKO STAVEBNICE, vy sam si rozhod-
nete do jakych podrobnosti chce v tom kterém okamziku a v té které partii zajit.
Zakladni text tvori asi dvé tfetiny knihy a neni v ném pfili§ mnoho formalismu,
chédnim dodatkt k jednotlivym kapitoldm, vypusténim veskerého textu psaného
petitem, navic je mozno vynechat nékteré ulohy a cviceni. Pokud se seznamite
s timto zakladnim textem, ziskate celkovy prehled o logice. Autor vSak doufd, Ze
studium zakladniho textu vzbudi ve vas, mily ¢tenari, zdjem o dalsi poznatky
a pro tento pfipad je pfipraven zbytek textu. Ten je mozno ¢ist spolu se zaklad-
nim textem, nebo se k jednotlivym ¢astem vracet pfi opakovaném cteni podle
libosti a casu.

Nez zacCnete ¢ist, vznasi k vam autor jednu jedinou prosbu: az néfemu ne-
porozumite na prvy pokus, nenadavejte autorovi moc kvétnaté za neschopnost
vam to lépe vysvétlit — vézte, ze autor si sim mnohokrat narikal nad svymi
schopnostmi a mnohokrat se snazil text ucinit srozumitelnéjsi; snad se nakonec
shodneme.
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V dobé psani tohoto textu byla autorova prace podporovana z grantu IAA
1019401 GA AV CR a vyzkumného zadméru AV 0Z10190503. Kniha byla napsana
v TEXu.

Ke knize vznesly fadu pfipominek dvé skupiny studentd. Prvni skupinu tvo-
fili studenti H. Svobodova, P.Fiala a J.Vacha z Gymnazia Christiana Dopplera,
ktefi prokazali, Zze je mozno knihu ¢ist i bez predbézného vykladu. Studenti
A.Nohejl a M. Volek z Gymnazia Jana Keplera a student A.Liska z Gymnézia
J. Ortena v Kutné Hofe méli cetbu ulehcenou predbéznym vykladem, avsak jejich
tkolem byla mnohem podrobnéjsi kontrola textu. Prace druhé skupiny probihala
v ramci projektu Oteviena véda. Autor velmi dékuje vSem uvedenym studenttim
za upozornéni na mnohé chyby a nejasnd mista v predbézném textu.

Dékuji své dcefi M. Vomlelové, Ph.D. za program fesici alohy typu ,zebra“.
Program mi umoznil v redlném case sestrojit tilohy rtizné obtiznosti.

V Praze dne 24. dubna 2006 A.S.
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Rozum, pravé tak jako oko, zatimco ndm
umoznuje vidét a vnimat ostatni véci,
nezaznamendvd sam sebe;

vyZaduje obratnost a usili

poodsunout ho na jistou vzddlenost

a ucinit ho sobe samému objektem.

John Locke, Esej o lidském rozumu.

Lidé si vazi rozumu, vzdyt dokonce jako ndzev pro sebe samé jako biologicky
druh zvolili oznaceni ,,clovék rozumny“. Lidské dcta k rozumu jde tak daleko,
Ze jiz stiedovéci myslitelé ,omezovali* Bozi v§emohoucnost rozumem (bezespor-
nosti)l). Mnozi lidé se témér ,chlubi“, Ze neumi matematiku (mnohokrat slysite
»Ja jsem mél vzdy potiZe s matikou.“), avSak je nepravdépodobné, Ze bychom se
setkali s clovékem, ktery by fikal ,Ja jsem se nikdy nenaucil logicky myslet.“

Povazujeme za samoziejmé, Zze umime spravné uvazovat, avsak témér nikdy
si neklademe vyslovné otazky typu: NemtiZze nastat situace, kdy samo usuzovani
nas dovede do nefesitelnych rozporu? Co to doopravdy znamend néco dokazat?
V jakém rozsahu mize byt pfi dokazovani (matematikova) intuice nahrazena
mechanickym kalkulem? Existuji meze naseho usuzovani? Shodujeme se vsichni
v tom, co je spravné vyvozovani? — Témito a mnohymi podobnymi otadzkami se
zabyvéa logika a alespon v minimalni mife budou pfedmétem i tohoto textu.

Jiz na zacatku vsSak zduraznéme, Ze v logice jde o to, jak usuzujeme (jak
mame spravné vyvozovat dusledky), a nikoli na podkladé éeho k zévéram pticha-
zime. Logika formuluje vyslovné ty vyvozovaci kroky, které pokladame intuitivné
za spravné, a zkoumé takto vznikly systém. Logika vSak nevysSetiuje jakym zpi-
sobem a pro¢ volime predpoklady. Ovéfovani predpokladi, z nichz vyvozujeme
(odvozujeme, dokazujeme, atd.) dusledky, je otdzkou zkuSenosti, jiné védy, nebo
viry (pfijimané nékdy védomé, ¢asto vsak podvédomé). V logice se dokonce ne-
starame o to, zda a v jakém smyslu jsou predpoklady pravdivé, ale pouze o to,
zda je spravné vyvozeni. (Zpusob vyvozeni muze byt v pofadku i v pfipadé, ze
predpoklady nejsou spravné.)

Na zakladé jejiho stredovékého chapani definujeme obvykle logiku jako védu
o spravném usuzovani (vyvozovani disledki), i kdyz ptuvodni fecké chapéani bylo
ponékud §irsi (,logos“ — Adyos — mé vice vyznamu: fe¢, slovo, myslenka, ro-

1) Sv. Tomés Akvinsky (1225-1274) v Teologické sumé shrnuje své stanovisko: ,,Musi se Fici,
ze pod vsemohoucnost Bozi nespada, co obsahuje odporovani.“
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zum, smysl, atd.). Pokusime se ¢tenéfi predvést, ze pfi zkouméani spravného vy-
vozovani — tedy pri vySetrovani podstatné oblasti lidského rozumu — dosahuje
matematickd logika hlubokého poznéani.

*

Neékolik slov k historii logiky nalezne ¢tenafr v dodatku o kotenech logiky, ted
ucinme jen nékolik zcela zakladnich poznamek.

Za zakladatele logiky je vSeobecné pokladan Aristotelés (384-322 pt. Kr.),
ktery svou naukou o sylogismech (viz §1 kap. II) polozil zaklady systematickému
zkoumani naSeho zpisobu vyvozovani dtsledkid. Zkouméni logiky se rozvijelo
také v megarsko-stoické skole, za jejihoz prvniho predstavitele se uvadi Eukleidés
z Megary (1360 pi. Kr.). Rozkvét logiky u Rekt trval asi 150 let.

Na antické vysledky navazali stiedovéci myslitelé, napr. formulaci dalsich
principi logiky. Vrchol stfedoveéké logiky je kladen kratce po jejich zacatcich,
tzn. do 13. stol.; po 14. stol. nastava itlum. Scholasticka systemati¢nost ovlivnila
nejen nasledujici pojeti logiky, ale velice vyznamné i jeji vyuku.

V devatenéctém stoleti za¢ina rozvoj matematické 2 logiky, vyvolany zejmé-
na potiebou upfesnit zdklady matematiky (obzvlasté analyzy). Pouzivani ma-
tematickych metod a s nim spojend idealizace a formalizace naseho vyvozovdni
zanedbavame veskeré psychologické aspekty a zistédvaji ndm jen postupy, které
je mozno kdykoli znovu opakovat; dokonce ovéfovani, zda nase vyvozovani bylo
korektni, je jiz natolik mechanické, Ze je lze svétit stroji (pii hledani cesty, ktera
vede k prokazani tvrzeni, se vSak uplatiiuje lidské intuice). Formalizace vyvozo-
vani (dokazovéani) jednak vede k pfesnému vymezeni, co vyvozovanim rozumime,
a jednak umozni myslet o mysleni, presnéji fe¢eno myslet o formalizovaném mys-
leni. Zduraznéme, ze pravé formalizace (matematizace) umoznila ukazat fadu
hlubokych vét o nasem (takto vymezeném) vyvozovani. Za nejvyznamnéjsi osob-
nosti poc¢atkt matematické logiky je nutno pocitat Georgea Boolea (1815-1864)
a Gottloba Fregeho (1848-1925). Mezi matematickymi logiky vynikli obzvlasté
Bertrand Russell (1872-1970) a brnénsky rodak Kurt Godel (1906-1978).

*

V Kritice slov Karel Capek s ptivabem jemu vlastnim napad4 logiku: ,,O lo-
gickém dtikazu je jedina pravda, ze se nic neda logicky dokazovat; coz vam dokazu
logicky. Bud dokazuji své tvrzeni samymi evidentnimi soudy; ale kdyby mé tvr-
zeni plynulo evidentné z evidentnich vét, bylo by samo evidentni, a tu by ovsem
naprosto nepotfebovalo byt dokazovano. Nebo dokazuji své tvrzeni vétami ne-
evidentnimi, ale pak bych musel logicky dokazovat vsechny tyto véty ,usque ad
infinitum®, ..., z ¢ehoz logicky plyne, Ze logicky diikaz je nemozny; a neni-li tento

2) nazyvané téz symbolickou
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logicky diikaz naprosto presvédcujici, vidite z toho, ze logické dokazovéani opravdu
za nic nestoji“.

K. Capek zpochybiiuje samu podstatu logiky, nebot pojem ditkazu je jednim
musili bychom revidovat nas pristup k mnohem Sirsi oblasti zahrnujici celé lidské
rozumové vyvozovani. Pfipomenme, ze Eukleidés (315-271 pt. Kr.) ve svych Za-
kladech jako prvy vyvozuje z nékolika axiomu celou nauku (geometrii, ale protoze
aritmetiku chépe jako soucést geometrie, je mozno Tici, ze celou tehdejsi mate-
matiku). Deduktivni metoda vSak neovlivnila pouze matematiku a védy blizké
matematice (napf. teoretickou fyziku), ale zasahuje — a to dokonce i ve své forma-
lizované podobé& — do velice mnoha oblasti lidského poznéni; jako priklad uvedme
knihu Barucha Spinozy Ethica more geometrico demonstrata z let 1662—-1665, kde
je podéavéana filozofie metodou véta — dikaz®.

Nastésti neni tézké nahlédnout, ze Capkovy namitky naprosto nereflektuji
lidskou zkuSenost. Parafrazujeme-li jeho iivahu, muzeme také jednoduse ,,doka-
zat*, ze nikdy nedojdeme z Prahy do Préic: pri kazdém kroku se nase pozice
zméni jen mélo a Préice jsou od Prahy dost daleko. Chyba Capkovy tvahy spo-
¢iva v tom, ze mnoha (byt malymi) kroky je mozno urazit velkou vzdalenost, coz
fada tcastniki pochodu na uvedené trase prakticky prokézala. Analogicky neni
mozno popiit, ze i pomoci evidentnich dikazovych krokt je mozno dojit (je-li
jich hodné) k tvrzenim zna¢né neevidentnim.

Dokonce je mozno fici, ze pravé rozlozeni dikazu do rfady jednoduchych
Hkrokd“ zpusobuje snadné ovéteni, zda diikaz jako celek je presvédcivy.

X % %k

Béhem dlouhého zkouméni korektniho lidského vyvozovani bylo shromaéz-
déno mnozstvi poznatki. Kazdy pisatel dila o logice musi (subjektivné) z tohoto
k zaméreni na vysledky matematické logiky. To vSak neznamenad, Ze bychom zcela
pomijeli ostatni ¢asti logiky. Z hlediska matematického pojeti napt. poklesl vy-
znam aristotelské sylogistiky, v textu ji vSak vénujeme vice nez jeden paragraf
vzhledem k jeji aplikovatelnosti. Mnoho antickych nebo scholastickych zdkont
vyvozovani se ukazuje jako klicova tvrzeni rovnéz pro matematickou logiku. Bu-
deme se snazit upozornit na tato mista, jez jsou vyznamné jak z intuitivniho, tak
i z formalniho hlediska.

Autor se snazil vybrat do zdkladniho textu jen ta nejzakladnéjsi a nejpod-
statnéjsi fakta; mnohdy je vSak tézké odolat a nezodpovédét ani ty otazky, které

3) Cely nazev Ceského vydani z r. 1926 zni: Ethika po geometricku vyloZena, ve vydani v na-
kladatelstvi Dybbuk, Praha 2004 se nazev pieklada Etika vylozena zpisobem uzivanym
v geometrii ...Pro zajimavost uvedme prvni Spinoziv axiom: ,VSe co jest, jest budto
samo v sobé, anebo v nécem jiném.“
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ey

dodatky k jednotlivym kapitoldm. Pro vaznéjsi zajemce také zminujeme odkazy
na literaturu, ve které lze nalézt prokazani uvedenych tvrzeni. Autor si je védom,
7e je bé&zné uvadét citace® v odborném textu a nikoli v textu uréeném k za-
kladnimu seznédmeni s problematikou, a prosi tedy ty ctenéfe, kterym by citace
vadily, aby je prosté pominuli. Drobnéjsim pismem vyznacujeme ty casti, které
jsou o poznani méné dilezité nez zbytek textu.

*

Pii vykladu zachovévdme tradi¢ni rozdéleni na vyrokovy a predikatovy
pocet, které se datuje jiz od antiky, nebot Aristotelés a jeho nasledovnici se zaby-
vali vyzna¢nymi aspekty predikadtového poctu, megarsko-stoickd skola pak poctem
vyrokovym. Stoikové dokonce kladou zéklady axiomatického pfistupu k vyroko-
vému poctu a predznamenéavaji tak pristup, ktery byl do disledku doveden az
v matematické logice.

Podle jiného hlediska délime logiku na syntax, ve které se budeme zabyvat
budovanim formuli a vztahy mezi nimi, zejména dokazatelnosti, a sémantiku,
v niz se budeme zajimat o vyznam formule, obzvlasté o jeji pravdivost (podrobnéji
nahlédneme vyznam téchto pojmu v dalsim textu). Zlatym hiebem je pak ukazani
vztahu mezi sémantikou a syntaxi — dokazatelné jsou piesné® vsechny vzdy
pravdivé formule (viz prvni paragraf kapitoly I a §2 druhé kapitoly).

*

Kvantifikaci proménnych a dalsimi podstatnymi vlastnostmi proménnych se
budeme zabyvat az ve druhé kapitole. AvSak velice dulezity pojem , proménné“
uzijeme jiz v prvni kapitole textu (vyrokovd proménnd), a proto jiz ted kratce
pripomenme, co si mame pod ,proménnou” predstavovat. Predpokladejme, Ze
mame jakysi soubor objekt (soubor mtize byt koneény i nekoneény); proménna
pak pfedstavuje blize neuréeny objekt z tohoto souboru (,proménna probiha
uvazovany obor*). Naptiklad v bodé 3 z ne-pfedmluvy proménnaé ,,élovek“ zastu-
povala kteréhokoli konkrétniho ¢lovéka.

X % %k

V textu budeme nékolikrat budovat objekty rekurzi (napf. formule a dikazy
vyrokového poc¢tu v kap. I, termy, formule a rovnéz dukazy predikdtového poctu
ve druhé kapitole). Zakladni myslenka je vzdy stejnd a velice jednoducha, lisi se
jen jeji provedeni. Protoze se vSak v textu idea opakuje nékolikrat, zda se vhodné

4) Odkazy budou smé&fovat zejména do Cesky psanych knih [So] a [Sv], v Fadé piipadii budeme
také citovat ptivodni préaci, ve které se vysledek poprvé objevil.

5) tzn. kazda dokazatelna formule je vzdy pravdivé a soucasné kazda vidy pravdiva formule
je dokazatelna

10
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ji popsat jednou pro cely text, a to na jeho pocatku. Pro popis zvolime ptiklady
mimo matematiku, které snad ¢tenari ukazi, o jak prostou ideu jde.

Zkusme popsat rekurzi (pési) pochod. Stavebnim kamenem bude jeden krok,
zédkladnim pochodem bude vykonéani jednoho kroku (tj. jednokrokovy ,,pochod®
jiz. poklddame za pochod) pravidlem pro rekurzivni vytvareni pochodi bude
ykazdy pochod muzeme prodlouzit o jeden krok*“. Doufam, Ze souhlasite, Ze
takto popiseme nase chapani idealizovaného pochodu. Idealizace spociva zejména
v tom, ze pri definici zanedbavame lidské omezeni ¢asem. Je jisté nemozné, aby
redlny clovék udélal tolik krokt, kolik je atomi v nasi sluneéni soustavé. OvSem
pohled zanedbévajici lidskou kone¢nost®) je pfiznaény pro celou matematiku —
o dvou piimkéach jen maélo se lisicich od rovnobézek také prohlasime, Ze se pro-
tnou, i kdyz nikdy realné nemutzeme dosahnout jejich priseciku.

V této knize budou vSechny konstrukce rekurzi objekti toho kterého typu
urceny zadanim tii parametrli, kterymi jsou:

(1) stavebni kameny (v pfedchozim pfipadu kroky),

(2) zdkladni objekty konstrukece (v pfedchozim piipadu pochod tvofeny jedi-
nym krokem)

(3) a hlavné pravidla uréujici jak z jiz sestrojenych objektt vytvorit objekt
novy (v pfedchozim pfipadé ,prodlouzenim pochodu o jeden krok dostaneme
opét pochod“).

Konstruované objekty budou ve vSech nasich piipadech fady stavebnich ka-
ment, avSak nikoli jakékoli fady — jen ty rady stavebnich kament, které mtzeme
vybudovat ze zakladnich objektt uzivajice postupné pravidel pro tvorbu objektt.

Jako dalsi pojem popisme lichokrokovy pochod, a to tak, Zze stavebnimi ka-
meny jsou znovu kroky a zakladnim lichokrokovym pochodem je opétovné jed-
nokrokovy pochod. Pravidlem pro vytvareni lichokrokovych pochoda vsak budiz
»kazdy lichokrokovy pochod mizeme prodlouzit o dvojici krokt“. Je kazd4 trasa
(systém krokil) vytvoritelnd pochodem také sestrojitelné lichokrokovym pocho-
dem? — Uz znate odpovéd? — Zadna trasa pochodu se sudym poc¢tem krokii neni
vytvofitelna lichokrokovym pochodem (uvédomte si, ze zakladnim lichokrokovym
pochodem je jednokrokovy pochod). Na druhé strané kazdy lichokrokovy pochod
je pochodem (misto pfidani dvojkroku miuzeme postupné dvakrat pfidat jeden
krok), procez kazda trasa lichokrokového pochodu je vytvorfitelnd pochodem.

Pri popisu spojitelného pochodu znovu neménme prvni dva parametry: sta-
vebni kameny budou opét kroky a zakladnim spojitelnym pochodem necht je
znovu jednokrokovy pochod. Ze dvou jiz vytvorenych spojitelnych pochodt vsak
dovolme vytvofit novy spojitelny pochod jejich prostym spojenim (prodlouze-
nim). Jsou systémy tras pochodu a spojitelnych pochodu stejné? — Vite jiz, co

6) V matematice b&zné zaujimame (pfinejmensim) postoj, ktery by asi nejpfesnéji odpovidal
feckym bohtm: ti byli nesmrtelni, méli vsak vlastnosti podobné lidskym.

11
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odpoveédét? — Protoze pripoustime jednokrokové pochody, je ziejmé kazdy po-
chod také spojitelnym pochodem (prodlouzit pochod o jeden krok je totéz jako
ho spojit s jednokrokovym pochodem). Nadto misto prodlouzeni spojitelného po-
chodu o jiny spojitelny pochod mtzeme ho prodlouzit o jeden krok a opét o jeden
krok, atd., a to tolikrat, kolik krokd@ ma piidavany spojitelny pochod. Takto po-
stupné (indukci) zjistime, Ze trasa kazdého spojitelného pochodu je rovnéz trasou
pochodu.

Ukézali jsme, ze systémy tras pochodil a spojitelnych pochodti jsou tytéz.
Zkuste si vsak predstavit, ze tfidy vasi skoly budou soutézit o to, ktera vykona
za den pochod, ktery mé nejvice krokti. Pokud budou soutézit podle pravidel
pochodu, pojedou doprovodna vozidla kolem jdouciho zastupce t¥idy a pfi pro-
jevu tnavy jej nékdo vysttida ve tvoreni krokdi — zbyvajici spoluzéci se mohou
zapojit pouze povzbuzovanim. Pri soutézi podle pravidel spojitelného pochodu
bude soutéz probihat zcela jinak. Spoluzaci odhadnou tseky, které jsou schopni
ujit, na jejich pocatky se rozmisti a kazdy se bude snazit projit svij iisek béhem
jednoho dne. Pokud se spoluzéci nepfecenili a kazdy skute¢né sviij tsek pirekona,
podafi se jim vytvorit mnohonasobné delsi trasu pochodu nez v prvém piipadé.

Predchozi tivahy o spojitelném pochodu ukéazaly, Ze je mozna zména pra-
videl, kterd sice zachovava systém objektli sestrojitelnych za pomoci ptvodné
uvazované rekurze, avsak méni systém objektt vytvoritelnych vzhledem k néja-
kému omezeni. V pfipadé soutéze t¥id o co nejdelsi trasu pochodu byla takovym
omezenim vytvoritelnost pochodu béhem jednoho dne.

V nasem textu budeme tvahy o konstrukci rekurzi aplikovat zejména na
pojem dukazu. Navrhneme vice moznych systémil pravidel dovolujicich z jiz vy-
tvofenych dikazt vytvaret dikazy dalsi. Tyto jednotlivé systémy sice nebudou
meénit systém formuli, které lze dokazat, avsak vyrazné budou ménit sestrojitel-
nost dukazi vzhledem k uréitym omezenim. Omezenim nebude sestrojitelnost
dtikazu béhem jednoho dne; jako omezeni budeme uvazovat zejména prehlednost
dtikazu a jeho sdélitelnost jinym matematikiim. Vzpomeiite si na pouceni ply-
nouci z naseho trividlniho piikladu, az se v §1 prvni kapitoly (a v §2 kap. II)
zménou pravidel sice nezméni pojem dokazatelné formule, avsak dramaticky se
zméni prehlednost tvorby dikazi.

* %k

V ne-pfedmluvé jsme predstavili nékteré partie, kterymi se budeme v pted-
kladaném textu zabyvat, neni proto snad nutné nyni shrnovat obsah jednotlivych
kapitol. Vhodné je vSak ted znovu vyslovné upozornit na to, Ze tfeti paragrafy
kapitol I a II nejsou nezbytné pro pochopeni dalsiho textu. Druhy paragraf kap. I1
by mél byt ¢ten az po prostudovani vyrokového poctu, naproti tomu §1 druhé
kapitoly je na ostatnim textu témeér nezavisly. Prvni dva paragrafy tieti kapi-
toly navazuji na druhy paragraf kap. II, avSak v ptfipadé potieby je mozno druhy
paragraf kap. III ¢ist pfed prvnim.

12
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Nadto je tfeba zdlraznit, Zze text zacind popisem naprostych zadklad mate-
matické logiky, postupné vSak uvadi podstatné vysledky, a to zejména ve druhém
paragrafu tfeti kapitoly. Godelovy véty o netuplnosti byvaji mnohdy interpreto-
vany bez pochopeni jejich podstaty; ve snaze tyto vrcholné vysledky matematické
logiky Ctenafi priblizit je v nasem textu nejen piesné vyslovime, avsak navic do-
konce ukazeme i metody jejich prokazovani. Se stoupajici zdvaznosti popisovanych
vysledkl roste i obtiZznost ¢teni textu; pochopeni nékterych c¢asti treti kapitoly
jiz vyzaduje usili. PTi experimentalnim cteni textu necinily studenttim gymnézii
potize ani pripravné avahy ke Godelovym vétam, ani jejich presnd matematicka
formulace, centralni myslenky prokazovani vét o netuplnosti (aplikace vlastnosti
Godelovy a Rosserovy formule) vsak zvladli az po opakovaném ¢teni. Je tudiz
mozné, ze budete muset, vazeny Ctenari, ¢ist zavér druhého paragrafu treti kapi-
toly nékolikrat. Uvahy, které na pocatku t¥icatych let minulého stoleti zaskocily
cely matematicky svét, se uz autorovi nepodarilo vyjadrit jednoduseji.

V textu bude uvedena fada pfikladt. Ty jsou rozdéleny do tii skupin. Pri-
klady jsou FeSeny pi¥imo v textu a slouzi pro ilustraci definovanjch pojmi. Ulohy
jsou také obsazeny ve vlastnim textu, avSak jejich feSeni je nejprve ponechano
¢tenafi; feseni x-té tlohy je pak uvedeno v poznamce pod ¢arou oznacené ux. Jed-
notlivé paragrafy jsou zakonceny cvicenimi, jejichz strucné feSeni jsou uvedena
na konci textu. Zkusenost s prvnimi studenty, ktefi cetli text, ukdzala, ze vétsi
zajem byl o tlohy formulované jako hlavolamy (v prvni kapitole napt. ,zebry“
a ulohy o Porcii). Ulohy zaméfené abstraktnéji (Z4dajici napi. sestrojeni diikazu)
se zdaly méné zajimavé. V matematice vSak jde velmi casto préavé o dokazani
jakéhosi tvrzeni a jednoduché tlohy ukladajici sestrojeni diikazu jsou pripravou
na tuto matematickou ¢innost. Proto prosim, nespokojte se tim, ze vysledky ta-
kovychto tloh zkontrolujete, avSak skutecné se AKTIVNE SNAZTE ZADANE
DUKAZY SESTROJIT. Naproti tomu cviceni typu ,zebra“ je v textu pomérné
[-2.17-1-2.20) podle své potieby a chuti.

*

Ve snaze o zpiehlednéni textu pouzivame pro rtzné druhy objektt rdzné
typy pisma”); jiz podle druhu pisma se pozna, zda se jedna o formuli vyroko-
vého (znak A, ...) nebo predikdtového poc¢tu (znak ¢, ...), o proménnou vyroko-
vého (znak p,...) nebo predikdtového poctu (znak z,...), ze mluvime o funkci
(znak §,...) ¢ predikatu (znak P,...) atd. Pokud by to ¢tenafi nevyhovovalo,
necht prosté zanedbava riznost druhi pisma.

Dulezita mista (definice a tvrzeni) jsou zvyraznéna po obou strandch textu
svislymi carami; siln€j$imi ¢arami jsou oznaceny C¢tyfi nejvyznamnéjsi vysledky
matematické logiky zarazené do naseho textu.

™) Shrnuti pouzivaného znaceni je zafazeno na konec textu do rejstiiku symbolt. Pro (intui-
tivni) pfirozena éisla pouzivame znaky m, n, .. .; nulu fadime mezi pfirozend ¢isla. Kladna
(intuitivni) pfirozena &isla oznadujeme pomoci symbolid 4,7, k, . . .
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KAPITOLA I

VYROKOVY POCET

Robot Radius: Nechci Zddného pdna.
Vim vsechno sam.

Karel Capek, RUR

§1
ZAKLADY VYROKOVEHO POCTU

Vyrokovy pocet (nékdy se téz hovoii o vyrokové logice) je ¢ast logiky, kte-
rou je mozno prirovnat k mluvnickému rozboru souvéti. Pfi rozboru souvéti se
obsahem jednotlivych vét nezabyvame, zajimaji nas pouze vztahy vzniklé spo-
jovanim vét do souveti. Podobné ted nebudeme analyzovat vyrok sdm o sobé,
budeme zkoumat jen vztahy jednotlivych vyrokt s itvarem z nich slozenym.

Vyrokem rozumime®) tvrzeni (intuitivné fe¢eno oznamovaci vétu), které je
dostateéné smysluplné, aby bylo mozno ¥ici, Ze je pravdivé nebo nepravdivé (ne-
musime ale b§t schopni o pravdivosti rozhodnout; slovni spojeni ,Cesky knize
Boiivoj mél 1. 1. 880 rymu.“ je vyrok?). Pravdivym vyrokiim je zvykem piifa-
zovat pravdivostni hodnotu 1, nepravdivym hodnotu 0.

Priklady pravdivych vyroku: , Trosky Pompeji se nachazeji v Italii.“,
»17. 11. 1989 napadly policejni sily studenty.”, ,,Dvé rtizné kruznice se protinaji
nejvyse ve dvou bodech.“ a ,Neexistuje racionalni ¢islo, jehoZ druha mocnina by
byla rovna 2.¢.

Piiklady nepravdivych vyrokii: ,Praha lezi na Dunaji.“, ,Cesky kral Vac-
lav IIL. byl synem Piemysla Otakara IL“, , Ctverec mé alespon t¥i rtizné thlo-
pricky.“ a ,Druhd mocnina kazdého komplexniho ¢isla je nezdpornym realnym
Cislem.“.

1) Podané vysvétleni neni piesna definice, ale pouhé vymezeni, presné tak jako v geometrii
»brimka je délkou bez $iftky“ nedefinuje pfimku, ale pouze ukazuje, jak si mame pfimku
predstavovat. Pojem pfimky je pro geometrii pojmem zakladnim (nedefinujeme ho na
zékladé jinych pojmi), chovani pfimek je popsano axiomy. Analogicky se ve vyrokovém
poc¢tu nesnazime pojem vyroku formalné definovat, ale ,pouze“ zkouméame jeho vlastnosti
a vztahy vyrokt. Nemoznost definovat vSechny pojmy je v principu véci: definovat mohu
jen pomoci , jednodussich® pojma a musim tedy nékteré pojmy prijmout za ziejmé bez
definice.

2) Jiny ptiklad volné podle Abélarda (1079-1142): ,Pocet hvézd je sudy.“.
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ZAKLADY VYROKOVEHO POCTU §1

Pro snazsi vyjadfovani budeme pouzivat vyrokové proménné p, q, . . ., kte-
ré zastupuji vyroky (stejné jako v aritmetice uzivame proménné zastupujici ¢isla).
Vyrokova proménné tedy, intuitivné feceno, piredstavuje blize neurceny vyrok.

Z vyroku je mozno vytvaret vyroky slozitéjsi, jez budeme nazyvat slozenymi
vyroky.
rokil: negaci a implikaci. Tim se lisSime od pfevazné vétsiny texttt o vyrokovém
poctu, které zavadéji také dalsi zptsoby tvorby slozenych vyrok hned v pocat-
cich popisu vyrokového poctu. K tomuto pristupu nés vede snaha o co nejrychlejsi
predlozeni vyznamnych vysledkii matematické logiky. Ctenaf nemusi mit obavy,
ze by byl ochuzen; dal§imi zptsoby budovani slozenych vyrok se budeme zabyvat
ve druhém paragrafu.

vvvvv

»,Neni pravda, ze ...“, ,Neplati, ze ...“ nebo vznikajici zménou slovesa pfidanim

predpony ,ne-“ (popf. z latiny prevzaté ,non ...¢). Negaci vyroku p budeme
ozna¢ovat pomoci zapisu®) —p.

Napriklad negaci vyroku ,,Karlova univerzita byla zalozena r. 1348.“ je vyrok
,Karlova univerzita nebyla zalozena r. 1348.“; pozor: negaci nen? vyrok typu
»,Karlova univerzita byla zalozena r. 1349.“. Slovni spojeni , Karlova univerzita
nebyla zalozena r. 1348.“ je vyrok, mé proto smysl vytvofit jeho negaci, coz
je vyrok ,Neni pravda, ze Karlova univerzita nebyla zalozena r. 1348.“. Poté
pochopitelné nic nebrani znovu negovat posledné uvedeny vyrok; ve vytvareni
negaci je samoziejmé mozno neustale pokracovat. Srovnanim vyznamu vyroku
a jeho dvojité negace se budeme zabyvat na nékolika mistech nésledujiciho textu.

Nabidli jsme nékolik moznosti, jak vyjadrit negaci vyroku v bézné mluvé. To
predpokladé, ze vSechna tato vyjadfeni maji stejny vyznam. Ve vétsiné pripadu
je tomu skutecné tak: slovni spojeni

»Neni pravda, ze Karlova univerzita byla zalozena r. 1348.“,

»Neplati, ze Karlova univerzita byla zaloZena r. 1348.“,

»,Karlova univerzita nebyla zalozena r. 1348.“
maji tyz vyznam. V nékterych piipadech vSak miize vyjadfeni pomoci ,Neni
pravda, ze ...“ mit jiny vyznam nez slovni spojeni vzniklé pfiddnim pfedpony
,he-“ a v takovém pripadé negaci vyjadruje pouze slovni spojeni vzniklé uvozenim
,Neni pravda, Ze ...“ (nebo uvozenim ,Neplati, ze ...*). Uvazujeme-li napf.
vyrok

,Neékdo je cernovlasy.“

(jenz mé vyznam , Existuje ¢lovék, ktery mé cerné vlasy.“), pak negaci je

3) Pouzivaji se téz zapisy ~p,P a p’.
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»,Neplati, ze nékdo je cernovlasy.“
(ve vyznamu , Nikdo nemé éerné vlasy.“) a to je néco zcela jiného nez vyrok
,Nékdo neni ¢ernovlasy.“,
protoze vyznam posledniho vyroku je tyz jako vyroku ,Existuje ¢lovek, ktery
nemad Cerné vlasy.“. Zcela analogicky negaci vyroku ,Pfisla Eva a Jana.“ chceme
vyjadrit, ze alespon jedna z nich nepfisla. Naproti tomu béZznym vyznamem slov-
niho spojeni ,,Nepiisla Eva a Jana.“ je, ze nepfisla ani jedna.

Pouziti pfedpony ,ne-“ miize také pripoustét vice vykladt. Naptiklad vyznam véty
,Kazdy neni cernovlasy.“ se podle cCeské mluvnice® urcuje podle vétného prizvuku
a véta ma budto vyznam stejny jako vyrok ,Nikdo neni éernovlasy.“ (je-li zdtraznéno
»kazdy“), nebo jako vyrok ,Nékdo neni ¢ernovlasy.“, tzn. ,Ne-kazdy je Cernovlasy.“.
Protoze nechceme ponechat vyznam vyroku na piizvuku (coZ by ostatné bylo v psa-
ném textu obtiZzné) a ani na kontextu, budeme se vyhybat pouzivani slovnim spojenim
tvaru ,, Kazdy neni ¢ernovlasy.“. O vyznamu negaci vyroku tvaru ,, Kazdy je cernovlasy.
a ,Nékdo je ¢ernovlasy.“ pojedname rovnéz v souvislosti s kvantifikaci v §2 kap. II.

V bézném obchodé se prodavaji rizné druhy napoji. Jisté si vSak umite
predstavit maly kramek, kde se prodavaji jen dva druhy napojd, napt. cola a mi-
neralka. Negaci vyroku , Tento napoj je cola.” je pochopitelné vyrok ,, Tento napoj
neni cola.“. AvSak se znalosti poméra v kramku mizeme uvedenou negaci vyjad-
it také , Tento napoj je mineralka.“. V bézném obchodé by takovato reformulace
negace nebyla mozna.

Necht pro kazdy jednotlivy nasledujici vyrok je ¢ pevné dané ¢islo. Negaci vy-
roku ,,Cislo ¢ je mensi nebo rovno 5. je vyrok ,,Cislo ¢ neni mensi nebo rovno 5.
a pracujeme-li v racionalnich nebo realnych ¢islech, mtizeme tuto negaci vyjadrit
také ,Cislo ¢ je (ostfe) vétsi nez 5.“. Pokud se nase tivahy tykaji jen ¢isel pfiro-
zenych (v takovém piipadé i zadané ¢islo ¢ musi byt pfirozené), miizeme negaci
dokonce formulovat slovy ,,Cislo ¢ je vétsi nebo rovno 6.“; posledné uvedeny vy-
rok vSak nevyjadiuje negaci vyroku , Cislo ¢ je mensi nebo rovno 5.“ ani v oboru
racionalnich ani v oboru realnych cisel.

Uloha 1. Co je negaci vyroku ,Tento trojihelnik je rovnostranny.“? Se zna-
losti geometrie vyjadiete negaci pomoci zcela jinych pojmi.

Uloha 2. Vyjadiete negaci vyroku , Kvadraticka rovnice 2% + 5z — 1 = 0 mé
nejvyse dvé feseni.“ bez pouziti slova ,dvé“. Prozkoumejte pravdivost vyroku
a jeho negace.

4) viz napf. B. Havranek a A. Jedlicka, Ceska mluvnice, SPN, Praha 1988
ul) Negaci vysetfovaného vyroku, tj. vyrok , Tento trojihelnik neni rovnostranny.“ vyjadfime
napf. slovy , Alespon dvé strany tohoto trojihelniku maji rtiznou délku.“ nebo slovnim
spojenim ,,Alespon jeden tihel tohoto trojuhelnika je rizny od 60°.“ nebo pomoci ,, Alesporii
dvé vysky tohoto trojuhelniku maji rizné délky.«.
u2) Negaci popisuje napi. spojeni ,, Kvadraticka rovnice 22 + 5z — 1 = 0 m4 alespoii t¥i riizna
feSeni.“. Ptvodni vyrok je pravdivy, jeho negace nikoli.
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Na zéakladé dvou vyrokt mutzeme vytvorit také vyrok popsany v bézné reci
obraty ,Jestlize ..., pak ...“, ,Z ... plyne ...“%), implikuje ...“. Tento
zplusob sestrojeni nového vyroku se matematizuje implikaci. Pro implikaci vy-
tvofenou na zakladé vyroku p,q (pofadi je podstatné!) je zvykem pouzivat®
soustavy znaku (p — ). Misto ,p implikuje q* fikame také, Zze ,p je posta-
¢ujici podminkou pro g“ nebo ze ,,q je nutnou” podminkou pro p“. Prvni
vyrok v implikaci budeme nazyvat antecedent, nékdy se také uziva predpoklad
implikace, ¢i premisa; pro druhy vyrok budeme uzivat nazev konsekvent, nékteti
autofi pouzivaji disledek, nebo zavér implikace.

Implikaci (¢ — p) nazyvame obracenou implikaci k implikaci (p — q).
Pozor: obracend implikace miva naprosto jiny vyznam nez ptivodni implikace.
Zminme jesté jeden zpusob vyjadfovani implikace: pro implikaci (p — q) uzivame
slovni spojeni ,p jen tehdy, kdyz q“ a obrécenou implikaci (q — p) popisujeme®)
slovy ,,p tehdy, kdyz q“. Tato slovni spojeni se pouzivaji zejména, nastane-li
soucasné jak implikace, tak také obracenéd implikace; pak se uzivaji obraty ,p
tehdy, a jen tehdy, kdyz q“ nebo ,p pravé tehdy, kdyz q“.

Naprtiklad implikaci sloZzenou z vyroku ,,U mofe byva pisek.“ a z vyroku
»2+ 2 =>5.je virok , Jestlize u mote byva pisek, pak 2 4+ 2 = 5.“ Obracenou im-
plikaci k uvedené je implikace ,,Z toho, zZe 2+2 = 5, plyne, ze u mote byva pisek.“.
Pozor: védomé jsme zvolili pfipad ukazujici, Ze mezi antecedentem a konsekven-
tem implikace nemusi byt viditelna souvislost a Ze implikaci je mozno vytvaret
jak z pravdivych, tak také z nepravdivych vyrok.

g9 v .

Uloha 3. Vyjadiete implikaci ,Prsi-li, jsem doma.“ co nejvickrat pomoci
jinych slovnich spojeni. Vytvoite obracenou implikaci a znovu ji alespon ttikrat
rizné formulujte. Je vyznam obou implikaci tyz?

Uloha 4. Utvoite implikaci z vyrokt ,,Trojihelnik je rovnostranny.© a ,/ Troju-
helnik mé alespon dvé vysky stejné velké.“ a také obracenou implikaci. Je néktera
z nich v bézné geometrii pravdiva?

5)
6)
7

viz terminologickou poznadmku na konci rejstiiku symbola
Nékdy se pro oznaceni implikace pouziva téz symbolu =, pfipadné D.
Termin ,nutnd podminka“ asi neni tak intuitivni jako , postacujici podminka“; pozname-
nejme proto, ze v dalsim textu nahlédneme, ze implikace (p — ) mé z jistych hledisek
stejny vyznam jako implikace (—q — —p), takZe nenastane-li q, nenastane ani p, tzn.
k tomu, aby nastalo p je ,nutné“, aby nastalo q.

8)
u3)

Zde nent slovni spojeni ,tehdy, kdyz*“ minéno jako ¢asové urceni!
Napft. ,,Z toho, ze prsi plyne, ze jsem doma.“ nebo ,,Postacujici podminkou pro to, abych
byl doma, je dést.“ a také ,Dést implikuje, Ze jsem doma.“. Obracenou implikaci muzeme
formulovat nap¥. ,,Jsem-li doma, prsi.“ nebo ,,Nutnou podminkou pro to, abych byl doma,
je dést.“ nebo ,,Postacujici podminkou pro dést je moje pritomnost doma.“. Vyznam neni
tyz, obracena implikace zad4a, abych nebyl doma nikdy, kdyz neprsi.

u4) Vyrok ,Je-li trojuhelnik rovnostranny, mé alespont dvé vysky stejné velké.“ je pravdivy;
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Negace vyroku je vyrok a vyrokem je rovnéz implikace vznikla spojenim ja-
kychkoli dvou vyrokt. Tyto slozené vyroky nasledné mohou slouzit jako zaklad
pro tvorbu dalsi negace nebo implikace a tak mtizeme pokracovat k stéle slozi-
téjsim a slozitéjsim vyroktim. Napriklad pro dva vyroky p, q muZeme vytvorit
negaci —p a pak implikaci (—p — q). Nic ndm vSak nebrani zaé¢it implikaci a vy-
tvofit (p — q), a tento vyrok nésledné negovat, tzn. vytvorit vyrok —(p — q).
Pak mtzeme ze vzniklych vyrokd vytvorit implikaci, tu pak negovat atd.

Vyroky obsazené v piredchozim piikladu také vysvétluji potiebu uziti zévo-
rek kolem implikace. Pokud bychom vynechali zavorky, budou zapisy (—p — q)
a —(p — q) zcela totozné. Zavorky popisuji zpisob vystavby, jinak feceno: roz-
hoduji, jak zapis ¢ist. Radu symbol (—p — q) ¢teme: jestlize neplati p, pak q,
avSak —(p — q) Cteme: neplati, ze z p plyne q.

Oznacuji-li p, q po fadé pravdivé vyroky ,Voda se va¥fi pii 100°C.“ a ,Veverka je
savec.“, pak formule (—p — ) oznaduje pravdivy slozeny vyrok , Jestlize se voda neva¥i
pii 100°C, je veverka savec.“ (pravdivost vyroku je zarudena mj. pravdivosti konsek-
ventu — podrobnéjsi rozbor viz o nékolik stranek dale pri popisu sémantiky vyrokového
poétu). Naproti tomu formule —~(p — q) oznacuje nepravdivy vyrok ,Neplati: vaii-li se
voda pfi 100°C, je veverka savec.“, (jehoz nepravdivost nahlédneme okamzité z prav-
divosti implikace ,Jestlize se voda vaii pfi 100°C, je veverka savec.“ — v posledné
zminéné implikaci je opét pravdivy konsekvent); vyznam popsanych slozenych vyrokt
je tedy zcela jisté rizny.

*

Prvni pojem matematické logiky, ktery budeme definovat rekurzi, bude po-
jem formule vyrokového poctu. Tento pojem slouzi k popisu slozenych vyrokt
vzniklych ze zadanych vijroka?.

Formuli vyrokového poctu je jakykoli zapis, ktery dokédZeme sestrojit
rekurzi s nasledujicimi parametry'©):

Stavebni kameny: znaky pro vyrokové proménné p, q, ..., znaky - a — a zavorky
(jakozto pomocné symboly);
Zdkladni formule: znaky pro vyrokové proménné;
Pravidla pro vytvareni dalsich formuli:
(a) je-li A formule vyrokového poctu, je formuli vyrokového poétu také jeji
negace A,

(b) jestlize A a B jsou formule vyrokového poétu, je formuli vyrokového

poctu rovnéz implikace (A — B) z nich vytvorena.

obracena implikace nikoli.
9) Podrobnéji: jestlize do formule vyrokového pocétu dosadime za vyrokové proménné néjaké
konkrétni vyroky, dostaneme slozeny vyrok vytvoreny z vyroka zadanych a naopak timto
zpusobem dostaneme vsechny slozené vyroky vytvorené ze zadanych vyrokda.
10) V tomto paragrafu se zabyvame pouze formulemi vyrokového poétu vytvofenymi pomoci
negace a implikace; ve druhém paragrafu pfipustime nadto konjunkci, disjunkci a ekviva-
lenci. Po rozsifeni povolenych spojek se pochopitelné zvétsi i systém formuli vyrokového

poctu.
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Pro formule vyrokového poc¢tu budeme pouzivat znaky A, B, P, QR ...
Rady zapist
P, d, (p - q)’_'(p - q)’_'pa (_'p - _'(p - q))
p,7p, 4, (p = d),=(p = q),(=p — ~(p — 1))

ukazuji priklady posloupnosti postupné vznikajicich formuli vyrokového poctu,
jejichz poslednim ¢lenem je zapis (—p — —(p — q)) (v prvni posloupnosti nej-
prve uzijeme dvakrat pravidlo o zakladnich formulich a pak postupné pravidla
(b), (a), opét (a) tentokrat aplikované na prvy ¢len posloupnosti a (b) aplikované
na posledni dva ¢leny dosud sestrojené posloupnosti v obraceném poradi). Kon-
strukce kterékoli z téchto posloupnosti prokazuje, ze zépis (—-p — —(p — q)) je
formuli vyrokového poctu.

Naproti'?) tomu napi. zépis (p —— q) nemtize byt formuli vyrokového po-
¢tu podle nasi definice, protoze podle ni v kazdé formuli vyrokového poctu kolem
znaku — musi byt opét formule vyrokového poctu, avSak zadna formule vyroko-
vého poctu ani nezac¢ind ani nekonci znakem —.

Jestlize bude ze souvislosti patrné, ze se jednd o formule vyrokového po-
¢tu, zamléime nékdy slova ,vyrokového pocétu“. Umluvme se také, ze budeme
vynechavat zavorky v zapisu formuli, pokud to neohrozi ¢itelnost zapisu. Pozna-
menejme, ze pro usnadnéni ¢teni se v matematickém textu bézné pouziva vice
typu zavorek.

Uloha 5. Rozhodnéte, zda zapisy (—p — —q) a =(p — —=—p) jsou formulemi
vyrokového poctu a své rozhodnuti zdtivodnéte.

Uloha 6. Prokazte, ze zapis ([p — (==q — p)] — p) je formuli vyrokového
poctu. Existuje vice posloupnosti zapist prokazujicich, ze zadany zapis je formuli?

11) V osmém bodé ne-pfedmluvy jsme slibili, ze ukazeme neexistenci ditkazi urcitych tvrzeni.
Vypovéd, ze urcity zapis neni formuli je analogicky, avSak mnohem jednodussi p¥ipad.
Prohlasujeme totiz, Ze neexistuje posloupnost formuli postupné vznikajicich z vyrokovych
proménnych podle pravidel (a) a (b) pro vytvafeni formuli, a to posloupnost konéici za-
danym zapisem.

u5) Oba zapisy jsou formulemi vyrokového poétu a nasledujici posloupnosti formuli ukazuji

vytvareni nasich formuli rekurzi:

P, d, =P, ~q, (—p — —q),
P, =P, ~=p, (p — =), ~(p — ~—p)

— pfi tvorbé prvni posloupnosti pouzijeme nejprve pravidlo (a) na obé zakladni formule
a na zavér pravidlo (b) na takto vniklé formule; ve druhém ptipadé pouzijeme pravidlo (a)
nejprve na zakladni formuli a poté na takto vniklou formuli, pak pravidlo (b) na zakladni
formuli a na posledni ¢len dosud sestrojené posloupnosti a nakonec pravidlo (a) na posledni
¢len posloupnosti.

u6) Posloupnosti zarucujici, e zkoumany zapis je formuli vyrokového poctu, je napt.
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Uloha 7. Ukazte, Ze zapisy (p — 1)) a (p — qp) nejsou formulemi.
Uloha 8. Ukaite, 7e zapis [p — (q — p) — q] neni formuli.

k 3k %

Priklad 1. Zajisté znate Shakespearova Benétského kupce. A pravdépo-
dobné si také vzpominate, Ze o vybéru Zenicha pro Porcii rozhodovala zkouska,
v niz nadpadnik mél uhodnout ve které skiince se skryva Porciina podobizna, ne-
bot jak fikd Nerissa Porcii: ,V4$ otec byl povzdy ctnostny muz. A lidé svatého
Zivota mivaji v smrti $fastnd vnuknuti. Proto v luterii se tfemi skiinkami, zla-
tou, stiibrnou a olovénou ...nemtze zvolit tu pravou, nez kdo vas doopravdy
miluje.“!?). Napadnik musi p¥isahat, ze pokud neuhodne, nikdy se neozeni.

R.J. Smullyan v knize [Sm] (kterou velmi doporucuji pro jeji krasné hadanky)
uvazuje ,luterii“, ve které by zenich byl vybiran nikoli podle toho, jak je ctnostny,
ale jen podle logi¢nosti jeho uvazovani. Pfedlozme nyni nékolik variaci na ha-
danky uvadéné Smullyanem.

Porcie privede napadnika ke trem skiinkdm a sdé€li mu, Ze nejvyse jeden
z napisu na skiinkach je pravdivy. A pak uz jen ¢ekd na rozhodnuti o svém osudu
(a 0 osudu napadnika). Kterou skiinku byste si vybrali vy, abyste se mohli oZenit,
a to dokonce s krasnou a chytrou Porcii?

zlata stfibrna olovénéa
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna je
v této skiince. v olovéné skrince. v této skiince.

Uz jste vybrali tu pravou? — V olovéné podobizna byt nemtize, protoze by
pak byly pravdivé napisy jak na zlaté skiince, tak i na olovéné. Kdyz uz vime, zZe

posloupnost

d,=d, ==, P, =P, (-~ — =p), [p = (-~g — =p)], ([p = (-—q — —p)] = p).
Ovsem stejnou sluzbu vykona rovnéz napf. posloupnost
P; d, =P, 7P, ~d, =g, (- d—p),
(==q—==p), [p— (==a—-p)], ([p— (==a—-p)] =),

ve které je jiné poradi ¢lend a nékteré cleny navic. Naproti tomu posloupnost

p,~=p,d,-q,[p — (==q — -p)], ([p = (==q — —p)] = p)

neni dostatecné vhodnym popisem konstrukce nasi formule.
u7) Prvni zapis neni dobie uzavorkovan, kazd4 formule ma stejné pravych jako levych zavorek;
v druhém zéipise se vyskytuji bezprostfedné za sebou dvé vyrokové proménné a zadné
z nasich pravidel tvorby formuli toto nepovoluje.
u8) Poget levych a pravych zavorek je stejny, piesto vSak zapis neni dobfe uzadvorkovan —
miizeme &ist jednak ([p —(q—p)] — q), avsak také (p - [(g—p) — q]) Nemnuze se
vam proto podafit sestrojit potfebnou posloupnost.

12) preklad E.A.Saudka
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podobizna neni v olovéné, pak vime, ze na stfibrné je pravdivy napis. Kdyby byla
podobizna ve stfibrné skfince, byl by pravdivy také napis na zlaté skfince, coz
je zadédnim vylouceno. Podobizna proto musi byt ve zlaté skiince. Pro kontrolu
si uvédomme, Ze v takovém pripadé je text na zlaté i olovéné skiince nepravdivy
a pravdivy je jen na stiibrné skfince.

Nasledujici odstavec se bude snazit presvédcit o vyhodach symbolického zé-
pisu ty ¢tenare, ktefi nejsou jeho priznivci. Podobné budeme vedle sebe pouzivat
slovni a symbolicky zapis pii feSeni tiloh 9 a 10. Necht z,s a o vyjadfuji po
fadé vyroky ,,Podobizna je ve zlaté skfince.“, ,,Podobizna je ve stiibrné skfince.“
a ,Podobizna je v olovéné skiince.”

Na tadku (i) uvaddime u kazdého z vyroku z,s, 0 ty z vySetfovanych vyroku
a jejich negaci, které jsou v daném piipadé pravdivé (napf. za predpokladu vy-
roku z — uloZeni podobizny do zlaté skiinky — je pochopitelné pravdivy vyrok z
a negace vyroki s a 0):

(7) z: 2,718,710 S: —z,8,70 0: —z,78,0.

Pii zadani naseho prikladu jsou na jednotlivych sk¥inkach vyroky: -z, -0, 0. Pros-
tym srovnanim posledné uvedené trojice vyroku s trojicemi v (i) zjistime, Ze tro-
jice ze zadéani se shoduje nejvyse v jednom vyroku pouze s jednou trojici, a to
s prislusejici ulozeni portrétu do zlaté ski¥inky.

Uloha 9. Népadnici Porcie se moc nehrnuli a ti, co piisli, neuspéli. I zadala
Porcie zvazovat, jestli otec skutecné naridil, jaké maji byt napisy na skiinkach,
a zda by nemeéla dédvat hadanku leh¢i — sama meéla tolik inteligence (vzpomerite,
jak pozdéji prevlecenad za mladého soudce brilantné zachranila Antonia), Ze hé-
danky nejen fesila, avSak bez zavahani i vytvarela. A tak si pfipravovala nové
napisy a pri zadavani ulohy chtéla napadnikovi oznamit, Ze presné jeden napis je
pravdivy.

zlaté st¥ibrna olovéné
Podobizna je Podobizna je Podobizna je
ve sti¥ibrné skiince. v olovéné skfince. v této skrince.

Kterou skiinku vyberete pri tomto zadani? Kdybychom ponechali z ptivod-
niho zadani slova ,,nejvyse jeden z népist na skiinkach je pravdivy“ byla by tloha
jednoznacné resitelna?

u9) Kdyby byla podobizna v olovéné skiince, byly by pravdivé nipisy na stiibrné a olovéné
skfince, procez tam byt nemize. Takze napisy na st¥ibrné i olovéné skfince jsou nepravdivé,
pravdivy musi byt zapis na zlaté sk¥ince (tato iivaha je podminéna tim, Ze vime, Ze alespoii
jeden napis je pravdivy), a tudiz je podobizna ve stiibrné sk¥ince. (V tomto piipadé je
pravdivy népis na zlaté sk¥ince a zadny jiny.) Pokud vime pouze, Ze nejvyse jeden népis
je pravdivy, nevylou¢ime moznost ukryti podobizny ve zlaté skfince.
Pomoci symbola: Na skiinkach jsou zapsdny vyroky: s, o, 0. Tato trojice se z trojic z (7)
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Uloha 10. Soudasné si viak Porcie p¥ipravila také trochu tézsi tlohu pro pi¥i-
pad, kdyby se napadnik nejevil pfijatelnym. Takového chtéla zavést pred skiinky

zlaté stribrna olovéna
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna je
v této skiince. ve zlaté skiince. v této skiince.

a oznamit mu, Ze alespon jeden néapis je pravdivy a alespon jeden je neprav-
divy. Potad vsak nebyla spokojend, pro naprosto nepfijatelné napadniky chtéla
vymyslet jesté néco tézsiho, ale kdyz on mezitim prisel Bassanio a ...

Priklad 2. Obavam se, Ze hadanku, jez vim nyni predlozim, jiz znate, je vSak
tak hezké, ze ji nemohu pominout. Na rozcesti dvou cest stoji dva bratfi, z nichz
jeden vzdy mluvi pravdu a druhy nikdy pravdu nefekne, avSak vy nevite, ktery je
ktery. Chcete se jich zeptat, ktera z cest vede k cili vaseho putovani. Pokud smite
polozit dvé otazky, je vase tloha jednoduchia. — Opravdu? — Jak se zeptate?
Stac¢i polozit jakoukoli otazku, u které je jasnd odpovéd, napfr. ,Je 2+42=47¢.
Podle odpovédi poznate, zda mluvite s pravdomluvnym nebo s lhafem, a pak
se uz prosté zeptate, kterd cesta vede k vasemu cili. Pravdomluvnému uvérite
a date se cestou, kterou ukaze; pti odpovédi lhare se date presné tou druhou, nez
vam poradil. Ted je vSak tloha t&z$i: smite se zeptat jen jednoho bratra, a to
jen jednou, a nadto otdzkou, na kterou je odpovéd ano-ne! Na co se zeptite? —
Jesté se zamyslete a nec¢téte Teseni, které nasleduje.

Nedari se? — Otazka, kterd vas problém vyftesi zni: ,,Co mi fekne vas bratr,
kdyz se ho zeptam, zda tato cesta vede k mému cili?“. P¥i odpovédi ,Ne.“ se
tou cestou date, pii odpovédi ,,Ano.“ vykrocite tou druhou. Pokud bratr od-
povidajiciho je lhaF, d4 vam totiz nespravnou odpovéd a odpovidajici, ktery je
pravdomluvny, jeho odpovéd zopakuje, celkové tudiz dostanete nespravnou od-
povéd. Pokud bratr odpovidajiciho je pravdomluvny, da spravnou odpovéd a lhar
odpovidajici jako druhy jeho odpovéd zneguje. I v tomto pripadé dostanete ne-
pravdivou odpovéd. Divite se jesté, ze vam doporucuji udélat presné opak toho,
co vam poradi bratii ve své dvoj-odpovédil®?

shoduje v presné jednom piipadé pouze pfi ulozeni portrétu do st¥ibrné skiinky; v nejvyse
jednom vyroku se shoduje pfi schovani portrétu do st¥ibrné nebo zlaté skrinky.
u10) Kdyby podobizna byla ve zlaté skfince, nebyl by zadny napis pravdivy, tam se tudiz
nachéazet nemtze. Kdyby se podobizna nachazela v olovéné skiince, byly by vSechny napisy
pravdivé, takze podobizna musi byt ve stiibrné skiince. (V tomto pfipadé je nepravdivy
vyrok na olovéné skiince a zadny jiny.)
Pomoci symboli: Nyni jsou na skfinkach zapsany vyroky —z, -z, o; tato trojice se s troji-
cemi z (¢) shoduje alesponi v jednom vyroku a neshoduje alesponi v jednom vyroku pouze
pii vloZeni portrétu do stfibrné skfinky.
13) Uvedena otézka neni jedina, ktera fesi tlohu. MuZeme se také jednoho z bratii dotézat:
,Odpovite mi ano na otazku, zda tato cesta vede k mému cili?“ Je-li dotdzany pravdo-
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Uloha 11. Ted o dvou bratrech vime pouze, Ze kazdy z nich bud vzdy mluvi
pravdu nebo vzdy lZe (tedy bud oba jsou pravdomluvni nebo oba lhafi nebo jeden
pravdomluvny a druhy lhaF). Zeptate se prvniho, zda je lhaf nebo pravdomluvny.
Odpovédi vSak nerozumite, a proto se zeptate druhého ,,Co fikal tvij bratr?«.
Dostanete odpovéd, Ze prvy se prohlésil za lhafe. Je druhy z bratii lhaf nebo je
pravdomluvny? Co muzete fici o prvnim?

Uloha 12. Kazdy ze dvou bratii je opét bud notoricky lha¥, nebo vzdy mluvi
pravdu. Prvni z nich prohlési: ,,Alespon jeden z nas je Ihar.“ Kdo jsou tito bratii?

Uloha 13. Ze t¥i bratii je kazdy zase bud notoricky lha¥, nebo vzdy mluvi
pravdu. Prvni ze tii bratii vyhlasi: ,Moji bratii jsou lhaii.“, druhy ho ¢aste¢né
podpori s prohlasenim, Ze tieti bratr je lhar, avSak tfeti oznaci za lhafe prvniho
z bratri. Kdo jsou tito bratfi?

k 3k %

V sémantice vyrokového poc¢tu budeme zkoumat pravdivostni hodnotu sloze-
ného vyroku v zavislosti na pravdivostnich hodnotach jeho slozek. Celou séman-
tiku naprosto rozhodujicim zptisobem ovlivni pfirozeny pozadavek, aby hodnota
slozeného vyroku mezdlezZela na nicem jiném neZ na pravdivostnich hodnotdch
jeho slozZek. Ptijeti tohoto pfedpokladu umozni mj. popsat pravdivostni hodnoty
slozenych vyrokiu pomoci tabulek pravdivostnich hodnot.

Nasim prvnim tkolem je popsat pravdivostni hodnoty slozenych vyrokt
vzniklych pomoci negace a implikace. Kromé slovniho vyjadfeni je vyjadiime
v tabulkich 1 a 2 predstavujicich zakladni tabulky pravdivostnich hodnot
pro negaci a implikaci. Na pfirozené chapani pravdivosti negace a implikace jsme

mluvny, odpovi po pravdé na otézku, zda tato cesta vede k cili (pokud cesta vede k cili,
odpovi ano; jestlize nevede, odpovi ne) a tuto pravdivou odpovéd pii odpovédi na otazku,
zda odpovi ano, pouze zopakuje. Je-li vSak lhaf odpovi nepravdivé (pokud cesta vede
k cili, odpovi ne; jestlize nevede, odpovi ano) a tuto nepravdivou odpovéd pii odpovédi na
otazku, zda odpovi ano, zméni, takze pokud cesta vede k cili, odpovi celkové ano; jestlize
nevede, odpovi celkové ne. Nezavisle na tom, kterého bratra se dotazujeme, dostavame
na pravé zkoumanou dvoj-otazku pravdivou odpovéd. Dalsi feseni je uvedeno v tloze 10
druhého paragrafu.
ull) Je-li prvni IhaF, odpovi nepravdive, Ze je pravdomluvny. Jestlize je pravdomluvny, od-
povi po pravdé, Ze je pravdomluvny. Takze odpovéd prvého zcela jisté vzdy zni ,,Pravdo-
mluvny.“. Druhy je tudiz lhaf. O prvnim nelze rozhodnout.
Uvédomme si, ze otdzka ,,Jsi lhadF?“ mé velice zvlastni charakter - je ,samovztazni“ (pfi
odpovédi ,lzu“ vypoviddm o této odpovédi samotné) a nelze na ni odpovédét ,,ano“, a to
ani v pfipadég, ze pravdu mluvime, ani v piipadé, Ze pravdu nemluvime (jiné podobné
ysamovztazné“ formulace jsme uvedli v bodé 7 nasi ne-pfedmluvy); tuto ,samovztaznost“
budeme podrobnéji rozebirat ve druhém paragrafu tieti kapitoly.

u12) Je-li mluvici lhar, je mezi bratry alespon jeden lhaf, a proto 1har takovouto vétu vyslovit

nesmi. Mluvici je pravdomluvny, druhy z bratfi musi byt 1har.

u13) Pryni bratr nemize byt pravdomluvny, protoze by druhy byl Iha¥, avak oba tvrdi o tfetim
bratru, ze je lhar. Protoze prvni z bratii je lha¥, musi t¥eti mluvit pravdu a nasledné je

druhy lhafem.

23



KAPITOLA I VYROKOVY POCET

se jiz v predchozim textu odvolavali, nyni pouze toto obvyklé pojeti popiSeme
vyslovné.
Je prirozené pokladat negaci vyroku za nepravdivou, jestlize

puvodni vyrok pokladame za pravdivy, a naopak v pripadé, zZe % f
néjaky vyrok pokladame za nepravdivy, jeho negaci pokladame 11 o
za pravdivou. Ostatné na takovémto pojeti negace byly zalozeny

ptredchozi piiklady a dlohy a vy, ¢tenafi, jste jisté souhlasil, kdyz Tabulka 1
jste docetl az sem. Popsané pojeti pravdivosti negace vyjadiuje

prvni tabulka.

Hodnoceni pravdivosti implikace v zavislosti na ohod- P q | P—q
noceni pravdivosti vyroku, z nichz je implikace sloZena, 0 0 1
jiz nemusi byt na prvni pohled tak zfejmé, avsak jiz jsme 0 1 1
zdtraznili, Ze pravdivostni hodnotu implikace musime ur- 1 0 0
Cit jednoznacné pouze v zavislosti na pravdivostnich hod- 1 1 1

notach vyrokt do ni vstupujicich. Reknu-li , Jestlize bude Tabulka 2
zitra prset, pak budu cely den doma.“ a druhy den venku

lije a j& jsem z domova pry¢, pak jsem lhal; jestlize lije a jsem doma, pak jsem
mluvil pravdu; jestlize sviti slunicko, pak mohu délat cokoli a vzdy jsem mluvil
pravdu, protoze o tom, co budu délat, kdyz bude hezky, jsem nic netvrdil'®.
V souladu s intuitivnim chapanim disledku ndm tedy nezbude nez implikaci po-
klddat za nepravdivou jenom v piipadé, ze antecedent je pravdivy a konsekvent
je nepravdivy. Piesné toto chapani je dolozitelné jiz v megarsko-stoické gkole'®).
Nicméné spor o vyznam implikace pokracoval az do 20. stol., a to vetné, vétsinou
vsak probihd vné matematické logiky.

Implikace ,Je-li ¢ > 2, je ¢ > 4.“ je pravdiva pro kazdé realné éislo ¢ —
nemfize byt soucasné ¢ > 2 (pravdivy antecedent) a c¢? < 4 (nepravdivy kon-
sekvent). Naproti tomu ostatni pfipady pravdivosti a nepravdivosti antecedentu
a konsekventu jsou mozné, a skutecné nastanou. Napiiklad pro ¢ = 3 je pravdivy
jak antecedent, tak také konsekvent. V ptipadé nepravdivosti antecedentu mtize
byt konsekvent jak pravdivy (napf. pro ¢ = —3), tak také nepravdivy (napi. pro
c=1).

V souvislosti s pravdivosti implikace vznikaji ¢asto dohady o implikacich typu
»Jestlize 1 +1 = 3, pak 24 2 =5.“ V prvni fadé je tfeba si uvédomit, ze uvedena im-
plikace je (slozeny) vyrok, protoZze vznika z (nepravdivych) vyrokti 1+1=3a24+2=5
podle pravidla (b) pro vytvareni formuli vyrokového poétu. Nadto je pravdiva, protoze

14) Gramatika rozliSuje véty pricinné, které (podle pravidel éeského pravopisu) vyjadiuji ,,pfi-
¢inu (dtvod) obsahu véty Fidici“ a jsou pfipojovany spojkami protoze, ponévadz, ze, jeli-
koz a véty podminkové, které vyjadruji ,,podminku, pti které mize nastat déj véty ridici“
a které se pripojuji spojkami jestlize, -li, kdyby, jestli, kdyz. Neni vhodné formalizovat
implikaci véty pric¢inné: vétu ,,PfiSel jsem pozdé, protoze nejela tramvaj.“ budeme brat za
Izivou v pripadé, Ze tramvaje jezdily.

15) y Filéna z Megary (kolem 300 pi. Kr.), podrobnéji viz dodatek o kofenech logiky
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antecedent je nepravdivy. Presto se nam podvédomé zda tato implikace ,podezield”,
zfejmé pravé proto, ze predem vime o nepravdivosti antecedentu. Pravé vzhledem k ne-
pravdivosti antecedentu nemiize byt pravdivost implikace ovlivnéna pravdivosti, nebo
nepravdivosti konsekventu. Proc¢ez implikace nemize poslouzit k rozhodnuti zda je kon-

sekvent pravdivy, ¢i nepravdivy. A pravé to zapfi¢inuje pocit ,,podezielosti“ implikace.
Presné stejné bychom se s velikym prekvapenim divali na ¢lovéka, ktery by ndm na
plazi pti blankytné modrém nebi oznamoval, Ze ,, Prsi-li, jsem doma.“, a to bez ohledu
na pravdivost jeho vyroku. Pokud by stejné prohlaseni ucinil v okamziku, kdy nevime,
jaké je pocasi, pfijali bychom jeho sdéleni se zadjmem (a z jeho nepfitomnosti doma
vyvodili, Ze neprsi).

Oblibenym zptisobem vypoctu pravdivostnich hodnot dané formule (v za-
vislosti na pravdivostnich hodnotach proménnych, které se v ni vyskytuji) jsou
tabulky pravdivostnich hodnot'®). Jednu z nich ukazuje nésledujici piiklad
(jenz je vypoctem pravdivostnich hodnot formule p — [q — =(p — —q)]), ve
kterém kazdy tadek prislusi jednomu ohodnoceni dvojice vyrokovych promén-
nych p,q a v kazdém policku se nachazi pravdivostni hodnota formule uvedené
v zahlavi sloupce pfi tomto ohodnoceni. Je zapotiebi si uvédomit, ze existuji
presné Ctyfi riuzna ohodnoceni dvojice vyrokovych proménnych p a g, proto ma
nasledujici tabulka ¢tyri fadky. Obecné tabulka pravdivostnich hodnot formule
vytvorené z k vyrokovych proménnych ma 2% fadka a tolik sloupci, kolik krokt
jsme pouzili pfi vytvofeni dané formule rekurzi. Kazdé vyplnéni jednotlivého po-
licka v nasledujicich tabulkach je naprosto trivialni aplikaci tabulek 1 a 2. V celém
textu je vSak tak maélo rozsahlejSich vypocti, ze tabulky pravdivostnich hodnot
predstavuji nejrozsahlejsi kalkulace celé knihy.

Prohlésili jsme, Ze vyplnéni policka je zcela evidentni, pro jistotu vSak po-
drobnéji popiSme zpiisob vyplnéni napf. prvnich dvou policek v prvnim rfadku
nasledujici tabulky. Ve sloupci se zédhlavim —q si uvédomime, ze v tomto radku
predpoklddame, ze proménné q nabyvéa hodnoty 0, takze podle prvé tabulky musi
byt pravdivostni hodnotou formule —q jednicka. Do policka v sloupci se zahlavim
P — —q mame napsat pravdivostni hodnotu implikace, jejiz antecedent (vyro-
kova proménnd p) ma hodnotu 0 a jejiz konsekvent (formule —q) ma hodnotu 1.
Nahlédnutim do druhé tabulky (druhy fadek) zjistime, Ze jsme povinni policko
vyplnit znakem 1.

p q|-q |p—=-q|-(p——q) |gq=-(p—~q) |p—[q—-(p—q)]

0 0 1 1 0 1 1

0 1 0 1 0 0 1

1 0 1 1 0 1 1

1 1 0 0 1 1 1
Tabulka 3

16) Tabulky pravdivostnich hodnot zavedl Ch.S. Peirce (1839-1914), jenz pry si pfal, aby jeho
jméno bylo ¢teno [Piors].
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Tautologii (nebo podrobnéji vyrokovou tautologii) nazyvame formuli A vy-
rokového poctu, jejiz pravdivostni hodnota je 1 pfi kaZdém ohodnoceni vyroko-
vych proménnych, které se v ni vyskytuji. Kontradikci nazyvidme formuli, jejiz
pravdivostni hodnota je 0 pii kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, jez se
v ni vyskytuji. Kontradikce jsou negacemi tautologii.

Tautologie jsou formule, které nabyvaji pravdivostni hodnoty 1 nezavisle na
konkrétnim ohodnoceni vyrokovych proménnych. Jedna se tedy o ,vzdy prav-
divé* formule, tzn. o formule jejichz pravdivost je zarucena pouze jejich formou
(strukturou formule) a nikoli pravdivosti nebo nepravdivosti vyroki, z nichz je
vytvorena. Analogicky kontradikce nabyvaji pravdivostni hodnoty 0 nezavisle na
ohodnoceni vyrokovych proménnych, a predstavuji tudiz ,vzdy nepravdivé“ for-
mule.

Z tabulky 3 nahlédneme, zZe formule vyrokového poc¢tup — [q — —(p — —q)]
je tautologii, formule g — —(p — —q) nikoli.

Pro plné porozuméni dalsimu textu je vhodné vysettit pravdivost nékolika
formuli. To bude tkolem nasledujiciho pfikladu a tloh 14-17.

Piiklad 3. Prokazte, ze formule VP2 tvaru [p—(q—71)]—[(p—q)—(p—7)]
je tautologii. Tato formule je nékdy nazyvana Fregeav zakon.

Ve zkoumané formuli se vyskytuji t¥i vyrokové proménné, takze jeji tabulka
pravdivostnich hodnot bude mit 23 = 8 fadkii; sestavovani tabulek pravdivostnich
hodnot je natolik jednoduché, Ze uz i tu nésledujici by se mél nejprve pokusit
Ctenaf sestavit sam.

P g v|g—=r |p=(@—=7) |p—=q |p—T |(p—q)—(p—1) | VP2
0 0 0] 1 1 1 1 1 1
00 1] 1 1 1 1 1 1
01 0] 0 1 1 1 1 1
01 1] 1 1 1 1 1 1
1 00| 1 1 0 0 1 1
10 1| 1 1 0 1 1 1
1 10| 0 0 1 0 0 1
1 1 1| 1 1 1 1 1 1
Tabulka 4

Uloha 14. Prokazte, ze formule VP1 tvaru p — (q — p) a rovnéz for-
mule VP3 tvaru (—p — —q) — (q — p) jsou tautologiemi. Jak se lisi tabulky

p|VP1 |-p|-q |-p

u4)  p qlq— —-q | VP3| -q—-p [ (q—p)—(-g—-p)
0 0] 1 T 1] 1 1 1 1 1
01| o 1 1] o0 0 1 1 1
1 0| 1 1 o] 1 1 1 0 0
1 1] 1 1 o] o 1 1 1 1
Tabulka A
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pravdivostnich hodnot formule —p — —q a formule q — p? Ukazte, Ze formule
(@ — p) — (—q — —p) neni tautologii.

Uloha 15. Ukazte, ze formule —p — (p — q), tzv. zdkon Dunse Scota, je
tautologii.

Uloha 16. Uvédomte si, Ze pravdivostni hodnoty formule =—p jsou piesné ty
samé jako pravdivostni hodnoty p. Ukazte, ze vyrokové formule A a B nabyvaji
tychz hodnot (pfi ohodnoceni vyrokovych proménnych, které se v nich vyskytuji),
prave kdyz je pravdiva jak implikace A — B, tak také obracena implikace B — A.

Uloha 17. Sémanticky (tj. tabulkou pravdivostnich hodnot) prokazte tran-
zitivitu implikace, tzn. Ze tautologii vyrokového poctu je formule

P—a)=[a—=7)—= (7))

Priklad 4. Uvazujme variaci tlohy o vnoucatech z ne-pfedmluvy a oznaéme
vyroky ,Jakub je doma.“, ,Terezka je doma.“ a ,Kacenka je doma.“ po fadé
pismeny j,t a k. Pfedpoklddejme pravdivost vyroki:

(1) Jestlize neni Jakub doma, neni doma ani Terezka, tzn. =j — —t.
(2) Jestlize je Kacenka doma, je doma i Terezka, tj. k — t.
(3) Neni-li doma Kacenka, je doma Jakub, tzn. =k — j.

Tabulky pravdivostnich hodnot formuli =p — —q a q — p se lisi pouze svym zdhlavim,
hodnoty na jednotlivych radcich jsou stejné.

q|-p|p—q |-p— (p—a)

1 1 1

1 1 1

0 0 1

0 1 1
Tabulka B

Prvni tvrzeni je trividlni aplikaci prvni tabulky. Druhé tvrzeni ziskame prohlédnutim druhé
tabulky: pravdivost implikace A — B zarudi, ze ptfi ohodnocenich, pfi nichz formule A
nabyvéa hodnotu 1, musi rovnéz formule B nabyvat pravdivostni hodnotu 1 a pravdivost
obracené implikace B — A zajisti, Ze pfi ohodnocenich, pfi nichz formule B nabyva
hodnotu 1, musi rovnéz formule A nabyvat pravdivostni hodnotu 1.

ulb)

— O o
= O = O

ul6)

u17) Tranzitivita implikace byva nazgvana zdkon hypotetického sylogismu (pokladdme za samo-

ziejmé: jestlize z prvniho tvrzeni plyne druhé a z druhého plyne tieti, pak z prvého tvrzeni
jiz uréité musi plynout tfeti) a uvadi ho jiz Theofrastos z Eresu (asi 371-286). Pokud byste
chtél vyjadrit tranzitivitu implikace pomoci spojky ,,a“ — kterouzto formulaci jsme praveée
uvedli jako samoziejmé — konzultujte prosim ¢tvrty priklad druhého paragrafu.

Kromé prostého ovéreni tabulkou pravdivostnich hodnot miuzeme také prokazani provést
nésledujici ivahou. Implikace p — 7 je nepravdiva, pouze pokud p je pravdiva a soucasné r
nepravdiva. Z pravdivosti p a z pravdivosti implikace p — g vSak vyvodime pravdivost q
a z pravdivosti implikace ¢ — r ndm néasledné nezbude nez vyvodit pravdivost formule .
Za predpokladu pravdivosti implikaci p — q a ¢ — 7 je tedy implikace p — 1 urcité
pravdiva.
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Chceme zjistit, zda existuje ohodnoceni vyrokovych proménnych takové, ze j
je nepravdivé, avSak vSechny predpoklady (1)—(3) jsou pravdivé (v takovém pti-
padé domi za Jakubem nepojedu, nebot nemusi byt doma). Staéi tedy vySetfovat
jen ¢tyfi pfipady pro rtizna ohodnoceni proménnych t a k. (Jakmile pii néjakém
ohodnoceni zjistime, Ze néktery ze sloZzenych vyrokd —-j — -t a k — t je pfi
daném ohodnoceni nepravdivy, nemusime jiz pro toto ohodnoceni vyhodnocovat
dalsi slozené vyroky.)

it k|- [ot]-k |9t |k—=t k=]
0 0 011 1 1 1 1 0
0 0 111 1 0 1 0
01 01 0 1 0
0 1 111 0 0 0

Tabulka 5

Spocitali jsme, ze Jakub nemtize nebyt doma (tj. je doma; tedy mé smysl
za nim jet domt). Nicméné si jesté ovéfme, zda jsme nezadali sporné predpoklady,
tzn. zda viibec existuje ohodnoceni, pii kterém je Jakub doma.

it k|oi|ot |-k |[Hj—oot k=t [ -k—)

1 0oo0ofof1]1 1 1 1

1 0 1][0]|1]|0 1 0

1 10[0|0] 1 1 1 1

1 1. 1{0]0]O0 1 1 1
Tabulka 6

Po nabyti urcitého cviku nebudete vétsinou potiebovat tabulky skutecne vypi-
sovat (a tuto moznost si ponechate jen pro piipad absolutni nouze). Pfedvedeni
avah, které miizeme provést misto vyplitovani tabulky 5, bude tikolem piikladu 5,
ktery poslouzi i jako motivace pro néktera dodatecna odvozovaci pravidla.

* 3k %

N

zabyvat dikazy ve vyrokovém poctu, zkusme formulovat, jak bychom si z intui-
tivniho pohledu predstavovali zcela presny ditkaz v tom nejobecnéjsim piipadé.
Pri dokazovani se snazime z tvrzeni prijatych za spravné dokazat dalsi. Pri-
tom uzivame jakychsi principi vyvozovani (dokazovani), které by ndm méla po-
psat a zarucit logika.
Zacénéme zcela trivialnim pfikladem. Pfedstavme si, zZe pfijmeme za spravné
tvrzeni

(1) Jestlize byla Martina v praci, upravila (pocita¢ovy) program.

Dale mame k jejim schopnostem takovou dtvéru, ze ptijimame
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(2) Upravila-li Martina program, je program v poradku.

Nakonec se dovime, zZe
(3) Martina byla v praci.

Zcela evidentni uvahou dospéjeme na zakladé predpokladt (1)—(3) k zavéru,
ze program je v poradku; zkusme vSak trochu podrobnéji rozebrat, jak toto tvr-
zeni nahlédneme: Nejprve z tvrzeni (1) a (3) vyvodime, ze Martina upravila pro-
gram, a poté na zékladé posledné uvedeného tvrzeni a na zakladé predpokladu
(2) vyvodime, Ze program je v poradku.

Nase usuzovani je tedy mozno strukturovat do velice jednoduchych kroki,
které na sebe postupné navazuji. V kazdém jednotlivém kroku vyvodime z pfed-
pokladt ptijatych na poc¢atku a z jiz dokazanych tvrzeni néjaké (dalsi) tvrzeni. Pii
jednom dokazovacim kroku nemusime pouzit vsechny predpoklady ani vSechna
jiz dokazand tvrzeni, mizeme uzit jen ta z nich, kterd se ndm praveé hodi. Méjte
tento jednoduchoucky priklad na pameéti, kdyz se nyni budeme ptat, co musi
logika ozfejmit, aby ospravedlnila nase vyvozovani (odvozovani, dokazovani).

V prvni fadé nam logika musi nabidnout (kone¢ny) seznam odvozovacich!”
pravidel. Ta ukazuji, jak bezprostfedné vyvodit dalsi tvrzeni z tvrzeni jiz doka-
zanych (pfip. pfijatych).

Po rozboru na zac¢atku textu (vzpomente ,Jestlize prvé, pak druhé. Avsak
prvé. Tedy druhé.“) a také po prozkouméni naseho konkrétniho piikladu se snad
shodneme na tom, Ze dokdZeme-li (pfip. pfijmeme-li jako predpoklad) jakoukoli
formuli P, a dokézeme-li (pfip. pfijmeme-li) soucasné také implikaci P — Q,
musime povazovat za dokazanou rovnéz formuli Q. Uvedené zékladni odvozovaci
pravidlo se tradiéné nazjva modus ponens a ¢esky pravidlo odlouceni'®) .

(Za okamzik uvidime, Ze p¥i jistém pojeti dikazi vyrokového poc¢tu bude sta-
¢it shoda na tomto jediném odvozovacim pravidlu; v §2 kap. II uvidime, Zze pro
predikatovy pocet postaci k pravidlu modus ponens ptidat jedno jediné dalsi od-
vozovaci pravidlo. AvSak také — byt pon¢kud pozdé&ji v soucasném paragrafu —
nahlédneme, ze pfijmeme-li vhodnych odvozovacich pravidel vice, zrychli a zjed-
nodusi se nase dokazovani.)

Dohoda o tom, jak postupovat déle z jiz dokézanych tvrzeni, pochopitelné ne-
sta¢i. Musime se rovnéz dohodnout, z éeho zaéneme, tedy na predpokladech!®.
Je totiz zfejmé, Ze pii zdivodnovani néjakého tvrzeni se nemohu do nekonecna

17) téz dedukénich

18) 7 implikace P — Q odloucime P a zistane Q.

19) V diskusich b&zného Zivota obvykle tyto predpoklady neformulujeme piesné, jsou pritomny
v nasem uvazovani pouze implicitné a pravé toto bézné neujasnéni zékladnich vychodisek
vede v mnoha diskusich k nedorozuménim, nebot co pro jednoho diskutujiciho je zcela
zfejmé (a na Cem stavi svou argumentaci), miZe byt pro druhého nejasné, nebo dokonce
nepfijatelné. Naproti tomu v matematické logice zadame, aby predpoklady, které mtzeme
v dikaze pouzit, byly vymezeny naprosto presné, a to na pocatku.
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odvolévat na stale zfejméjsi a ziejméjsi fakta: nékdy musim jiz prohlasit, ze tato
fakta jsou (alespon pro mne) tak ziejma, Ze je jiz nebudu dokazovat; pokud mé
byt diskuse smysluplné, musime se s partnerem shodnout na predpokladech?®.

Vétsina predpokladii v bézné diskusi se tykd predmétu, o ktery jde. (V na-
sem piikladu o programu Martiny byly takovéto vSechny predpoklady.) Nicméné
nékteré predpoklady se mohou tykat spravného vyvozovani. Tyto predpoklady
budeme nazyvat axiomy logiky.

Shriime, Ze principy spravného usuzovani muze popisovat logika dvojim zpu-
sobem: jako odvozovaci pravidla a jako axiomy logiky. Matematicky presnou de-
finici pojmu dikazu uvedeme o nékolik stranek dale. Pojem dtkazu zavisi na
volbé systému vyvozovacich principd, tato volba je pro pojeti diikazu rozhodujici
a k ni se bude vztahovat hlavni vysledek uvedeny v paragrafu. Dikaz je nésledné
popséan prosté rekurzi. Pfi konstrukci dikazt rekurzi zastavaji odvozovaci pravi-
dla tlohu pravidel pro prodluzovani dikazi; predpoklady a axiomy logiky hraji
tlohu zakladnich dikazi.

Systémti je mozno v literatufe najit celou fadu, my si pro vyrokovy pocet
ukazeme dva?'), a uz ty se budou rozchdzet v poétu axiomi a pravidel. Prvni
bude minimalizovat pocet pravidel a rozmanitost bude soustfedéna do systému
axiomt, druhy naopak bude mit bohatsi systém pravidel a minimélni systém
axiomu vyrokového poctu. V kazdém piipadé vSak od systémi principti usuzovani
pozadujeme, aby popisovaly, a to uplné, zpisob lidského vyvozovdni, a v tomto
ohledu jejich volba naprosto nemiize byt nahodilda — podstatnym cilem logiky
jiz od antiky bylo popsat ty principy, kterymi se fidi lidské usuzovani. Tedy pies
svou riiznost musi byt jednotlivé systémy principt vyvozovani ,stejné silné“.

Ted tudiz stojime pred tkolem vybrat néjaké formule vyrokového poctu,
které prijmeme za popis spravného usuzovani. Musime je vybrat tak, abychom
se s kymkoli ,logicky uvazujicim“ shodli, Zze takovéto principy jsou prijatelné,
musime je tedy byt schopni intuitivné odtvodnit.

Ctenaii, ktery piijal na$ predchazejici popis pravdivosti slozenych vyroki,
je mozno poskytnout jesté jedno voditko pri vybéru logickych axiomu: musi to
byt tautologie. Je piece nemyslitelné, abychom spravnou tivahou vyvodili jakozto
obecné spravné tvrzeni, které by nebylo pravdivé pfi uréitém ohodnoceni vy-
rokil. Tim spisSe je vylouceno vzit za zdklad vyvozovani tvrzeni, které neni vzdy
pravdivé. (Pozadavek, aby z axiomt vyrokového poctu — tj. bez uziti mimolo-
gickych predpokladid — bylo mozno vyvodit jen vzdy pravdiva tvrzeni se nazyva

20) Pii volbs predpokladti nejsme po formalni strance nijak omezeni, pii nevhodné volbé se
muze ,,pouze“ stat, ze z nich dokdzeme jakykoli nesmysl (tj. ze pfedpoklady jsou sporné).
Je vsak jasné, ze z intuitivniho hlediska nejsou jednotlivé systémy predpokladid rovno-
cenné. V obecném piipadé je popis vhodné volby zavisly na filozofickém pojeti pravdy
a skutecnosti, a pfesahuje tedy ramec matematické logiky.

21) Radu dalsich ptikladii systémii najde ctenaf napt. v knihach [So], [Sv] a [Pe].
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korektnost vyrokového poctu.)

Stop! Pozadavek pravdivosti se pfece nemiuZe tykat jen vybéru axiomt, avsak
také odvozovaci pravidlo musi z tautologii vyvozovat jen tautologie. A my jsme
jiz o jednom pravidlu prohlasili, Ze ho hodlame piijmout. Takze nyni musite, mily
Ctenafi, zjistit, zda modus ponens vyvozuje z tautologii vyhradné jen tautologie.
— Uz to méate? — Pochopitelné, je to zcela prosté: zakladni tabulka pravdivost-
nich hodnot pro implikaci zajisti, Ze je-li P pravdivé a je-li implikace P — Q
pravdiva (oboji nastane jen v poslednim fadku tabulky 2), pak je pravdiva rov-
néz 9. Modus ponens tedy vyhovuje pozadavku, ze z tautologii mtzeme dokézat
jen tautologie.

Sémantika vyrokového poctu nam tedy ukaze, které formule nemame ptiji-
mat za axiomy, ale nepomuze v pozitivnim vybéru.

V lidském usuzovani je mozno vysledovat mnoho spravnych dokazovacich
postupt a v priubéhu vyvoje logiky bylo velmi mnoho vyvozovacich principd for-
mulovdno a vyucovéno (stale s moznosti nalézéni dalsich a dalsich principi). Je
mozno se obratit do historie logiky a vybrat ty principy, které povazovala z vy-
rokového poctu za dulezité antickd a/nebo scholasticka logika, nebo ty principy,
které formulovala logika 19. stol. Vzdy vsak budeme stat pred dvéma otazkami:

(a) zda nevybirame axiomi zbytecné moc — pokud bychom si s partnerem sku-
tecné chtéli na pocatku diskuse ovéfit, ze mame stejné pojeti vyvozovani,
nechceme vénovat vétsinu casu pro diskusi odsouhlasovani jednotlivych po-
lozek ptilis bohatého seznamu vyvozovacich principi;

(b) zda vybirdme vSe podstatné, tzn. vSe, co je potiebné pro lidské vyvozovani.

Odpovédi na tyto otazky dala az matematicka logika.

Zabyvejme se nejprve prvnim problémem. V pribéhu zkoumani vyvozovani
bylo popsdno mnoho a mnoho desitek vyvozovacich principi, avsak mélokdo by
v dnesni dobé byl ochoten se uéit vyjmenovavat vSechny tyto principy (i kdyz
ve stfedovéku bylo vyjmenovavani mnoha pravidel logiky soucasti vyuky). V na-
Sem textu ukazeme jen zlomek bohatstvi klasickych pravidel (pficemz u nejdile-
predpokladat, ze se je bude ¢tenar ucit jako nasobilku. Principy budeme uvadét
jako priklady toho, co mame pouzivat (tj. jako ptiklady toho, o éem mame védét,
7e uziti pri vyvozovani dasledku je v porddku a v souladu s béznym chdpdnim
vyvozovdni), ale nikoli jako zékony, jejichz seznam by bylo potfeba odiikavat.

Takze i pokus vyuzit historie logiky ndm pfinese jen ukazéani slepé ulicky —
neni praktické vzit za axiomy vSechny principy poznané a formulované v pribéhu
vyvoje logiky. Moderni logika je si védoma, zZe musi dat jen nékolik principt —
kolik jich, mily ¢tenafi, snesete? Budete smlouvat jako Abraham o pocet spra-
vedlivych v biblickém vypravovani o zaniku Sodomy a Gomory? Nestacilo by 50,
a nemohlo by jich byt alespon o 5 méné, nebo nestacilo by 40, a co kdyby jich bylo
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jen 30 nebo 20, a vibec nestacilo by v celé logice jen 10 principi? Nesmlouvejte
vS8ak prili§, protoze na druhou stranu pozadujeme, aby nami vybrané principy
popsaly nase vyvozovani Gplné, tzn. v celé jeho siri.

ey

nez je nadbytecnost nékterych axiomi, totiz otazky, zda jsme na néjaky princip
nezapomnéli. Co kdyz existuje princip, ktery vSichni podvédomeé prijimame, avsak
dosud nikdy ho logika vyslovné neformulovala?

A v tomto okamziku se dostéavame k jednomu z vrchola tohoto paragrafu.

Ukazeme tii formule vyrokového poctu, o kterych se pokusime intuitivné
zdtvodnit, ze by jiz vzhledem ke své struktutfe mély byt povazovany za spravné.
Na druhé strané matematicka logika ukazala (tzv. véta o tplnosti??)), ze pokud
pfijmeme tyto tii axiomy a pfijmeme modus ponens jako odvozovaci pravidlo,
jsme jiz schopni dokdzat viechny tautologie vyrokového poétu®®). Vyse jsme ar-
gumentovali, ze nechceme dokézat néjakou formuli, kterd neni tautologii, a nyni
tvrdime, Ze vSechny zadané formule dokazeme. Nas vybér vyvozovacich principtu
tedy zajisti dplng popis lidského vyvozovani, pokud se tyka formuli vySetfovanych
v tomto paragrafu.

Véta o tplnosti ma dalekosahlé dusledky, u dvou z nich se nyni zastavime
podrobnéji. Nase ¢tyfi principy vyvozovani pro vyrokovy pocet ,plné postacéi®
k dokézani vSech zadanych formuli vyrokového poctu (tj. tautologii), neboli jaky-
koli jiny vyvozovaci princip, ktery je formalizaci intuitivné spravného vyvozova-
ciho kroku (specialné tedy i kazdy dodateény axiom logiky popisujici intuitivné
pravdivé tvrzeni), je dovoditelny ze zvolenych zakladnich vyvozovacich principi.

Vyjadieme predchozi tvrzeni pro vyrokovy pocet jesté jinymi slovy. Pridame-
li k ndmi zvolenym axiomtim vyrokového poctu a k jedinému odvozovacimu pra-
vidlu vyrokového poctu jakykoli dalsi vyvozovaci princip, jsou jen dvé moznosti:

(a) Budto i ,dukazy“, ve kterych je tento vyvozovaci princip povolen, umozni
dokazat jen (vzdy) pravdivé formule vyrokového poctu. Pak vSak je doda-
teény vyvozovaci princip zbytecny, nebotf tytéz formule je mozno dokéazat
i bez ného.

22) Piivodni vétu o tplnosti pro vyrokovy podet dokazal E.L. Post v préaci [Po].

23) pro jistotu: v jejichz konstrukci je pouzita pouze implikace a negace; az v pristim paragrafu
pridame dalsi spojky, pfidame spolu s nimi i dalsi axiomy, jez chovani téchto spojek
popisuji
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(b) Nebo se pomoci néjakého ,dikazu“ povolujiciho i dodateény vyvozovaci prin-
cip podaii dokézat néjakou formuli vyrokového poétu, kterd neni (vzdy)
pravdiva. Pak vsak je tento vyvozovaci princip nepfijatelny. Jiz jsme pfece
uvedli, ze by odporovalo nasi intuici o pojmu dokazatelnosti, kdybychom
dokazali nepravdivy vyrok. Dokonce bychom povazovali za absurdni, kdy-
bychom dokézali néjakou formuli vyrokového poctu, ktera by byla neprav-
diva byt jen pri jediném ohodnoceni vyrokovych proménnych, ze kterych je
vytvorena.

Timto pochopitelné nezpochybniujeme uzite¢nost riznych jinych vyvozova-
cich principi. Dodatecné principy mohou totiz velice urychlovat a zptrehlediiovat
deme. Tvrdime vsak, Ze takovéto postupy jsou jiz nahraditelné pomoci vybranych
zakladnich vyvozovacich principt. Nékteré principy je vhodné formulovat az s po-
moci spojek popsanych v §2, je proto prirozené jejich predstaveni odlozit az do
citovaného paragrafu.

Druhym disledkem véty o uplnosti je, Ze vypinéns tabulky pravdivostnich hod-
not predstavuje algoritmus (mechanicky vypocet), ktery rozhoduje, zda formule
vyrokoveho poctu je dokazatelnd ¢i nikoli. Dokonce je mozno napsat algoritmus,
ktery k dokazatelnym formulim vyrokového poctu pfislusny dikaz sestroji. Pro
tvorbu dtikazi ve vyrokovém poctu lze napsat program, a pak uz staci pouhy
stroj a neni potieba intuice matematika. Tedy z hlediska vyrokového poc¢tu ma-
tematika zcela nahradi robot®® . Ke zcela jingm zévértm dojdeme vsak v pfipadé
predikatového poctu.

Pres to, ze konstrukci dikazi ve vyrokovém poctu lze ponechat stroji, bu-
deme se seznamovat s metodami konstrukce diikazii ve vyrokovém poctu. Zadrzte,
Ctenafi, a nezacnéte se hned rozcilovat nad zbyte¢né vynalozenou namahou. Na-
prosto to neni mrhani ¢asem. Kli¢ je skryt v posledni vété predchoziho odstavce.
V predikatovém poctu budeme potiebovat diikazy sestrojovat a vime, Ze algo-
ritmus pro konstrukci dukazi v predikatovém poctu meexistuje. Techniky, které
budeme objasnovat na zavér tohoto paragrafu, jsou uzivany predevsim pro doka-
zovani v predikatovém poctu.

Cést textu nasledujici po uvedeni tif typf axiomu je psana petitem ze dvou
davodu. Prvni je trochu alibisticky: plnim slib, Ze nebudu pouzivat p¥ilis formal-
nich zapisil uznavaje, ze konkrétni tvar axiomi bude pro mnohé ¢tendfe méné
zajimavy, nez sdéleni, ze existuje nékolik mélo formuli, které postaci k popisu lid-
ského vyvozovéani (pokud se tyka oboru vymezeného vyrokovym poc¢tem). Takze
je sice vhodné axiomatiku uvést (v predikdtovém poctu pfijmeme axiomy tychz

24) Je nyni jasny vybér motta kapitoly? Poznamenejme déle, ze zkoumanou otdzkou az dosud
bylo, zda existuje dikaz. Pokud polozime otazku, zda existuje dikaz, ktery ma néjakou
vlastnost (napf. je dostatecné jednoduchy), prestane byt konstrukce takovéhoto dikazu
trividlnim problémem.
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typtl), avSak umoznit odpurctm formalnich zépist, aby nemuseli vyznam téchto
axiomli zkoumat — ctenéfe, kterého by odrazoval nésledujici popis t¥i axiomi
a jejich intuitivni objasnovani, prosim, aby nasledujici petitem psanou ¢ast prosté
preskocil. Druhy dtvod je zavaznéjsi: krasa naseho prvého systému principt vy-
vozovani ve vyrokovém poctu spociva v tom, Ze mame jediné pravidlo a jen tii
typy axiomt. Presné ve stejném bodé vSak spociva i jeho nevyhoda — systém
je prilis oklestény a dokazovani v ném je obtizné. Proto o nékolik stranek déle
popiseme jiny systém, ktery bude mnohem ,uzivatelsky privétivéjsi«.

Ctenéi jiz pravdépodobné z pozadavku, aby axiomy vyrokového poétu byly
tautologiemi, odhaduje, ze v predchozich ilohach jsme na ném pozadovali, aby
zjistil, Ze jsou tautologiemi formule téch tvart, které ted pfijmeme za axiomy.

Za axiomy vyrokového poc¢tu navrhujeme pfijmout vSechny formule, kte-
ré jsou nékterého ze tii nasledujicich tvari, kde P, Q a R oznacuji jakékoli formule
vyrokového poctu:

VP1 P—(Q—7),
VP2 [TH(Q—)R)]—)[(T—)Q)H(T—)R)],
VP3 (=P — Q) — (Q— D).

Uvedli jsme, Ze prijaté axiomy je tfeba intuitivné zdivodnit, pokusme se tedy o to:

VP1: Jestlize pfijmeme néjaké tvrzeni P jako predpoklad, pak pro nas toto pfi-
jaté tvrzeni jiz plyne z cehokoli, tzn. dostavame implikaci @ — P — jinymi slovy:
predpoklad P implikuje implikaci Q — P. Jestlize prsi, pak z ¢ehokoli plyne, ze prsi.
Zdiraznéme, ze tuto uvahu provedeme i v piipadé, kdy nevime, zda prvni tvrzeni je
spravné (pravdivé), a dokonce axiom pfijimame, i kdyz P samo o sobé nepfijimdme
za spravné — napf. -Q — (Q — —Q) je axiomem nezavisle na tom, zda tvrzeni Q
akceptujeme jako spravné nebo ne!

Prof. Hejny vypravél pribéh ukazujici, jak snadno se ¢lovék necha unést emocemi.
Jeden student vytvofil (pfesné podle tvaru axiomu VP1) vyrok ,,Z toho, ze jsi blbec,
plyne, ze, jestlize jsem moudry, ty jsi blbec.“ Podle ocekavani kdokoli byl tdzan, odpo-
védél, Ze je to nepravda, dokonce drzost a urdzka (a neuvédomil si, Ze vyrok, Ze je blbec,
je jen pfedpokladem implikace a nikoli vyhlasovanym faktem).

VP2: Tento axiom prosté popisuje relativizaci pravidla modus ponens. K tro-
chu podrobnéjsimu vysvétleni zopakujme, ze pravidlem modus ponens vyvozujeme na
zakladé néjaké implikace, feknéme Q — R a antecedentu implikace, tedy v nasem pfi-
padé Q. Nyni obé tyto formule relativizujme, tj. pfijméme za predpokladu P. To, ze Q
prijimame za predpokladu P, vyjadiime implikaci P — Q, jejiz antecedent je P a jejiz
konsekvent je Q. Presné stejné prijeti Q — R za predpokladu P vyjadiime implikaci
P — (Q — R), jejiz antecedent je P a jejiz konsekvent je tentokrat implikace Q — R.
Za uvedenych dvou predpokladt akceptujeme relativizovany zavér pravidla modus po-
nens, tedy relativizaci tvrzeni R (jestlize jsme relativizovali vychozi formule, je nezbytné
relativizovat i zavér, coz by mélo byt intuitivné zcela ziejmé) — relativizaci je zase im-
plikace, jejimz antecedentem je opétovné P a jejimz konsekventem je tvrzeni R. Aby
podobnost co nejvice vynikla, sepiSme ji do tabulky:

modus ponens  Z formuli Q- R, Q vyvodime R.
VP2 Formule ? —- (Q—®R), P?—-Q implikuji P—R.
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Tranzitivita implikace je velmi intuitivnim pozadavkem (viz ostatné tlohu 17)
a soucasné je viditelné pouhym zjednoduSenim axiomu VP2 (je oslabenim vznikaji-
cim vynechanim relativizace implikace Q — R a smysl neménicim prohozenim prvnich
dvou implikaci). I toto pozorovani muze byt pouzito k motivaci VP2.

VP3: Predpokladejme, Ze jsme piijali za spravné jak tvrzeni =P — —Q, tak také Q.
Kdybychom pridali jesté tvrzeni —P jakozto predpoklad, dostali bychom najednou Q
(jeden z predpokladii) a rovnéz —Q (aplikaci modus ponens na zbylé pfedpoklady).
Podle tabulky 1 vSak vime, Ze nemitize byt najednou pravdivy vyrok Q a jeho negace —Q.
7 predvedeného vyvodime, Ze nesmime soucasné prijmout vSechny t¥i nase predpoklady.
Ze dvojice vyroku P a —P je vSak vzdy jeden pravdivy a kdyZz neni pravdivy =P, musi byt
pravdivy P. Je tudiz prirozené z predpokladi =P — —=Q a Q vyvozovat P. Vyvozovani
tohoto typu je formalizovano axiomem VP3. Uvedeny princip je obracenim implikace
(Q - P) —» (=P — —Q), tradiéné nazyvané zdkonem transpozice, ktery pfijimali
jiz Aristotelés i Stoici; Aristotelés dokonce uvadi vyslovné axiom VP3 jako spravnou
avahu. V tlohach 14 a 16 jste méli nahlédnout, ze jak axiom VP3, tak také zakon
transpozice jsou tautologiemi.

Pfi zachovani modus ponens jako jediného odvozovaciho pravidla by bylo mozno
pfijmou misto nasich t¥i axiomu jediny axiom (viz napi. [Me]), zaplatili bychom vsak
ztratou prehlednosti — formulace axiomu neni pfili§ intuitivni:

[((P—=Q) = (-R—==8)] = R) =T = [(T—=7P) = (S DP)).

Ve tfetim paragrafu pfipojime k problému minimalizace vyvozovacich principt
jesté jednu poznamku v souvislosti se Shefferovou operaci.
*

Ve vyrokovém poc¢tu definujeme rekurzi dukaz z néjakého systému predpo-
klada T

Stavebni kameny: formule vyrokového poctu.
Zakladni dukazy: dikazy skladajici se z jediného axiomu vyrokového poctu
nebo z jediného predpokladu ze zadaného systému T.
Pravidla pro prodluzovani dikazi:
(a) modus ponens,
(b) moZnost pfipojit za dikaz jiny dikaz (opét dikaz z pfedpoklada T).
Pro velikou dilezitost pojmu diikazu zopakujme nyni jeho definici jesté ji-
nymi slovy:

Je-li T jakykoli systém formuli vyrokového poctu, pak dikazem ze sys-
tému predpokladiu J rozumime kone¢nou posloupnost formuli D, ..., Dy vy-
rokového poctu takovou, Ze pro kazdé i mensi nebo rovno k ma formule D; néktery
z nasledujicich tvari:

(i) D; je axiomem vyrokového poétu — kdykoli smime uzit axiom vyroko-
vého poctu,
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(ii) D; je jednim z ptredpokladi systému I — kdykoli smime uzit jeden
z predpokladi?®)

(iii) D; vznikne aplikaci dedukéniho pravidla modus ponens na dvé formule
v posloupnosti predchézejici (podrobnéji: existuji j, 7 mensi nez i ta-
kové, ze Dj: je formuli tvaru D; — D;) — kdykoli smime aplikovat
modus ponens na nékteré formule, které v diukazu predchdzeji.

Posloupnost?®) Dy, ..., Dy, vyhovujici vise uvedené podmince, nazgvime
také dukazem (té posledni) formule Dy, ze systému piedpokladt J. Formuli A
vyrokového poctu nazyvame dokazatelnou ze systému predpokladt T, jestlize
existuje jeji dikaz z uvedeného systému predpokladi. Dokazatelnost formule A
ze systému piedpokladt J znacime T+ A.

Dokazatelnosti ve vyrokovém poctu rozumime dokazatelnost bez pred-
pokladu (tj. pro prazdny systém J') a v souhlase s pfedchozim ji znacime - A.
Formuli nazveme vyvratitelnou ze systému predpokladi T, jestlize jeji negace je
dokazatelnd ze systému predpokladia J. Systém formuli vyrokového pocétu J na-
zyvame sporny (téZ inkonzistentni), jestlize existuje formule B takova, Ze ze sys-
tému predpokladt T je dokazatelna jak sama formule B, tak také jeji negace =B
(neboli existuje-li formule soucasné dokazatelnd i vyvratitelna ze systému J').
Systém formuli, ktery neni sporny, nazyvame bezesporny (téz konzistentni).
(Jiny popis spornych systému predpokladi nalezne ¢tenaf v tloze 25.)

Je nutné poznamenat, ze nebyva — dokonce ani v matematice — zvykem
vytvaret dukazy tak, aby presné vyhovovaly uvedené definici, bylo by to velmi
zdlouhavé a Spatné Citelné, avsak kazdy spravny dikaz musime byt schopni pie-
délat na dikaz vyhovujici vySe uvedené definici. Ted uvedeme jediny dtkaz v ce-
lém nasem textu, ktery je skutecné posloupnosti majici vlastnost vyzadovanou
v definici dikazu. Je to dikaz naprosto trivialniho tvrzeni A — A (doufam ve
vas souhlas, Ze z faktu, ze prsi, plyne, ze prsi). Na tomto dikazu by ¢tenaf mél
nahlédnout jiz uvedeny fakt, Zze otdzka prozkoumaéni, zda uvedend posloupnost
formuli je dikazem, je skuteéné zcela mechanickou zalezitosti (i kdyz néroénou
na pozornost). Na druhé strané ale ¢tenar pravdépodobné také prozije (pokud

25) Na konci tivodu jsme na prikladu pochodu motivovali, Ze je mozno zménou pravidla pro
tvorbu novych objektii nezménit vysledny systém objektti, ale zménit jen ,rychlost* kon-
strukce. Analogicky pfi zkouméni pojmu dikazu rekurze s pravidlem umoziujicim ptidat
najednou cely dtikaz a rekurze s pravidly umoznujicimi pridat dikaz vytvoreny jen z jedoho
axiomu nebo jen z jednoho piedpokladu vytvafeji tyz pojem dikazu; tedy (b) pfedchozi
definice odpovid4d moznostem (i) a (ii) soucasné.

26) Zapis ditkazu ve tvaru D1 — Dy — ... — Dy neni vhodny, protoze vypada jako (neu-

zdvorkovand) implikace, avSak zejména D; 1 nemusi byt disledkem pravé posledni pied-

chézejici formule D;, ale libovolnych pfedchazejicich formuli, takze zapis nelze chapat ani

jako soustavu implikaci D; — D;41.

V literatufe lze Casto také najit definice dikazu, kde formule nejsou usporadany v radé,

ale jsou usporadany ,,jako strom®, tj. usporadani se muze vétvit. Kazda z definic ma své

vyhody i nevyhody, vedou vsak k témuz pojmu dokazatelnosti.
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se odhodla projit nasledujicim textem psanym petitem), Ze volba formuli vyro-

kového poctu, které dikaz vytvareji, je méné trividlni a Ze vhodné uziti toliko

nasich omezenych prostredka vyvozovani vyzaduje jistou zkuSenost a intuici.
Nasledujici posloupnost je ditkazem formule A — A ve vyrokovém poctu:

(1) A—=[A—A)—A]) = ([A—>A—A)]—(A—A)), VP2, do kterého dosadime
za formule P a R formuli A
a za formuli Q dosadime
formuli A —A,

(2) A—=[(A—A)—A], VP1, do kterého dosadime
za P formuli A a za Q dosa-
dosadime formuli A — A,

3) A—=UA—A)]—=A—A), modus ponens uzity
na formule (1) a (2),

(4) A—=(A—A), VP1, do kterého dosadime
za P i Q formuli A,

(5) A—A, modus ponens uzity

na formule (3) a (4).

X % %k

Vratme se nyni k pfikladu 4 a ukazme si, jak trochou pfemysleni podstatné
urychlime feSeni a vyhneme se nudnému a Gnavnému vyplilovani tabulek. Nadto
v nésledujicich tfech ptikladech oznacime nékteré ivahy vykiiénikem a pfipadné
v hranatych zévorkach i odkazem na princip, ktery budeme formulovat v zaveé-
rené casti paragrafu. Oznacené tvahy by mély poslouzit zejména jako motivace
dodatecnych vyvozovacich principt, pfi jejichz formulaci se jiz nebudeme odvo-
lavat na sémantiku (tzn. na tabulky pravdivostnich hodnot).

Priklad 5. Bez vyuziti tabulek pravdivostnich hodnot chceme zjistit, zda
pri pfijeti systému vyrokt uvedenych v zadani piikladu 4 musi byt Jakub doma
(pFesnéji a podrobnéji: chceme predvést, ze neni mozné, aby nebyl doma). K nasim
predpokladim pfidejme tedy predpoklad, ze Jakub skutecné neni doma — cilem
je ukazat, ze tato vznikly systém predpokladi je sporny.

Protoze predpokladame, ze Jakub neni doma, nesmi byt doma ani Terezka
(uzivdme prvni pfedpoklad, tj. implikaci —=j — —t a modus ponens). Druhy pted-
poklad ,Jestlize je Kacenka doma, je doma i Terezka.“, tzn. implikaci k — t
mutzeme preformulovat na implikaci —-t— —k (!) — [viz zdkon transpozice] neboli
na ,Neni-li Terezka doma, neni doma ani Kacenka.“. Implikace je tranzitivni (!)
a tedy dostavame —j — —k, tzn. ,Neni-li Jakub doma, neni doma ani Kacenka.*.
Uplatnime-li tranzitivitu implikace na nas posledni predpoklad (tj. na implikaci
-k — j), dostaneme implikaci —=j — j, tzn. ,Neni-li Jakub doma, je doma.*
a z toho vyvodime (pomoci modus ponens) j. Ukdzali jsme, Ze systém je sporny
— vyvodili jsme vyrok , Jakub je doma.“ a soucasné jsme predpokladali ze , Ja-
kub neni doma.“. Shriime: nas puvodni pfedpoklad, Ze Jakub neni doma, vede
ke sporu, takze Jakub je doma (!) — [dtikaz sporem)].
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Pokud jste pii prvnim cteni nevytesili tlohy v patém bodé ne-pfedmluvy,
vratte se k nim nyni.

V sedmdesétych a osmdesatych letech minulého stoleti se objevovaly v ¢aso-
pisech hadanky s nazvem ,zebra“ — pry proto, Ze prvni slavna hadanka tohoto
typu se tykala mj. zebry (snad se jedné o cv. I-1.36). Necht se proto i v nasem
prvnim piipadu vyskytuji zvifata. (V zadanich béznych hadanek typu ,zebra“
se vSak vyskytuje podstatné méné implikaci nez v nasSich tvodnich hadankach
0 700 a o studentkach, které tvori prechod od predchozich tloh o vnoucatech, ve
kterych byly vSechny zakladni informace zadany ve tvaru implikaci, k obvyklym
»,zebram“, v nichz se implikace nevyskytuje vibec a které jsou v nasem textu
reprezentovany zejména ulohami o kamaradech-tabornicich, milovnicich umeéni

a domech obyvanych najemniky réznych narodnosti — tento seznam je fazen
podle vzristajictho poc¢tu objektti a tim podle povSechné vzristajici obtiznosti
tiloh?").)

Pri feseni slozitéjsich ,,zeber* doporucuji vyrobit si tabulku a do ni postupné
zaznamenavat zjisténé dusledky. Disledky ptvodné zadanych podminek a nové
nalezenych skutecnosti je tfeba hledat opakované, nebot na zdkladé nové zjisténé
skutecnosti mtizeme dojit aplikaci zadanych podminek k novym poznatktim, pti-
padné mizeme zjistit, Ze né€jaky tidaj je vynucen tim, ze vSechny ostatni moznosti
jsou jiz vylouceny. V nasem textu vsak nebudeme graficky takovéto tabulky pred-
vadeét, protoze ukazovani jejich postupnych zmén by netimérné prodlouzilo text;
omezime se proto jen na slovni popis. Pokud jiz nebudete v ziskdvani novych
dtisledkd schopni pokracovat, mizete nalézt misto, kde jsou jen dvé moznosti
a zkusit nejprve pridat jednu moznost jako dodateény predpoklad a prozkoumat
dtisledky a poté pridat druhy mozny predpoklad a opét prozkoumat jeho disledky
a tim se pokusit zjistit, Ze jedna moznost je vyloucena, protoze vede ke sporu?®).

Ulohy typu ,zebra“ byvaji zakonéeny pomérné jednoduchou otazkou, napf.
v nasledujicim piikladu se ptame ,,Ve které zoo chystaji ubytovani zebre?*. Chce-
me-li otdzku upfesnit, tak zddame nalezeni vsech moznych feSeni (je-li jich pro
uvazované vlastnosti vice nez jedno), nebo pfipadné konstatovani, Ze iloha nemé
viilbec zadné feseni.

V hadankach jsou nékteré podminky zadany vyslovné a ocislovany, mnoho dalsich

27) Zalezi vsak také na poctu vlastnosti a struktufe podminek; v tomto paragrafu lze za
spojeni vyrokti predkladame fadu tloh tohoto typu také ve druhém paragrafu. Ulohy
o studentkéch, fotbalistech a gratulantkach vysSetiuji vice nez jednu vlastnost a na rozdil od
béznych ,zeber“ obsahuji alespon jednu implikaci nebo nékteré spojeni vyrokt zkoumané
ve druhém paragrafu (pofadi opét zohlednuje rostouci pocet objektt1). Znovu opakuji, ze
cviCeni typu ,zebra“ je v textu dostatek, neni teba vyresit vSechny; vyberte si, vidzeny
Ctenari, tézsi nebo lehéi podle své chuti a schopnosti.

28) Hezky a podrobné popsany navod Fedeni ,zeber zejména s méné nez tiemi vlastnostmi

nalezne ¢tenaf v knize [B-H].
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informaci neni pochopitelné p¥imo vyjadireno. Jestlize naptiklad v nasledujicim pFipadu
uvazujeme Ctyfi zvirata jedouci do ¢tyfech mést, zddame bez vyslovného zdtraznéni,
aby napf. jedno zvife nejelo do dvou mést a aby do jednoho mésta nejela dvé zvifata.
Zadavame tedy implicitné mnoho dalsich implikaci typu ,,Jede-li zirafa do Brna, nejede
zirafa do Prahy.“ a také typu ,Jede-li Zirafa do Brna, nejede antilopa do Brna.“. Tvr-
zeni zadand bez vyslovného zduraznéni budeme pouzivat intuitivné; doufame, Ze pro
motivaci dodateénych vyvozovacich principt je dostateény podrobnéjsi rozbor dusledki
vyslovné uvedenych podminek.

Priklad 6. Do zoo ve Dvote Krélové, Olomouci, Brné a Praze p¥ijizdéji ¢tyfi

zvifata: Zirafa, zebra, antilopa a velbloud. Vime:

(1) Pokud zirafa nejede do Prahy, jede tam velbloud.

(2) Antilopa nebude zit v Brné.

(3) Jestlize velbloud nemifi do Dvora Kralové, bude zit zirafa v Olomouci.

V nasich podminkach (1)—(3) se nevyskytuje zadny tdaj o zebfe. Pfesto otazka
zni: Ve které zoo chystaji ubytovani zebie?*.

Nyni si muzete sepsat vSechny moznosti, kam které zvire jede. Téchto moz-
nosti je 4! = 24 (uréite-li misto pobytu prvniho zvifete — jednu ze ¢étyf moznosti
— zbyvaji na druhé zvife tfi moznosti, atd.). Pro téchto 24 pfipadt mizete zkou-
mat pravdivost slozenych vyroki (1)—(3) a touto mechanickou cestou dojdete
k cili. Ukazme vSak, Ze trocha uvazovani opét vede ke spravné odpovédi s mno-
hem mensi ndAmahou (a mechanickou cestu si nechdme jen pro pfipad naprosté
bezradnosti).

Zkoumejme dvé moznosti podle toho, zda velbloud mifi do Dvora Kralové,
nebo ne:

(I) Velbloud jede do Dvora Krélové, pak podle (1) musi zirafa do Prahy (!)
— [dikaz sporem]|. Antilopa sméfuje do Olomouce (2) a nasledné pfipravuji zebfe
ubytovani v Brné.

(IT) Velbloud nejede do Dvora Kralové, pak bude zit zirafa v Olomouci (3).
Velbloud musi do Prahy (1) a antilopa do Dvora Kralové (2). Zebie opét chystaji
ubytovani v Brné.

Odpovéd tudiz?? zni: ,Ubytovani zebfe chystaji v brnénské zoo.*

Uvédomme si vsak, Ze jsme nerozhodli napf. zda zirafa jede do Prahy nebo
do Olomouce, nebot pozadavky (1)—(3) nevylouéi zddnou z téchto moznosti (viz
po fadé pripady (I) a (II)). Moznym FeSenim je totiz jak rozmisténi zvifat: zirafa
Praha, velbloud Dvur Kralové, antilopa Olomouc a zebra Brno, tak také roz-
misténi zvifat: Zirafa Olomouc, velbloud Praha, antilopa Dvur Kralové a zebra
Brno.

Nasledujici alohy jsou velice lehké.

29) Podrobnéjsi rozbor zde uzité trividlni uvahy tykajici se vySetieni vice moznosti provedeme
ve druhém paragrafu — [diikaz rozborem pfipadi).
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Uloha 18. Ctyfi zvifata z predchoziho p¥ikladu opét jedou do zoo uvedenych
v pfedchozim pfikladu. Nyni vime:
(1) Antilopa nejede do Z&dné z moravskych zoo®?).
(2) Pokud velbloud mifi do Olomouce, smétuje zirafa do Brna.
(3) Nejede-li zirafa do Prahy, jede antilopa do Olomouce.

Otéazka opét zni: Ve které zoo chystaji ubytovani zebie?“. Miizete navic rozhod-
nout, kam vezou antilopu?
Uloha 19. O nasich ¢étyiech cizokrajnych zvifatech nyni vime:
(1) Nejede-li zirafa do Prahy, mifi velbloud do Brna.
(2) Nepfipravuji-li domov antilopé v Praze, sméfuje velbloud do Olomouce.
(3) Velbloud bude 7it ve Dvore Kralové.

Umite z téchto informaci urcit, kam putuje zebra?

Uloha 20. Ze tii studentek (Jana, Eva a Marie) m4 kazd4 rada jiny pred-
mét (matematiku, anglictinu a déjepis) a ma jinou barvu vlast (¢ernou, hnédou
a svétlou). Vime:

(1) Jana nemé v oblibé déjepis.

(2) Cernovlaska dava prednost angli¢ting.

(3) Milovnice matematiky nema svétlé vlasy.

(4) M&-li Jana ¢erné vlasy, je oblibenym pfedmétem Marie matematika.
(5) Eva neni svétlovlasa.

Urcete oblibené predméty a barvu vlast jednotlivych divek.

Pri vice vlastnostech se v hddankach typu ,zebra“ dramaticky zvysSuje po-
et vSech kombinaci. Reseni zcela mechanickym vypoc¢tem se tudiz stava jeste
obtiznéjsim (pfi tfech objektech a tfech vlastnostech v nasledujici tloze by byl
pocet pripada 3! - 3!- 3! = 216. Naproti tomu néasledujici tloha se ukaze strasné
jednoduché, pokud ji nefesite mechanicky.

30) Matematizace tohoto slovniho vyjadieni s jasnym vyznamem sméfuje k disjunkci; tvr-

zeni bylo zafazeno jako upozornéni na problematiku, které bude vénovan pfisti paragraf.
Bez disjunkce vyjadfime popisované tvrzeni pomoci dvou tvrzeni obsahujicich negaci —
uvedenim dvou zoo, do nichz antilopa nejede.

u18) Podle (1) a (3) jede Zirafa do Prahy. Nésledné v disledku (2) velbloud nemifi do Olomouce,
kam nemiiZe jet ani antilopa podle (1). Procdez zebfe chystaji ubytovani v Olomouci, nebot
z4dné jiné zvife tam jet nemize. Navic antilopa musi do Dvora Kralové (1), takze velbloud
sméfuje do Brna. Rozmisténi zvirat je urceno jednoznacné.

u19) Nikoli. Déivodem neni, ze uréeni je nedostateéné, a proto zebra mize jet do vice mést,
avSak pravé naopak: informaci je ptili§ mnoho, vytvaieji sporny systém, takze at jede
zebra kamkoli, nevyhovime vSsem predpokladtim.

u20) Kdyby Jana méla rada angli¢tinu, musela by mit podle (2) ¢erné vlasy; v dusledku (4) by
pak Marie preferovala matematiku a nésledné dle (3) by méla hnédé vlasy, tuto moznost
vsak vyluc¢uje podminka (5). Takze Jana v dusledku (1) miluje matematiku a ma podle
(2) a (3) hnédé vlasy, Eva musi byt v disledku (5) ¢ernovlaskou a nadto podle (2) musi
mit v oblibé angli¢tinu.
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Uloha 21. Partu tii kamardda tvoii Petr, Toma$ a Jan a jejich piijmeni
jsou Cerveny, Modry a Bily. Na vylety nosi kazdy z nich jednu z tabornickych
potieb (sekerku, kotlik a stan) a kazdy dava pfednost jinému sportu (horolezectvi,
cyklistika a jizda na divoké vodé). Vime:

Otéazka zni: Jak se jmenuje kiestnim jménem i pfijmenim ten z chlapct, ktery
nosi kotlik? Druhé otazka: Které predpoklady nepotfebujete, abyste urdili, jak se
jmenuje ten, kdo nosi sekerku?

Priklad 7. Milovnici uméni se jmenuji Josef, Antonin, Frantisek a Pavel,
hraji na rizné nastroje (housle, violu, violoncello a basu), pfou se o své oblibené
autory (Capka, Hagka, Kunderu a Seiferta). O vystoupeni, kdy hréli viceméné
v fadé, jsme se dovédéli:

(1) Pavel hraje na housle.
) Josef obdivuje Haska.
) Violista preferuje Capka.
4) Frantisek stoji nejvice vlevo.
) Violoncellista neni milovnikem Haska.
) Vpravo hned vedle basisty stoji violoncellista.
7) Obdivovatel Kundery stoji hned vlevo vedle milovnika Seiferta.

Popiste, kterého spisovatele mé nejradéji ten ktery hudebnik a v jakém pofadi
nasi milovnici uméni stoji. Bude mit dloha vice feSeni, vynechdme-li v sedmé
podmince slovicko ,hned“?

Zjistéme nejprve kiestni jméno violoncellisty. V dtisledku podminek (5) a (2)
se nemuze jmenovat Josef (!) — [dikaz sporem a ,dvojitou negaci 1ze vynechat].
Na zakladé podminek (4) a (6) vylou¢ime jméno Frantisek (!) — [diikaz sporem
a ,dvojitou negaci lze vynechat“]. Podminka (1) znemoziuje, aby se jmenoval
Pavel. Violoncellista se tudiz jmenuje Antonin.

Violista se nemize jmenovat ani Pavel (1), ani Josef (2) a (3) (!) — [dikaz
sporem a ,dvojitou negaci lze vynechat“], a dokonce ani Antonin, protoze to je

421) Petr je horolezcem (3), a tedy nemiize nosit stan (1) ani kotlik (6); nosi tudiz sekerku
a nasledné se jmenuje Cerveny (4). Pro zjisténi jména nositele sekerky jsme nepotfebovali
podminky (2) a (5). Tomas Modry (2) je vodadkem (5); nasledné nosi kotlik (1). (Pomoci
protiprikladt si mazete ovéfit, Ze po vynechani kteréhokoli z pozadavku (1), (3), (4) a (6)
jiz neni jméno nositele sekerky urceno jednoznac¢né.)
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jméno violoncellistovo. Procez violista se jmenuje Frantisek a nasledné Josef hraje
na basu (1).

Ze zjisténého muZeme odvodit, Zze violoncellista Antonin mé rad Kunderu.
On ani houslista Pavel totiz nemiluji Capka (3), ani Hagka (2), musi tedy mit
radi Kunderu a Seiferta. Takze musi stat hned vedle sebe a milovnik Kundery
se nachazi hned vlevo do milovnika Seiferta (7). Hned vlevo od violoncellisty je
v8ak basista Josef — milovnik Haska (6), coz uréuje, ze Antonin davé prednost
Kunderovi.

Nasi milovnici uméni stoji v poradi zleva doprava: Violista Frantisek milu-
jici Capka, basista Josef preferujici Haska, violoncellista Antonin, ktery ma rad
Kunderu, a houslista Pavel obdivujici Seiferta.

Pokud v sedmé podmince vynechame slovo ,hned“, bude feSenim také po-
fadi: violista Franti$ek milujici Capka, houslista Pavel obdivujici Kunderu, ba-
sista Josef preferujici Haska a violoncellista Antonin, ktery mé rad Seiferta.

k 3k %

Ted pristoupime k popisu moznych dodateénych principti dokazovani, které
zptrehlediiuji demonstrace a usnadnuji nalezeni potiebnych dikazi. Potfeba ta-
kovychto prostfedki je zcela o¢ividné, nebot diikaz naprosto trividlniho tvrzeni
tézko prihledné a pretéZce bychom pro kazdé jednotlivé tvrzeni hledali znovu
a znovu metodu konstrukce dikazu. Zopakujme, Zze v matematické logice bylo sice
ukézano, ze pri uzivani téchto principt nedokazeme nic, co by nebylo dokazatelné
bez nich, avsak sami nahlédnete, jak se dokazovani zjednodusi — pochopitelné
pokud se dodatecné principy naucite pouzivat. Nékteré principy jsme snad mo-
uzivani ostatnich uvedeme pfi jejich formulaci.

Uvedli jsme, Ze uzivani dodate¢nych principti dokazovani velmi zjednodusi
prokazovani dokazatelnosti zadanych formuli, avSak i tak zistane prokazovani
dokazatelnosti jednotlivych formuli zalezitosti vyzadujici jisty vhled do proble-

vvvvvv

vvvvvv

Ditikaz sporem a dtikaz rozborem pripadid jsou v matematice tak bézné od-
vozovaci pravidla, ze by nemély potrebovat prilisné vysvétlovani. Béznost téchto
pravidel naopak zpusobuje, Zze kdybychom nebyli schopni zarucit moznost po-
uziti téchto vyvozovacich prostredki, pokladali bychom nas systém za ,slaby*
(uvedme vsak, Ze napf. intuicionisticka logika — viz zévér textu — nepfipousti
dtkaz sporem). Dtukazem sporem se budeme zabyvat za okamzik, dikaz rozbo-
rem ptipadi pojednéva o disjunkci a je tedy nutné jeho popis odlozit do pristiho
paragrafu, nicméné jeho nejdulezitéjsi specidlni pfipad — diikaz neutralni formuli
— probereme jesté v tomto paragrafu.
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Zbyvajici dvé odvozovaci pravidla — dikaz dedukei a diikaz nahrazenim?®!)

se mohou ¢tenari zdat na prvni pohled nedtilezita. Z hlediska logiky je vSak di-
pravidlem, o ¢emz se bude snazit ¢tenare presvédcit priklady 8, 9 a tlohy 22, 23,
které ukazuji nékteré dalsi vyvozovaci principy jako jednoduché dusledky di-
kazu dedukci. Pravé v tom tkvi vyznam dikazu dedukci: s jeho pomoci se dokazi
pomocné vyvozovaci principy a teprve ty se vyuziji pfi aplikacich. Zopakujme
z tvodu, Ze pro osvojeni uzivani vyvozovacich principt je velice zaddouci, abyste
si, mily ¢tenafi, alespon nékteré dikazy z nasledujicich tloh a cviéeni SESTRO-
JIL SAM a nespokojil se pouze s pasivni kontrolou jejich spravnosti.

Jestlize J je jakykoli systém formuli vyrokového poctu a A je jakakoli for-
mule téhoz poctu, pak T, A znaéi systém formuli J rozsifeny o formuli A (tj.
predpokladem systému J, A je jednak jakykoli pfedpoklad systému J a jednak
predpoklad A).

Dukaz dedukci. Jestlize ze systému pfedpokladt T, A dokézeme formuli B,
pak pouze z predpokladt T dokézeme implikaci A — B, tzn. v symbolech: je-li
JAHF B, je T A — B. Jinymi slovy: Princip umoznuje z existence diikazu
ze systému predpokladd T, A obsahujicitho formuli A vyvodit existenci diikazu
ze systému T, ktery ji jiz neobsahuje. Dokazeme-li za predpokladu A formuli B,
jsme schopni bez predpokladu A dokazat implikaci A — B.

Priklad 8. Ukazme si, jak se aplikaci pravidla dikazu dedukci jednoduse
dokéze formule A — A: Zcela evidentné A + A, nebot jako diikaz poslouzi jed-
noclenna posloupnost — prosté napiseme predpoklad A (tj. pouZijeme pravidlo
o zékladnich dikazech). Nyni aplikujme dikaz dedukei (pfi kterézto aplikaci je
systém predpokladii oznaceny I prazdny); dostdavame H A — A a jsme proto
hotovi. Neni to ,trochu“ jednodussi nez petitem psany dtikaz o nékolik odstavct
vyse?!

Priklad 9. Pii dokazovani jsme zvykli, ze ,,vSe dokazané lze pouZzit
k (dalsimu) dokazovani“. Nemoznost uzivat takovyto princip by naprosto na-
bourala nasi pfedstavu o dokazovani. V nasledujicim odstavci si ukazeme, ze je
vSe v souladu s nasi intuici, nebot tento princip plyne z principu dikazu dedukci.
Pottebujeme odivodnit, Ze z dokazatelnosti I+ A (tzn. z existence dikazu
formule A ze systému piedpokladi J) a z dokazatelnosti I, A - B (tj. existence

31) V souladu se slovnim spojenim ,dtikaz sporem* a jingmi podobnymi budeme ndzvy do-
date¢nych odvozovacich pravidel vytvaret spojenim slova dikaz a bézného oznaceni véty
logiky, kterd ukazuje, ze uvedené odvozovaci pravidlo lze pridat do systému principa vy-
vozovani, v nasem konkrétnim pripadé se jedna o véty o dedukci a o nahrazeni. Prokazani
vét o dedukci, o nahrazeni, o dikazu sporem a o neutralni formuli lze nalézt napt. v §2
kap. I [So].

43



KAPITOLA I VYROKOVY POCET

dtkazu formule B za pouziti dodateéného pfedpokladu A) plyne I+ B (tj. Ze exis-
tuje dikaz formule B ze systému piedpokladt I bez dodatecného predpokladu A).
Vse je opét zcela trividlni. Podle diikazu dedukei z druhé predpokladané dokaza-
telnosti plyne existence ditkazu formule A — B z pfedpokladt J. Za tento ditkaz
pripojme dikaz formule A ze systému pfedpokladti I a dostaneme diikaz ze sys-
tému predpokladi I podle pravidla (b) pro prodluzovani dikazti (¢leny takto
sestrojeného dtikazu je jak formule A — B, tak také formule A). Za takto vznikly
dtkaz pfipojme formuli B (prosté uziti pravidla modus ponens, tj. pravidla (a)
pro prodluzovani dikazi). A jsme hotovi, sestrojili jsme dtikaz z predpoklada T,
jehoz poslednim ¢lenem je formule B.

Uloha 22. Prokazte tranzitivitu implikace syntakticky, tj. pro libovolné for-
mule P, Q a R dokazte ve vyrokovém poc¢tu formuli (P— Q) —[(Q—R) — (P—-R)].
Navod: uzijte trojnasobné dikaz dedukci, a to na formule P — Q,Q — R, P.

Uloha 23. Dokazte zakon Dunse Scota —p — (p — q). Navod: Uzijte axiom
VP1 volice postupné za formule P, Q) negace odpovidajicich vyrokovych promén-
nych, tzn. formule —p a —q; uzijte VP3 a tranzitivitu implikace.

Zatim sice dluzime intuitivni vysvétleni zdkona Dunse Scota, ten je vsSak
velmi pfirozeny: jestlize pfijmeme negaci predpokladu p, pak ze samotného pred-
pokladu p jiz plyne cokoli. Nejste-li doma, pak urcité z predpokladu, ze doma
jste, uz plyne cokoli si vymyslime. Jinou, snad dokonce prirozengjsi, formulaci
tohoto zédkona popiSeme ve formuli (ii7) nésledujiciho paragrafu.

Uloha 24. Ukaizte, ze po piijeti pravidla ditkazu dedukci jiz miizeme z naseho sys-
tému vyvozovacich principt vypustit prvni dva axiomy VP1, VP2.

*

u22) Uvazme, %e ze systému piedpokladi P — Q,Q — R, P jsou pomoci modus ponens po-
stupné dokazatelné formule Q a R. Pak jiz stac¢i na dokazatelnost P — Q, Q — R, P+ R tfi-
krat pouzit dtikaz dedukei (nejprve uzitim na formuli P ziskdme P — 9,9 - R+ P — R,
druhym uzitim dikazu dedukci obdrzime P — QF (Q — R) — (P — R) a treti aplikaci
dostaneme zadanou dokazatelnost formule (P — Q) — [(Q — R) — (P — R)] bez jakych-
koli pfedpokladt).

Popsanym uzitim axiomu VP1 dostanete -p — (—q — —p). Axiom VP3 aplikujeme na
vyrokové proménné p, q a obdrzime (—-q — —p) — (p — (). Uvedené aplikace axiomu
jsou pochopitelné dokazatelné ve vyrokovém poctu, procez tranzitivita implikace zajisti
dokazatelnost formule —-p — (p — q) ve vyrokovém poctu.

Evidentné P, Q - P (sepsani predpokladu, tj. pravidlo (ii) konstrukce ditkazi) a nyni staci
dvakrat pouzit ditkaz dedukci: nejprve ziskdme P+ Q — P a poté - P — (Q — P).

Pro prokazani dokazatelnosti druhé formule uvazme, ze P, P — (Q — R),;P? - QF Q
(uzijeme modus ponens), P;P — (Q - R),P - QFQ - R (opét modus ponens),
P, P—-(Q—-R),P—QF R (pfedchozi vysledky, ,vse dokdzané lze pouzit k dokazovani“
a modus ponens), a nyni t¥ikrat dikaz dedukci: poprvé P—(Q—R),P—-QF PR,
podruhé P— (Q—R) + (P—9)— (P—R) a na zavér tieti aplikaci diikazu dedukei zis-
kime [P - (Q - R)] = [(P — Q) — (P — R)].

u23)

u24)
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Vyrokova proménnd piredstavuje blize neuréeny vyrok a mtzeme tudiz uvazo-
vat o jejim nahrazeni vyrokem. Mame-li jakoukoli dokazatelnou formuli a nahradi-
me-li v ni vyrokovou proménnou néjakym vyrokem, je velice intuitivni, Ze dosta-
neme opét spravné tvrzeni. Napriklad vime, ze formule p — p je dokazatelna,
je tedy prirozené vyvodit, ze také vypovéd ,Jestlize prsi, pak prsi.“ je spréavna.
OvsSem rovnéz jakakoli formule vyrokového poctu predstavuje néjaky (zatim ne
zcela presné urceny) vyrok a z toho dtivodu je pfirozené, Ze nahrazenim vyrokové
promeénné jakoukoli formuli vyrokového poctu dostaneme z formule dokazatelné
ve vyrokovém poctu opét formuli dokazatelnou ve vyrokovém poctu. Podstatné
vsak je, Zze vyrokovou proménnou musime pfi jednom nahrazovani nahradit vsude,
a to touz formuli. Kdybychom v dokazatelné formuli p — p proménnou p v prvém
pripadé nahradili vyrokem , Prsi.“ a ve druhém pfipadé vyrokem ,,Sviti slunicko.“
dostali bychom zfejmé nespravny vyrok ,,Jestlize prsi, pak sviti slunicko.“ Pro jis-
totu zopakujme popsany vyvozovaci princip trochu formalnéji.

Dukaz nahrazenim. Je-li vyrokova formule A dokazatelnd ve vyrokovém
poc¢tu (tzn. bez predpokladi) a vznikne-li formule € nahrazenim vsech vyskytu
jedné vyrokové proménné ve formuli A jakousi formuli B, je formule C dokaza-
telna.

Axiomy VP1-VP3 jsme vyslovili ve tvaru platném pro jakékoli formule
P, QR a ve stejném duchu jsme formulovali tranzitivitu implikace v 1loze 22.
Naproti tomu v tloze 23 jsme zadkon Dunse Scota formulovali jen jako jednu for-
muli tvaru —p — (p — ) a nikoli ve tvaru, ze pro libovolné formule P, Q je
dokazatelnd formule =P — (P — Q). Nedopustili jsme se neobratnosti a jsme
schopni obecnéjsi tvar odvodit z tvaru specidlniho? Obecnou metodu, jak ze spe-
cidlniho ptikladu odvodit obecné pravidlo popise nésledujici ptiklad. Védomi si
moznosti ziskat obecny pripad pomoci pravidla dikaz nahrazenim z ptripadu spe-
cidlniho — z jedné urcité formule — budeme v dalSim textu vSechna pravidla
(zdkony) formulovat v co nejjednodussim a nejptrehlednéjsim specidlnim tvaru
(viz napt. formulace ptikladu 11 a tloh 26 a 27).

Priklad 10. Podle vysledku tilohy 23 je ve vyrokovém poc¢tu dokazatelny za-
kon Dunse Scota ve tvaru formule —p — (p — q). Ukazeme, Ze jsou-li P, Q jakékoli
formule vyrokového poctu, je obecnéjsi tvar zakona Dunse Scota, tzn. formule
-P — (P—Q), dokazatelny ve vyrokovém poétu uzitim diikazu nahrazenim.

Prostym uzitim dikazu nahrazenim aplikovanym na proménnou p a for-
muli P nahlédneme, ze formule =P — (P — q) je dokazatelnd ve vyrokovém

poctu. Nasledné podle téhoz pravidla je dokazatelna ve vyrokovém poctu rovnéz
formule =P — (P — Q)32),

32) Pokud se vam predchozi tivaha nezda dostateéné odivodnéna, jste naprosto v pravu.
Ano, je tam potfebny dalsi predpoklad, ktery nebyl vyslovné zminén. Takze pfijali-li jste

45



KAPITOLA I VYROKOVY POCET

Uloha 25. Ukaizte, Ze systém piedpokladit T je sporny, pravé kdyz je z ného
dokazatelna kazda formule vyrokového poctu.

*

Ze vsech dikazovych prostfedkt se ve skolach nejvice mluvi o dikazu spo-
rem, proto snad formulace ani uziti tohoto odvozovaciho pravidla nepotiebuje
nadbytecné zdavodiiovani. Zopakujme jen intuici stojici za timto vyvozovacim
principem: jestlize z negace néjakého tvrzeni A dovodime néco nespravného, pak
princip dikazu sporem nam dovoli uzavrit, Ze nemuze byt udrzitelny nas puvodni
predpoklad —A, tzn. ze jsme dokézali vychoziho tvrzeni A.

Dukaz sporem®). Je-li systém predpokladi T, -A sporny, je formule A
dokazatelna ze systému predpokladua J.

Prosim c¢tenéfe, aby si uvédomil, zZe diikaz sporem je svou strukturou dosti
vyjimecny. Bézné z predpokladii, které poklddame za spravné, vyvozujeme dalsi
tvrzeni, pii dikazu sporem naopak pfedpoklddédme platnost toho, co chceme vy-
vratit.

predchozi argumentaci jako zcela spravnou, hledejte slabé misto nyni. — Nevidite-li ho,
napovim, ze predpoklad je tfeba k druhému uziti dikazu nahrazenim. — Pfedpokladame,
ze ve formuli P se nevyskytuje proménné . Pokud by se totiz proménna g ve formuli P
vyskytovala, dostaneme po jejim nahrazenim formuli Q jakousi formuli P' a (v ptipadé,
ze ( je rtizné od Q) nikoli formuli P samotnou. Druhym nahrazenim tudiz ziskdme toliko
formuli =% — (P — Q) a ne pozadovanou formuli =P — (P — Q).
Pfedvedme si predchozi namitku na prikladu, kdy formule P je prosté vyrokovou pro-
ménnou d. Pfi této volbé dostdvame prvnim nahrazenim —q — (q — () a druhym
-9 — (9 — Q) a nikoli zddané -q — (q — Q). Nasim dosazovanim jsme sice proka-
zali dokazatelnost formule, avSak jiné, nez jsme chtéli.
Protoze jsem vSak predpoklad zamlcel, je pravdépodobné, ze tvrzeni plati — i kdyz jeho
prokazani vyzaduje jesté dalsi ideu. Je ted na vés tvrzeni dokazat i pro formule P, ve kte-
rych se vyskytuje proménna q. — Pokud se nedafi, prozradim, ze stac¢i uzit navic dikaz
nahrazenim uzity na vychozi formuli -p — (p — ). — Snad népovéda stacila. — Nejprve
nahradime v zdkonu Dunse Scota proménnou ¢ n&jakou proménnou d’, ktera se nevysky-
tuje ani v zdkonu Dunse Scota, ani v nékteré z formuli P, Q. Timto nahrazenim dostaneme
formuli =p — (p — d’), kterd je podle diikkazu nahrazenim dokazatelna ve vyrokovém po-
¢tu. Na tuto formuli nyni aplikujeme tivahu popsanou v textu nahrazujice proménnou p
formuli P a proménnou ¢’ formuli Q (formule P neobsahuje proménnou ¢’, tj. dodatecné
poZadovana podminka plati). Prvnim nahrazenim ziskdme formuli =P — (P — ('), dru-
hym nahrazenim obdrzime zddanou formuli =P — (P — Q). Dvojnasobné aplikace dikazu
nahrazenim vzhledem k popsanym nahrazenim nas ubezpeci o dokazatelnosti posledné
zminené formule ve vyrokovém poctu.
u25) Je-li ze systému predpokladi J dokazatelné jakakoli formule vyrokového poctu, je special-
né pro jakkoli zvolenou formuli € dokazatelnd jak ona sama, tak také jeji negace —C.
Pfedpokladejme naopak, ze T+ € a soucasné I+ —C. Bud dana zcela libovolna formule D.
Formule =C — (€ — D) je dokazatelnd podle pfedchoziho piikladu ve vyrokovém poctu,
a tudiz tim spise z predpokladia J. Takze staci dvakrat pouzit pravidlo ,,vSe dokdzané lze
pouzit k dokazovani“ (a modus ponens) a ziskdme I+ D.
33) Dukaz sporem se také nazyva reductio ad absurdum.
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Pokud jste v zavéru ¢tvrtého prikladu souhlasil s tvrzenim , Jakub nemtze
nebyt doma, tj. Jakub je doma.“ jako jasnym bez odvolani na sémantiku, pak pfi-
jimate, ze dva zminéné vyroky maji stejny vyznam, neboli souhlasite s ,,dvojitou
negaci lze vynechat* a soucasné s ,,dvojitou negaci lze pridat“. V takovém
pripadé vysledky pfikladu 11 a tlohy 26 jen potvrdi vase ocekavani. Pokud jste
ve ¢tvrtém prikladu méli pochybnosti, zda nepouzivame nepovolené triky, mély
by tyto pochybnosti byt odstranény vysledky nasledujiciho piikladu a tlohy.

Priklad 11. UkéZeme dokazatelnost formule —=—p — p ve vyrokovém poctu.
K tomu tcelu si nejprve uvédomime, Ze systém ——p, —p je sporny, nebot je v ném
dokazatelnd jak formule —p, tak také jeji negace ——p. Pak aplikujeme dikaz
sporem na formuli —p a zjistime, ze -—p F p. Nyni jiz postacuje uzit dikaz
dedukci, abychom obdrzeli zddanou dokazatelnost ——p — p ve vyrokovém poctu.

Uloha 26. Ukazte dokazatelnost formule p — ——p ve vjrokovém poétu. Na-
vod: pfi pouziti vysledku predchoziho pfikladu nejdtiv ukazte, ze systém ———p,p
je sporny.

Uloha 27. Prokazte dokazatelnost formule (p — q) — [(p — —q) — —p]
ve vyrokovém poctu. Navod: Nahlédnéte spornost teorie se systémem predpo-
klad (p — q), (p — —d), —=p.

Uloha 28. Ukazte, 7e po pfijeti pravidla diikazu sporem jiz miizeme z naseho sys-
tému vyvozovacich principt vypustit tfeti axiom VP3.

Ukazme si, jak by probihaly itvahy o jménech jednotlivych milovnikd uméni
z pocatku piikladu 7 pfesné na zakladé vyslovenjch odvozovacich pravidel. Uce-
lem nasledujiciho odstavce neni vas nutit provadét ivahy tak slozité, avsak uka-
zat, jak v pfipad€ nutnosti pfevést intuitivni tivahu provedenou v ptikladu 7
na odvozovaci pravidla popsand v tomto paragrafu (o kterych si dovolime pfed-
pokladat, ze se na nich s partnerem diskuse shodnete). Za predpokladu nasich
podminek (1)—(7) se snazime zjistit jméno violoncellisty.

Nejprve k nasim podminkam piidejme pfedpoklad ,Neni pravda, ze violon-
cellista se nejmenuje Josef.“ Podle pravidla, Ze dvojitou negaci mizeme vynechat,
je z naseho systému dokazatelné, Zze violoncellista se jmenuje Josef. Podle pod-
minky (2) violoncellista Josef obdivuje Haska, coz je ve sporu s predpokladem (5).

u26) 7 piedchoziho piikladu (nahrazenim vyrokové proménné p formuli —p) dostaneme
F —=—=p — —p; z naseho systému predpoklada je tudiz dokazatelnd jak formule p, tak
také formule —p. Dikaz sporem aplikujte na formuli ———p, ¢imz obdrzite p - =—p a poté
uzijte dikaz dedukci.

K prokazani spornosti uvedeného systému uzijte vysledek prikladu 11 a trojnasobné modus
ponens. Poté z dikazu sporem obdrzime (p — ), (p — —q) - —p a na zavér stadi vyuzit
dvakrat dtkaz dedukci.

Systém predpokladd —q — —=Pp,p,—(q je sporny, dikaz sporem aplikujte na formuli —(;
ziskdte =q — —Pp,Pp F g a nasledné pouzijte dvakrat dikaz dedukci aplikovany nejprve
na formuli p a poté na formuli -q — —p.

u26)

u28)
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Nyni pouzijeme dikaz sporem a nahlédneme, Ze ze systému piedpokladi (1)—(7)
je dokazatelné ,Violoncellista se nejmenuje Josef.“. Zcela analogickou tivahu pro-
vedeme jesté o jménu Frantisek: K predpokladim (1)—(7) pfidame ptedpoklad
,Neni pravda, ze violoncellista se nejmenuje Frantisek.“ a uzitim pravidla, ze
dvojitou negaci miZeme vynechat, a dikazu sporem dokaZzeme, Ze violoncellista
se nejmenuje Frantisek — v dusledku podminek (4) a (6). Navic tataz pravidla
spolu s podminkou (1) vylouéi, aby se jmenoval Pavel. Dokazali jsme, ze violon-
cellista se jmenuje Antonin, protoZze pro ného jiné jméno nezbyva.

Velice podobné tvahu pouzijeme ke zjisténi jména violisty: Nejprve — uziva-
jice pravidlo, Ze dvojitou negaci lze vynechat — ukéazeme, Ze podminky (1)—(7)
spolu s predpokladem ,Neni pravda, ze violista se nejmenuje Pavel* vytvareji
sporny systém predpokladi, z ¢ehoz vyvodime, Ze violista se nejmenuje Pavel —
v dusledku (1). K vylou¢eni moznosti, Ze violista se jmenuje Josef pouzijeme pod-
minky (2) a (3), pfedpoklad ,Neni pravda, Ze violista se nejmenuje Josef* a opét
pravidlo ,dvojitou negaci lze vynechat“ a diikaz sporem. Navic se violista nemtize
jmenovat ani Antonin, protoze to je jméno violoncellistovo (pfi podrobnéjsim do-
kazovani ndm nezbude nez se znovu odvolat na neustale pouzivané principy, zZe
dvojitou negaci lze vynechat, a na dikaz sporem). Procez violista se jmenuje
Frantiek a nasledné Josef hraje na basu (1).

Priklad 12. Neexistuje racionalni ¢islo, jehoZ druhd mocnina by byla ¢islo 2.

Pro dikaz sporem predpokladejme, ze takové Cislo existuje, a predstavme
si ho ve tvaru p/q, kde p a ¢ jsou nesoudélné ptirozend ¢isla (a ¢ # 0). Pak
p?/¢® = (p/q)* = 2, tj. p* = 2¢>. Cislo p? je sudé. Z aritmetiky pouzijeme, Ze
v takovém pripadé musi byt sudé rovnéz samotné ¢islo p, takze p musi byt tvaru2r
pro vhodné pfirozené &islo r. Uvedené déle zaruci 472 = (2r)? = p? = 2¢2, neboli
212 = ¢%. Procez ¢islo ¢ a nasledné také ¢islo ¢ jsou suda. Z naSeho systému je
proto dokazatelny jak vyrok ,p a g jsou nesoudélnd”, kteryzto je predpokladem
o ¢islech p, g, tak také vyrok ,p a ¢ jsou soudélna“ (obé jsou délitelna ¢islem 2),
tzn. systém predpokladi s jedinym predpokladem , Existuje racionalni ¢islo, je-
hoz druha mocnina je rovna 2.“ je sporny. Podle principu ,dvojitou negaci lze
vynechat“ je sporny rovnéz systém predpokladi s jedinym predpokladem , Neni
pravda, Ze neexistuje racionalni ¢islo, jehoz druh4 mocnina by byla ¢islo 2. Nyni
pouzijeme princip diikazu sporem a obdrzime dokazatelnost tvrzeni , Neexistuje
racionalni ¢islo, jehoz druha mocnina by byla ¢islo 2.¢.

Priklad 13. Ve vyrokovém poctu dokazme formuli (p — q) — (-q — —p)
nazyvanou zakonem transpozice.

Formule (=—p — ——q) — (-q — —p) je pfipadem axiomu VP3 (vzniklym
nahrazenim P formuli —p a nahrazenim Q formuli —q). TakZe uvedena formule je
dokazatelnd ve vyrokovém poctu.

Prijméme predpoklad p — . Podle vysledku pfikladu 11 vime, Ze for-
mule =—p — p je dokazatelna. Uzijeme-li nas predpoklad a tranzitivitu impli-
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kace, ziskame dokazatelnost ——p — g z naSeho predpokladu. Naprosto analo-
gicky uvazime-li dokazatelnost formule g — ——q (iloha 26 a dikaz nahrazenim)
a predchozi dokazatelnost, ziskdme z naseho predpokladu pomoci tranzitivity im-
plikace formuli -——p — ——q. Prokazali jsme dokazatelnost p — q -+ —-—p — ——q,
takze pfi uziti dikazu dedukci ziskdme - (p — q) — (=—p — —q).

Pokud aplikujeme tranzitivitu implikace na vysledky predchozich dvou od-
stavecll, nahlédneme pozadovanou dokazatelnost implikace (p — q) — (-q — —p)
ve vyrokovém poctu.

V predchozim piikladu jsme nahlédli dokazatelnost zakona transpozice, tj.
formule (p — q) — (-q — —Pp) ve vyrokovém poétu. Obréaceni zédkona trans-
pozice, tzn. formuli (-q — —p) — (p — q) jsme piijali dokonce jako axiom
VP3. Jiz jsme zminili, Ze spravnost obou téchto formuli uvadi jiz Aristotelés
v [A2]; dodejme vSak nyni, Zze tamtéz také zduraznuje nesprdvnost implikace
(p — q) — (—=p — —q) (viz tlohu 14).

Ve vyvozeni z ptikladu 13 byl nejrozsahlejsi prostfedni odstavec, ktery ukazo-
val, ze z predpokladu p — ¢ je dokazatelna formule -——p — ——q. Pfitom principy
»,2dvojitou negaci lze vynechat“ a ,dvojitou negaci lze pridat“ spolu dohromady
vyjadiuji, ze formule p je ,stejné silna* jako formule —=—p. Pokud bychom védéli,
Ze ,stejné silné“ formule miZzeme libovolné zameénovat (coz je intuitivné zcela pfi-
rozené), aplikovali bychom tento princip a nemuseli bychom uzit iivah uvedenych
v citovaném odstavci. Dokazovaci princip tohoto druhu bude vysloven v pris-
tim paragrafu pod nazvem ,dtkaz ekvivalenci“. Uvédomme si, Ze nahrazovana
¢ast formule muze byt ,zabudovana hluboko“ v uvazované formuli. Nase uvahy
v odstavci, na ktery se neustédle odolavame, byly mozné jen proto, ze nahrazo-
vand formule byla v prvém pfipadé prosté antecedentem (zévéreéné) implikace
a v druhém piipadé konsekventem (zévérecné) implikace. AvSak princip, ktery
hodlame vyslovit v nasledujicim paragrafu, umozni dokonce nahrazeni ,libovolné
hluboko* ve formuli.

Z implikace p — ¢ jsme vyvodili implikaci ~q — —p. Takze z implikace
p — g a ~q vyvodime?) —p (uzitim modus ponens na formuli ~q — —p).
Naproti tomu pri pravdivé implikaci p — q a pravdivé formuli —p miize byt q
pravdivé i nepravdivé a zcela analogicky pii pravdivé implikaci p — q a pravdivé
formuli g mtze byt p pravdivé i nepravdivé (ovéite si v tabulce 2). Abychom si
tato fakta lépe zapamatovali, shrneme je do CtyT tvrzeni:
Z implikace p— q a z formule p mtzeme vyvodit formuli q (modus ponens);
Z implikace p — q a z formule —p nemtzeme vyvodit ani formuli q ani formuli —q;
Z implikace p— g a z formule q nemizeme vyvodit ani formuli p ani formuli —p;
Z implikace p — q a z formule ~q mtzeme vyvodit formuli —=p (modus tollens).
*

34) Toto odvozovaci pravidlo se nazyvd modus tollens.
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V tomto paragrafu jiz zbyva uvést jediné dodatecné odvozovaci pravidlo.

Dukaz neutralni formuli. JestliZe z pfedpokladu J, A dokéZeme formuli B
a soucasné z predpokladu T, ~A dokazeme tutéz formuli B, je formule B dokaza-
telnd uz ze systému predpokladi I samotného.

Priklad 14. UkaZzme, Ze pokud alespoii jedno z pfirozenych ¢éisel n a n + 1
je sudé, je sudé alesponi jedno z ¢éisel n + 1,n + 2. (Nésledné indukei 1ze dokazat,
ze pro libovolné pfirozené ¢islo n je alespoii jedno z ¢isel n,n + 1 sudé.)

Jestlize n je sudé, tj. je tvaru 2k pro néjaké prirozené cislo k, je rovnéz ¢islo
n+2=2k+2=2(k+ 1) sudé (z aritmetiky pouzivime zdkon distributivity)
a toto cislo se ve dvojici n + 1,n + 2 vyskytuje.

Neni-li n sudé (tzn. je-li liché), musi byt podle pfedpokladu sudé ¢islo n + 1,
které se ve dvojici n 4+ 1, n + 2 vyskytuje.

Na zavér pouzijeme dukaz neutralni formuli, pficemz tlohu formule A z for-
mulace tohoto principu hraje vyrok , Prirozené cislo n je sudé.“.

CVICENT

I-1.1 Zalobce prohlésil: ,,Pokud je obzalovany vinen, pak mél spole¢nika.“
Obha&jce protestuje, Ze to neni pravda. Pomohl obhéjce obzalovanému pfi proka-
zovani jeho neviny?

1.2 Jsou zapisy (a) (—=(p — d) — =(qa — p)); (b) )a — p(;
() (P—a)—aq—(=pP—a)); (d) (p~—q); () p(—)q formulemi?

I-1.3 Ukazte, ze (a) (p — q) — (p — —=q); (b) (=P — q) — (=g — p);
(¢) “(p—4q)—7p; (d) =(p — q) — q jsou formule vyrokového poctu. Sestrojte
tabulky pravdivostnich hodnot téchto formuli. Je néktera z nich tautologii?

I-1.4 Prokazte, Ze formule (p — q) — [(@ — 7) — 7| neni tautologii. Srov-
nejte intuitivni vyznam této formule a tranzitivity implikace.

I-1.5 Porcie s Bassaniem zili spokojené a kdyz jejich dcera dorostla, usoudila
Porcie, Ze zkouska jejiho otce vibec nebyla Spatné, a proto pripravila pro svou
dceru znovu tfi skfinky. Dcera kazdému napadnikovi prozradila, ze na zZadné
skfince neni vice nez jeden nepravdivy napis.

zlaté stribrna olovéné
Podobizna je Podobizna neni Podobizna neni
ve stfibrné skiince. v této skrince. v této skfince.
Portrétista je Podobizna je Portrétista je
z Benatek. ve zlaté skiince. z Florencie.

Jak budete volit?
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I-1.6 Protoze vsak Porciina dcera chtéla mit co nejvétsi jistotu o inteligenci
napadnika, pfipravila sama také tfi skiinky a népadnika, ktery vyresil matéin
ukol, zavedla jesté ke svym trem skfinkdm a nyni mu oznamila, Ze na jedné
skfince jsou oba napisy pravdivé, na druhé oba nepravdivé a na posledni jeden
pravdivy a druhy nepravdivy.

zlaté st¥ibrna olovéna
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna je
ve stfibrné skiince. v této skiince. v této skiince.
Podobizna je Podobizna je Podobizna je
v olovéné skrince. ve zlaté skiince. ve sti¥ibrné skiince.

Kterou skiinku vyberete ted?
I-1.7 Porciina dcera zvazovala také tilohu s témér stejnymi napisy jako v pred-
chozi zkousce

zlaté st¥ibrna olovéna
Podobizna neni Podobizna neni Podobizna neni
ve sti¥ibrné skiince. v této skiince. v této skiince.
Podobizna je Podobizna je Podobizna je
v olovéné skfince. ve zlaté skiince. ve stfibrné skiince.

a se zadanim, ze na jediné skiince jsou oba néapisy nepravdivé. Jak byste fesili
tuto tlohu?

V nésledujicich étyfech cvidenich je kazdy z brat¥i budto notoricky lhaf nebo
vzdy mluvi pravdu.

I-1.8 Jednoho ze tii bratii se zeptate ,, Kolik je mezi vami pravdomluvnych?*
Odpovédi nerozumite, ptate se proto druhého, co rikal bratr. Druhy odpovi:
,Bratr fikal, Ze je mezi nami jediny pravdomluvny.“ AvSak tieti bratr tvrdi:
Nevérte druhému, ten 1ze. Kdo jsou druzi dva bratti?

I-1.9 Prvni ze t¥i bratfi fekne: ,VSichni jsme lhaii.“ a druhy odporuje:
,Pravé jeden z nas je pravdomluvny.“. Kdo jsou tito bratfi? Umite urcit, kdo
budou bratri, jestlize v odpovédi druhého nahradime slovo ,,pravdomluvny* slo-
vem ,lhar“?

1-1.10 Zeptate se jednoho ze dvou bratri: ,,Je mezi vAmi pravdomluvny?“ On
odpovi, vy rozumite a hned znéte spravnou odpovéd na svou otdzku. Kdo jsou
tito dva brat#i? — Uloha ma opravdu jednozna¢né feseni. — Navod: kli¢em jsou
slova ,hned znéte spravnou odpovéd*.

I-1.11 Jedinou otézkou (na kterou je odpovéd ano-ne) poloZenou jednomu
ze dvou bratii mate zjistit zda druhy bratr je pravdomluvny.
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I v nésledujicich ¢tyfech cvidenich jeden kazdy bratr budto vzdy mluvi
pravdu, nebo vzdy pravdu nemluvi. V téchto cvienich se jedné o tvrzeni vznikla
implikaci a vétsina z nich je pfevzata z knihy [Sm].

1-1.12 Jeden ze dvou bratrti prohlési: ,Jsem-li pravdomluvny, je pravdo-
mluvny i muj bratr.“. Kdo jsou tito brat¥i?

1-1.13 Prvni z bratii fekne: ,,Jsem-li pravdomluvny, dva a dva jsou ... “. Po-
slednimu slovu bohuzel nebylo rozumét; umél byste ho doplnit a rozhodnout zda
mluvici je pravdomluvny, nebo 1hai? Druhy naopak vyhlasi ,Jestlize jsem lhar,
»dva a dva jsou ...““. Posledni slovo jste zase nezachytil, avSak vas spole¢nik
tvrdi, Ze to bylo budto t¥i nebo ¢tyfi. Umite urcit, které z téch dvou slov to
bylo a zda druhy bratr je pravdomluvny, nebo 1har? Teprve tfeti bratr mluvil
zietelné a uvedl dokonce dvé tvrzeni: , Je mi 18 let.“ ,,Je-li mi 18 let, chodim do
gymnazia.“ Jste schopen vyvodit jestli je tfeti bratr pravdomluvny, nebo 1har?

1-1.14 Jeden ze dvou bratri pronese: ,Je-li mtij bratr pravdomluvny, jsem
lhar.“ Kdo jsou tito bratii?

I-1.15 Prvni ze t¥i bratii prohlasi: ,,Druhy bratr je pravdomluvny.“ a druhy
doda: ,,Pokud je prvni bratr pravdomluvny, je pravdomluvny i tieti.“ Kdo jsou
tito bratri?

I-1.16 Do zoo ve Dvote Kralové, Olomouci, Brné a Praze piijizdéji ¢tyti
zvifata (zirafa, zebra, antilopa a velbloud). Vime:

(1) Nemifi-li velbloud do Olomouce, bude antilopa ubytovana v Brné.
(2) Jede-li velbloud do Olomouce, sméfuje zirafa do Prahy.
(3) Antilopa nejede do Brna.

Popiste budouci rozmisténi zvitat do jednotlivych zoo.
1-1.17 Pii zachovani jak zadani, tak také formulace tkolu z predchoziho cvi-
¢eni zménme informace nasledovné:

(1) Nemifi-li velbloud do Prahy, nejede zebra do Brna.

(2) Nejede-li velbloud do Brna, jede antilopa do Prahy.

(3) Zebra nejede do Dvora Krélové.

(4) Pokud nechystaji ubytovani antilopé v Praze, o¢ekavaji tam zirafu.

(5) Pokud jede zebra do Olomouce, mé velbloud namifeno do Dvora Kralové.
Ctyfi party nestejné velkjch kamaradi v nésledujicich cvicenich jsou rtizné,

avSak vzdy je tvori chlapci stejnych kiestnich jmen (Petr, Tom&s a Jan) a stejnych

pifjmeni (Cerveny, Modry a Bily) a na vylety kazdy z nich nosi jednu z tabor-

nickych potteb (sekerku, kotlik a stan). Posledni parta musi druhy svych vylett

meénit, aby vyhovéla tuzbam jednotlivych kamaradt; jeden z nich je totiz vodak,

druhy horolezec a treti cyklista.

I-1.18 Udaje o prvni parté jsou velice jednoduché:

(1) Jan se nejmenuje Bily.
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(2) Cerveny nenosi stan.
(3) Modry nosi kotlik.
(4) Petr nosi sekerku.

Jak se jmenuje celym jménem ten, kdo nosi stan?
1-1.19 O druhé parté jsme ziskali informace:

(1) Jan se jmenuje Bily.
(2) Petr nosi stan.
(3) Bily nenosi sekerku.
(

4) Modry nosi kotlik.

Umite urcit, jak se jmenuje celym jménem ten, kdo nosi sekerku?
1-1.20 O kamaradech ze treti party vime:

(1) Tomas je vétsi nez ten, ktery nosi sekerku.
(2) Petr je mensi nez Cerveny.
(3) Modry je vétsi nez ten, co nosi stan.
(4) Jan neni ani nejmensi ani nejveétsi.
Otéazky: a) Jak velky je Bily vzhledem k ostatnim kamardddam?
b) Muzete uréit, jak je velky nositel kotliku?
c) Muzete zjistit pomérnou velikost nositele sekerky?
1-1.21 K podminkdm z piedchoziho cviceni ptidejte podminku
(5) Petr nenosi stan.
a za takto zménénych podminek zodpovézte znovu otazky b) a c¢) z predchoziho
cviceni.
1-1.22 O posledni parté jsme se dovédéli:

1
2

) Vodék je vétsi nez Bily.

) Petr je mensi nez ten, ktery nosi stan.
) Toméas neni horolezcem.

) Cerveny je vétsi nez Modry.

) Bily nenosi sekerku.

) Tomas je mensi nez Bily.

(
(
(3
(4
(5
(6

Urcete celd jména jednotlivych kamaradt, jejich oblibené ¢innosti, pomérnou
velikost a tabornické potieby, které nosi.

V nasledujicich trech cvicenich se jedna o tii trojice riizné starych studentek
stejnych jmen (Jana, Eva a Marie), z nichz ma kazda rada jiny pfedmét (mate-
matiku, angli¢tinu a déjepis) a méa jinou barvu vlast (¢ernou, hnédou a svétlou).

1-1.23 O prvni trojici studentek jsme se dovédéli:

(1) Eva nem4 c¢erné vlasy.
(2) Ma4-li Jana rada déjepis, preferuje ¢ernovlaska angli¢tinu.
(3) Nema4-li milovnice matematiky ¢erné vlasy, ma Marie vlasy hnédé.
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(4) Jana nemiluje angli¢tinu.

Umite urcit oblibené pfedméty a barvy vlasi Evy a Jany?
1-1.24 O druhé trojici studentek vime:

(1) Marie nemé rada slune¢nice.

(2) Jestlize ma Marie rada déjepis, je Gernovlasa.

(3) Matematiku i slune¢nice miluje jedna a taz studentka.

(4) Méa-li Jana v lasce déjepis, je oblibenym pfedmétem Marie matematika.

(5) Nemiluje-li jedna studentka angli¢tinu i rtze, méa rdda matematicka kopre-
tiny.

(6) Nemad-li Gernovlaska rada rize, nema milovnice sluneénic hnédé vlasy.

(7) Jana neméa v oblibé matematiku.

Uvedte oblibené predméty a kvétiny, barvy vlast jednotlivych divek.
I-1.25 Muzete zjistit na zakladé informaci

Je-1li oblibenym predmétem cernovlasky déjepis, jmenuje se Marie.
Jana nema svétlé vlasy.
Milovnice déjepisu je mladsi nez obdivovatelka matematiky.

oblibené predmeéty a kvétiny, barvy vlasi a poradi narozeni jednotlivych divek?

V kazdém z nésledujicich tfech cviceni se jednéa o jinou skupinu milovnikt
uméni, avSak vzdy se jmenuji Josef, Antonin, FrantiSek a Pavel, hraji na ruzné
nastroje (housle, violu, violoncello a basu), piou se o své oblibené autory (Capka,
Haska, Kunderu a Seiferta) i o oblibené impresionistické malife (van Gogha,
Gauguina, Moneta a Cézanna) a dokonce kazdy z nich m4 i sviij nejoblibenéjsi
stavebni sloh (romdansky, goticky, renesanéni a barokni).

1-1.26 Prvni skupina milovnik@i uméni se postavila pii hfe do kruhu. Kromé
informaci o néastroji a oblibeném spisovateli toho kterého milovnika uméni nyni
zname i nékteré idaje o prostorovém rozmisténi:

(1) Frantigek je obdivovatelem Capka.
(2) Violista preferuje Haska
(3) Josef nemé rad Kunderu.
(4) Pavel nehraje na basu.
(5) Vedle sebe jsou: (a) Frantisek a houslista,
(b) basista a milovnik Capka,
(c) Antonin a obdivovatel Kundery,
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Na ktery nastroj hraje Pavel a kdo je jeho oblibeny spisovatel? Jsou vlastnosti
milovniki uméni zadany nas$imi podminkami jednoznacné?
1-1.27 Poznatky ziskané o druhé skupiné milovnikd umeéni:
) Houslista mé rad Kunderu.

) Frantisek nehraje na basu.

) Milovnik Gauguina miluje i romansky sloh.

) Haska i Moneta obdivuje t4z osoba.

) Milovnik Cézanna nemé rad Kunderu

)

)

)

)

w N =

Antonin mé nejradé&ji baroko.

Pavel miluje Seifertovy verse.

Frantisek obdivuje Cézanova zatisi.

Violista méa rad van Gogha.

(10) Milovnik gotiky neni pfiznivcem Cézanna.

Na ktery néstroj hraje Antonin a kterého spisovatele, impresionistu a sloh ma
nejradéji?

1-1.28 O treti skupiné milovnikt umeéni, ktefi hrali v fadé, jsme se dovédéli:
Antonin hraje na basu.

Pavel nehraje na violu.

Capka i gotiku m4 rad tyz hudebnik.

Moneta a baroko nema rad tyz hudebnik.

Houslista nemiluje renesanci.

Violoncellista dava prednost Seifertovi.

Milovnik Capka stoji vlevo hned vedle milovnika van Gogha.

Hudebnik zaniceny pro renesanci stoji vlevo od milovnika baroka.
Houslista stoji vlevo hned vedle obdivovatele Cézana.

Obdivovatel Moneta stoji vpravo hned vedle ¢tenare Haska.

Violista stoji vpravo od Josefa.

Milovnik Kundery nestoji nejvice vlevo.
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Urcete na ktery nastroj hraje a kterému spisovateli, slohu a impresionistovi dava
prednost ten ktery milovnik uméni. Zméni se feSeni, jestlize pridame do osmé
nebo jedenacté podminky slovo ,hned“?

Patii k nejobtiZznéjsim v tomto paragrafu, proto uvedeme navod mozného zacatku
feSeni. — Potfebujete ho vSak nezbytné? — Opravdu? — Navrh jak urcit néstroje
jednotlivych hudebniki: Pomérné jednoduse zjistite, na ktery nastroj hraje Frantisek,
a kterého spisovatele ma nejrad€ji houslista. To vAm umozni zjistit, kterého spisovatele
obdivuje hudebnik stojici nejvice vpravo, a nasledné jméno houslistovo.

I-1.29 Ve vyrokovém poctu dokazte formuli [p — (q — )] — [q — (p — 7)]
zachycujici jistou komutativitu svazanou s implikaci (tj. moznost zaménit poradi
vyrokovych proménnych p a q); implikace sama komutativni pochopitelné neni
(vyznam implikace se muze lisit od vyznamu jejiho obraceni).
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I-1.30 Vyvodte formuli p — (—p — ) ze zdkona Dunse Scota. Navod:
pouzijte ditkaz nahrazenim, vysledek tilohy 26 a tranzitivitu implikace.

I-1.31 Ve vjrokovém poctu dokazte formuli (q—1)— (—-p—1)—[(p—q)—T]).
Néavod: uvazte jednak systém ptedpokladi (q — r),(—p — 1),(p — q),p a jed-
nak systém (q — v),(-p — 1),(p — q),p. Pouzijte dikaz neutrélni formuli
a na zavér dikaz dedukci.

1-1.32 Dtikaz dedukci je jakousi implikaci zarucujici, Zze z dokazatelnosti
J,AF B plyne T - A — B. Je mozno tuto implikaci obratit, tj. prokazat, ze
z dokazatelnosti T+ A — B plyne T, A - B?

1-1.33 Také dtikaz sporem je jakousi implikaci: ze spornosti systému pted-
pokladt J, ~A vyvozujeme dokazatelnost formule A ze systému predpokladi J.
Znovu ma smysl se ptat, zda tuto implikaci mizeme obratit: muzeme z dokazatel-
nosti formule A ze systému predpokladi J vyvodit spornost systému predpokladi
T, -A?

V nésledujicich tfech tlohach jsou obyvatelé péti domi riznych barev (bily,
zluty, ¢erveny, modry a zeleny) rtznych narodnosti (Angli¢an, Svéd, Nor, Dan
a Némec), chovaji rizna zvifata (psa, koc¢ku, koné, ptaka a zebru) a maji jak rizné
oblibené napoje (¢aj, kdvu, mléko, pivo a mineralku), tak také rizné oblibené
sporty (fotbal, volejbal, Sachy, plavani a tenis).

1-1.34 Domy jsou uspoiadény v fadé€ a o jejich obyvatelich jsme se dovédéli:

) Vlevo hned vedle Nora Zije pes.
) Déan bydli vpravo hned vedle bilého domu.

) Pték je chovan vlevo ob jeden dim od koné.
4) Zebra zije vpravo ob jeden dim od ¢erveného.
)
)

)

w

Anglican méa zluty dam.
Prostiedni dim je zeleny.
Némec nebydli v bilém domé.

) Kocka patii do éerveného domu.

NN AN N N N N N

Jaké zvife chovd Nor?

I-1.35 O obyvatelich nasich péti domi ted vime (v této tloze nezélezi na
prostorovém rozlozeni domi):

(1) Anglic¢an zije v zeleném domé. (8) Svéd chova psa.

(2) Pes nepatii do bilého domu. (9) Nor pije nejradéji mléko.
(3) Obyvatel modrého domu je fotbalista. (10) Volejbalista chova ptaka.
(4) Sachista pije nejradéji kdvu. (11) Dén je plavec.

(5) Obyvatel ¢erveného domu preferuje pivo. (12) Nor chova zebru.

(6) Obyvatel cerveného domu nechova ptaka.  (13) Dan nemiluje pivo.

(7) Tenista nechova psa. (14) Obyvatel zeleného domu

odmita ¢aj.
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Prvni otazka zni: Kdo nejradéji pije minerdlku a jaké méa dalsi vlastnosti? Je-li
vice moznosti, uvedte vSechny.
Vasim druhym tkolem je zjistit, kdo chova koné a jaké ma dalsi vlastnosti. Je-li
vice moznosti, uvedte vSechny.

1-1.36 Zavérecné cviceni je variantou haddanky nékdy oznacované jako , Ein-
steinav kviz“. Nyni kromé nésledujicich informaci navic vime, ze domy jsou uspo-
rfadany v radé:

1) Angli¢an zije v ¢erveném domé. (8) Svéd chova psa.

2) Zeleny dum stoji ihned nalevo od bilého. (9) Dan pije nejradéji ¢aj.

3) Obyvatel zeleného domu preferuje kavu. (10) Plavec mé nejradéji pivo.

4) Fotbalista zije ve zlutém domé. (11) Volejbalista chova ptaka.

5) Obyvatel prostfedniho domu pije mléko. (12) Nor bydli v domé
nejvice vlevo.

(
(
(
(
(

(6) Sachista Zije vedle chovatele kocky. (13) Chovatel koné bydli
vedle fotbalisty.
(7) Nor bydli vedle modrého domu. (14) Némec hraje tenis.

Odpovézte na otazku: ,Kdo chova zebru?“.

Poznamenejme, ze bézné se tato tloha zadava jesté s podminkou ,,Soused
Sachisty pije nejradéji mineralku.“, ktera je vSak nadbytecna. Pokud byste méli
obtize pri feSeni, pouzijte tuto informaci.
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