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V prvni kapitole jsme se zabyvali otdzkou, zda miize stroj nahradit matema-
tika pfi dokazovani ve vyrokovém poctu — podrobnéji feceno: jestli clovék muiize
napsat program, na jehoZ zdkladé nasledné bude stroj schopen zastoupit mate-
matika pri rozhodovani o dokazatelnosti formuli vyrokového poc¢tu. Na zdkladé
véty o uplnosti vyrokového poctu jsme tuto otazku zodpovédéli kladné, nazna-
¢ili jsme algoritmus, ktery o kazdé konkrétni formuli vyrokového poc¢tu umozni
rozhodnout, zda je, ¢ neni dokazatelné ve vyrokovém poétul). Pro p¥ipad predi-
katového poctu jsme ve druhé kapitole pouze ukazali diivod, pro¢ kladnd odpovéd
na poloZenou otézku neni disledkem Gplnosti predikatového podétu. Vratme se tu-
diz k tomuto problému a zabyvejme se jim podrobnéji.

Zkoumejme nejprve, zda stroj umi rozhodnout, je-li predlozena konecné po-
sloupnost formuli predikatového poctu dikazem v urcité teorii. Podle definice
dikazu z §2 predchozi kapitoly k prokazani, ze se jedna o dikaz v teorii T, staci
krok za krokem ovérit, ze kazda formule v dikazu je axiomem predikatového
poctu nebo uvazované teorie T nebo vznikla podle nékterého z odvozovacich pra-
videl aplikovaného na formule, které se vyskytuji v posloupnosti diive. Takze
k feSeni tlohy, jestli se jedné dtikaz v teorii T postac¢i koneénékrat rozhodovat tii
typy ,,jednodussich® tloh — potifebujeme umét rozhodnout, je-li zadana formule
axiomem predikatového poctu, je-li ji mozno vyvodit z néjakého konecného pocétu
formuli podle nékterého z odvozovacich pravidel a je-li axiomem teorie T.

V tomto okamziku snad zcela jasné vynikne, pro¢ jsme pfi formulaci vyvo-
zovacich principt tolik dbali o prehlednost a intuitivnost miniméalni verze. Ke
zjisténi, jestli zadana formule je axiomem predikatového poctu, totiz staci vy-
Setfovat osm pfipadil, protoze v minimalni verzi jsme pfijali osm typt axiomu
predikatového poctu. Napiiklad jisté uvérite, Ze stroj je schopen provést nasle-
dujici vypocty, aby zjistil zda zadana formule je typu axiomu PP1, tzn. jestli
je tvaru ¢ — (¢ — ¢) pro né&jaké formule ¢, 1. Nejprve stroj rozhodne, je-li
dana formule implikaci, pokud neni, jiz automaticky vyhodnoti, Ze zkoumana
formule neni axiomem typu PP1. Pak stroj vysetiuje konsekvent implikace; po-
kud konsekvent neni implikaci, opét stroj vyhodnoti, Ze zkoumana formule neni
axiomem typu PP1. Pokud konsekvent dané formule je implikaci, za¢ne stroj
krok za krokem srovnavat znaky v antecedentu zadané formule a v konsekventu
jejiho konsekventu ve snaze rozhodnout, jsou-li tyto dvé formule totozné. Jestlize

1) Rozpracovanim ideji §1 kap. I jsme dokonce schopni sestrojit algoritmus, jenz ke kazdé
formuli dokazatelné ve vyrokovém poctu sestroji jeji dikaz. Je tedy vyloucena moznost,
ze bychom sice védéli, ze formule je ve vyrokovém poctu dokazatelnd, presto vsak nebyli
schopni nalézt jeji dikaz.
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se formule v nékterém znaku lisi, stroj opétovné vyhodnoti, Zze dané formule neni
typu axiomu PP1. Antecedent zadané formule je zase formuli, tady konecnou
posloupnosti; v diisledku toho musi stroj po koneéné dobé ukoncit své srovnavani
a pokud nenalezne zZadny rozdil mezi antecedentem dané formule a konsekventem
jejiho konsekventu, vyhodnoti, Ze zadana formule je typu axiomu PP1. Velice
podobné lze uvazovat i ve zbyvajicich sedmi piipadech. Presvédéte se o tom na
vami zvoleném typu axiomu predikatového poctu.

Podobné jednoduse miize stroj postupovat pti vyhodnocovéani, zda je mozno
zadanou formuli ¢ vyvodit napf. pomoci modus ponens ze zadaného konecného
souboru formuli. Pro kazdou jednotlivou formuli ze zadaného kone¢ného souboru
stroj totiz nejprve prozkoumad, je-li implikaci, jejiz konsekvent je formuli ¢. Po-
kud u nékteré formule ze zadaného souboru je odpovéd ,,ano®, prozkoumé stroj
jesté antecedent ¢ této formule a porovna ho postupné s formulemi ze zadaného
konecného souboru formuli. Nachézi-li se antecedent ¥ v souboru, ubezpedi se
stroj, ze formuli ¢ lze vyvodit pomoci modus ponens ze zadaného konec¢ného
souboru formuli; pokud byla dfive odpovéd ,ne“ nebo pokud antecedent ¥ neni
totozny se zaddnou formuli ze zadaného souboru, vyhodnoti stroj, ze formuli ¢
neni mozno vyvodit pomoci modus ponens ze zadaného kone¢ného souboru for-
muli. Presvédcte se jiz sami analogickou tivahou, Ze stroj je schopen rozhodovat,
je-li mozno vyvodit danou formuli pomoci generalizace ze zadaného konecného
souboru formuli.

A ted se dostavame ke klicovému mistu. Ukézali jsme, Ze stroj jednoduse
vyhodnoti, zda ta kterd formule v zadané posloupnosti je axiomem logiky nebo
zda je ji mozno vyvodit pomoci nékterého odvozovaciho pravidla z konecného
systému formuli, které vysetfovanou formuli predchézeji v zadané posloupnosti.
Takze stroj je schopen vyhodnotit, zda zadana posloupnost formuli je dikazem
v néjaké teorii T, presné tehdy, kdyz je schopen o libovolné formuli rozhodnout
jestli je, ¢i neni axiomem teorie T' Jinymi slovy schopnost stroje vyhodnotit, je-
li posloupnost diikazem v teorii T, zavisi na tom, zda existuje algoritmus, ktery
umozni stroji rozhodnout o libovolné formuli, jestli je axiomem teorie T. Teorie T,
pro kterou takovy algoritmus existuje, se nazyva rekurzivni. UZivajice tuto ter-
minologii konstatujme, Ze stroj umi rozhodnout o kazdé posloupnosti formuli,
zda je, ¢i neni dikazem v teorii T, pravé kdyz teorie T je rekurzivni.

VSechny bézné uzivané matematické teorie jsou rekurzivni. PTi sezndmeni
s pojmem teorie jsme v §2 predchozi kapitoly uvedli, Ze tviréi praci teoretického
matematika miizeme popsat jako hledani dokazatelnych tvrzeni v matematic-
kych teoriich. Kdyby se matematik zabyval teorii, kterd neni rekurzivni, nemohl
by nikdo rozhodnout ve vSech pripadech, jestli jeho diikaz je, ¢i neni v poradku,
a v dusledku toho by si nikdo jeho prace prilis necenil. Matematické teorie mivaji
kone¢né mnoho axiomi (pfikladem je Robinsonova aritmetika), nebo maximalné
maji koneéné mnoho jednotlivych axiomt a koneéné mnoho schémat (napi. Pea-
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nova aritmetika ma kone¢né mnoho axiomt a jediné schéma, totiz indukci); teorie
s takto popsanym systémem axiomu jsou rekurzivni.
*

V predchozi ¢asti jsme poznali jednu z podstatnych (a zaddoucich) vlastnosti
teorii. Shriime a motivujme jesté dvé jiné (opét vitané) vlastnosti teorii.

Jednim z prvoradych pozadavkil na teorii je pozadavek bezespornosti teo-
rie formulovany v predchozi kapitole, jenz je analogicky bezespornosti ve vyroko-
vém poctu a znamend, ze v takovéto teorii nesmime byt schopni dokézat ,,cokoli“
(tzn. i jakykoli nesmysl). Jestlize o né&jaké teorii ukdzeme, Ze je spornd, muze
to byt velice zajimavy a prekvapujici vysledek, ale urcité mé za nasledek, ze jiz
v takovéto teorii nebudeme dale pracovat — nema prece cenu dokazovat specialni
vétu, kdyz jiz vime, Ze lze dokazat jakékoli tvrzeni formulovatelné ve zkoumané
teorii. Nechceme tedy byt schopni dokézat v teorii ,.cokoli“, ale naproti tomu
v prevazné vétsiné pripadli matematik voli teorii, ktera je dost ,silna“, aby v ni
bylo mozno dokazat netrivialni véty.

Aby matematicka teorie popisovala jistou oblast idedlnim zptsobem, museli
bychom byt schopni kazdé tvrzeni, které v uvedené oblasti plati, dokazat z axiomu
této teorie. Bé&Znou piedstavou je déle, Ze jakékoli tvrzeni budto plati, nebo plati
jeho negace (srovnej pojem vyroku z prvni kapitoly a také zdkon vylouéeného
tfetiho). ProceZ predstava idealniho popisu vymezené oblasti néjakou teorii vede
k pozadavku, aby v piislusné teorii jakdkoli uzaviena® formule byla budto doka-
zatelnd, nebo vyvratitelnd, a tato predstava je matematizovana pojmem aplné
teorie. Matematictéji: bezespornou teorii T nazyvame tuplnou, jestlize pro kazdou
uzavienou formuli ¢ jejiho jazyka je budto T' F ¢, nebo T' F —p. (Pozadavek
bezespornosti zabezpecuje, ze nemize bft soucasné T F o a T + —p.)

Ve svych prednéskach z let 1921-22 formuloval David Hilbert myslenky, které
byvaji nazgvany Hilbertovym programem?® . Hilberttv program mizeme v dnesni
terminologii chapat jako hledani rekurzivnich a tiplngch®) teorif (v té dobé se pied-
pokladalo, Ze se podafi tyto vlastnosti prokazat témeér pro vSechny matematické

2) Jen uzaviené formule jsou vyroky.

3) Citovat lze zejména praci [Hi2], kde D.Hilbert mimo jiné formuluje axiomy a odvozo-
vaci pravidla. Dle mého néazoru je vSak mozno vysledovat zdkladni myslenky Hilbertova
programu jiz v praci [Hil].

4) D.Hilbert pige v praci [Hil] (druhy problém): ,Jestlize se zabyvame zkouméanim zakladt

néjaké védy, musime sestavit systém axiomt, ktery obsahuje presny a uplng popis vztahi

mezi zékladnimi pojmy této védy. Axiomy takto stanovené jsou soucasné definicemi téchto
zakladnich pojmu; zadné tvrzeni uvnitt oblasti té védy, jejiz zdklady zkouméame, neni pova-

ZOVano za spravné, pokud nemuize byt odvozeno z onéch axiomu koneéné mnoha logickymi

kroky“.

Pii matematizaci pojmu tuplné teorie pripoustime jakozto tiplné teorie pouze teorie beze-

sporné. Z rozsahlého Hilbertova programu je mozno zduraznovat ruzné aspekty; napriklad

v [D-M] 4.2 jsou citovany stejné aspekty jako vyse, v knize [Sv] 4.5.5 je zdiiraziiovana

snaha o vnitfni prokdzani konzistence (viz druhou vétu o netplnosti).
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teorie anebo alesponl se zdafi matematické teorie zesilit do teorii s uvedenymi
vlastnostmi).

Jednou z nejdilezitéjsich matematickych teorii je aritmetika®. V ptedcho-
zim paragrafu jsme uvedli dvé jeji mozné axiomatizace a nahlédli jsme snad
dost dikladné, Ze je mnoho formuli, které nejsou dokazatelné ve slabsi Robin-
sonové aritmetice a jsou dokazatelné v Peanové aritmetice. Podobné se situace
opakuje i pro Peanovu aritmetiku, zase néjaka formule nemusi byt v ni dokaza-
,vhodné silnéjsi bezesporna teorie“ mtze byt teorie pridavajici néjaky intuitivni
princip (tak jako dodateénym principem zesilujicim Robinsonovu aritmetiku byla
indukce) nebo prosté pridavajici pfimo tu formuli, kterou jsme sice nebyli schopni
dokazat, kterou vsak poklddame intuitivné za spravnou. Jsme tedy ochotni po-
stupné Peanovu aritmetiku zesilovat pfidavanim vhodnych dodatecnych axiomd.
Problém spociva v otazce, zda takovymto priddvanim axiomd, ¢i ptipadné celych
schémat najednou, miizeme dojit k iplné teorii po konecném poctu krokti. Takze
vztahneme-li Hilbertiv program na aritmetiku, potfebujeme k uspokojivému re-
Seni nalézt konecné mnoho axiomt nebo schémat tak, abychom jejich pfidanim
k Peanové aritmetice ziskali aplnou teorii.

K naplnéni Hilbertova programu pro aritmetiku by tedy bylo zapotiebi ,,jen“
ukézat plnost Peanovy aritmetiky nebo alespon nalézt vhodné tiplné rekurzivni
rozsifeni Peanovy aritmetiky. V tomto sméru dochazi koncem dvacatych let minu-
1ého stoleti k obrovskému pokroku, zejména kdyz M. Presburger ukazuje (1929),
Ze aritmetika s operacemi séitani a nasledovnika a s béznymi axiomy (podrob-
néji: s axiomy Peanovy aritmetiky, ve kterych se nevyskytuje ndsobeni) je iplna
teorie (viz [Pr]; pfedvedeni Presburgerova vysledku lze nalézt také napt. v §1
kap. VI [So]; uvedme vyslovné, Ze k systému axiomii Peanovy aritmetiky, ve kte-
rych se nevyskytuje nasobeni, jiz neni potfeba pridavat dodatecné axiomy, teorie
je uplna sama o sobé). Ve své dobé byl tento vysledek nedocenén, protoze vsichni
ocekavali, ze se musi co nejdfive podarit udélat posledni ,kricek“ a dokézat ana-
logické tvrzeni pro aritmetiku i s operaci nasobeni. Tim vétsi Sok zpusobuje ma-
tematiktim za dva roky slavny Godelav vysledek o netplnosti (1931, v ptivodnim
znéni viz [G2]), prokazujici, ze tento ,krficek“ jiz neni mozno uéinit®. Hilber-
tiv program se tedy ukézal jako nerealizovatelny — ale presto prispél obrovskou
meérou k rozvoji matematické logiky.

5) Aritmetika byva pokladéana za ,nejslabsi“ teorii nekone¢na.

6) Propastnost rozdilu mezi aritmetikou s nasledovnikem, souctem a soucinem a aritmetikou
s pouhym nasledovnikem a souctem spociva v tom, ze v prvé teorii jsme schopni kédo-
vat konecné posloupnosti a ve druhé nikoli (jakkoli se tento fakt jevi na prvni pohled
mali¢kosti).
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K. Gédel a jeho nasledovnici ukazali, ze neexistuje vibec Zddné rekurzivni roz-
§ireni Peanovy”) aritmetiky, které by bylo uplné. Tento vysledek je zvykem nazj-
vat prvni vétou o neuplnosti a jinymi slovy tvrdi, Ze je-li teorie T bezesporné
a rekurzivni rozsifeni Peanovy aritmetiky, pak vzdy existuje (v jazyce teorie T
formulovatelnd) uzaviend formule, kterd v T neni ani dokazatelnd ani vyvra-
titelna.

Pred malou chvili jsme poukézali na potfebnost rekurzivity a rovnéz jsme
odtvodnovali pfirozenost pozadavku tplnosti aritmetiky. V obou ptipadech jsme
vSak zkoumali tu kterou vlastnost samu o sobé. Prvni véta o netplnosti ukazuje,
7e pro rozsifeni aritmetiky nemohou platit vlastnosti rekurzivity a tplnosti na-
jednou®) . P¥i podrobné&jsim rozboru skuteéné musime piiznat, ze predpoklad, zZe
presné popsané pojeti aritmetiky méa obé tyto vlastnosti, je neodivodnény.

Bylo by obtizné néco namitat proti predpokladu tplnosti aritmetiky intui-
tivnich prirozenych cisel, neboli teorie axiomatizované systémem formuli, které
jsou pravdivé v pfirozeném modelu (nebotf v kazdé struktufe je jakdkoli uza-
viend formule bud pravdiva, nebo nepravdivd). AvSak na zdkladé nekontrolova-
nych a hloubéji nezdivodnénych intuitivnich pfedstav se s tim nespokojime, ale
navic predpokladame, ze cely systém takovychto ,spravnych aritmetickych vlast-
nosti“ jsme my schopni poznat naraz. Tato poznatelnost celého systému najednou
by pochopitelné znamenala, Ze jsme schopni cely systém ,spréavnych aritmetic-
kych vlastnosti“ vydélit, tzn. popsat algoritmem, neboli Ze systém ,spravnych
aritmetickych vlastnosti“ je rekurzivni.

Na druhé strané, pri pohledu popisujicim praci matematika, musime vyzado-
vat soucasné bezespornost a rekurzivitu matematické teorie popisujici aritmetiku
— opakuji, ze bez pfedpokladu rekurzivity nejsme schopni ovéfovat, zda pred-
lozend posloupnost formuli je dikazem v uvaZované teorii. AvSak i pfi tomto
pristupu nas nepodlozené sebevédomi vede k pfehnané optimistickému piedpo-
kladu — tentokrat k predpokladu, Ze takovato teorie je schopna popsat celou
aritmetiku intuitivnich prirozenych ¢isel.

Prvni véta o netplnosti zarucuje v kazdé bezesporné rekurzivni teorii, ze-
silujici aritmetiku, existenci formule aritmetiky, kterd neni ani dokazatelnda, ani

vy

7) Vétu je mozno vyslovit podstatng silnéji — pro rekurzivni rozsifeni Robinsonovy aritme-
tiky. Pozdéji uvedeme druhou vétu o netplnosti, pro ni je jiz potieba néjaka forma indukce,
ale zdaleka ne tak silnd, jako je pozadovana ve formulaci Peanovy aritmetiky. Tato mozna
zesileni zcela pomineme v nasem textu (je mozné je nalézt napt. v [So]), protoze vyzaduji
podstatné podrobnéjsi zkoumani a zejména mnohem vétsi opatrnost a predstavivost pri
formulacich.

8) Trochu to ptipomina nékolik desitek let stary vtip: Svaty Vaclav prosi Boha o né&jaky dalsi

dar pro Cechy a dostane se mu t¥{ vlastnosti: éestnosti, inteligence a viry v komunismus.

Jiz spokojen odchazi, kdyz slysi Bozi prikaz: ,,Vyminuji si vsak, ze tyto tii vlastnosti nikdy

nesmis dat jednomu c¢lovéku soucasné.“.
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vyvratitelna® . Jestlize ve snaze po zaplnéni piiddme tuto formuli jako doda-
teény axiom, opét bude existovat (tentokrat jind) formule, ktera neni ani doka-
zatelnd, ani vyvratitelnd v obohacené teorii (protoze obohacend teorie by opét
byla bezesporné a rekurzivni). Prvni véta o netplnosti tvrdi, Ze takovéto postupné
zesilovani Peanovy aritmetiky nemtize byt po konecném poctu krokd ukonceno
dosazenim uplné teorie.

*

Nastrojem pro prokazani netplnosti aritmetiky se kupodivu stalo to, co lo-
giky po mnoho stoleti trapilo — logické paradoxy. V nasi ne-pfedmluvé jsme
uvedli paradox holice a paradox Sancho Panzy, avsak logické paradoxy jsou znamy
uz od antiky (a vés, mily ¢tenafi, pfipravovaly na uvahy, které budou jadrem to-
hoto paragrafu, jiz tlohy o bratfich pravdomluvnych a lharich v prvni kapitole
naseho textu).

Nejznaméjsi je paradox lhaie (chapaného jako ¢lovéka, ktery nikdy nemluvi
pravdu) piipisovany!®) Eubtlidu z Milétu (4. stol. pt. Kr.). Paradox je tradovan
ve dvou verzich: ,V tomto okamZiku [Zu.“ nebo ,Krétan Epimenidés Tekl, Ze
vsichni Krétané jsou lhdri.“ — prvni verze je citovana Ciceronem (106-43 pf. Kr):
»Jestlize po pravdé feknes, ze 1zes, 12eS7“; ozvénou druhé verze je pravdépodobné
ivers 1,12 listu apostola Pavla Titovi: ,Jeden z nich, jejich vlastni prorok, fekl:
JKrétané jsou sami lhafi. .. “.

Ukazme podrobné, ze v prvni verzi se v kazdém piipadé dostaneme do nefe-
Sitelnych rozporti. Jestlize mluvim pravdu, kdyz rikdm ,V tomto okamziku 1zu.“,
pak je pravda, ze v tomto okamziku 1zu. Nemohu soucasné mluvit pravdu i lhat,
takZe neni mozné, abych pri vyfcéeni zkoumané véty mluvil pravdu. Procez ne-
zbyva nez, ze 1zu v okamziku, kdyz fikdm ,V tomto okamziku 1zu.“. Protoze 1zu,
musi byt vyrok ,V tomto okamziku 1zu.“ nepravdivy, tedy vyrok ,V tomto oka-
mziku mluvim pravdu.” je pravdivy. V takovém pripadé vSak opét 1zu a soucasné
mluvim pravdu, coz je vylouceno. Jak predpoklad, ze mluvim pravdu pi#i prona-
Seni vysetfované véty, tak i predpoklad, ze 1Zu, jsou zcela vylouCeny. Avsak ale-
spoii jedno z toho musi nastat (podle zékona vylouc¢eného t¥etiho — polopravdy

9) Pro Peanovu aritmetiku samu zarucuje prvni véta o neuplnosti sice existenci nedokazatelné
a nevyvratitelné formule, ale tato formule je z hlediska aritmetiky dosti uméla. Jsou vsak
znadmy ,,prirozené“ formule nedokazatelné a nevyvratitelné v Peanové aritmetice. Proka-
zani nedokazatelnosti jedné takové formule je mozno nalézt v dodatku k Sesté kapitole [So]
popisujicim vysledek [P-K], nedokazatelnost jiné formule viz [P-H].

10) Pripsani se déje podle zpravy Diogéna Laértia (3.stol. po Kr.). Podobny paradoxu lhafe
je také stoicky paradox krokodyla (pfipisovany Chrysippovi ze Soloi; asi 281-208 pt. Kr.),
ktery je obsahem cviceni III-2.2. Do souvislosti s antickymi paradoxy se slusi zasadit
rovnéz znamy Sékrativ vyrok ,Vim, Ze nic nevim.“. Radu dalsich paradoxd je mozno
nalézt v roztomilé knize [Sml]. Snaha o feSeni se vyrazné objevuje jiz v antice, napft.
Aristotelés uvazuje nékteré véty jako pravdivé, ale 1zivé v néjakych aspektech. Filitas
z Kou (340-285) se pry paradoxem tak zabyval, az ,1haf ho zabil“.
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ted nepfipoustime). V prvé verzi se tedy dostdvame do nefeSitelnych rozporu
v obou pripadech zcela stejné, jako se do sporii dostali holi¢ a Sancho Panza
v ne-predmluvé.

Uvédomme si naproti tomu, ze druha verze neni nefeSitelnym paradoxem:
pokud Epimenidés mluvi pravdu, pak kazdy Krétan (a tedy i on sdm) lze — spor;
jestlize vSak Epimenidés lZe, pak neplati, Ze vSichni Krétané jsou lhafi; za negaci
vyroku ,V8ichni Krétané jsou lhafi.“ vSak povazujeme vyrok, Zze existuje alespon
jeden Kréfan, ktery mluvi pravdu (alespon nékdy), a tedy spor nedostéavame.

Paradox lhare i paradoxy z ne-pfedmluvy jsou zaloZeny na tom, Ze vypovéd
se vztahuje sama na sebe — napt. fakt, ze 1zu, aplikujeme na vétu ,V tomto oka-
mziku 1Zu.“ a z toho vyvozujeme nepravdivost faktu, ze 1zu, tj. vyvozujeme, Ze
mluvim pravdu. Analogicky fakt, Ze mluvim pravdu, aplikujeme na vétu ..V tomto
okamziku 17u.“ a z toho vyvozujeme, ze 1zu. Jinak feceno: ve vypovédi o pravdi-
vosti vyroku ,,V tomto okamziku 1zu.“ se vztahuji k vyznamu samotného vyroku;
a jesté jednou totéz jinymi slovy: fakt, Ze 1zu, konfrontuji s obsahem vyroku,
kterym je oznameni, ze 1zu.

Z novéjsich paradoxtt uvedme jesté Berryho paradox!'!), a to zejména z di-
vodu, ze by vam, mily ¢tenaii, mohl napomoci k pochopeni tvrzeni, ze v para-
doxech se vyuziva aplikace vyroku na sebe sama: Urcité existuje pfirozené cislo,
které nelze v ¢eStiné popsat pomoci méné nez t¥iceti slabik, nebot vsech slabik,
a tedy i vSech jejich (uspofadanych) tticetic je jen koneéné mnoho. Naproti tomu
popis Cisla Nejmensi prirozené cislo, které nelze popsat pomoci méne nez triceti
slabik, je vyjadien dokonce méné nez dvaceti sedmi slabikami. Cislo, které nemé
mit popis uvazovaného tvaru, ho zcela urcité ma — spor. V cestiné se nadto
podstata Berryho paradoxu krasné projevuje jiz pri jeho formulaci, protoze na
strané jedné je uvazované ¢islo popsano 26 slabikami, na druhé strané kdybychom
v popisu ¢isla nahradili slovo ,tficeti“ slovy ,dvaceti sedmi“, tak by pocet slabik
v popisu vzrostl na 28, bylo by tfeba tedy slova ,dvaceti sedmi“ nahradit slovy
ndvaceti deviti“, ale pTi tomto popisu pocet slabik opét vzroste — na 29.

Ve snaze odstranit paradoxy navrhl Bertrand Russell (1872-1970) rozdélovat
usuzovani do ruznych hladin (viz [Ru] a [W-R]), nebot tak se vylouci vlastnosti,
které lze aplikovat na sebe. Popisovat vypovédi z néjaké hladiny a rozhodovat
o jejich pravdivosti je totiz v Russellové pojeti povoleno pouze z hladiny ,,vyssi“.
Bézné neni zapotiebi uvazovat mnoho hladin mysleni, k odstranéni paradoxt
obvykle vystac¢ime se dvéma hladinami.

Na hladiné ,vyssi“, kterou nazyvame metamatematikou, provadime intui-
tivni ivahy a pouzivame bézného jazyka. Z této hladiny pfesné definujeme pojmy
,0iZ81“ — matematické — hladiny (hladiny predikatového poctu a matematic-
kych teorii), napf. syntaktické pojmy jazyka, formule, dikazu a dokazatelnosti
a sémantické pojmy modelu, pravdivosti a splnitelnosti. RozliSovani hladin umoz-

11) Paradox byl publikovan v knize [W-R].
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nuje myslet o mysleni, pfesnéji fe¢eno usuzovat o matematicky popsané predstave
o usuzovani. Podstatné je, Ze obé hladiny by mély zachycovat nas zpisob usuzo-
vani, kazda ale v jiné podobé: intuitivni usuzovani na metamatematické hladiné
je pouzito pro zkouméani piredstavy o nasem usuzovani. Pravé matematicky presny
popis usuzovani na matematické hladiné umoznuje formulovat a ukazovat hluboké
véty o takto vymezeném usuzovani. Tézko bychom mohli takové véty prokazovat
0 nepfesné vymezeném intuitivnim usuzovani. Zejména je obtizné predstavitelné,
ze by nékdo mohl prokazat tvrzeni o nemoznosti dokazat urcité tvrzeni, pokud
by nemél podrobnou a presnou predstavu o tom, co se diikazem rozumi.

Rozdéleni usuzovani do dvou hladin zamezuje aplikacim vyrokt na sebe samé
— ve formuli je znemoznéno vyjadfovat se napiiklad o jeji pravdivosti, protoze
zkoumani pravdivosti formule patii do metamatematické hladiny a sama formule
nalezi do hladiny predikatového poctu. Takze idea rozliSeni hladin usuzovani od-
strafiuje paradoxy vise uvedeného typu'?. V mnoha piipadech skuteéného zivota
se nékdo snazi vyuzit ne dost presnou formulaci néjakého zakona a ziskat pro-
spéch ¢inem lezicim na hranici zdkona. Je pochopitelné velice obtizné (ve skuteé-
ném svété je to casto spiSe nemozné) nalézt formulaci zakona, ktera by doptedu
zamezovala vSem pokusim o jeho obejiti. Ukézalo se, ze ani rozdéleni usuzovani
do dvou hladin zcela nezamezi uplatnéni ideje aplikace vlastnosti na sebe samu
— misto aplikace na sebe samu lze vlastnost aplikovat na néco ji samé velmi po-
dobného. AvSak zbytky mozZnosti aplikovat vlastnost na sebe samu jiz v zadném
pripadé — nastésti — nevedly (a pravdépodobné nikdy nepovedou) k paradoxtim.
Navic se pravé tyto zbytky moznosti aplikovat vlastnost na sebe samu staly kli-
¢em k prokazovani vét o netplnosti a tak zkoumani ,na hrané zdkona“ neprineslo
zlo, ale matematicky objev.

*

12) Néktefi autofi uvadéji jako priklad paradoxu neodstranéného zakazem aplikovat vlastnost
na sebe samu paradox, ve kterém si predstavime dvé tabulky — modrou a ¢ervenou. Na
modré je napsano ,,Napis na Cervené tabulce je nepravdivy.“ a na Cervené tabulce je napis
»INapis na modré je pravdivy.“.

O paradox se jedné zcela evidentné: (a) Je-li ndpis na modré tabulce znéjici ,Napis na
Cervené tabulce je nepravdivy.“ pravdivy, je pravdivy vyrok ,Napis na modré tabulce
je nepravdivy.“, coz je ve sporu s nasim predpokladem, Ze napis na modré tabulce je
pravdivy. (b) Jestlize napis na modré tabulce vypovidajici ,Napis na Cervené tabulce
je nepravdivy.“ je nepravdivy, musi byt pravdivy vyrok ,Népis na cCervené tabulce je
pravdivy.“, na cervené tabulce vSak stoji ,,Napis na modré tabulce je pravdivy.“ a protoze
jsme zacinali s pfedpokladem, Ze napis na modré tabulce je nepravdivy, dostavame se opét
do sporu.

Z4dny ze zapisu se sice nevztahuje na sebe sama, tzn. paradox skuteéné neni odstranén
zakazem aplikovat vlastnost na sebe samu, avSak presto Russellovo kriterium tuto dvojici
zapisi vyluéuje. Kdyby totiz obsah jedné libovolné zvolené tabulky (napf. modré) se na-
chéazel na né&jaké hladiné mysleni, musel by se napis zbyvajici tabulky (&ervené) nachazet
na hladiné ,,vyssi“, protoze vypovida o pravdivosti modré tabulky. OvSem népis na modré
tabulce rovnéz pojednava o pravdivosti obsahu zbyvajici (Cervené) tabulky a musi se proto

i

nalézat na jesté ,vyssi“ hladin€, coz je absurdni.
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YN v,

ale také to nejkrasnéjsi z celého textu. Pokuste se, moc vas prosim, tyto stranky
pochopit i za cenu, ze nékteré odstavce (pravdépodobné zejména ty zavérecéné)
budete muset &ist vicekrat. Uvahy, které na pocatku t¥icatfch let minulého stoleti
zaskocily cely matematicky svét, se mi uz nepodarilo vyjadrit jednoduseji.

Ukolem nésledujiciho textu neni podat pfesné prokazani vét o netplnosti,
podrobné zdtvodnéni vyzaduje provedeni fady netrividlnich avah'®. Budeme
se vSak snazit naznacit vSechny zékladni ideje plného a piesného prokazani vét
o neuplnosti — v tomto ohledu se nas text podstatné lisi od béznych popularizaci
Godelovych vysledki, které se vétsinou ani nepokusi o presnéjsi formulaci vét
o neuplnosti, o naznaku prokazovani ani nemluve.

Ve snaze text zpfehlednit a vyzvednout jednotlivé ideje rozdélime nas vy-
klad do nékolika bodfi, z nichz kazdy vyzdvihuje jednu myslenku. Rozsah bodt
bude zcela rozdilny a zavisi také na mire hloubky popisu myslenky, o kterou jde
pomeérné kratky, myslenku mdzeme pouze zformulovat, jeji podrobnéjsi predve-
deni naprosto presahuje moznosti naseho textu. Prvni ¢tyfi body jsou pripravné,
podstatu ideji o netplnosti pfinasi az posledni ¢tvefice:

1) kédovani posloupnosti pfirozenych ¢isel pfirozenymi éisly;

2) formalizace metamatematickych pfirozenych ¢isel;

3) formalni logika;

4) aritmetizace logiky;

5) diagonalizace jako zbytek moznosti aplikovat formuli na sebe samu;
6) netplnost a Godelova formule;

7) neuplnost a Rosserova formule;

8) nedokazatelnost formalni bezespornosti.

1) kédovani posloupnosti prirozenych éisel pfirozenymi &isly

Uvedli jsme, ze si klademe za cil pouze ukazat na milniky v prokazovani vét
o neuplnosti a naznacit cesty, které vedou k jejich prokazani. Konkrétné nyni bu-
deme jen konstatovat, Ze je mozno najednou pfirozenymi ¢isly zakédovat vsechny
posloupnosti prirozenych ¢isel, které maji kone¢nou délku, a podrobné;jsi prokazo-
vani omezime jen na ukazani kédovani dvojic prirozenych ¢isel. Kédovani dvojic
prirozenych ¢isel byva totiz prvnim postupnym cilem pro kédovani posloupnosti
konecéné délky a jiz na tomto jednodussim ptipadu jsme si schopni ukézat, jak ke
kédovani napomiize souhra funkci séitani a nasobeni.

Zpusobu kédovani dvojic prirozenych ¢isel je pochopitelné mnoho; dale pro-
birany zptisob je volen tak, aby byl pomérné jednoduse vyjadiitelny pomoci ,,pou-

13) Prokazat vSechny potiebné kroky, tzn. ukazat, ze viechny avahy v tomto paragrafu jsou
korektni, vyzaduje pomérné tvrdou praci a zabralo by fadu hodin vysokoskolské prednasky.
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hého* séitani a nasobeni'®.
Dvojici pfirozenych ¢isel m,n hodlame kédovat prirozenym ¢islem
(m+n)-(m+n+1) m
2

Nejprve je vSak potieba si uvédomit, ze uvedeny vyraz ma smysl, tzn. ze cislo
(m+n)-(m+n+1) je sudé. Pfipomenme proto ptiklad 14 z prvniho paragrafu
prvni kapitoly, ve kterém jsme podali ideu dtikazu tvrzeni, Ze pro kazdé pfirozené
¢islo m' je m’ - (m/ 4+ 1) sudé.

Dvojici ¢isel z nasledujiciho horniho diagramu kéduje to ¢islo, které je v dol-
nim diagramu na odpovidajicim misté.

n
0 1 2 3 4 i
m 0 1(0,0) (0,1) (0,2)  (0,3) (0,4 (0,4)
1 (170) (171) (1a2) (173) (17i_1)
2 (2,00 (1) (22 ... (2i-2) ...
3 (30 31 ..
4 (4,0 ... (i—2,2)
o (11,1 .
| (4,0) .
n
0 1 2 3 4 i
mo | 0 1 3 6 10 BRG]
1| 2 1 ... D,
2 | 5 8 12 Lo BG4
3] 9 13
4| 14 LOED 4 (i—2)
U e S S )
i)

V trojuhelniku“ uréeném dvojicemi (0,0), (¢,0) a (0,%) se nachdzeji pravé vsechny
dvojice pfirozenych ¢isel, pro které je m—+mn mensi nejvyse rovno ¢. Specidlné ta ¢isla, pro
néz je n + m = 4, jsou pfesné na ,pfeponé* popsané dvojicemi (7,0) a (0,4). UkdZeme,
7e dvé rtizné dvojice m,n a m/,n’ na této ,pfeponé musi mit rizné kédy. Pro ziskani
sporu predpokladejme rovnost

/ / !/ /
(m+n) (m—l—n+1)+m (m'+n')-(m +n —|—1)+m,

2 2

14) Casto se navrhuje kédovat dvojici m, n &slem 27 - 3™; bohuzel timto zdanlivé snadnym
kédovanim se problem podstatné nezjednodusi, protoze samo zavedeni mocnéni na zakladé
scitani a nasobeni opét vyzaduje rekurzi.
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a soucasné rovnost m+n = i = m’ +n’. Za nagich pfedpokladii po vynasobeni ¢islem 2
(a pii uziti distributivity) dostaneme

i@+ +2 m=i-(i+1)+2-m,

a nasledné po odecteni &isla i - (i + 1) od obou stran rovnosti ziskdme 2 - m = 2 - m/.
Kazdy nahlédne, ze nyni je vhodné zkratit ¢islem 2 obé strany posledni rovnice, protoze
tak ziskdme m = m’. Néasledné z rovnosti m +n =i = m +n’ vyvodime n = n’ znovu
prostym odeétenim ¢&isla m od obou stran rovnosti; rovnosti m = m’ a n = n’ vsak
odporuji predpokladu rtiznosti zkoumanych dvojic.

K prokdzani, ze kazdy kéd odpovida jediné dvojici (tj. Ze jsme schopni z kédu
dvojice tuto dvojici odkédovat), je jiz nutné uvazovat pouze dvojice, jejichz soudty jsou
rizné. Cislo

i-(i41)

2
je nejvétsi prirozené Cislo kédujici nékterou z dvojic nachéazejicich se na ,preponé“ ur-
Gené dvojicemi (i,0) a (0,4). Nejmensi ¢islo kédujici nékterou dvojici nalézajici se na

+1

,breponé“ zadané dvojicemi (i + 1,0) a (0, + 1) je ¢islo %, k riznosti kédu
proto postacuje (pfi uziti béznych vlastnosti vztahu ,mensi nez*) ukdzat nerovnost

(k) D) (42)

2 2

Pozadovand nerovnost pfechézi ekvivalentné na nerovnost ¢ - (i+1)+2-i <(i+1)- (i +2)
prostym uzitim distributivity a neménnosti nerovnosti p¥i nasobeni nenulovym ptiroze-
nym ¢islem (nésobime éislem 2). Abychom ukézali, Ze posledné zminénd nerovnost je
v poradku, uvazme soustavu jedné nerovnosti a t¥i rovnosti

i-(i41) 424 < i (i+1) 4242 = (i+1)-i+2-i4+2 = (i+1)-i+(+1)-2 = (i+1)-(i+2).

Nerovnost ziskdme na zakladé nerovnosti 0 < 2 a na zakladé moznosti pri¢ist k obéma
strandm nerovnosti totéz Cislo beze zmény nerovnosti, rovnosti jsou disledkem distri-
butivity a komutativity nasobeni.

2) formalizace metamatematickych prirozenych ¢isel

Zacnéme se zabyvat vztahem metamatematickych prirozenych cisel a ma-
tematickych prirozenych cisel jakozto objektti néjaké teorie zesilujici Peanovu
aritmetiku. Soucasné mi dovolte tyto myslenky ponékud odleh¢it tim, ze budu
uvazovat ,hobity“, ktefi ziji na matematické hladiné, tzn. pro které je metamate-
matickou hladinou ta hladina, ktera je z naseho pohledu hladinou matematickou.

Budeme si pfedstavovat, ze pfirozend cisla kazdého hobita splnuji Peanovu
aritmetiku, tzn. Ze prirozend Cisla, jeZ jsou metamatematickd z pohledu hobita,
tvori z naseho pohledu model Peanovy aritmetiky. Takze kazda formule dokaza-
telnd v Peanové aritmetice je splnéna i pro metamatematickd cisla kteréhokoli
hobita (korektnost Peanovy aritmetiky). Na druhé strané budeme také pfedpo-
kladat, Ze kazdy model Peanovy aritmetiky vytvari metamatematicka prirozena
¢isla nékterého hobita. Nasledné formule, kterd bude pravdiva pro metamatema-
tickd ¢isla kteréhokoli hobita, bude dokazatelnd v Peanové aritmetice (plnost
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predikatového poétu, viz druhy paragraf kap. II). Takze néjaka formule je doka-
zatelna v Peanové aritmetice, pravé kdyz se na ni shodnu s kazdjym hobitem.

Kazdému jednotlivému metamatematickému piirozenému ¢islu mizeme pti-
fazovat jemu odpovidajici uzavieny term, ktery je n-nasobnym nasledovnikem
konstanty nula. Term pfifazeny metamatematickému cislu n byva nazyvan FOR-
MALIZACI &isla n a znaden 7; jeho definici mtizeme podrobnéji popsat metama-
tematickou indukci: metamatematickému ¢islu 0 pfitadime konstantu 0 jazyka
aritmetiky a je-li metamatematickému ¢islu n prirazen term 7, pak prirozenému
¢islu n + 1 prifadime term &(m). Pro kazdé metamatematické n je m uzavieny
term jazyka Robinsonovy aritmetiky; napt. 2 je termem &(S(0)).

Z hlediska kazdého hobita popisuje term 7 pfesné uréeny objekt, nebot rea-
lizace termu 7 je individuem v kazdém modelu PA, tedy néjakym metamatema-
tickym pfirozenym c¢islem z hobitova pohledu; pfi vypravéni pribéhu o hobitech
budeme mluvit 0 PREKLADU ¢&isla n misto o realizaci FORMALIZACE tohoto
¢isla.

Milovniky Tolkienovych knih zarazi, Ze vibec uvazujeme o nutnosti pre-
kladu lidské feci do fec¢i hobiti. Béhem naseho zkoumani skute¢né ukazeme, ze
v jednotlivych pripadech jsou bézna slova natolik jasna, Ze ¢lovék s hobitem si
opravdu rozuméji v jednoduchych pripadech. Hrdinové Tolkienovych knih jsou
natolik zaméstnani bojem proti konkrétnimu zlu, zZe jim nezbyva ¢as na hlubo-
komyslné filozofické rozbory, napt. o tom, co je zlo. Pri takovych rozhovorech by
se mohla ukézat rtiznost pohledid a potfeba prekladu z jedné fe¢i do druhé mini-
malné ve smyslu vysvétlovani lidskych a hobitich zkusenosti a chapani skutec¢nosti
odrazejici prozitky ulozené v podvédomi té nebo oné skupiny.

Jako ilustraci pfedchoziho tvrzeni, Ze bézna slova jsou dostatecné jasna si
zkusme uvédomit, co je prekladem metamatematickych pfirozenych cisel 0 a 2.
Cislu 0 je pfifazena konstanta 0 a podle dohody ué¢inéné v §1 kazdy model (Ro-
binsonovy) aritmetiky ,za¢ind“ metamatematickymi pfirozenymi ¢isly; realizaci
konstanty 0 je tedy metamatematické pfirozené ¢islo 0. Zcela analogicky meta-
matematickému pfirozenému ¢islu 2 je pfifazen tem &(G(0)) a tento term je
v modelu aritmetiky podle uvedené dohody realizovan metamatematickym ¢is-
lem 2. ,Pieklady* metamatematickych pfirozenych ¢isel 0 a 2 jsou tedy tato ¢isla
sama.

Nage rozmluva s hobitem o PREKLADU ¢isla bude zcela smysluplnd, mtiZeme
si naptiklad vymeénovat nazory, zda tento objekt ma tu nebo onu vlastnost. Jestli
se shodneme na vlastnosti pfipisované metamatematickému pfirozenému ¢islu n,
bude v mnoha ptipadech velmi zalezet na povaze té vlastnosti.

V dalsim textu bude popsana fada vlastnosti, o nichz bude panovat shoda,
nyni zkoumejme jednu vlastnost predikatu < jako priklad a pouzijme jiz trochu
matematic¢téjsi formulace. Prirozené ¢islo 0 je nejmensim metamatematickym p¥i-
rozenym c¢islem; vlastnost FORMALIZACE pfirozeného ¢isla 0 byt nejmensim pfi-
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rozenym Cislem* vyjadiime formuli (Vx)(0 < x). S kaZdgm hobitem se shodneme
na zkoumané vlastnosti ¢isla 0 (neboli zkoumand vlastnost je pravdiva v kazdém
modelu PA) pfesné tehdy, kdyz v Peanové aritmetice je dokazatelné, ze 0 je
nejmensi pfirozené ¢islo (symbolicky PA  (Vz)(0 < z)). Formuli (Vz)(0 < z)
jsme dokézali dokonce jiz v Robinsonové aritmetice (viz formuli (ra3) predcha-
zejicitho paragrafu), odpovéd je tudiz kladna: s kazdym hobitem se dohodneme,
Ze nejmensim ¢islem je 0 (pro pfesnost uvedme, Ze s hobitem mluvime o ¢slu 0
jakozto realizaci konstanty 0 v pfislusném modelu).

Na podobé 0...n...m. s

systému vSech i — ) metamatematicka
7 L, 5 : ; prirozené cisla
prirozenych ¢i- i i i
sel vSak nebude NN ) prirozeny model N
s kazdym hobi- 0 in im
tem shoda. Ne- ; . .
- N N . ) nestandardni model M

lze totiz vylou- 0...mn...m... \ J
Cit, Ze uvniti Pea- nestanda¥dni prirozend ¢isla modelu M

novy aritmetiky
(pFesnéji v néja-
kém jejim modelu) existuji pfirozena ¢isla, ktera nerealizuji zadnou FORMALIZA-
CI naseho metamatematického prirozeného ¢isla. Situace je dokonce mnohem vy-

vevs

Diagram 1

vechny realizace FORMALIZACI nagich metamatematickych piirozenych ¢isel,
v kazdém jiném modelu PA existuje individuum, jez neni realizaci FORMALIZA-
CE naseho metamatematického pfirozeného cisla. Modely Peanovy aritmetiky
ruzné od prirozeného modelu nazveme nestandardni. Za okamzik ukaZeme exis-
tenci nestandardniho modelu Peanovy aritmetiky, jenz je od pfirozeného modelu
vnitiné k nerozeznani (v obou modelech jsou pravdivé tytéz uzaviené formule).
Nadto jako dtisledek vét o netplnosti dostaneme existenci modelti Peanovy arit-
metiky, které se dokonce rozchazeji s prirozenym modelem v pravdivosti néjaké
uzaviené formule.

Protoze myslenka z predchoziho odstavce je pro dalsi vypravéni zcela kli-
tamatematické prirozené &islo, pak jeho PREKLAD pfijme vZdy hobit jako své
metamatematické cislo. Pokud vSak hobit chce rozpravét o néjakém svém me-
tamatematickém d¢isle, pak budto je toto ¢islo PREKLADEM néjakého naseho
metamatematického cisla a pak se o tomto cisle miizeme s hobitem smysluplné
bavit, nebo neni hobitovo metamatematické ¢islo Zddnym PREKLADEM naseho
metamatematického ¢isla a pak ndm nezbude nez rozhovor o ném — slusné, ale
dirazné — odmitnout. Hobit bude nespokojen a bude tvrdit, Ze je to metamate-
matické ¢islo jako kazdé jiné. My vsak musime stat pevné na svém: neumime ti
sice vysvétlit proc¢, avSsak my toto ¢islo nepovazujeme za vhodné a diskusi o ném
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prosté odmitame.

Protoze metamatematicka pfirozend cisla néjakého hobita mohou byt ,delsi“
nez nase lidska!'®), mize se stat, Ze mezi nimi je ¢slo, které ma odlisnou vlast-
nost od vSech nasich metamatematickych pfirozenych ¢isel. Pak ovSem vlastnost
,Existuje metamatematické prirozené ¢islo s touto vlastnosti.“ bude z hlediska
hobita, o némz je tec, pravdiva a z lidského pohledu pravdiva nebude. Nésle-
dujici ptiklad si vSak naopak klade za cil sestrojit nestandardni model, ktery
takova ,divna“ prirozena ¢isla nema: jestliZe existuje hobitovo metamatematické
prirozené cislo s néjakou vlastnosti, pak vzdy existuje i lidské metamatematické
prirozené ¢islo s tou samou vlastnosti.

Priklad 1. Pro sestrojeni modelu Peanovy aritmetiky rtizného od pfirozeného
modelu aritmetiky, avSak vnitiné co nejvice podobného pfirozenému modelu, je vhodné
uvazovat dveé teorie S a T. Jazyk teorie S budiz normalni jazyk aritmetiky a za axiomy
prijméme vSechny uzaviené formule pravdivé v pfirozeném modelu. Je velmi jednodu-
ché ukazat, ze v kazdém modelu M teorie S jsou pravdivé praveé tytéz uzaviené formule
jako v pfirozeném modelu aritmetiky: je-li uzaviena formule ¢ pravdivd v pFirozeném
modelu, je axiomem teorie S, a proto musi byt ¢ pravdiva v kazdém modelu teorie S,
takZe i v modelu M; pfedpokladejme naopak, ze uzaviena formule ¢ neni pravdiva v prFi-
rozeném modelu, pak je v pFirozeném modelu pravdiva jeji negace =y (pfimo z definice
splnovani ve strukturach plyne, Ze neni-li pravdiva uzavrend formule, musi byt pravdiva
jeji negace), ta musi byt pravdivd v kazdém modelu teorie S, proéez nemize byt v mo-
delu M pravdiva formule ¢ (v Zaddné struktufe nemohou byt souc¢asné pravdiva uzaviend
formule i jeji negace prosté v disledku definice spliiovani negace formule ve struktufe).
Jesté jednodussi je nahlédnout, ze S je rozsifenim Peanovy aritmetiky, protoze o pfiro-
zeném modelu aritmetiky predpokladame, Ze je modelem Peanovy aritmetiky.

Jako teorii T' zvolime rozs§ifeni teorie S vzniklé obohacenim jazyka o novou kon-
stantu c a pfidanim vSech axiomu tvaru @ < c, kde n je metamatematickym prirozenym
¢islem. Chceme sestrojit alesponi jeden model teorie T. To se zda byt pomérné obtizny
ukol, uvidime v8ak, Ze to neni tak tézké (pokud jsme pfijali vysledky shrnuté v druhém
paragrafu pfedchézejici kapitoly). Kazd4 bezesporna teorie mé model, proc¢ez postaci
prokazat bezespornost teorie T. V tomto okamziku si musime uvédomit, Ze teorie je
sporné, pravé kdyz je spornd jakasi jeji koneénd Gast (viz druhy paragraf piedchozi
kapitoly — pfipomenime, Ze toto je disledkem faktu, Ze v kazdém dukazu je pouzito
jen kone¢né mnoho axiomi). Neni docela zapotfebi vynechdvat né&jaké axiomy teorie S,
jsme schopni ukézat, ze S a konecné mnoho axiomtl tvaru m < ¢ je bezespornou teorii.
Zapisme si téchto konec¢né mnoho axiomu: ny < c,...,n; < c. Z kone¢né mnoha me-
tamatematickych ¢isel ny,...,n; je jedno nejvétsi, budiz to ¢islo n;. Uvazme pfirozeny
model a realizujme v ném konstantu c ¢islem n; + 1. Vznikd ndm struktura 0’ pro ja-
zyk aritmetiky s dodanou konstantou c. Zanedbame-li konstantu c, je model O’ totozny
s pfirozenym modelem, model O’ je proto modelem teorie S. Volba realizace konstanty ¢
zajistuje, Ze pro libovolné ¢islo n < n; +1 je O’ =7 < ¢ (nebot n je realizaci termu 7,
takze O’ |= 7 < m, pravé kdyz n je mensi nez m). Procez ve struktuie O’ jsou pravdivé
viechny formule 717 < c,...,7; < c; zjistili jsme, ze O’ je modelem teorie S a rovnéz

15) Pro jednoduchost se vyjadiujeme, jako by metamatematicka pFirozena ¢isla viech lidi byla
stejné, avsak i tento pohled by bylo mozno podrobit diskusi.
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axiominy < c,...,n; < c.V disledku toho pro libovolny kone¢ny systém metamatema-
tickych prirozenych ¢isel ny,...,n; je teorie S s dodateénymi axiomy ny < c,...,n; < C
bezesporné; nasledné je tudiz bezesporna celd teorie T, a mé proto néjaky model Q.

Kazdé individuum pfirozeného modelu je metamatematickym prirozenym cislem.
Naproti tomu realizace konstanty ¢ nemize byt realizaci zadného termu tvaru 7, protoze
ve struktufe O je pravdiva kazda z formuli @ < ¢ (coz jsou axiomy teorie T'). Procez
individui struktury O je vice nez individui pfirozeného modelu N (pfesnéji: realizace
termil tvaru m tvoki pouze ¢ast univerza modelu 0). Necht model M vznikne z modelu O
vypusténim realizace konstanty ¢ (tzn. model M je totozny s modelem O, jen pfestaneme
uvadét predpis, jak realizovat konstantu c); pak je M modelem pro jazyk aritmetiky
a protoze jsme realizace aritmetickych funkci neménili, je modelem teorie S piesné
stejné jako modelem této teorie byl model O.

Individua, kterad nejsou realizacemi termu tvaru n pro zadné metamatematické pii-
rozené ¢islo n, je zvykem nazyvat nestandardni; zopakujme, Ze strukturu, ktera obsahuje
nestandardni pfirozena cisla, nazyvame nestandardni. Uzivajice tuto terminologii kon-
statujme, Ze v prvnim prikladu jsme sestrojili nestandardni model Peanovy aritmetiky,
ve kterém jsou pravdivé piesné tytéz uzaviené formule jako v pfirozeném modelu.

V predchozim ptikladu jsme nahlédli, Ze metamatematickd pfirozené d¢isla
hobita mohou byt ,delsi“ nez nase. Pti zduraznéni nékterych aspekti je na tom
lépe hobit, protoze umi rozeznat i vzdalenosti 1/n, kde n je hobitovo metamate-
matické pFirozené ¢islo. Pokud n neni PREKLADEM lidského metamatematického
¢isla, nejsme my schopni tuto vzdélenost rozliSit — je pro nés ,nekonecné mald‘“.
7 hlediska myslenek tohoto paragrafu vSak budeme davat prednost ,kratsim“
metamatematickym ¢islim a fakt, ze hobitova metamatematicka prirozena éisla
mohou byt ,delsi“, budeme interpretovat jako jeho neschopnost uvidét moznost
jejich zkréaceni. (Pokud ptjdeme v pfibéhu inspirovaném Tolkienem jesté o krok
dale, musime pripustit, Ze elfové nahlizeji moznost dalsiho zkraceni metamatema-
tickych prirozenych cisel a se shovivavosti se divaji na lidskou neschopnost uvidét
tuto moznost.)

Miru shody mezi nasimi a hobitovymi metamatematickymi pfirozenymi ¢isly
si ukdzeme jesté na prikladu kédovani dvojic ptirozenych ¢isel. Shriime principy
vyslovné uzité v predchozim bodu pii kédovani dvojic pfirozenych ¢isel a sou-
casné ke kazdému z nich uvedme formuli, kterd zachycuje ten ktery princip: dis-
tributivita (pab), moznost pfi¢ist nebo odecist od kazdé strany nerovnosti totéz
¢islo beze zmény nerovnosti (pall), moZnost nasobit nebo kratit kazdou stranu
nerovnosti tymz nenulovym ¢islem beze zmény nerovnosti (pal2), komutativita
nasobeni (pad); navic jsme uvedli, Ze uzivime bézné vlastnosti nerovnosti, ty
jsou zachyceny formulemi (pa6)—(pa8). Formule uvedené v pfedchozim seznamu
jsou vSechny dokazatelné v Peanové aritmetice (viz pfedchozi paragraf). Préavé
dokazatelnost prislusnych formuli v Peanové aritmetice zajistuje, ze hobit muze
provadét presné stejné ivahy na své metamatematické hladiné, jako provadime
my na své. Takze speciadlné hobit miize kédovat dvojice svych metamatematic-
kych prirozenych ¢isel na zédkladé téch principti, na jejichz zakladé jsme kédovani
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dvojic nasich metamatematickych prirozenych ¢isel provedli v prvnim bodé my.

Pokracujme vsak jesté dale v popisu vztahu kédovani prirozenych cisel na
metamatematické a matematické hladiné rozvijenim piibéhu o hobitech. Pted-
stavme si, Ze vezmeme dvojici metamatematickych prirozenych cisel a zakddu-
jeme ji. V tom okamziku méme tii metamatematickéd prirozena cisla; kazdé z nich
jednotlivé PRELOZIME, a tak hobitovi ddme t¥i PREKLADY ¢&isel s dotazem, zda
posledni ¢islo je kédem dvojice téch prvnich dvou. Hobit se na tyto preklady
podivd a za okamzik uz se usméje a fekne: ,No to je jasné, samoziejmé je.”
(Uvédomte si, ze kdyby ve zpusobu kédovani nebyla mezi nami a hobity shoda,
nesouhlasil by kaZdy hobit, Ze posledni éislo je kédem dvojice téch predchozich.)

Predstavme si vS8ak opacnou situaci. Hobit zakdduje dvojici svgjch metama-
tematickych cisel a pak nam vSechna tfi ¢isla nabidne. Nyni jsou dvé moznosti.
Jsou-li vSechna tii ¢isla PREKLADY metamatematickych ¢isel, potésime hobita
sdélenim, ze i pro néas kéduje posledni ¢islo dvojici ¢isel predchozich. Jestlize
naopak alespori jedno z hobitovych ¢isel neni PREKLADEM metamatematického
ptirozeného ¢isla, zklameme hobita a dalsi debatu o téchto ¢islech odmitneme.

Hobitovu nespokojenost, Ze se o nékterych jeho metamatematickych ptriro-
zenych ¢islech odmitdme bavit, nemtzeme odstranit (viz Pfiklad 1). Mtzeme se
ji vSak snazit ponékud zmirnit zavazkem, Ze budeme-li ochotni se bavit o néja-
kém jeho ¢isle, budeme ochotni jiz debatovat i o vSech mensich. (Prohlasujeme,
Ze Cislo mensi nez PREKLAD n&jakého metamatematického ¢isla je samo také
PREKLADEM; pfesnd formulace spolu s navodem dtkazu je podéna ve cviceni
I11-2.22.) Muzeme také hobita uklidiiovat slibem, Zze pokud pfijmeme rozpravu
o dvou ¢islech, budeme se také ochotni bavit o jejich kédu a naopak pristoupime-li
na diskusi o kédu dvojice ¢isel, budeme urcité souhlasit také s debatou o kazdém
z nich'®).

3) formalni logika

Vystavbu formuli predikatového poctu, kterou jsme predvedli v predchozi ka-
pitole na metamatematické hladiné, mtzeme doslova zopakovat na matematické
hlading, tzn. uvnit¥ uvazované aritmetické teorie (jinak feceno mizeme pfirozena
¢isla pivodné chédpana pouze jako pfirozend cisla aritmetické teorie zacit pova-
zovat za metamatematickd prirozena Cisla a vzhledem k nim — uvnitf teorie —
vybudovat logiku). Jesté jinymi slovy: hobit mtze vybudovat predikédtovy pocet
presné stejné, jako jsme ho vybudovali v pfedchozi kapitole my. Takto dosta-
neme objekty, které se bézné nazyvaji formalnimi formulemi, formalnimi dtkazy,

16) Kéd dvojice je pFirozené ¢islo vétsi nebo rovno obéma &islim z dvojice. Je-li tedy kéd
PREKLADEM metamatematického pfirozeného ¢isla, musi byt jedno kazdé ¢&islo z dvojice
také PREKLADEM né&jakého metamatematického ptirozeného éisla. Na druhé strané jsou-li
obé &isla z dvojice PREKLADEM metamatematickych pfirozenych &isel, existuje metamate-
matické prirozené Cislo, které je kédem této dvojice metamatematickych prirozenych cisel
a nésledné PREKLAD tohoto kédu je (hobitim) kédem dvojice vychozich ptirozenych &isel.
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atd.; pfi vypravéni pfibéhu o hobitovi budeme pouzivat nazva hobitovy formule,
hobitovy dukazy, atd.

Vérnost shody lidské a hobitovy logiky zavisi na mife shody nasich a hobito-
vych prirozenych ¢isel. Predpoklad, ze hobitova metamatematicka prirozena c¢isla
spliiuji Peanovu aritmetiku (pro Godelovy véty az zbyte¢né silny), zabezpedi, ze
shoda bude pomérné dobra. Popis této shody vSak bude projednan az v pris-
tim bodé, nebot napfed se musime dohodnout na zptisobu PREKLADU formuli
predikatového poctu.

4) aritmetizace logiky
Konstrukce formuli probiha rekurzi popsanou ve druhém paragrafu predché-
zejici kapitoly. Jinak feCeno: probiha v krocich, které odpovidaji metamatema-
tickym pfirozenym ¢islim. Procez nase pojeti formuli zavisi na pojeti metamate-
matickych prirozenych ¢isel. Je dokonce mozné zakédovat jednu kazdou formuli
metamatematickym p¥irozenym ¢islem!”.
Chceme-li zakédovat formule pfirozenymi ¢isly, musime se nejprve dohodnout, jak

zakédujeme zékladni stavebni kameny pro tvorbu formuli. Zopakujme z §2 kap. II, ze
zékladnimi stavebnimi kameny pro vystavbu formuli jazyka aritmetiky jsou

(a) proménné, napf. xg,z1, ..., které budeme kédovat napf. sudymi pfirozenymi éisly
0,2,...;
(b) predikét rovnosti, ktery budeme kédovat napf. éislem 1;

)
) konstanta 0, jiz budeme kédovat napt. ¢islem 3;
) funkce nésledovnika, s¢itani a ndsobeni, které zakédujeme napt. ¢isly 5,7 a 9;
(e) logické spojky, tj. znaky —, —, &,V a =, jez zakédujeme po Fadé napf. ¢isly 11, 13,
15, 17 a 19;
) kvantifikitory V,3 budeme po fadé kédovat nap¥. ¢isly 21, 23;

) pomocnymi stavebnimi kameny jsou zavorky ( a ), jez budeme kédovat napt. éisly
25 a 27.
Formule (3z1)(z1 = &(x1)) bude kédovana posloupnosti 25, 23, 2, 27, 25, 2, 1, 5,
25, 2, 27, 27. V prvnim bodé jsme naznacili, jak je mozno posloupnost prirozenych cisel
zakédovat jedinym prirozenym ¢islem n, takze nasi posloupnosti odpovida presné jedno
prirozené ¢islo, které mtizeme chapat jako kéd formule (Jz1)(x1=6(z1)).

Konec koncti, kdybychom maéli popsat znak zdvorky (, bylo by to pro nés obtiz-
néjsi nez prosté konstatovat, ze leva zavorka je ¢islem 25. Analogicky i ostatni stavebni
kameny pro vytvareni formuli miZeme prosté ztotoznit s uréitymi pfirozenymi Cisly,
v kone¢ném dusledku nam to umozni ztotoznit formuli (3z1)(x1 = &(x1)) s &islem n.

Ukazali jsme, ze kazdou formuli mtizeme zakédovat prirozenym cislem, do-
konce si vSak muzeme predstavovat, ze tento kéd je formuli, tzn. mizeme chapat
formuli jako urcité prirozené ¢islo. Tento myslenkovy posun zjednodusi vyjad-
feni ideji vedoucich k vétam o nedplnosti; pokud tento posun odmitnete, budete
muset pozdéji misto jednoduchého vyjadieni Godelovy formule ,MA FORMALI-

N 24

ZACE neni . .. “ pouzit slozit&jsi ,FORMALIZACE MEHO KODU je kédem formalni

17) V dalsim budeme ukazovat zpisob kédovani formuli jazyka aritmetiky, nevyzadovalo by
v8ak zaddnou podstatnou myslenkovou zménu, kdybychom se rozhodli kédovat formule
jiného jazyka.
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formule, jez neni ... *. TakZe snad uznate, ze je jednodussi prijmout pohled, Ze
formule jsou jista prirozena cisla.

Autor vas, mily ¢tenari, 14ké ke zméné pohledu a zada, abyste formule nepo-
klddal pouze za zakédovatelné piirozenymi ¢isly, avSsak dokonce pifimo za priro-
zend ¢isla. Snad dal$i argument vés jiz presvédéi. O tom, jak pro hobita PRELO-
ZIT znak zavorky ( dosud nepadlo jediné slovo, a to zcela pravem. Pokud za¢neme
znak ( chapat jako pfirozené ¢islo 25, budeme pochopitelné PREKLADEM znaku
( rozumét PREKLAD ¢isla 25. Jak PRELOZIT metamatematické ¢islo 25 jsme se
jiz dohodli ve druhém bodé&, proc¢ez s PREKLADEM znaku zdvorky — chépané
jako metamatematické prirozené ¢islo — neni viitbec zadny problém. Presné stejné
je to vSak také s PREKLADY formuli. Jakmile za¢neme chépat formule jako né-
jaka metamatematickd prirozena d¢isla, zcela automaticky mame popsany rovnéz
JEJICH PREKLADY. Tim kazdé formuli na metamatematické hladiné pfifadime
JEJI FORMALIZACI, kter4 reprezentuje pfirozené ¢islo uvnitt jakékoli rozumné
aritmetiky; v pribéhu o hobitovi kazdou formuli na metamatematické hladiné
umime PRELOZIT.

V logice nepojednavame pouze o jednotlivych formulich, velmi Casto nas
zajimaji také konec¢né posloupnosti formuli (napf. dikazy nebo konecné sys-
témy axiomut néjakych teorii). Napfiklad Robinsonova aritmetika méa osm axiomu
RA1-RAS8. Hobitova Robinsonova aritmetika bude mit také presné osm axiomt;
tyto axiomy budou hobitovy formule, které jsou PREKLADY nasich axiomti
RA1-RAS8'%.

Zvazujme nyni pripad, Ze existuji nestandardni matematicka pfirozena cisla,
tj.individua modelu aritmetiky (feknéme Robinsonovy), kterd nejsou FORMALI-
ZACEMI metamatematickych pfirozenych cisel. V takovém ptipadé urcité exis-
tuji i formélni formule jazyka Robinsonovy aritmetiky a formalni dikazy v Ro-
binsonové aritmetice, které nejsou Zddnou FORMALIZACI (metamatematickych)
formuli a Z4dnou FORMALIZACI dtikazt Robinsonovy aritmetiky. Je proto pied-
stavitelné, ze ve zkoumaném modelu aritmetiky existuje napf. individuum, které
je formdlnim dikazem sporu v Robinsonové aritmetice, avSak toto individuum
neni FORMALIZACI Zadného skuteéného metamatematického dtikazu, a proto
na metamatematické hladiné odpovidajici ditkaz sporu nemusi viibec existovat.
Pozdéji ukézeme dokonce, e existuji bezesporna!? rozsifeni Peanovy aritmetiky,
ve kterych je dokazatelnd existence takovychto objektii.

Tak jesté jednou myslenky pfedchoziho odstavce pomoci naseho pribéhu
o hobitech. O trochu vyse jsme se dohodli, jak vypadaji hobitovy axiomy Ro-

18) Protoze vSak nase zakédovani koneéné posloupnosti prirozenych cisel presné odpovida ho-
bitovu zakdédovani, mizeme axiomy hobitovy Robinsonovy aritmetiky popsat také jako
posloupnost hobitovych formuli, jejiz hobiti kéd je PREKLADEM naSeho kédu koneéné po-
sloupnosti axiom® Robinsonovy aritmetiky.

19) pochopitelné za predpokladu, ze sama Peanova aritmetika je bezesporna
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binsonovy aritmetiky a popsali jsme vztah mezi nasimi a hobitovymi axiomy
této teorie; ted zkoumejme hobitovy diukazy v Robinsonové aritmetice (podobné
by se dalo pojednat i hobitovych formulich). Jestlize zakédujeme dikaz (ktery
je kone¢nou posloupnosti formuli) a pak PREKLAD tohoto kédu dame hobitovi,
tak hobit bude postupné konstatovat: ,,Opravdu je to kéd kone¢né posloupnosti,
a hele, ¢leny té posloupnosti jsou formule aritmetiky, ale to neni vSechno: vypada
to jako dikaz, na nékolika mistech jsou axiomy logiky a n€kde se uzivaji odvo-
zovaci pravidla; hm, tak jaké formule nam to zbyvaji na axiomy teorie, no jasné:
vSechny ty zbyvajici formule jsou axiomy Robinsonovy aritmetiky.“ A hobit bude
konstatovat, ze jsme mu dali diikaz v Robinsonové aritmetice.

Ted zkusme rozebrat, co se stane, kdyZ nam hobit nabidne sviij kéd di-
kazu v (jeho) Robinsonové aritmetice. Je-li tento k6d PREKLADEM metamate-
matického ¢isla, pak o tomto ¢isle budeme zase my konstatovat pfesné totéz,
co je uvedeno v uvozovkach v predchozim odstavci a na zavér také prohlasime,
ze ndm hobit dal nadvod na ditkaz v Robinsonové aritmetice. Pokud nam vsak
hobit dal kéd diikazu, ktery neni PREKLADEM metamatematického ¢isla, pak
diskusi o tomto hobitové dikazu musime odmitnout. A trvat na tom, i kdyz
nam to treba da praci, protoze hobit nas bude napiiklad lakat, ze je to dikaz
spornosti Robinsonovy aritmetiky. AvSak z toho, Ze ma hobit dikaz spornosti
hobitovy Robinsonovy aritmetiky, naprosto neplyne, ze podobny diikaz existuje
i na metamatematické hladiné (plynulo by to pouze tehdy, kdyby ten ditkaz byl
PREKLADEM dtikazu na metamatematické hladiné nebo kdybychom ucinili jesté
dodate¢né predpoklady napi. typu, o kterém bude fe¢ v Sestém bodé).

Probrali jsme metodu, jak FORMALIZOVAT konecnou posloupnost formuli,
avsak v logice pojednavame také o nekonecngch systémech. Napriklad axiomi
Peanovy aritmetiky je — diky indukci — nekone¢né mnoho a jiz diive jsme kon-
statovali, Ze neni mozno vybrat koneény podsystém stejné sily. Z podstaty véci
se tudiz musime zabyvat rovnéz FORMALIZACEMI nekonecnych posloupnosti.
Do této chvile jsme motivovali pozadavek rekurzivnosti teorii moznosti mecha-
nicky rozpoznat o dané posloupnosti formuli, zda je, ¢i neni dikazem v dané
teorii. Nyni je mozno podat i dalsi motivaci: predpoklad rekurzivnosti umozni
PRELOZIT axiomaticky systém vySetfované teorie do hobitovy feci. Naptiklad
PREKLADEM axiomatického systému Peanovy aritmetiky budou PREKLADY ko-
neéné mnoha axiomi Robinsonovy aritmetiky a vsechny hobitovy formule, které
jsou tvaru axiomu indukce. Obecnéji: rekurzivni teorie T je zadéna néjakym al-
goritmem; tento algoritmus vybird za axiomy teorie T nékteré formule na me-
tamatematické hladiné. FORMALIZACI teorie T' budou piesné vSechny formalni
formule, které tgz algoritmus vybere z formalnich formuli.

Uvédomme si, ze nemuzZeme hobitovi zadat jako axiomy jeho Peanovy aritmetiky

pravé vsechny PREKLADY nasich axiomu Peanovy aritmetiky. Hobit by pfibéhl s néjakou
svoji formuli (kterd neni PREkLADEM nasi formule) a ptal by se: , Tvrzeni ,kdyZz vezmu
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tuto formuli, a ona bude platit pro nulu a bude pro ni splnén indukéni pfedpoklad,
pak plati pro vSechna prirozend c¢isla‘ se mi libi jako axiom Peanovy aritmetiky a ty
mi ji jako axiom nezadavas. Pro¢?“ My nejsme schopni pro hobita vydélit PREKLADY
nasich formuli, a tak mu nebudeme umét na jeho otazku odpovédét. Jesté jinak receno:
Kdybychom byli schopni vnutit hobitovi PREkLADY axiom® Peanovy aritmetiky jako
jeho axiomaticky systém Peanovy aritmetiky, umél by hobit nasledné rozpoznat systém
v8ech PREKLADU nasich formuli, a tak byl by schopen vydélit PREKLADY nasich metama-
tematickych pfirozenych Cisel jako ¢ast svych metamatematickych cisel, a tim by zjistil,
7e jeho metamatematickd prirozena Cisla nevytvari ten nejmensi mozny systém s vhod-
nymi vlastnostmi, coz je vSak v rozporu s pojetim metamatematickych ptirozenych cisel
(v tomto pfipadé hobitovych metamatematickych pfirozenych éisel).

5) diagonalizace jako zbytek mozZnosti aplikovat formuli na sebe samu
Zdtraznili jsme, ze pii akceptaci Russellovy koncepce odstranéni paradoxt
musime zachovavat rozliseni hladin matematiky a metamatematiky. Nicméné nyni
se priblizime az k samé hranici piestoupeni tohoto prikazu. Ukazeme totiz, zZe
formule pojednavajici o SVE FORMALIZACI jsou povoleny. Zdtraznéme, Ze tyto
formule nemluvi o sobé, nybrz o urcitém uzavieném termu, ktery je FORMALI-
ZACI FORMULE — napinani moZnosti spo¢iva v tom, Ze je povoleno zabudovat do
znéni formule vhodnym zpiisobem vztah formule a JEJI FORMALIZACE. (Nézev
y,diagonalizace® reflektuje, Ze se nejedné o vztah formule a obecného pfirozeného
¢isla, aviak o vztah formule a piirozeného éisla, jez je JEJI FORMALIZACT). Pii-
blizime se tedy k hranici, za kterou vznikaji paradoxy, ale pokud ji nepiekrocime,
paradoxy nevznikaji (pfesnéji: pies velmi podrobné zkoumani se nepodatilo zadny
nalézt, takze véfime, ze se nikdy Zadny neobjevi). Aplikace formule na ni samu
byl ,zly pan“, ktery zptisoboval paradoxy, aplikace formule na JEJI FORMALI-
ZACI je ,,pokorny sluha“, ktery je nejdtlezitéjsim nastrojem pro demonstraci vét
o neuplnosti a mnohych dalsich tvrzeni.

V tomto okamziku se dostavame k ohlasenému vrcholu jak krasy, tak také
obtiznosti naseho textu. Pii prokazovani prvni véty o netplnosti se pouzivaji
zejména puvodni Godelova formule (kterou budeme znadit ) a Rosserova for-
mule (znak p). Pro usnadnéni ¢teni budeme kli¢ové myslenky popisovat dvakrat.
Nejprve je budeme predkladat jako vypravéni o hobitovi, podruhé ve verzi ptija-
telnéjsi z hlediska matematického vyjadiovani.

6) neuplnost a Gédelova formule

Predpokladejme, Ze je pevné dana bezesporna rekurzivni teorie T zesilujici
Peanovu aritmetiku, budiz T' jeji FORMALIZACE. Podle diagonalizace je mozno
vytvofit formuli ~, kterd mé vyznam

~MA FORMALIZACE je formdiné nedokazatelnd ve FORMALIZACI teorie T*.

Tuto formuli je zvykem nazyvat podle jejiho tvirce G6delovou formuli.
Méjme tedy danu bezespornou rekurzivni teorii 7' zesilujici Peanovu arit-
metiku. Nejprve konstatujme, Ze hobit m4 teorii T', kterd je PREKLADEM nasi
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teorie T. Hobit si uvédomuje, Ze (jeho) teorie T' je rozsifenim (jeho) Peanovy
aritmetiky.

Predstavme si, ze T -+, tzn. Ze na nasi metamatematické hladiné existuje
dtikaz formule «y v teorii T. Zakédujme tento diikaz a podle druhého bodu sestro-
jme PREKLAD ziskaného kédu a predejme ho hobitovi spolu s doporuc¢enim, aby
se na toto Cislo dival jako na kéd posloupnosti formuli. Hobit rozpozna, ze dostal
kéd posloupnosti (svych) formuli, kterdzto posloupnost je (v jeho pojeti) dika-
zem v teorii T'. Posledni ¢len této posloupnosti je z hobitova pohledu dokazatelny
v teorii T'; my navic vime, Ze tento posledni ¢len je hobitovou formuli, ktera je
PREKLADEM formule ~. TakZe mtiZeme shrnout, Ze hobit zjistil pravdivost tvr-
zeni ,FORMALIZACE formule 7 je dokazatelnd ve FORMALIZACI teorie T'“ pro
svd metamatematicka prirozend ¢isla. Nyni se podivejme na znéni Goédelovy for-
mule a prosté konstatujme, Ze hobit nahlédl pravdivost negace Gédelovy formule.

Vysli jsme z predpokladu T -~ a zjistili, Ze kaZdy hobit nahlizi pravdivost
tvrzeni —y. Tedy v teorii PA je dokazatelnd formule —y, tim spiSe je formule
—v dokazatelnd v teorii T, nebot T je rozsifenim Peanovy aritmetiky. Protoze
predpokladame, ze teorie T je bezespornd, nemuze v ni byt dokazatelna soucasné
formule v i formule —, a jsme tedy nuceni odmitnout predpoklad T ++.
bitech. Predstavme si, ze T' -, tzn. Ze na metamatematické hladiné existuje di-
kaz formule v v teorii T. Pfedpokladana podobnost vztahti na metamatematické
hladiné a na hladiné matematiky zajisti, Ze v PA je dokazatelné, ze FORMALI-
ZACE kédu tohoto ditkazu je kddem formalniho ditkazu FORMALIZACE formule
ve FORMALIZACT teorie T. Tedy v teorii PA a tim spiSe v teorii T je dokazatelna
formule ,existuje formélni dikaz FORMALIZACE formule v ve FORMALIZACI
teorie T“. Srovnate-li tvrzeni v uvozovkach se znénim formule v, nahlédnete, Ze
jsme prokazali T' - —v. Piedpoklad bezespornosti teorie T' zamezuje soucasné
dokazatelnosti formule v i formule —y, procez jsme nuceni odmitnout predpoklad
T .

Pro vyvraceni moznosti T' F —y potiebujeme jesté dodateény piredpoklad
(¢asteéné) shody teorie T s nasi intuici o existenci pfirozenych ¢isel. Shoda mé
spocivat v tom, ze pokud prokizeme v teorii T existenci néjakého objektu s urci-
tou?? vlastnosti 1, pak chceme, aby dokonce existovalo metamatematické p¥iro-
zené ¢islo, o némz je v prirozeném modelu N pravdivé, Ze ma vlastnost ¢ (v sym-
bolech: jestlize T (Jx)1), pak existuje metamatematické pfirozené ¢islo n tak,
ze N = (x/n)).

Uvaha je tentokrat natolik snadné, Ze ji vyslovime okamzité v matematické
verzi: pfedpoklddejme, Ze v teorii T je dokazatelnd negace formule y (v symbo-

20) Bézné se vznasi pozadavek o shodé nikoli na jednu specidlni formuli 1, aviak na vSechny
»,dostatecné jednoduché“ formule a nésledné se prokaze, ze formule, pro kterou shodu
skutecné potfebujeme je ,dostatecné jednoduchd®.
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lech T + —). Pak v teorii T je — v dusledku znéni Gédelovy formule — doka-
zatelnd formule ,MA FORMALIZACE je formalné dokazateln4 ve FORMALIZACI
teorie T'“, tzn. v T je dokazatelna formule ,existuje formalni dikaz FORMALI-
ZACE formule v ve FORMALIZACI teorie T“. Nasledné musi existovat (formalni)
kéd takového formalniho dikazu (lohu formule ¢ hraje ,,x je kédem formélniho
dikazu FORMALIZACE formule v ve FORMALIZACI teorie T“). Podle dodatec-
ného predpokladu o ¢astecné shodé teorie T' s nasi intuici o existenci pfirozenych
¢isel musi existovat metamatematicky objekt n, o némz je v pfirozeném modelu N
pravdivé, Ze je ,kédem formalniho diikazu FORMALIZACE formule v ve FORMA-
LIZACT teorie T“. OvSem ,formalni dikaz v modelu N“ je prosté dikaz, realizaci
»2FORMALIZACE formule v v N je prosté formule v sama a nakonec realizaci
»2FORMALIZACE teorie T“ v modelu N je opét teorie T' sama. Takze o nasem
metamatematickém prirozeném c¢islu n je v prirozeném modelu N pravdivé, ze
je ,kédem dikazu formule v v teorii T“. Posledné vyslovené tvrzeni je vSak jen
jinym vyjadienim faktu, Ze existuje dikaz formule v v teorii T' na metamatema-
tické hladiné — prokézali jsme tudiz T F ~. Procez nas predpoklad bezespornosti
teorie T nuti zavrhnout i moznost T' - —y.

Ukazali jsme, ze Godelova formule nemtze byt ani dokazatelnd, ani vyvrati-
telna v teorii T.

Predchozi tvahy prokazuji prvni vétu o netplnosti, maji vSak vadu krasy
v tom, ze pro vyvraceni moznosti T' -— jsme uzili dodatecny predpoklad castec-
né shody teorie T' s nasi intuici o existenci pfirozenych ¢isel. Pfi uziti Rosserovy
formule nebude tfeba ¢init zadny dodatecny predpoklad, sama uvazovana formule

vvvvvv

7) neuplnost a Rosserova formule

Jak jiz bylo fe¢eno, Rosserova formule umozni demonstrovat (viz [Ros]) prvni
vétu o netplnosti bez dodateéného predpokladu castecné shody teorie T' s nasi
intuici o existenci prirozenych ¢isel. Dosahuje toho tim, ze formule postuluje exis-
tenci meze, pod niz se by se mélo nachazet ¢i nenachazet vSe, na co se dale
odvolévame.

Jesté jednou vas musim, vazeny Ctenari, varovat, ze Rosserova formule je
vyklad). Pokud vam vibec nevadi dodateény predpoklad ¢asteéné shody vyset-
fované teorie s nasi intuici o existenci pfirozenych ¢isel uzity v predchozim bodé
nebo pokud se vam bude zdat namaha vynaloZend na porozumeéni elegantnich
ideji souvisejicich s Rosserovou formuli prilisSné, je mozno tento bod preskocit
a ptikrocit rovnou ke ¢teni nasledujiciho osmého bodu.
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Rosserova formule ¢ ma vyznam
yezristuje kod formalniho dikazu FORMALIZACE mé negace ve FORMALIZACI
teorie T, jenz je mensi ne? kazdy kdd formdlniho dikazu ME FORMALIZACE
ve FORMALIZACI teorie T“.

P1i prokazovani prvni véty o netplnosti pomoci Rosserovy formule budeme
opét zacinat pfibéhem o hobitech. PREKLAD teorie T' ozna¢me znakem 7. Po-
kud je vam, mily ¢tenafi, formulace Rosserovy formule kiigtalové jasnd, prosim,
preskocte zbytek tohoto odstavce. Zni-li vam formulace Rosserovy formule jako
fe¢ ve zcela nezndmém a nesrozumitelném jazyce, sledujte ted rozbor tohoto
zdanlivé nesmyslného spojeni slov uzivajici podobenstvi o hobitech. Pravdivost
Rosserovy formule ve smyslu metamatematickych prirozenych ¢isel kteréhokoli
hobita je tvrzeni ,existuje kod hobitiho dikazu PREKLADU mé negace v PRE-
KLADU teorie T, jenz je mensi ne# kazdy kdd hobitiho dikazu MEHO PRE-
KLADU v PREKLADU teorie T“. Rosserova formule tedy vyhlasuje, Ze existuje
hobittv dtkaz, ktery mé dveé vlastnosti:

(a) Uvédomme si, ze o kazdém dikazu ma smysl vypovédét, jakd formule je do-
kazovana a v jaké teorii diikaz probiha. V ptipadé hobitova dikazu bude
dokazovana hobitova formule a hobit bude dokazovat ve své teorii. Ros-
serova formule vyzaduje od zkoumaného hobitova dikazu, aby dokazoval
PREKLAD negace Rosserovy formule a aby probihal v hobitové teorii T, tj.
v PREKLADU teorie T.

(b) Uvedli jsme, ze vySetfovany hobittiv dikkaz dokazuje PREKLAD negace Ros-
serovy formule. Kromé tohoto hobitova dikazu muzeme také zkoumat hobi-
tovy dtkazy jiné (hobitovy) formule, omezime se vSak na dukazy v teorii 7.
Tou jinou hobitovou formuli budiz PREKLAD Rosserovy formule (nikoli PRE-
KLAD jeji negace!). Pozadame hobita, aby vytvoril vSechny své mozné diukazy
PREKLADU Rosserovy formule ve své teorii T a (pokud existuji) vSechny je
zakédoval. Rosserova formule tvrdi, Ze pokud takovéto hobitovy dikazy vii-
bec existuji, pak kédy vsech takovychto hobitovych dikazi musi byt vétsi
neZ na pocatku zvoleny kéd hobitova ditkazu PREKLADU negace Rosserovy
formule v hobitové teorii 7T'.

Uvedli jsme, ze Rosserova formule postuluje existenci meze. Kdyz sledujeme
znéni Rosserovy formule formulované pomoci podobenstvi o hobitech, nahléd-
neme, 7e touto mezi je kéd hobitiho diikazu PREKLADU negace Rosserovy for-
mule v PREKLADU teorie T'— dal3i objekt, o kterém Rosserova formule vypovida,
totiz (mozna existujici) kéd hobitiho dikazu JEJIHO PREKLADU v PREKLADU
teorie T, se jiz nikdy nesmi nachézet pod touto mezi. Zapojeni ideje meze je pro
nase uvahy prinosem vzhledem k vyse vyslovenému faktu, ze kazdé matematické
piirozené ¢islo mensi nez PREKLAD metamatematického piirozeného &isla je uz
samo PREKLADEM né&jakého (jiného) metamatematického ¢isla.

Pistupme ted k prokazovani prvni véty o netiplnosti vyuzivajice Rosserovu formuli.

Predpokladejme nejprve, ze T+ g, tzn. ptijméme predpoklad, Ze na metamatema-
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tické hladiné existuje dikaz formule ¢ v teorii T. Po zakédovani posloupnosti formuli
vytvarejicich tento dikaz dostaneme néjaké metamatematické prirozené ¢islo, oznaéme
ho d,. Predejme toto ¢islo hobitovi spolu s doporucenim, aby ho chapal jako kéd po-
sloupnosti svych formuli. V disledku principu rozumného vztahu naseho metamatema-
tického prirozeného ¢isla a JEHO PREKLADU musi hobit nahlédnout, ze dostal kéd svého
dikazu v teorii T. My vime, Ze poslednim ¢lenem tohoto dikazu je PREkLAD formule o
a ze hobitova teorie T je PREKLADEM teorie T. Ukazali jsme, Zze popsana situace nastava
u kazdého hobita, tzn. ze pro kazdého hobita je d, kédem ditkkazu pREkLADU formule o
Vv PREKLADU teorie T.

Ted ptijde kliGové misto prvni ¢asti prokazovani. Rosserova formule tvrdi, ze exis-
tuje kéd hobitova dikazu PREKLADU negace formule o v PREKLADU teorie T, jenz je mensi
nez kazdy kéd hobitova dikazu pREkLADU formule ¢ v PREKLADU teorie T'; jelikoz kéd
postulovaného hobitova dikazu ma byt mensi nez kazdy kéd hobitova diikazu PREKLADU
formule ¢ v PREKLADU teorie T, musi byt kéd postulovaného hobitova diikazu PREKLADU
negace formule p specialné mensi nez hobitovo metamatematické cislo d,. Zde je to
misto, kde se poprvé uplatni tvar Rosserovy formule, a ¢tenai by mél ocenit Rosserovu
formulaci pres jeji pomérnou slozZitost.

Protoze kéd postulovaného hobitova diikazu je mensi nez PREKLAD naseho meta-
matematického ¢isla dp, musi byt rovnéz PREKLADEM néjakého naseho metamatematic-
kého pfirozeného ¢isla m (jakékoli hobitovo metamatematické ¢islo mensi nez PREKLAD
néjakého naseho metamatematického ¢isla je samo PREKLADEM naSeho metamatematic-
kého pfirozeného ¢isla). Na zakladé principu rozumného vztahu metamatematického
prirozeného ¢isla a JEHO PREKLADU nahlédneme, Zze metamatematicky dukaz kédovany
Cislem m je dikazem negace formule o v teorii T. Z piedpokladu T F ¢ jsme tedy od-
vodili T'+ —p, coz je pro bezespornou teorii T' vylouceno. Jsme tedy nuceni odmitnout
predpoklad T+ .

Zopakujme predchozi tivahy v fec¢i matematiky. V této prvni ¢asti naseho prokazo-
vani predpoklddame, ze T + o, tzn. Ze existuje dikaz formule g v teorii T'; zvolme takovy
dikaz, jeho kéd budiz metamatematické cislo d,. Predpokladand podobnost vztaht na
metamatematické hladiné a na hladiné matematiky zajisti, ze v PA je dokazatelné, ze
FORMALIZACE d, fixovaného kédu je kédem formalniho dikazu rFormALIZACE formule p

ve FORMALIZACI teorie T. Nésledné rovnéz v teorii T' je dokazatelna formule ,,d, je ké-
dem forméalniho diikazu ForMALIZACE formule o ve FOrRMALIZACT teorie T, nebot T je
rozsifenim Peanovy aritmetiky. Podle znéni Rosserovy formule pak musi byt v teorii T'
dokazatelnd formule ,existuje kéd formélniho ditkazu ForMALIZACE negace formule o
ve FORMALIZACI teorie T, ktery je mensi nez d,“. Protoze kéd tohoto formalniho ditkazu
je mensi nez term d,p, musi byt ForMALIZACT n&jakého metamatematického piirozeného
¢isla (viz cviceni II1-2.22), a to (podle principu rozumného vztahu objektu a JjEHO FOR-
MALIZACE) dokonce kédem diikazu negace formule o v teorii T. Z ptredpokladu T + o
jsme tedy vyvodili T - —p, coz je pro bezespornou teorii T' absurdni. Musime proto
odmitnout predpoklad T+ p.

Predpokladejme proto druhou moznost, tj. T' + —p. Predpoklad umoziuje fixo-
vat dikaz negace formule ¢ v teorii T. Zakdédujme fixovany dikaz, ozna¢me tento kéd
znakem d-,, PRELOZME ho a dejme ho hobitovi s doporucenim chépat cislo, které mu
predavame, jako kéd posloupnosti jeho metamatematickych prfirozenych cisel. Na za-
kladé principu rozumného vztahu objektu a JEHO FORMALIZACE si mlzZeme byt jisti, ze
hobit odhali, Ze jsme mu zadali kéd jeho dukazu v jeho teorii 7. My vime, Ze poslednim
¢lenem tohoto dikazu je PREKLAD negace formule p a Ze hobitova teorie T je PREKLA-
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pEM teorie T. Analogicky jako v prvni ¢asti si uvédomme, ze popsana situace nastava
u kazdého hobita, tzn. ze kazdy hobit nahlizi pravdivost tvrzeni ,,d—-, je kédem dikazu
PREKLADU formule —p v PREKLADU teorie T pro svd metamatematickd pFirozend éisla.

V této chvili je vhodné rozebrat (a opétovné ocenit) znéni negace Rosserovy for-
mule, tj. negace formule vyjadfujici ,existuje kéd hobitova dikazu PREKLADU negace
formule p v PREKLADU teorie T, jenZ je mensi nez kazdy kéd hobitova dikazu PREKLADU
formule p v PREKLADU teorie T'“. Nahlédneme, Ze negace Rosserovy formule vyjadiuje
»bro kazdy kéd hobitova ditkazu PREKLADU negace formule ¢ v PREKLADU teorie T musi
existovat mensi Cislo, jenz je kédem hobitova dikazu PREKLADU formule ¢ v hobitové
teorii T'%; specidlné tedy musi existovat hobitiv dikaz pREkLADU formule o v hobitové
teorii T, jehoz kéd je mensi nez d-,. Kéd hobitova dikazu, jehoz existenci jsme pravé
zdtvodnili, musi byt opétovné PREKLADEM néjakého metamatematického piirozeného
¢isla (protoze je mensi nez d-, a libovolné hobitovo metamatematické ¢islo mensi nez
PREKLAD néjakého naseho metamatematického ¢isla je samo PREKLADEM naseho metama-
tematického pfirozeného ¢isla). Znovu z principu rozumného vztahu metamatematického
prirozeného ¢isla a JEHO PREKLADU je zminéné metamatematické pfirozené ¢islo kédem
dtkazu formule p v teorii T'; ted se muzeme prestat bavit o kédech a prosté konstatovat,
ze mame dukaz formule o v teorii T. Vysli jsme z predpokladu T+ —p a prokazali T F o.
Predpoklad bezespornosti teorie T nas tedy nuti zavrhnout i moznost T+ —p.

Tak znovu a bez hobitt. Ve druhé ¢asti naseho prokazovani predpokladame T+ —p,
tj. pfedpokladame existenci dikazu formule —p v teorii T fixujme takovy dukaz, jeho
kéd oznacme d—,. V dusledku principu rozumného vztahu objektu a JEHO FORMALIZACE
nahlédneme, Ze FORMALIZACE d-, fixovaného kdédu je kédem formdalniho dikazu ror-
MALIZACE formule —p ve FOrRMALIZACI teorie T. Procez v Peanové aritmetice a tim spise
v teorii T je dokazatelnd formule ,,d-, je kédem formalniho diikazu FORMALIZACE negace
formule ¢ ve ForMALIZACT teorie T'“. Podle znéni negace Rosserovy formule vsak ,pro
kazdy kéd forméalniho diukazu FORMALIZACE negace formule ¢ musi existovat mensi kéd
formalniho ditkazu rorMALIZACE formule ¢ ve FORMALIZACT teorie T, a specialné tedy
musi existovat formélni dikaz ForMALIZACE formule ¢ ve FORMALIZACI teorie T, jehoz kéd
je mensi nez d—-,. Kéd tohoto formalniho dikazu musi byt opét FormaLIzAcT néjakého
metamatematického pfirozeného ¢isla (protoZe je mensi nez d-,) a princip rozumného
vztahu metamatematického prirozeného cisla a JEHO FORMALIZACE ndm znovu zaruci,
ze zkoumané metamatematické pfirozené cislo je kédem dukazu formule o v teorii T.
Predpoklad bezespornosti teorie T nas tedy nuti zavrhnout i moznost T'F —p.

8) nedokazatelnost formalni bezespornosti

Doposud jsme Godelovu formuli pouzivali jen jako néastroj pro prokazovani
prvni véty o nedplnosti. Godel vSak navic ukazal jeji reformulaci, jez umoznuje
novy pohled na moznost dokazovani bezespornosti teorii.

Prokazal totiz, Ze v kazdém rekurzivnim rozsiteni T Peanovy aritmetiky je
dokazatelnd ekvivalence Godelovy formule a formule FORMALIZACE teorie T
je formalné bezesporné. Tedyzl) zédné bezesporné rekurzivni rozsifeni Peanovy
aritmetiky nemd dost prostfedkti, aby prokazalo forméalni bezespornost SVOJI
FORMALIZACE. Je zvykem oznacovat podtrzené tvrzeni za druhou vétu o ne-
uplnosti.

21) v dasledku formulace prvni véty o netplnosti uzivajici Gédelovu formuli
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Pokud jste, vazeny ¢tenéri, ptijal princip rozumného vztahu objektu a JEHO
FORMALIZACE, nebudou pro vas ideje prokazujici druhou vétu o netplnosti ob-
t1znéjsi nez ideje uzité pri prvni vété o nedplnosti. V teorii T potiebujeme ukazat
jednak, ze z Godelovy formule plyne formalni bezespornost FORMALIZACE teo-
rie T a jednak obraceni této implikace, tzn. ze z negace Godelovy formule plyne
formalni spornost FORMALIZACE teorie T.

Dikaz prvni implikace je natolik jednoduchy, ze ho predvedeme rovnou ve verzi
pouzivajici vyhradné matematické pojmy. Sporné teorie jsou presné ty, ve kterych jsou
dokazatelné vsechny formule jazyka teorie. Neni-li jedind formule jazyka teorie v ni
dokazatelnd, je teorie bezesporna. Pfesné stejné: neni-li jedna formalni formule jazyka
formalni teorie v ni formalné dokazatelna, je formalni teorie formélné bezesporna. Go-
delova formule v vypovida, Ze jakasi formalni formule (sesf FORMALIZACE) neni formélné
dokazatelnad ve FormaALizAcI teorie T. Tedy Godelova formule implikuje formalni beze-
Spornost FORMALIZACE teorie 7.

Obracenou implikaci nejprve zdiivodnime p¥ibéhem o hobitech. Zil byl jednou hobit
jménem Tolkien a ten napsal knihu Pan prstend. V ni vypravi o hobitech a hobiticich
a jejich spole¢ném snazeni; hobitici v pfibéhu hrali podstatnou tulohu, jeden z nich
dokonce nesl Prsten. Nezavisle na pfibéhu o Prstenu popsal hobit jménem Godel vztah
metamatematickych pfirozenych ¢isel hobitt a hobitikt. Uvazoval hobiti teorii T', ktera
je rekurzivni a je rozsifenim hobiti Peanovy aritmetiky, a vytvoril také formuli ~y hobita
Godela, kterda ma vyznam

»MOJE FORMALIZACE do Teci hobitiki je hobitikovsky nedokazatelnd
ve FORMALIZACI teorie T v Teci hobitiku“.

My vime, ze negace (lidské) Godelovy formule je tvrzeni na metamatematické hla-
diné hobita, které ¥ika, ze v hobiti teorii T" je dokazatelny pReEkLAD Godelovy formule.
Navic pREkLAD Godelovy formule je pravé popsana formule hobita Gédela.

Hobit Goédel ukazal, ze z predpokladu dokazatelnosti jeho formule h7y v hobiti teo-
rii T dostane spor. (Srovnejte, mily ¢tenafi, nasledujici tvahy hobita Godela s Gvahami
z tfetiho a ¢tvrtého odstavce prokazovani prvni véty o nedplnosti uzivajici Gédelovu
formuli, pFi¢emz posuiite ivahy o hladinu ,niz“, tzn. ,my lidé“ nahradte ,hobit Godel“,
slovo ,PREKLAD“ zamérite za slovni spojeni ,,PREKLAD do feci hobitikd“, slovo ,hobit*
zmeénte na slovo ,hobitik* a misto ,teorie T“ uzijte ,,PREKLAD teorie T do feci hobitika*,
atd.).

Hobit Godel si predstavil, ze hobiti formule h7y je hobitovsky dokazatelna v hobiti
teorii 7', tzn. Ze na hobiti metamatematické hladiné existuje dikaz formule h~y v hobiti
teorii 7. Hobit Gddel zakédoval tento hobiti dikaz a sestrojil PREKLAD ziskaného kédu
do feci hobitikt a predal ho hobitikovi spolu s doporucenim, aby se na toto ¢islo dival
jako na kéd posloupnosti svych formuli. Hobitik rozpoznal, Ze dostal kéd posloupnosti
(svych) formuli, kterdzto posloupnost je (v jeho pojeti) dikazem v pREkLADU teorie T’
do feci hobitiki. Posledni ¢len této posloupnosti byl z hobitikova pohledu dokazatelny
v PREKLADU teorie 1" do feci hobitiki; hobit Godel si navic uvédomoval, ze tento posledni
¢len je hobitikovou formuli, ktera je PREKLADEM jeho formule h~y do Feci hobitikt. Takze
hobit Godel shrnul, ze hobitik zjistil pro svd metamatematickd pfirozena ¢isla pravdivost
tvrzeni ,FORMALIZACE formule A7y je hobitikovsky dokazatelnd ve FORMALIZACI teorie T
do teci hobitiki“. Potom se podival na znéni své formule h~y a prosté konstatoval, ze
hobitik nahlédl pravdivost negace jeho formule.

Hobit Gédel vysel z predpokladu dokazatelnosti jeho formule h~y v teorii T a zjistili,
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ze kazdy hobitik nahlizi tvrzeni —h~y. Tedy v hobiti Peanové aritmetice je hobitovsky
dokazatelna hobiti formule —h~y, tim spiSe je hobiti formule hy dokazatelna v teorii T,
nebot T je rozs§ifenim hobiti Peanovy aritmetiky. Hobit Goédel tedy prokazal spornost
hobiti teorie T'.

Zopakujme predchozi tvahu bez vypravéni pifibéhu o hobitech. Predpokladame-
li =, pak (z dtivodu volby formule ) pfedpokladdme, Ze FormALIZACE G&delovy for-
mule je formalné dokazatelna ve FORMALIZACI teorie T. Prijméme teorii T za svoji me-
tamatematiku; v takovém pfipadé muzeme vSechna slova ,formalni“ a ,FORMALIZACE®
v kurzivou psaném slovnim spojeni vynechat, ale z pfedchoziho prokazovani prvni véty
o neudplnosti uzivajictho Gédelovu formuli vime, Ze predpoklad T F v (tj. pFedpoklad,
ze Godelova formule je dokazatelnd v teorii T') vede ke spornosti teorie T. Pfi ndvratu
na puvodni metamatematickou hladinu (po pfidani slov ,formalni“ a ,FORMALIZACE®)
tedy musime konstatovat, Ze v teorii T' predpoklad —+ implikuje forméalni spornost FOR-
MALIZACE teorie T'.

*

V predchozim textu jsme popsali vSechny podstatné myslenky potfebné pro
prokézani vét o neuplnosti; je vSak tfeba si uvédomit, Zze jsme se zabyvali jen
témi krasnymi a zajimavymi ¢astmi. Napriklad jsme zcela volné pouzivali princip
rozumného vztahu objektu a JEHO FORMALIZACE. Tento princip je vSak potfeba
odtvodnit, a to je pomérné obtizna, a nadto ,otrocka“ prace.

K vétam o nedplnosti pfipojme jesté dvé poznamky:

(1) Ve vétach o neuplnosti se mluvi pouze o rozsifenich Peanovy aritmetiky.
Vysledky jsou vsak aplikovatelné i na jiné teorie, dokonce i na teorie, které
maji zcela jiny jazyk nez aritmetika. Napriklad aritmetiku lze vybudovat
v teorii mnozin, a tedy ani axiomatické teorie mnozin neni plna teorie.

(2) Godel a nasledovnici sice sestrojili formule nedokazatelné a soucasné nevy-
vratitelné v nejriznéjsich matematickych teoriich, ale vysledky tohoto typu
vibec nic nefikaji o konkrétnich predem dangch formulich; napf. nehovori
o tom, zda paty Eukleidiuv postulat je dokazatelny v geometrii nebo zda hy-
potéza kontinua je dokazatelné v teorii mnozin, a tedy ideje popsané v tomto
paragrafu nemohou nahradit (mnohdy obtizné) vysledky o nedokazatelnosti
konkrétnich formuli v konkrétnich teoriich.

*

Na pocatku paragrafu jsme nastolili otazku, zda stroj mutze nahradit ma-
tematika pri dokazovani v predikatovém poctu. Rozbor polozené otazky vedl
k motivaci rekurzivni teorie, avSak poté jsme misto formulace odpovédi piesli
k Hilbertovu programu a k vétdm o netplnosti, které zdanlivé s nasim pocatec-
nim problémem nesouvisi.

Véty o netplnosti jsou pro logiku tvrzeni prvoradého vyznamu. Nicméné
i kdyZ se omezime pouze na puvodné polozenou otazku po vztahu matematik-
stroj, ukdzeme nyni, ze véta o netiplnosti nebyla odbockou, ale naopak pfipravou
nastroje pro feseni nastoleného problém. Na zakladé prvni véty o netplnosti
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neni totiz jiz tak obtizné ukézat, ze pro Zddné bezesporné rozsiteni T Peanovy
aritmetiky neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval, zda ta kterda formule je,
¢i neni v teorii T dokazatelnd. Metodu prokazovani tohoto tvrzeni ukazeme za
okamzik v petitem psaném textu.

Soucasné je tfeba zdiraznit, ze jsou znamy i teorie s algoritmem rozho-
dujicim dokazatelnost formuli. Presburgertv vysledek ukazuje, ze jako priklad
(znac¢né netrividlni) muze slouzit aritmetika, ve které uvazujeme pouze funkci
nasledovnika a s¢itani. Jiny, a to jednodussi, ptiklad tykajici se usporadani bude
predveden v dodatku o teoriich.

Obecny algoritmus rozhodugici dokazatelnost formuli tedy neexistuje — pro
matematiky nastésti, protoze tim je zaruceno, ze matematické véty nemtize zcela
efektivné misto nich dokazovat stroj??), k hledani dikazt je tieba matematikova
intuice.

Chceme vyvratit, ze muze existovat bezesporna teorie T rozsifujici Peanovu arit-
metiku spolu s algoritmem, ktery o kazdé uzaviené formuli rozhoduje, zda je, ¢i neni
dokazatelna v teorii T. Predpokladejme tudiz, ze je zadana jak teorie T, tak algorit-
mus s popsanymi vlastnostmi. Bud ¢, ¢1, @2, . .. oéislovani uzavienych formuli jazyka
teorie T' pomoci metamatematickych pfirozenych éisel. (Formule jazyka teorie T jsou
néjakd metamatematickd prirozena Cisla, my jsme si prosté ocislovali ta metamatema-
tickd éisla, kterd jsou uzavienymi formulemi vySetfovaného jazyka.) Postupné budeme
o kazdé formuli ¢, rozhodovat, jestli ji pfijmeme za axiom nové vznikajici teorie S,
nebo ne. Pro jednodussi vyjadiovani si predstavujme, ze postupné rekurzi vytvarime
teorie Sy, a Ze vysledna teorie S bude mit za axiomy presné vSechny formule, které byly
prijaty za axiomy nékteré z teorii Sy,. Je zcela prirozené, ze zacneme s teorii T, tzn. Ze
za, teorii Sg zvolime teorii T.

Necht jsme jiz rozhodli, které z formuli ¢, . .., ;1 za axiomy teorie S pFijmeme,
tj. zaujméme postoj, Ze jsme jiz sestrojili teorii Sy,. Nejprve nahlédnéme, ze (na zakladé
predpoklddaného algoritmu rozhodujiciho dokazatelnost v T') mame k dispozici rov-
néz algoritmus, jenz o kazdé uzaviené formuli jazyka teorie S) rozhoduje zda je, ¢i
neni dokazatelnd v teorii Sy. Oznaéme ¥ konjunkci vSech formuli za skupiny formuli
©0,---,Pn—1, které jsme prijali za dodatecné axiomy teorie Sp. V disledku dikazu
dedukci je jakakoli formule 1 dokazatelna v teorii Sy, pravé kdyz je formule 9 — o
dokazatelnd v teorii T. Takze algoritmus rozhodujici o dokazatelnosti uzavienych for-
muli v teorii Sy, je velice prosty: zeptame se puvodné postulovaného algoritmu, jestli je
v teorii T' dokazatelnd formule ¥ — .

Za predpokladu, ze teorie Sy jiz byla zkonstruovana, mame sestrojit teorii Sy,11,
tj. rozhodnout, jestli za dodateény axiom pfijmeme formuli ¢5,. V prvé radé se dotazeme
stroje, zda je alespon jedna z formuli ¢, —@n v teorii Sy dokazatelna (z konstrukce bude
jasné, ze nemohou byt dokazatelné obé najednou). Pokud nam stroj na zdkladé vyse
sestrojeného algoritmu sdéli, Ze jedna z uvazovanych formuli je dokazatelna, nepfijmeme

22) Redenym nevylucujeme, %e nemiizeme nechat stroj dokazovat, ani netvrdime, #e by nam
stroj nemohl napsat mnoha nova tvrzeni. Pouze vyhlasujeme, Ze neumime — a nikdy nikdo

nebude umét — zadat algoritmus, podle kterého stroj pro kazdou konkrétni uzavienou
formuli po uréité dobé& budto prohlési, Ze formule je dokazatelnd, nebo oznami, ze je
nedokazatelna.
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formuli 5, jako novy axiom, tzn. ztotoznime teorii S,,1 s teorii S,. Pokud algoritmus
rozhodne, ze zadna z formuli ¢n, @, neni dokazatelnad v teorii Sp, pfijmeme for-
muli ¢y, jako dodateény axiom, tj. definujeme S;, 11 jako teorii S, pn.

Rozhodujicim pozorovanim pro celou konstrukci je nahlédnout, ze kazda z teo-
rii Sy je bezesporna. To se prokazuje pochopitelné indukci; teorie Sg, tj. teorie T, je
bezesporné podle predpokladu. Pfistupme k prokazéani indukéniho kroku a predpokla-
dejme bezespornost teorie Sy. Pokud je S, 41 totozna s teorii Sy, neni co dokazovat.
Uvédomme si, Ze nutnym predpokladem pro pfidani formule ¢, jakozto dodatecného
axiomu teorie S;,41 byla nedokazatelnost formule —py, v teorii Sy. Kdyby teorie Sy 41
byla sporné, byla by v ni, tzn. v teorii Sy, ¢n, dokazatelna formule —¢,. Nadto v teorii
Sn, —pn je formule -, dokazatelnad zcela trividlné jakozto axiom této teorie. Podle
dtkazu neutradlni formuli nahlédneme, Ze jiz v samotné teorii Sy, by pak musela byt
dokazatelna formule —¢y,, coz odporuje nasim predpokladim.

Ukézali jsme, ze kazda z teoril Sy je bezesporna. Vyvodit nyni bezespornost celé
teorie S je snadné — kdyby S byla sporna, musela by byt sporna jiz teorie majici
kone¢né mnoho jejich axiomi, takze by pro jakési vhodné n musela byt sporna teorie Sy,
coz jsme vyloudili.

Teorie S je bezespornd a je evidentné rozsifenim Peanovy aritmetiky, protoze jiz
pocatecni teorie Sy, tj. teorie T, byla rozsifenim Peanovy aritmetiky. Popsali jsme algo-
ritmus vybirajicl axiomy teorie S (na zakladé pfedpokladaného algoritmu rozhodujiciho
o dokazatelnosti v teorii T'), procez teorie S je rekurzivni. Teorie S musi byt navic také
uplna: Kdyby zadna z formuli ¢, —¢n nebyla dokazatelna v teorii S, nebyla by zadna
z nich dokazatelnd ani v teorii Sy, takze by ¢, byla axiomem teorie S, 1, tudiz by
byla ¢, axiomem teorie S, a nasledné by byla v S dokazatelna.

Teorie S s uvedenymi vlastnostmi nemiize existovat podle prvni véty o netplnosti.
Musime proto odmitnout predpoklad existence bezesporné teorie T rozsifujici Peanovu
aritmetiku, k niz existuje algoritmus, ktery o kazdé formuli rozhoduje zda je, ¢i neni
dokazatelna v teorii T.

*

Na zavér zopakujme, Ze v bézné matematice hleddme dtikazy tvrzeni na zé-
kladé prijatych axiomt. V minulém paragrafu jsme nahlédli, ze je mozno ukazat,
ze dltikaz nemtze existovat. Tento typ vysledk® o nedokazatelnosti jesté nezpo-
chybniuje nasi viru v lidské moznosti — ve vétsiné pripadt si prosté predstavime,
7e jsme jeSté systémem axiomu nepopsali situaci dostatecné podrobné a ze je
zapotiebi pfidat dodateény axiom. V tomto paragrafu jsme vsak dokonce popsali
konstrukce, které ke kazZdé ,,vhodné popsané a dostatec¢né silné“ bezesporné teorii
sestroji tvrzeni, které nejsme schopni v uvazované teorii ani dokézat, ani vyvratit
— a toto jiz musime vylozit jako principidlni omezenost deduktivni metody ne-
boli volnéji feceno jako neschopnost lidského rozumu uchopit (poznat a popsat)
pomoci ,vhodné popsané* teorie mnohé oblasti (napi. aritmetiku intuitivnich
pfirozenych ¢isel) v cel€ jejich $irFi.

Godeluv vysledek o netiplnosti tudiz vyvolava soucasné hrdost i pokoru: hr-
dost nad tim, jak daleko muze jit lidské poznani — az tak daleko, Ze dokéze
poznat své meze — a poznani mezi by zase m€lo byt zdrojem pokory.
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CVICENI

ITI-2.1 Pokud existuje ¢lovék, ktery ma nejvice svétovych rekordd, mé jich
alespon o dva vice nez druhy v potradi. Proc¢?

I11-2.2 Dalsi paradox z antické doby vytvoreny Stoiky je paradox kroko-
dyla, ktery muzeme formulovat nésledovné: Krokodyl unesl dité a slibuje matce,
ze ho vrati, pravé kdyz odpovi po pravdé na otazku ,Vratim dité?“. Doporucili
byste zoufalé matce odpovéd ,,ano*, nebo odpovéd ,ne“?

I11-2.3 Sofista Prétagoras® (5. stol. pf. Kr.) pry vyucoval Zéka jménem
Euathlos. Dohodli se, Ze Euathlos zaplati polovinu penéz hned a polovinu po vi-
tézstvi v prvnim soudnim sporu. Po skonceni studia vSak Euathlos Zadny soudni
spor nevedl a nezaplatil proto svému uciteli zbylou ¢ast penéz. Jak Prétagoras
ziska druhou polovinu penéz?

V préavé uzaviraném paragrafu byla velmi podstatnd samovztazna tvrzeni,
v naSem textu jsme se vSak poprvé jimi zacali podrobnéji zabyvat uz v prikladu 2
z prvniho paragrafu prvni kapitoly. Pfipojme jesté tii problémy (pfetlumocené
z [Sm1]), které jsou podobné problémim z citovaného paragrafu. Budete se v nich
snazit sdélit Ze (a) nékdy mluvite pravdu a nékdy lzete, nebo (b) vzdy mluvite
pravdu, nebo nikdy pravdu nefikate. Doufam, Zze pouhé t¥i problémy pripomenou
dostateéné samovztaznost v hadankach tohoto typu.

I11-2.4 Jaky nejmensi pocet vyrokt vam postaci, abyste pfesvédcili ostatni,
ze nékdy mluvite pravdu a nékdy lzete? Muzete systém vyrokt vyhovujici pred-
chozimu pozadavku volit tak, aby vSechny vyroky v systému byly pravdivé? Lze
systém vyrokt vyhovujici pozadavku prvni véty vybrat tak, aby vSechny vyroky
v systému byly nepravdivé?

I11-2.5 Nyni mate nalézt vyrok, ktery presvédci ostatni, ze nékdy mluvite pravdu a
nékdy lzete, avSak navic takovy, ze nikdo nebude védét, zda vyrok je pravdivy ¢i nikoli.

I11-2.6 Jaky nejmensi pocet vyrokt vam postaci, abyste presvédcili ostatni, ze vzdy
mluvite pravdu, nebo vzdy lzete?

I11-2.7 Porciina pravnucka®?) se rozhodla zachovat moznost matéingch 0
zvldstnénych® néapist, usmyslela si vsak, ze kol bude cela fada a tspésny na-
padnik musi postupné obstat ve vSech (na druhé strané si pravnucka Porcie uvé-
domovala, Ze se ¢asy zménily, a jiz nezadala od napadniki ptisahu, ze se v ptipadé
netispéchu nikdy neozeni). Ukoly rozvrhla do étyi dnt, pro prvni dva dny pii-
pravovala pouze po dvou skiinkidch pro jeden tkol, pro tifeti den skiinky tfi.

23) Pro svou knihu O bozich zacinajici slovy ,,O bozich nevim, ani zda jsou, ani zda nejsou.“
byl vypovézen z Athén.

24) Ulohy o pravnuéce Porcie jsou pievazné inspirovany kap. IV [Gal]; fazeny jsou do tieti

kapitoly, protoze u mnohych z nich obsah skfinek neovliviiuje jen pravdivostni hodnoty

napist nachazejicich se na jednotlivych skfinkéach, avSak ovliviiuje dokonce zadani ha-

danky v tom smyslu, Ze na ulozeni podobizny zavisi, jaké pravdivostni hodnoty napist na

skfinkéach jsou pro feseni pozadovany.
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Napadniky vSak upozornila, ze mize v téchto prvnich dnech dat podobiznu do
vice skfinek, nebo nechat vSechny prazdné, zcela podle svého uvazeni a nalady.
Ukolem kazdého napadnika v prvnich t¥ech dnech bylo, aby pfesné popsal, co je
v té které skrince, nikoli pouze vybral skfinku s podobiznou. Na zavéreény den
pripravovala Porciina pravnucka zcela osobitou zkousku.

Prvni den pravnu- zlata st¥ibrna
¢ka naplanovala c¢tyfti . .
zkousky. V prvém pii- Podobizna je Podobizna je
padé ndpadnikovi o- v této skifnce v jedné skrince
Oznémila, Yo jeden né- a stfibrna skfinka a druha skiinka
pis je pravdivy a dru- je prézdna. je prazdna.
hy nepravdivy:

I11-2.8 Pti druhé zlaté sttibrna
zkousce sdélila Porcii- Alespoii v jedné Zlaté skiinka
na pravnucka napad- o . . . . [

kovi. Ze budto ob skfince je portrét. je prazdna.
nikovi, Ze budto oba

napisy jsou pravdivé,
nebo oba nepravdivé: zlaté st¥ibrna

I11-2.9 Rovnéz pii
treti zkousce se napad-
nik dovédél, ze budto
oba napisy jsou prav-
divé, nebo oba neprav-
divé:

Tato skiinka
je prazdna a Podobizna je

ve stiibrné skiince ve zlaté skfince.
je podobizna.

I1I-2.10 P1i posledni zkousce prvniho dne doslo oproti pfedchozi zkousce k je-
diné zméné: na zlaté skfince slovicko ,,nebo* nahradilo slivko ,,a* a napis na zlaté
skfince tedy znél , Tato skiinka je prazdné nebo ve stfibrné skf¥ince je podobizna.“
(zadani, ze budto jsou oba napisy pravdivé, nebo jsou oba nepravdivé, zustalo
zachovano). Mél napadnik zménit svou odpovéd?

I1I-2.11 Druhy den Porciina pravnucka podstatné zménila pravidla zkousek,
a to na cely den (cvifeni ITI-2.11-1I1-2.15). Stanovila totiz, ze bude-li ve zlaté
skfince podobizna, bude napis na ni pravdivy a bude-li zlata skifinka prazdna, bu
de népis na ni nepravdivy. O stfibrné skiince prohlasila pravy opak: bude-li
ve stfibrné skiince podobizna, bude napis na ni nepravdivy a bude-li stfibrna
skfinka prazdna, bude

napis na ni pravdivy. zlata stiibrna
Pak ptivedla napadni- V obou skfinkach V obou skfinkach
ka ke skifinkdm s néa- jsou podobizny. jsou podobizny.

pisy uvedenymi vpravo.
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I11-2.12

111-2.13

I11-2.14

zlata

Alespon v jedné
skfince je portrét.

zlata

Je jedno, kterou
skfinku zvolis.

zlata

Na volbé skiinky
velice zalezi.

stfibrna

Portrét je
ve zlaté skriince.

stfibrna

Portrét je
ve zlaté skiince.

stfibrna

Portrét je
ve zlaté skriince.

I11-2.15 Teprve pti posledni zkousce druhého dne se situace podstatné zme-
nila. K této zkousce postoupilo jiz jen malo ndpadniki a tito napadnici byli velice
prekvapeni, kdyz pfi devatém piichodu nasli skiinky bez napisi. Porciina prav-
nucka poté podala udivenym napadnikiim dvé tabulky s napisy ,,Tato skiinka je
prazdna.“ a ,,Obé skiinky jsou prazdné.“. Na pochopitelnou otazku, ktery napis
patifi na kterou skfinku, odpovidala, Ze soucasti tlohy je také rozhodnout, zda
na tom zélezi. Pfedstavujte si, ze Porciina pravnucka opravdu stoji za namahéani
mozku, a tak hledejte feSeni i pro takto neobvykle formulovanou hadanku.

I11-2.16 Tteti den ptivadéla pravnucka Porcie ndpadniky jiz ke tfem skiinkam
a pii prvnich dvou tkolech vyhlasovala, ze vSechny népisy jsou budto pravdivé,
nebo vSechny nepravdivé. Naproti tomu o poc¢tu uloZzenych podobizen se pry nic

nepredpoklada.

zlaté

stribrna

olovéna

Podobizna neni
v olovéné skiince.

Podobizna neni
ve zlaté skiince
nebo je

v této skiince.

Podobizna je

ve stiibrné skfince
a také je

v této skiince.

I11-2.17 Pro druhy tkol se zadani nezménilo.

zlaté

stribrna

olovéna

Nezalezi na tom,
kterou skiinku
vyberes.

Podobizna je
ve zlaté skiince
nebo je

v této skiince.

Podobizna neni
v této skiince.

Navic se kazdého napadnika, ktery uspél pfi vSech pfedchozich tkolech, pravnucka
Porcie zeptala, zda by se jeho feSeni zmeénilo, kdyby pii poslednim tkolu bylo
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na olovéné skfince zaménéno sltivko ,neni“ slovickem ,,je“, tzn. kdyby népis znél
,Podobizna je v této skiince.“.

I11-2.18 Pii tretim tkolu zménila pravnucka Porcie zadani tak, Zze presné
jedna skfinka obsahuje podobiznu a népis na ni je pravdivy; na druhych dvou
skfinkach je alespon jeden néapis nepravdivy.

zlata stfibrna olovénéa
Stribrné skiinka Tato skfinka Zlata skiinka
je prazdna. je prazdna. je prazdna.

I11-2.19 Ctvrty den byl ndpadnik (po strasné dlouhé dobé se koneéné jednomu
podafilo vytesit vechny hddanky prvnich tii dnti) doveden dokonce k deviti skiin-
kam, které byly oznaceny d¢islicemi. Napadnikovym jedinym tkolem bylo oteviit
skfinku s podobiznou, popis obsahu ostatnich skiinek se nevyzadoval. Bylo mu
sdéleno, ze podobizna té, o kterou se uchazi, je presné v jedné skiince a na této
skfince je pravdivy népis. Dalsi skfinky mohou byt prdzdné a na téchto skiin-
kach jsou napisy nepravdivé; posledni moznosti je, ze se ve skiinkach nachéazeji
dopisy na rozloucenou a napisy na téchto skiinkdch mohou byt jak pravdivé,
tak i nepravdivé. Napadnikovi netrvalo dlouho a prohlésil, Ze za téchto okolnosti
nelze jednozna¢né rozhodnout, kde se nachazi podobizna (naleznete alesponn dvé
riznd mozna feSeni?). S timto prohlasenim pravnucka Porcie souhlasila a na-
vrhla napadnikovi, at se zepta tak, aby jej odpovéd pfiblizila k jednoznaénému
feSeni. OvSem na otazku, zda osmé skfinka obsahuje dopis na rozloucenou, se
jen Sibalsky usmadla a odvétila, ze pravdivd odpovéd by jiz sama o sobé umoz-
nila jednoznacné fesSeni a odmitla cokoli dalstho dodat. Myslite, Ze ma napadnik
i po takovéto odpovédi-neodpovédi Sanci ziskat svou vyvolenou nepouzivaje nic
jiného nez logické tvahy?

I IT II1
Podobizna je Tato skrinka Népis na skiince V
ve skiince obsahuje dopis je pravdivy nebo
s lichym cislem. na rozloucenou. je nepravdivy na-

pis na skiince VII.

v \Y VI
Napis na skiince 1T Napis
Napis na skfince I je pravdivy nebo na skiince II1
je nepravdivy. je pravdivy na- je nepravdivy.

pis na skfince IV.
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VII VIII X
Tato skfinka je Tato skfinka je
Ve skfince I prazdna prazdna a napis
neni podobizna. a skiinka IX na skiince VI
obsahuje dopis. je nepravdivy.

Nasledujici tfi cviceni ukazuji priklady toho, co by bylo zapotiebi ukazat,
abychom prokazali princip rozumného vztahu metamatematického pfirozeného
¢isla a JEHO FORMALIZACE — naprosto vSak nezachycuji vSe potfebné (napf.
bychom také museli ukazat, ze pro dvé riiznd metamatematickd pfirozena cisla
n,m je dokazatelné m # ™ a mnohé jiné). Vysledek cviceni I11-2.22 je zcela
klicovy pro prokazovani véty o nedplnosti pomoci Rosserovy formule, nebot im-
plikace zleva doprava zachycuje princip ,,¢islo mensi nez FORMALIZACE néjakého
metamatematického piirozeného ¢isla je samo také FORMALIZACI né&jakého me-
tamatematického prirozeného cisla“.

I11-2.20 V Robinsonové aritmetice dokazte m +m = n + m.
(Uvédomte si, Ze napt. pro n = 2 a m = 3 tvrdime

RA - 6(6(0) + 6(6(6(0)) = 6(6(6(6(8(0))))).)

Névod: metamatematickou®® indukei podle metamatematického piirozeného &-

sla m pfi fixovaném ¢isle n. Pro m = 0 uzijte axiom RA4 a definici FORMA-

LIZACE metamatematického ¢isla 0; pfi prokazovani indukéniho kroku pouzijte

definici FORMALIZACE metamatematického nasledovnika a axiom RAS.
I11-2.21 V teorii RA dokazte - =n - m.

(Uvédomte si, Ze napt. pro n = 2 a m = 3 tvrdime

RA-6(6(0) - 6(6(6(0)) = 6(6(6(6(6(5(0))))))-)

Névod: metamatematickou®® indukei podle metamatematického piirozeného &-
sla m pfi fixovaném d&isle n. Pro m = 0 uzijte axiom RAG6 a definici FORMALI-
ZACE metamatematického ¢isla 0; pro prokazani indukéniho kroku pozijte vysle-
dek pfedchoziho cviceni, axiom RAT a definici FORMALIZACE metamatematic-
kého nasledovnika.

I11-2.22 V Robinsonové aritmetice dokazte

r<m=(x=0Vax=1V..Vz=n—-1Vz=n).

Navod: pro implikaci zprava doleva si uvédomte, ze disjunkty jsou tvaru
x = m, kde m mensi nebo rovno n, uvazujte rozdil ¢isel n —m a pouzijte cviceni
111-2.20 a axiom RAS8. Opacnou implikaci dokazujte metamatematickou indukci

25) Formulace cviceni 74da dikaz v teorii RA, aby bylo hned jasné, #e nelze dokazovat ma-
tematickou indukci, ktera neni v teorii RA k dispozici.
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podle n. Pro pfipad n = 0 uzijte formuli (ra3) dokdzanou v pfedchozim paragrafu.
Pro prokazani indukéniho kroku predpokladejte nejprve navic x # o, uzijte axiom
RAS3 a formuli (ra4) z minulého paragrafu a nésledné indukéni predpoklad.
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