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1 Oznaceni, zakladni pojmy

Zakladni prostory a oznaceni:

Necht Q ¢ RY je méfitelnd, 1 < p < .

Lebesguelv prostor L,((2) je definovan jako prostor vsech
meritelnych funkci na (2 s koneCnou normou |/f|l, =

I,y = (Ja | F(x)[Pdx) P pro p < oo

I flleo = I fllL(2) = esssup|f(x)| pro p = co.
xe()

Znamo: pro 1 < p < oo, Ly(L2) prostory jsou separa-
bilni a reflexivni Banachovy prostory; pro p = 2 dostavame
Hilbertiv prostor se skalarnim soucinem [ f(x)g(x) dx.



Prostor L{(Q) je separabilni, zatimco L« ((2) separabilni
neni (uvazuj napr. charakteristické funkce kouli se stredy
v bodech hustoty 2. Je-li1l < p < oo, pak p’ = p/(p —
1) obvykle znaéi konjugovany exponent k p; pfitom p’ =
o prop = 1ap = 1prop = oo Jestlize 1 <
p < oo, pak (Lp(Q))’, dudlni prostor k L,(Q2), je L,(Q)
a kazdy omezeny linearni funkcional F na L,((2) ma prévé
jednu reprezentaci v terminech duality, f —< f,g¢ >=
J f(x)g(x) dx pro jednoznacné urené g € L. Na koncich
skaly, p — 1 nebo p = oo, dualita dava pouze normu t).

£llp = sup { Joo f(x)g(x) dx; |3l < 1.

Symbol C*(2), 0 < a« < 1, oznaCuje Hdlderav prostor; pro
« = 1 je to prostor lipschitzovsky spojitych funkci.
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Nahradime-li Lebesgueulyv integral Bochnerovym integralem,
dostavame prostory vektorovych funkci, specialné napr. pro
funkce f : Q — X, kde X je Banachiv prostor a 2 ¢ RY,
muzeme definovat L,(X) = Ly((2,X) jako prostor vsech
funkci f : (2 — X s koneCnou normou ||f||, = ||f||Lp((2,X)
(obvykla formule pro p = o0). Prostor C*(X) (nebo obsirnéji
C*(2,X)) je prostor vSech vektorovych hodlderovsky spo-
jitych funkci na Q. Specialni piipad: X = RY. Obecn4 re-
ference (prostory vektorovych funkci): [19], [6], [7], [59].
Fundamentalnim prostredkem moderni teorie je Fourierova
transformace

F)(E) = ——

(277)

R



FUAW = Granga fo OO GeRY,

pro f € S (RYN), coz je prostor rychle klesajicich, nekoneg-
nékrat spojité diferencovatelnych funkei (S’(RN) je prostor
tzv. temperovanych distribuci), x - ¢ je skalarni soucin x a ¢
v RN,

Nékdy se vynechava multiplikativni konstanta pred in-
tegralem misto (27r)"N/2 a x.¢ se nahrazuje vyrazem
27tx - ¢. Duvodem jsou ,hezke formule® — to zavisi na tom,
k cemu transformace zrovna slouzi.




Pripomenme Holderovu nerovnost, spojujici normy v paru
prostord Ly a Ly (p' = p/(p—1)pro1l < p < oo, p’ =1 pro
onoap’zooprOle)

[ Fog() dx < £l lglly,

kdykoliv prava strana ma smysi.

Dale pripominame Minkowského nerovnost: Jestlize 1 <
p < oo, 01,0, C RN jsou méfitelné, a f je méfitelna
a nezaporna na 21 x (2,, potom

(/Q1< flxy) dx>pd1/>1/p < /Qz< fx,y)P dy)l/pdx.

Znama trOJuheInlkova nerovnost || f + g|p S 1fllp+ llgllp se
obvykle také nazyva Minkowského nerovnost.
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Pozndmka: N&kdy se pouziva prostor D(RN) v8ech C*®
funkci (realnych ¢i komplexnich) s kompaktnim nosicem
v RN k nému dudlni prostor distribuci D'(RN). Tempero-

vvvvvv

Analogické pojmy Ize definovat pro vektorové funkce. Je-li X
Banachiv prostor, pak S(RYN X) = S(X) na RN s topologii
danou seminormami

|9llke = sup max (1+[x[*)[D*p(x)x,  (1.1)
XERN |0€‘§€

kde k a ¢ probihaji celé IN.

Necht X a Y jsou Banachovy prostory, potom linearni
zobrazeni f : S(RN, X) — Y se nazyva temperované dis-
tribuce s hodnotami v Y, jestlize pro kazda cela a nezaporna
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Cisla k a ¢ existuje ¢ > 0 takove, Ze

If(@)lly < cllollk,e
pro kazdé ¢ ¢ S(RN X). Pideme f € S/(RN, X,Y) nebo
jednoduseji f € S’(X,Y). Prostor S’(X,Y) je prostor tem-
perovanych distribuci; je uplny vzhledem ke slabé topologii
indukované dualitou (S(RN X),S’(X,Y)).
Pro X = Y se uziva oznaceni S’(X) misto S/(X, X). Je-li
X =Y = R! (nebo C), pak (1.1) se zméni v

k
l@llxe = sup max (14 [x|*)|D%@(x)],
x€ERN | </

a prostory S (RN X), resp. S/(RN, X,Y) se obvykle znadi
S(RN), resp. S’(RN).



Necht X je Banachlv prostor, necht f € S/(X) a a =
(aq,...,ap) je multindex. Potom slaba derivace (nebo také
distributivni derivace) radu a temperované distribuce f je
temperovana distribuce definovana takto:

D*f(9) = (-1)*f(D*¢), ¢ € SRY).
V RN apro f a D*f regularni distribuce to znamena, Ze

S () D () dx = (1)l D f(X)p(x) dx

pro véechna ¢ € D(RN).

Nékolik poznamek o konvolucich: Pro f; € L{(RN) a f, €
L,(RN), kde 1 < p < oo, je konvoluce definovana jako

fixfolx) = | iy folx—y)dy,  x€ RN, (1.2)

10



To ma smysl diky Minkowského nerovnosti a f| x gp €
LP(JRN). Podobné, Hoélderova nerovnost implikuje, Zze pro

fieLpy®N)yaf,eLy(p =p/(p—1), mame f * f, €
Leo(RMN).

Trividng: jestlize f, f» € S(RY), potom f; * f, € S(RY).
Definice v (1.2) ma smysl i v dalSich dulezitych pripadech.
Napt. kdyZz f1 i fo maji kompaktni nosi¢ v RN a f; € L,,
i = 1,2, potom po rozsiteni f; a f, nulou na celé RY, kon-
voluce f1* fr je v L (Minkowského a Holderova
nerovnost).

max{p1,p2}
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Pojem konvoluce Ize rozsitit pro f € S’/ (RN) a ¢ € S(RN);
polozime

frox)=flp(x—-), xeRN (1.3)
To Ize dale zobecnit pro dvojice tvorené temperovanou dis-

tribuci a funkci s hodnotami v libovolném normovaném
linearnim prostoru E, kdykoliv S(R™) je husty v E.

Jesté obecnéji, necht X je Banachliv prostor. Pro f €
S'(RN,X) a ¢ € S(RN) definujeme konvoluci f * ¢ jako
v (1.3).

Youngova herovnost:
Jestlize f; € L,(RN) a f, € Ly(RN), kde 1 < p < 7' < oo,
pak f1* f, € L;RN, kde 1/g=1/p—1/7"
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Necht f : O — R! je méFitelnd. Potom definujeme distribucni
funkci pro f jako

m(f,A) =meas{x € O; |f(x)| > A}, A > 0.

Funkce m(f,-) je méfitelna, nerostouci a spojitd zprava na
(0, +00). Nerostouci prerovnani funkce f je zobecnéna in-
verse funkce m(f., ), t..

f5(t) = inf{A; m(f,A) < t}, t > 0.
Funkce f* je nerostouci a spojita zprava na (0, +o0).
UZitecné cviceni: uvazujme g(t) = Y;c;xy(t), t € R!, kde
{I;} je konetna posloupnost disjunktnich intervalt v R*. Pak
§"(t) = ¢; na intervalu délky meas I; a smeérem od pocatku
doprava jsou hodnoty ¢; serazeny v nerostoucim poradku.
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Pribuznym pojmem je sférické radialné nerostouci prerovnani
(sféricka symetrizace): misto prerovnani f* na (0, +o)
uvazuijeme f¥(x) = f*(wy|x|N) pro x € RN, pritom
wy je mira jednotkové koule v RY. Ziejmé Hf#HLq(RN> =
1f NI, (0,+00) PTO kaZdé g,1 < g < co.

ldea symetrizace: konec 19. stol. Steiner a Schwartz.

Systematické studium a uziti: Hardy a Littlewood (viz [30]),
pribuzné pojmy rovnéz hodné pouzivany. Reference napr.:

Kawohl [35].
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Alternativni formule (viz [36], davajici jinou peknou geomet-
rickou predstavu:

f*(t)= sup inf|f(x)|, t>0.

meas E=¢ X€E

Aplikace na vety o vnoreni, souvislosti s nejlepsi konstantou,
iIsoperimetrickou nerovnosti a dalsi: Talenti [68].

Pro zajimavost: ||@(Vu#)|; < [|®(Vu)|; pro kazdou lip-
schitzovsky spojitou u a konvexni neklesajici & takovou, ze
®(0) = 0.

Nékdy je uziteCné pracovat s integralnim pramerem

Fem =1 [ Fa
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Zasadni vlastnost spojujici f a f* je stejna méritelnost, 1.j.
mame m(f*,t) = m(f,t), t > 0. Fubiniho veta pak implikuje,
7e || lIL,(0000) = IfllL, ) 1 < P < 0@ |fllpy) =
1Nl (0, 400):

Marcinkiewiczuav prostor (nebo téZ slaby L,-prostor) L;(Q)
je definovany jako prostor vsech meritelnych funkci f na 2
s konecnou (kvazi)normou

£l ) = sup Am(f, )P = sup /P (1), 1< p < oo,
A>0 t>0
(1.4)
resp. pro p = oo

I£llLs (c2) = sup £(2):

t>0
Triviaing Ly(Q) < L5(Q) a L5(2) = Leo(Q).
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Je-li p > 1, potom slaby L,-prostor muZze byt ekvivalentne
definovan pomoci f** misto f*. Jede odhad je lehky — plyne
z bodového odhadu f** > f*, ktery je navic nezavisly
na p. Obracena nerovnost (pro integraly) plyne z Hardyho
nerovnosti a vysvetluje restrikci p > 1 (konstanta na pravé
strané se chova fadové jako (p — 1)~ ! pro p — 1).

Pro uplnost: Lze dokazat, ze f** je ekvivalentni neros-
toucimu prerovnani maximalni funkce M f funkce f (Herzova
véta, viz napr. [11], Chapter 3). Pripomenme, ze maximalni
operator je pro lokalne integrovatelnou funkci f jako

1
Mf(x) =sup s | If)ldy,  xeRY, a9

kde supremum se bere pres vsechny krychle obsahuijici x,
s hranami rovnobéznymi se souradnymi osami.
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Plati jistda RYN analogie Hardyovy nerovnosti, totiz maximaini
nerovnost: Pro 1 < p < oo, funkce Mf je v Ly(RN)
pravé tehdy, kdyz f € L,(RN). Jestlize f € Li(RYN), po-
tom obecné Mf ¢ Ly(RN), nicméné f € L{(RY) implikuje
Mf € L%. (Toto spole¢né s trividlni omezenosti M v Lo (RY)
dava maximalni nerovnost — pouzije se Marcinkiewiczova
interpolacni veta.) Dalsi analyza implikuje. ze Mf je in-
tegrovatelnd pfes mnozinu {Mf > 1} prave tehdy, kdyz
|f]log™ |f| je integrovatelna (Steinova véta). Je to rovnéz
tésné spojeno s Herzovou vétou, tj. s ekvivalenci (Mf)* ~
f**.

Reference: napr. [29], [11], [25]. Existuje rozsahla literatura
vénovana studiu diferencovatelnosti realnych funkci vice
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promennych vzhledem k riznym bazim.

Vyklad teorie prostoru obecnejsich nez jsou slabé L-
prostory (Lorentzovy prostory Lyg((2)) lze nalézt napf.
v [17], [12], Chapters 1 a 5, [11], Chapter 4.

Elementarni vlastnosti se prenaseji i na obecnéjsi vektorové
prostory.
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Omezené (sub-)linearni zobrazeni T : L,((21) — Lg((2p)
se nazyva typu (p,q). Cislo ||T|| = sup{|| Tz I fllp < 1}
je norma T. Jestlize cilovy prostor nahradime prostorem
L;(€2;), pak T se nazyva slabého typu (p,q). Explicitne:
Existuje ¢ > 0 tak, Ze pro vSechna f € L,((21) a vSechna
A >0,

m(Tf,A) < IA~ £} (1.6)

(coz je ekvivalentni nerovnosti ||Tf] L:(0) < C||f||Lp(Ql))-
,Nejlepsi“ c v (1.6) je (kvazi)norma of T.

V nasem kontextu je dulezitost Marcinkiewiczovych prostoru
dana tim, Ze jsou prirozenymi cilovymi prostory — specialné
pro reprezentacni integralni operatory v teorii Sobolevovych
prostoru.
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Strucné pripomenuti klasickych Sobolevovych prostoru
Nekolik zpusobu, jak je definovat:

e prostory s distributivnimi derivacemi

e zUplnéni prostoru hladkych funkci (znama Meyersova-
Serrinova véta dava ekvivalenci)

e Beppo-Leviho prostory
Reference: napr. [1], [39].

Vzhledem k hustoté hladkych funkci Ize pracovat s funkcemi,
které maji klasické derivace.

Pripomenuti: Podle Meyersovy-Serrinovy véty lze aproxi-
movat funkce ze Sobolevova prostoru na néjaké oblasti,
rekneme (2, definovaného pomoci distributivnich derivaci
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funkcemi z C*((2). Situace je vSak naprosto jina, chceme-li

aproximovat funkcemi z C*(Q2).

Regularizace funkci ze Sobolevovych prostoru: Pro
jednoduchost necht nejprve f € L,(RY). Je znamo, ze

pak existuje fo € Ly(RY) s kompaktnim nosi¢em tak, ze
|f — foll» je libovolné malé. Necht

_ Jexp(=1/(1—1x]?)), |x[ <1,
pix) = {0, jinde,

a polozme ¢(x) = ¢(x) (|y|l1) " . Funkce ¢ je standardni
regularizator. Pro x € RN a ¢ > 0 definujme systém

Pe(x) = e_Ngo(x/e). (1.7)
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Pak funkce @ jsou C°(RY), supp ¢ C {|x] < e} a ||gelly =
1 pro v8echna ¢ > 0. Uvazujme funkce fe(x) = f * @¢(x).
Neni téZké dokazat, ze f; € CP(RYN) a f — f in L,(RN)
pro ¢ — 0 (uzije se Minkowského nerovnost a L,-spojitost
v prumeru funkce f). Podobne kdyz f ma distributivni
derivaci DPf € L,(RY), tak potom DPf; — DFP v L,(RN).
Navic, kdyz f € Wg(RN), tj. kdyz D*f € Ly(RN) pro
vdechna |«| < k, potom Ize aproximovat f funkci f s kom-
paktnim nosicem a blizko f v prislusné norme Sobolevova
prostoru. Nasledné Ize uvazovat f = ¢, a dokazat tak hustotu
CP(RN) ve Wi(RN).
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Jestlize (2 je oblast v RN, N > 2, s lipschitzovskou hranici

VVVVVV

jako ¥ fi, f; € W5(Q) s uZitim vhodného rozkladu jednotky
v (2 a po pripadné rotaci dostaneme pfipad, kdy budto f; ma
kompaktni nosic v (2 nebo f; je nenulova v nejake oblasti (2;,
02N d(); je neprazdna a je to graf lipschitzovske funkce. Pak
uvazujeme funkci f;;,(x) = f;(x +h), x € Q2 a h dostatecné

maleé.
Snadno se ukaze, ze f;;, — f; v W(Q) proh — 0 a pak stadi

aproximovat f;; pomoci f;, * .. Tak dostaneme, Zze C*((2)
je husty v Wi(Q2).
(Vse je jednodussi pro N = 1.)
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2 Rychlokurs teorie interpolace

Pripomeneme néekolik zakladnich faktt z teorie interpolace.

Pocatek teorie interpolace Ize vystopovat od uvah o spo-
jitosti bilinearnich forem (Schur, M. Riesz). Abstrakini
teorie je pak vyraznym zpusobem spojena se dvéma
slavnymi interpolacnimi vétami: Riesz-Thorinova véta (kom-
plexni interpolace), zalozena na Hadamardove principu
a Marcinkiewiczova véta (realna interpolace). Teorie se pod-
statnym zpusobem rozvinula v sedesatych létech, rovnéz
v souvislosti s pokrokem v teorii prostoru funkci a je to
dodnes ziva disciplina s hlubokymi vysledky i neresenymi
problémy.
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Zakladni problém je nasledujici: Je dan (sub)linearni operator
T, spojity mezi dvéma pary normovanych linearnich pros-
tord, fekneme T : X; — Y, j = 1,2, pficemz (Xq, X3)
a (Y1,Y>) jsou kompatibilni (nebo kompatibilni dvojice pros-
tord), tj. prostory v téchto parech jsou podprostory néjakého
Hausdorffova topologického linearniho prostoru. Hledame
prostory X a Y takové, ze X{1NXo, C X C X1+ X a YN
Y» CY C Y+ Yy,atakové, ze T : X — Y je spojity. Pros-
tory X7 N X», resp. X7 + X5 jsou brany se standardnimi nor-
mami max{]|x||x,, |x||x,}. resp. inf{]lx;|x, + [[x2l|x,; x =
X1 + X», x]- ~ X]', ] = 1,2}. Jestlize Xl M Xz C X C X1 + Xz,
pak prostor X se obvykle nazyva intermedialni vzhledem ke
dvojici (X7, X»). Podle toho, jaky kvantitativni vztah existuje
mezi normami ||T||X]._>Y].,j =1,2,a ||T||x_y, zavadi se dalsi
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zpresnujici pojmy. Jestlize || T x .y < Cmaxj—15 ||T||x,—v.
pak X a Y se nazyvaji uniformni interpolacni prostory; pro
C = 1 hovorime o exaktnich interpolacnich prostorech.
Pokud | Tl[x—y < ClITIl, \,lITl%, .y, pak X a Y se
nazyvaji interpolacni prostory s exponentem 0; je-li navic
C = 1, potom jde o exaktni interpolacni prostory s exponen-
tem 6. Na této urovni je nékdy uzitecné pouzivat jazyk teorie
kategorii (kategorie tvorena linearnimi prostory vnorenymi
do néjakého daného Hausdorffova topologického linearniho
prostoru) s omezenymi (sub-)linearnimi zobrazenimi jako
morfismy v této kategorii. Pak se zavadi interpolacni funk-
tor jako zobrazeni dvojic prostoru z této kategorie na jiny
prostor, ktery ma vyse popsané interpolacni vlastnosti; napr.
zavadi se exaktni interpolacni funktory atd.
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Reference: [12], Chapter 2 nebo [70], Chapter 1, [12], [50].

2.1 Klasické véty

2.1 Véta (Riesz-Thorinova véta). Nechf Q ¢ RN je méfitelna.
Necht 1 < p; < 00,1 < g; < o0, i = 1,2. Pfedpoklidejme, Ze T
je (sub-)linedrni operdtor

T : Lpl(Q) — qu(Q), a T: LPZ(Q) — LCIZ(Q)’
s normami poradé My a M. Nechf 0 < 6 < 1,

=+ (2.1)
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(formdlné pokladame a/oco = 0 pro libovolné redlné a). Potom
T je omezené zobrazeni z Ly((2) do Lg(Q2) s normou nanejoys

1—0,0
MM,

Poznamenejme, Zze vzhledem k (2.1) je uziteCné uvazovat
normu T jako funkci promenné 1/p. Potom veéta rika, ze
M = M(0) je logaritmicky konvexni funkci 1/ p.

Dukaz (Thorinav) této véty ma zajimavou historii. Neni kom-
plikovany, ale je velmi dumysiny, je zaloZzen na vété o trech
primkach (resp. o trech kruznicich), znamé z teorie funkci
komplexni promenneé: Jestlize F je analyticka v otevreném
pasu 0 < Rez < 1, omezena a spojita na jeho uzavéeru
a jestlize |[F(k—1+it)] < M, k = 1,2, t € R!, potom
F(6 +it)] < M7 ?M§ pro vdechna 0 < 6 < 1 a vechna
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t € RL. Podrobny dilkaz Ize nalézt v mnoha knihach, napt.
v [12], [70], [55] atd.

Dalsim klasickym interpolacnim principem je Marcinkiewi-
czova interpolacni veta.

Pfipomenme oznaceni L;’;(Q) pro slaby Lebesguelv prostor
L, (2) (viz (1.4) na str. 17).

2.2 Véta (Marcinkiewiczova interpolaéni véta). Nechf (2 C
RN je méritelnad, necht 1 < p; < oo, 1 < g <oo,i =12,
a predpokladejme, Ze T je (sub-)linedrni operdtor

T:Lp(Q) — Ly (Q), resp T:Lp(Q)— Lg,(Q),
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s normou My, resp. M. Necht 0 < 0 <1,

1 1—-60 6 1 1—-6 0
P P1 P2 q 1 92
(opét formilné a/oo = 0 pro libovolné reilné Cislo a) a predpo-
kladejme, Ze p < q. Potom T je omezené zobrazeni z L,((2) do

L4(Q2) s normou nanejoys C(G)M%_QMg.

(2.2)

Poznamky: Konstanta C(6) obecné diverguje do oo pro p —
pj» j = 1,2 (viz napr. [69], Chapter 4). Véta plati i pro vek-
torove funkce.

Protoze L, je efektivné mensi prostor nez L;;, s hrubsi

topologii, jsou predpoklady na omezenost daného operatoru
v Marcinkiewiczoveé véte slabsi nez ve vété Riesz-Thorinove.
Je zde ovsem podstatny predpoklad » < g.
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2.2 Strucné o obecnych interpolacnich metodach

Bézné se pouzivaji dve zakladni abstrakini interpolacni
metody.

1. Realna interpolacni metoda, ktera kazdé dvojici parametru
1 <p<ooal< 6 <1akazdé kompatibilni dvojici (X7, X»)
interpolacni prostor (X1, X2)g -

2. Komplexni interpolacni metoda, ktera kazdé kompatibilni
dvojici (X7, X») a kazdému 0 < 0 < 1 pfifadi interpolacni
prostor [Xl, Xz]g.

Napriklad Riesz-Thorinova véta se pak objevuje v nasledujici
formé:
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2.3 Véta. Nechf ) ¢ RN je méfitelna. Necht 1 < p; < oo, j=
1,2,a0 < 6 < 1. Polozme 1/p = (1 —0)/p1 + 0/ pp. Potom
Ly, (), Lyp,(2)]g = Lp(Q). (Plati i pro vektorové funkce.)

Analogické tvrzeni plati pro realnou interpolacni metodu

Realny interpolacni prostor je definovany nasledujicim
zplsobem: Necht (X, X5) je kompatibilni dvojice nor-
movanych linearnich prostoru. Potom (Peetreho) K-functional
je realna funkce K(t, x) definovana na (0, +o0) x (X7 + X»)
predpisem
K(t,x) = K(t,x, X1, X»)

= inf{||xq[|x;, +tl[x2llxy x =x0+x1, x; € X;, j=0,1}.
Pro0 <0 <1al< p < oo definujeme prostor (X1, X»)
jako prostor vsech x € X; + X, s koneCnou normou
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|

oy = (/O%O [t—eK(t,x)}p ?)UP.

Pro0 < 6 <1jenormav (Xy, X5)g « definovana jako

9 co = SUP oK (¢, x).

t>0
2.4 Véta (véta o stabilite). Nechf X = (Xq, X5) je kompatibilni
dvojice Banachovijch prostorii a necht Y; = [X3, Xz]g]., 0 <0<
1,j = 1,2. Predpoklidejme, Ze X1 N X5 je hustyj v X4, Xp,a Y1 N
Yz. Potom [Yl, YZ]U = [Xl, Xz]g pro kaZzdé 6 = (1 — 17)91 -+ 1792,
kde 0 <7y < 1.

|

PopiSme strucné komplexni interpolacni metodu. Mejme
kompatibilni dvojici Banachovych prostori X = (Xj, X»).
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Necht 7 = F(X) oznacuje linearni mnozinu vsSech
omezenych a spojitych funkci f : {z € C;0 < Rez < 1} —
X1+ X5, analytickychv {z € C; 0 < Rez < 1} atakovych, ze
funkce t — f(j — 1+it), t € R, jsou spojité do X; a splfiuji

| |lim f(j—14it) =0,j = 1,2. Mnozina F(X) s normou
t|—-+o0

m% sup |f(j — 1+ it)| je Banachuv prostor (viz [12], Chap-
J=L<e ¢t

ter 4 nebo [70], Chapter 1). Pro 0 < 6 < 1 definujeme prostor
1 X1, Xolg = {x € X1+ Xy, existuje f € F takova, ze f(0) = x}
S hormou

= inf —1+1t)]).
¥l =, i0f (L max IFG=1+it)))

Dostavame skalu Banachovych prostoru [ X4, X5]g S parame-
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trem 0 < 0 < 1, které jsou exaktni interpolacni prostory s ex-
ponentem 6 vzhledem ke dvoijici (X7, X»), to jest, pfislusna
nerovnost pro normy operatort na komplexnich inter-
polacnich prostorech odpovida presné nerovnosti pro normy
v Riesz-Thorinové véeté. To neni samozrejmé nahodné; Ize
ukazat, ze kdyZ interpolujeme prostory L, a Ly, S po-
moci komplexni metody, dostaneme pro 0 < 6 < 1 prave
L, prostor, kde 1/p = (1 —0)/p; + 6/p. Navic mizeme
reiterovat prostory odpovidajici ruznym parametrum 6 a
vysledek opét lezi ve skale dané puvodni dvojici pro nejaky
vhodny parametr, tj. metoda je stabilni. Detaily |ze nalézt
napr. v [12], [70] atd.
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3 Fourierovy multiplikatory

Reference: [12], [70], [71] atd.

Oznadeni: Je-li H Hilbertav prostor, pak S(H) = S(RN H)
je prostor véech rychle klesajicich C®-funkci z RY do H
(s topologii pfislusnych seminorem. Jsou-li Hy a H, Hilber-
tovy prostory, pak S’(RN Hy, Hy) = S’(Hy, Hy) oznaduje
prostor véech omezenych linearnich zobrazeni z S(RYN, Hy )
do Hz.

3.1 Definice. Temperovand distribuce p € S’(RN Hy, Hp) je
Fourieriiv multiplikdtor pro dvojici (Lp(Hj), Ly(Hy)), jestlize
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.7—"_1(,0) xf € Lp(HZ) pro vSechna f € S(]RN, Hy) a

sup  [|F (o) * fllL, () < +o°.
1Al ey <1

Supremum vlevo je norma Fourierova multiplikitoru ¢, oznaceni
loll p, (1, Hy)- Prostor Fourierovych multiplikétort pro dvo-

jici (Ly(Hy), Lp(Hp)) budeme znacit My (Hy, Hy). Pro Hy =
Hy = RY pigeme M,(IRY) nebo jednoduge M, a HgllMp(RN)
nebo [|o|[p, (pokud dimenze je dilezita).

V RN to vypada takto: Funkce m je Fouriertiv multiplikator

V Ly, jestlize f +— F-YmFf) je spojita z Lp(]RN) do
N

L,(RN).
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V aplikacich jsou dulezité postacuijici, efektivné oveéritelné
podminky pro to, aby dana funkce byla multiplikatorem:

3.2 Véta (Michlinova véta multiplikatorech). Nechf Hy a H,
jsou Hilbertovy prostory a piedpoklidejme, existuje M > 0 tak, Ze
zobrazeni p : RN — L(S(Hj), Hy) splituje podminku

211D (@)l s (b1) 1) < M 3.1)

pro vsechna & € RN a vechna || < K, kde K je celé ¢islo vétsi
neZ N /2. Potom p je multiplikitor pro dvojici (Ly(Hy), Lp(Hp)
prokazdé1 < p < oo.

Pro H; = H, = R! se podminka (3.1) redukuje na nerovnost
1¢|%|D*0(¢)| < const. pro vSechna |a| < K, kde K je celé,
K> N/2.
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Jeden ze zakladnich operatoru harmonické analyzy, Hilber-
tiv operator

Hf(x) = p.v.% - D{Syi/dy
i L f () dy

e=0 70 Jly—x|[>e X — Y
ma po prechodu k Fourierovym obrazum vyjadreni

F(Hf)(E) = —2misign(¢) F £()-
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Uzite¢né jsou i dalsi podminky.
3.3 Lemma. Necht ¢ je multiplikitor v Ly pro néjaké 1 < p <

o0 s normou ||of|p, = SUP ¢4 |F 1o *pr||f||]j1 Potom pro
kazdé « € R\ {0} je funkce 04 (x) = o(ax), x € RN, Fourieriiv
multiplikator v Ly a HQ(X”MP — HQ”MP'

3.4 Lemma. Nechf ¢ € My(RY) pro néjaké 1 < p < co a necht
¢ € RN, Potom funkce oy =0(C-y)jev M, (RN) se stejnou M,
normou.

3.5 Véta. Nechf m je celé, m > N /2. Pfedpoklidejme, Ze 0 € Ly
a D*0 € Ly(RN) pro vsechna |a| = m. Potom o je multiplikitor
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v Ly(RN) provsechna 1 < p < oo a

N/(2m)
1-N/(2
lell, < cllally N2 (SUP D“Qz) . (32

ja|=m
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Oznaceni: Necht X je Banachuv prostor. Pro 1 < p < oo
as € RY, necht K% je prostor vSech posloupnosti

a = {ax x>0 C X s konecnou normou

+00 1/p
e}l (x) = (Z(zksuaknxw) .

k=0

3.6 Proposice. Nechf 0 < 6 < 1, $1,87 € IRl, 1 < p1,pp <
a necht Xy a X, jsou Banachovy prostory. Potom (s ekvivalentnimi
normami)

£, (X1), £ (X2)]g = £5([X1, X2l
kdes = (1—0)s1+60spal/p=(1—06)/p1+6/ps.
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Interpolace L, prostoru: Plati Holmstedtova formule (viz
napr. [12], Chapter 3), kde funkce mohou byt vektorove:

K(t/ f/ LPl/ LPz)

t* 1/p1 +oo 1/pa
~ * P1 G P2
([ rremas) ([ Tiremas)
pfitom 0 < p; < po, 1/a =1/p1 — 1/ p>.

Specialné plati K(¢, f, L1, Loo) = fo f*(s) ds (Calderén).

Jadrem puvodniho Sobolevova dukazu vety o vnoreni je veta
o konvoluci, jejiz abstraktni kostra je predmétem nasledujici

vety.
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3.7 Véta (Youngova nerovnost). Nechf K € L. (RN) pro néjaké
v € (l,0)a f € LP(IRN), kde1l < p < /(v —1). Potom
K« f € Ly(RN) pro1/q = 1/p— (v =1)/va [Kx flq <
Kl 1711y

Dukaz. Uzitim Minkowského nerovnosti se snadno ukaze,
ze K : f — K=x f je zobrazeni L; do L, s normou ||K||,,
a zaroven z L, /,_1) d0 Leo s tymz odhadem pro normu.

Nyni staci interpolovat. ]

Hlubsi analyza ukazuje, ze predpoklady na jadro K Ize ze-
slabit: staci predpokladat, ze K &€ Lﬁ(]RN) pro nejake v €
(1,00). To plati napf. pro Rieszovo jadro K, (x) ~ |x|7~V,
kde 0 < o < N. Specialné pro v = 1 dostavame vétu
0 vnoreni pro Sobolevovy prostory prvniho radu (vnoreni
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prostoru vyssich radu se pak dostane jednoduchou iteraci),
protoze

f(x)] <const.(Ky* (Vf))(x), xeRY,
pro f hladkou.
RUzna zobecnéni Youngovy nerovnosti Ize nalézt v [40].
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4 Potencionalni prostory

Domluva o oznageni: Wy = Wi(RN), resp. Wi(X) =
W’r‘)(lRN, X),1<p<o,k=0,1,...,znaéi Soboleviv pros-
tor k-tého radu realnych, resp. vektorovych funkci.

Existuje rada zpusobu jak zavést Sobolevovy prostory ne-
celého radu. Zde se podivame na fourierovsky pristup,
ktery je vcelku transparentni (a nevyzaduje napr. uZziti
spektralni teorie). Omezime se na mocniny operatoru I — A;
zajemci o spektralni pristup a mocniny obecného pozitivniho
operatoru najdou informace napr. v Triebelové knize [70],
Chapter 1. Budeme se zabyvat prostory na celém RY; na
str. 103 je naznacena jedna z moznosti, jak v tomto ramci
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uvazovat Sobolevovy prostory na oblastech.

,Tvrdé“ technické detaily tykajici se potencialt lze nalézt
v fadé knih v&novanych Fourierové transformaci v RN,

Je-li 0 < & < N, potom funkce ¢ — |&|*N, & ¢ RN, je
lokalné integrovatelna a je to proto regularni temperovana
distribuce. Pro tato « a f € S(RN) definujeme Rieszuv po-
tencial radu o formuli

Tuf(x) = FH@mN/ 2421574 FF(8)) (x),  xeRY,
(4.1)
Je to treba chapat ve smyslu duality, tj.

_ N/2—«/2|.|—«
[ Taf O F @) dx = [ ((2r)N/2=4/ 212 2 Ff(x)g(x) d
pro nade f a vdechna ¢ € S(RN). Posledni identita plyne
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ze znamého vztahu pro Fourierovu transformaci funkce
x| 74N totiz,
4N 2“/27(N/2_“/2F(0c/2)

(F(|X| : )(é): !C!“F(N/Z—“/Z)
(Viz napr. [67], Chapter 5.
Multiplikativni konstanty zde i v dalSich formulich se mohou
liSit - zalezi to na definici Fourierovy transformace. Casto se
pouZivd [pnexp(2mx - ¢)f(x)dx.)
DalSi vypocty (viz opét napr. [67]) vedou ke konvolucnimu

VZOrci
I'(N/2—u/2) fW)

_ N
Taf(x) = NTDT (0 )2) /IRN P dy, x € R™Y.
(4.2)
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Jadro

N/2 —a/2)|x|*N
N/220 (5 /2)

je Rieszovo jadro radu «.

Necht f € S(RN). Potom (—A)f(x) = F~L(|EPF(f(&);x),
x € RN, a to vede k pfirozené myslence definovat kladné
mocniny laplaceanu takto: Pro § > 0 polozime

(=8)P72f(x) = F HGIPFF(6)(@) (x),  xeRN. (43)
Definice v (4.3) ma vsak smysl pro kaZde f takove, Ze
E|PFF(E) patti do in S’(RN). Cili mizeme uvazovat funkci
¢ — |E]*pro 0 < o« < N (lokéné integrovatelnd in RN)
a definovat zaporné mocniny laplaceanu jako

(=82 f(x) = F LG " Ff(@)(x),  xeRN. (44)
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Snadno se ukaze, ze (Zyf)(x) = (2m)%/2=N/2(_A)=0/2¢ (),
Dale, operator (—A)~%/2 je inverzni k (—A)*/2. Cili pro
feSRY),
f(x) = (=AY E) A (—= D)2 f](x) = Ta(n*(—D)*/2f)(x),
Polozime-li ¢ = (2m)%/2=N/2(_A)%/2f pak uzitim (4.2)
dostaneme

_ _ /22T (a/2) ()
f(x) — Z“g(x) — F(N/Z _ “/2) AN ‘x _ y‘N—OC dy/

(srv. se znamou klasickou formuli pro potencial, znamou
z harmonické analyzy pro a = 2).

xEIRN
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Definujeme-li pro f € S(RN) Rieszovu transformaci jako
g 16
Rif(x) = F (%Hé)) (x)

(specialni singularni integral s Calderon-Zygmundovym jadrem,
viz napr. [67], [65]), potom (znama pocetni pravidla pro
Fourierovu transformaci), dostaneme

Ri(D;f)(x) = FH(EFIEI T FF(8)) (%)
ar (ZjN:l Rf(Djf)) (&) = |E|Ff(&). Tudiz

flx)=F <§1f(jXN:1 Rj(Djf))> (x), xeRY,
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a dostavame reprezentacni formuli
N
f(X) ~ Il (Z R](D]f)> (X), X € ]RN.
j=1

Toto je jeden z moznych klicu ke vétam o vnoreni Sobolevo-
vych prostoru, protoze chovani operatoru v této superpozici
je znamo. Operétory R; zobrazuji L,(R") do téhoz prostoru
pro 1 < p < oo (hluboky fakt z teorie singularnich integral-
nich operatoru) a (jak uvidime nize) Z; zobrazuje L,(RY) do
Ls(RN), kde 1/g =1/p — 1/N (tzv. Soboleviv exponent).

Pozor: 7 nezobrazuje L,(RN) do sebe. To je vidét z chovani
u nekonecna — neni integrovatelnost, takze f — I * f
for f € L,(RY) neni omezené v L,(RYN). To Ize napravit
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tak, Ze uvazujeme Besselova jadra, ktera se chovaji stejné
u pocatku, ale maji dobré vlastnosti u nekonecna.

41 Véta.Nechf 0 < a < N, 1 < p <oo,ap < N,al/g =
1/p — a/N. Potom I je slabého typu (p, q).

Jednoducha aplikace Marcinkiewiczovy vety dava pak nasle-
dujici:

4.2 Dusledek. Nechf 0 < « < N, 1 < p < oo, ap < N,
al/qg=1/p—wa/N. Potom I je typu (p,q).

Dusledek 4.2 obsahuje klasickou Sobolevovu vétu o vnoreni.
Uvazujme funkci f ze Soboleva prostoru prvniho radu —
z hustoty C° Ize predpokladat, ze f € Cy’. Uzileme znamé
reprezentacni formule
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O /;Nax DT (45)

kde |Sn_1]| je mira Jednotkove sféry v ]RN (to plyne z véty
o stredni hodnote), dostaneme, Ze

N
xwwzz<%>m,
i=1 ]

a jsme hotovi. Vnoreni pro prostory vyssSich radd se
dostanou iteraci.

Dukaz Véty 4.1. Stadi uvaZovat jadro K(x) = |x|*~N. Fi-
xujme ¢ > 0 a polozme K;(x) = K(x) v kouli se stfedem
v pocatku a s polomérem ¢, a K; = K — Ky. Potom Kq € L4
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aKyeL, -1 takze integraly Ky * f(x) a Ky fs f € Ly

existuji pro s.v. x € RY. Chceme dokazat nerovnost slabého

typu

Mmeas{x € RN, |[Kx f(x)| > A} <c|fll},  fe€Ly(RN).
(4.6)

Plati

meas{x € RY;|K* f(x)] > A}
< meas{x € RY; |Kqy * f(x)] > A/2}

+ meas{x € RY; |Kp * f(x)| > A/2}.
(4.7)

56



Necht pro jednoduchost || f||, = 1. Pak mame

2F||Ky * £}
AP

_ 2P| K1 |IT1I£ 11}

< V.

2P| Kq I}

=—

Normu ||K7l||; lze spocitat pfimo — vychazi rovna cyo®.

Holderova nerovnost dava

Ko flloo < 1Kall, 1y 1 llp < K2l (p1),

a z toho ||Ky * fllee < o0 N/4 s néjakou konstantou c,.
Tudiz [|Ky |,/ (,—1) = A/2 pokud 2cy0~N/4 = A/2. Fixuj-

meas{x € RY; |Ky * f(x)] > A/2} <

(4.8)
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me takové ¢. Potom ||K5 * f|lec < A/2 a druhy scCitanec na
pravé strané (4.7) se anuluje. Kombinace (4.7) a (4.8) dava

meas{x € RY; [Kx f(x)| > A} < c30*PAP = ¢c4A 1

_ (ﬁ)q
— (4 1 .

Na téma konvoluci a vnoreni existuje obsirna literatura (viz
napr. [40], [77]). Lze dokazat i ,lepsi® vnoreni (do Lorent-
zovych prostoru).

L

Nyni se budeme venovat Besselovym potencialum. Formalne
J« koresponduje (I — A)~*/2, kde A je Laplacetv operator.
Maji dulezitou ,lifting property“: potencialni Sobolevovy pros-
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tory na RY jsou pfesné isomorfni kopie L,(RY) a tento iso-
morfismus je prave Besseluv potencial odpovidajiciho radu.

4.3 Definice. Nechf s € RYN. Potom Besseliiv potencidl #idu s
je zobrazeni definované pro f € S(RY) jako

Jf = F A+ 1R F (). (49

Reference: napr. [67], Chapter V.
Necht « > 0. Oznacme

1
471)N/2T (0 /2)

—+ 00
/0 exp(—27%|x|?/t) exp(—t)t(_NJF“)/z?.

(4.10)

gu(x) = (
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Potom (viz napr. [67], [55])
Fga(@) = (14272,
Je také mozné dokazat, ze pro0 < a« < N je
ga(x) ~ x| TNTE Lo(jx|NT%)  upodatku,  (4.11)
a ze jadro g, ma exponencialni klesani u nekonecna,
2u(x) =0(e ) pro |x| — +c. (4.12)

Posledni dva odhady jsou klicové pro konvolu¢ni odhady
v L, (a dokonce i v jemnejsich skalach prostoru; to je opet
cesta k dukazu obecnych vét o vnoreni.

Pro prehlednost si to zformulujeme samostatné (dukaz Ize
nalézt napr. v [67] nebo v [55]).
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4.4 Proposice. Nechf 0 < a a g, je ddno formuli (4.10). Potom
Feu(E) = (1+|E2)~%/2, & € RN a asymptotické chovini g,
u pocatku, resp. u nekonecna je diano odhady (4.11), resp. (4.12).

4.5 Definice. Nechf « € R!, 1 < p < 0. Potom definuje-
me potencidlni isotropni Soboleviiv prostor Hy = H%‘(]RN ) jako
prostor viech f € S(RY) pro které existuje ¢ € L,(RYN)
takova, e f = Jug = F Y1+ |¢]*)*/2Fg), s normou
1Al e revy = 18 (Y-

Prostor H), se Casto nazyva Besselovyjm potencidlnim prostorem.

nebo prostorem Besselovijch potencialii. Historické duvody
vedou k ¢astému oznaceni H* misto Hy.

Casto se pise pouze Hj misto H4(RY).
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4.6 Poznamka. Je-li « = 0, pak trivialné Hy, = Lp. Pokud a =
k je celé kladné ¢islo, pak Hy, je obvykly Soboleviiv prostor.
To je snadné ukazat pro p = 2 (uZije se toho, Ze Fourierova
transformace zobrazuje L, spojité na sebe.) Obecny ptipad

VVVVVV

linova typu. Na misté je také upozornéni na nejednotnost
v oznacovéni. Prostory Hj necelého fadu (tj. pro a necelé)
nesplyvaji obecné ani mnozinové se Sobolevovymi prostory
necelého fadu Wy, (tzv. Sobolev-Slobodéckého prostory, viz
text v ¢asti vénované Bésovovym prostorum).

Michlinovu vétu lze téZ pouzit ke snadnému dikazu ekvi-
valence rtiznych norem pro p > 1, napf. potencidlni norma

: : , v k k
HfHH;; je ekvivalentni normé || f||, + i1 |0 f/ax]- | p-

62



Podobné se da snadno dokéazat, Ze jsou ekvivalentni normy

N
LAY = Y 1Dy, IF1® = Y IDF Al
j=1

| <m
m N
1A =Y YDl IAI® =lIflp+ X ID*Fl,
k=1j=1 la|=m
a
N
LA = lI£llp+ Y- IDIf Nl (4.13)
j=1

a jejich varianty, kde zanedbavame | f||,. To lze zkombi-
novat s nerovnostmi Gagliardo-Nirenbergova typu pro inter-
medidlni derivace a dostat dalsi ekvivalentni normy, kde
jsou vynechany derivace nizsich radi.
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Pro prehlednost zformulujme tvrzeni o ekvivalenci poten-
cionalnich prostoru a klasickych Sobolevovych prostoru jako
samostatnou vetu (plati dokonce vice, totiz Ze jejich rovnost
nastava pouze pro celoCiselné hodnoty k).

4.7 Véta. Nechf m je kladné celé ¢isloa 1 < p < oo. Potom
HIY(RY) = WII(RY).

Dukaz. Primym vypoctem (induktivni formule pro parcialni
derivace) lze jednoduse overit, ze funkce ¢ +— g;f”l(l +

E2)~m/2 # ¢ RN, j = 1,...,N, spliuji predpoklady Mich-
linovy vety o multiplikatorech. Pro f € S oznacme D}”f =
" f/ ax}”. Potom
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IDY fllp = IF g (1 + 1515 =2 (X + 6™ A F (H]llp
= |7 A+ 7)™ A FF A+ ™A F O]l

= c||F~ [ A+ 1S T2 F JmF ()
< c|lfll -

Cili kdyz f € HJ", tak potom D!'f je funkce v Ly jejiz norma
je odhadnuta nasobkem Hy'-normy f.



Pro obraceny odhad pisme
mfllp = |17 ~H @+ 155" 2F (),

N
-7 (s Y 16)IE")

N —1
(1+ L) #0)]

=1 p
kde 7 je nezaporna C* funkce na RY, anulujici se na jed-
notkové kouli arovna 1 na {¢; || > 2}. Elementarni vypocet
ukaze, Ze pro libovolny multiindex « plati

o (1+|§|2)m/2(1+%ﬂ(&-)\é-!ﬂ1 <
N & eple) =&
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takzZe Ize pouzit Michlinovu vétu; dostaneme tak, ze

(14 ﬁn@j)\cﬂm)ﬂf)) ,,

<cufup+c2|(f (n&lgjime "F @)

||]mf||p < c||F

Pouzijeme I\/Ilchlmovu vetu jesté jednou k tomu, abychom
ukazali, Zze funkce ¢ — qj(gj)|§j\m§]._m je Fourieriv multip-
likator v libovolnem Ly, 1 < p < co. Z toho

N
|Tmfllp < el fllp+c ) 1D Fllp
j=1

a dukaz je hotov. ]
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4.8 Poznamka. Dalsi ptiklad uziti Michlinovy véty: V pted-
chazejici vété jsme vidéli, Ze se normy vsech derivaci do fadu
fadu m — 1 daji odhadnout normami nejvyssich ,cistych”
derivaci.

Ukazme si jesté jeden typicky pfipad. Pro jednoduchost
uvazujme piipad N = 2. Je-li D% f, D% f € Ly, potom

Pf || o1 G2 a2 2
axlaxz = || F <§%+§%(€1+€2)f(f)
P - P (4.14)
< |7 (6%1259 « (Dif + D3f) p

Snadno se ovéri, ze funkce ¢ +— (q16n/ (5%—#@%) splniuji
pfedpoklady Michlinovy véty. Takze prava strana (4.14) je
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odhadnuta nasobkem || D% fllp+ | D% fl|p- Co se tyce odhadu
,Cistych” derivaci, fixujme celé ¢islo 0 < k < m a uvaZzujme
napf. derivace vzhledem k prvni proménné. Mame

IDifllp = IF ~H €11 +&D) 7Y = (f + Dif)lp.
Stejny argument jako vyse da odhad HD’{pr < c(||fllp +
| DY f|p). Obecny pfipad je kombinaci takovych krokii.
Varovani: Odhady smisenych derivaci pomoci Cistych derivaci
neplati obecné pro p = 1 (viz napt. [70]).
Obecnéjsi problém vznika v anisotropnich prostorech. Od-
povéd je obzvlasté geometricky nazornd, kdyz uvazujeme
libovolnou mnozinu N-dimenzionalnich multiindexu, fek-
néme M, a pfedpokladdme, ze D*f € Ly pro a € M. Po-
tom DPf € Ly pro vSechna p, kde p jsou mfizové body
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s celociselnymi soufadnicemi, lezici v konvexnim obalu
mnoziny M (viz napft. [15]).
Interpolace v potencionalnich prostorech:

4.9 Véta.Nechf 0 < 0 < 1,1 < py,pp < 0 a 81,8 € R
Potom [Hy), Hylg = Hyp, kdes = (1 —0)s; +0spa1/p =

(1—0)p1 + 0p2.

Dalsi dve vety davaji informaci o vztahu potencionalnich
a Bésovovych prostoru.

Reference: [12] a [70].
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4.10 Véta. Plati ndsledujici vnorent:
(i) B;1(1RN ) — H5(RN) — B (RY)  pro vsechna s € R
avsechnal < p < oo
(i) B »(RY) — H5(RY) — B;Z(IRN ) provsechna s € R
a vSechna p € (1, 2]
(iii) B;Z(IRN) - H%(]RN) <> B;’;p(]RN) pro viechna s € R1
a vSechna p € [2,00].
4.11 Véta. Nechf 0 < 6 < 1. Potom

(i) (Hy' (RN), H(RN))p . = B o(RYN) pro vsechna s1,s, €
R s1# 5y, 1< p,g<oo,kdes=(1—0)s;+ 0sp

(i) (H3, (RN), H,(RN))g , = H5(RN) pro vSechna s € R,
1<p,pp<ookdel/p=(1—-06)/p1+0/p>.
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4.12 Véta. Nechf 0 < s < 1,1 < p < o0. Potom
(W5(RN), Wy(RN));,p = Bpp(RY)
pros; = (1 —1n)s+17.
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5 Bésovovy a Lizorkin-Triebelovy prostory

5.1 ,Klasicka” definice

Z hlediska vyvoje teorie se prostory s necelymi derivacemi
objevily pri studiu stop na hranici oblasti. To vedlo k po-
nékud neprehledné situaci, nebot stopy sice patii do pros-
torl s necelymi derivacemi, ale obecné to nejsou prostory
Besselovych potencialu.

Je-li f € C®(Q) NWK(Q) (pfitom Q necht je dostatetné
hladka), potom je snadné dokazat, ze f € L,(d(2) a Ze
operator teto restrikce je omezeny pro vsechna 1 < p <
co. Cili tato restrikce mdZe byt jednoznaéné rozsifena na
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celé w’;(a) (z hustoty), a tento operator budeme nazyvat
operator stop.

Nicméné bychom radi védéli vice, specialné to, kdy Ize funkci
z Ly(002), ktera je stopou funkce z Wi ((2), prodlouZit dovnitf
oblasti. Zde se objevuji Sobolev-Slobodeckéeho prostory.
Reference: Gagliardo [23], Slobodeéckij [63], [64], Besov [13],
[14]. Sobolev-Slobodéckého prostory jsou specialnim pripa-
dem Bésovovych prostoru.

5.1 Definice. Necht s > 0 je necelé a nechf [s] znad¢i celou
¢asts. Nechf 1 < p < oo a 2je oblast v RYN. Pfedpokladejme
takovou regularitu d(2, kterd umoznuje definovat integral na
0Q2. Potom Sobolev-Slobodéckého prostor Wy((2) je definovan

jako linearni prostor vSech funkci f € LP(IRN ) takovych, Ze
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I llws ey = I, (r)
/() ~ D)1 o
+| IZ—: <// |x—y| s)p+N dXdy> =

(pfislusnd modifikace pro p = o0). Pfitom dxdy zde oznacuje
integrovani vzhledem k plosné mife na d(2.

Zakladni veta o stopach: Pros > 1/p,1 <p < oak >1
celé, je prostor stop funkci z Wi (Q2) (2 dostate¢né hladka)
prave W /P(an) (Pozor: Situace pro p = 1 je v jistém
smyslu smgularm. Stopy funkci z Wl1(Q) jsou Ly, pfiéemz
operator stop je spojity, ale libovolny operator rozsireni z L4
do WL1(Q) spojity neni — viz [23] a [51]).
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Oznadeni: Pro i € RN necht T, je operator translace defino-
vany jako Ty, f(x) = f(x + h). Definujme

Apf(x) = Apf(x) = f(x+h) — f(x) = (T, —id) f (%),
operator diference prvniho radu; diference vyssiho radu jsou
definovany induktivné jako

ALf(x) = Dy(ATT ) (x),  r=12,....
Je Tif (x) = Ty f (x) = f(x +kh).

() = (T =) () = 3 () (-1 i ().
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Necht f € L, 1oc(R"Y) pro néjaké p € [1, c0]. Potom definu-
jeme Ly,-modul spojitosti v prumeru jako
Wh(f,t) = sup [|ALf]lp.
h|<t
Funkce t — wy(f,t) je neklesajici, splnuje wj(f,2t) <

2" fllp @ wp(f,2t) < 2"w)(f, ) (plyne snadno z definice).

5.2 Definice. Necht s > 0 a necht r je libovolné kladné
islo, r > s. Necht 1 < p,g < oo. Potom Bésoviiv prostor
Byg = B%q(]RN ) je definovan jako linedrni mnoZina vsech

f € LP(IRN ) s kone¢nou normou
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f +o0 dr\ !/
o+ ([t wprond) L prog<e
I£1l53, = < o
fllp +supt—>wy(f, 1), pro g = oo.
\ t>0
(5.1)
Prostory B}, = B%F(IRN ) se obvykle nazyvaji Sobolev-

Slobodéckého prostory.

Pro0 < s < lap = g = cojsou vysledkem Holderovy prostory
fadu s.

Pros < 0al < p,q < copoloZime B}, = B;,Z,, kde p’ =
p/(p—1)aq =q/(q-1).
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5.3 Pozndmka. ProtoZe w),(f,2t) < 2'wj(f, 1), je jasné, Ze
pfi nahrazeni sup,. j vyrazem sup,_;_; dostaneme ekviva-
lentni normu.

Za druhé: 1ze nahradit modul spojitosti normami pfislusnych
diferenci.

Za ttfeti: Aby byla definice korektni, je potfeba ukézat, Ze
r > slze opravdu vybrat libovolné. To neni zcela jednoduché
a visi to na o sobé zajimavych nerovnostech pro diference
a moduly spojitosti, které se obvykle nazyvaji Marchaudovy
nerovnosti.

Konecné: Restrikce p,g > 1 neni podstatna, 1ze uvazovat li-
bovolna kladna p a g; obecné se tak dostanou quasinormy.

Reference: monografie [15], [11], [70], [12].
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Uvedme si zakladni véty o vnoreni:

5.4 Vé&ta. Nechf s, — N/pq —Sl—N/pl,Sl,Sz >0,1<p <
py) <ooal < g < oco. Potom szq B‘;llq

Specialné mame:
5.5 Véta. Necht k je kladné celé ¢islo. Potom

B’;p<—>W’;§<—>B;§2 prol < p <2, (5.2)
By, — Wy < By, pro2<p<co. (5.3)

k k
Specidlné Wy = B5 .
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5.2 Fourierovsky ptistup

Necht ¢ je nezaporna C®-funkce v RN, s nosi¢em v {& €
RYN; || < 2} atakova, Ze g(¢) = 1 pro |&| < 1. Definujeme

g0(¢) =g(&), ¢eRY,
a teleskopickou posloupnost

8i(8) =g(27/8) —g(27e),  j=12....
Potom
suppg; C {¢ € RY; 271 < jg| <2t}

—+00
) gi(&) =1
i=0
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Posloupnost {g; ]J;Og je hladky (dyadicky) rozklad jednotky .
Poznamenejme, Z2e v horejsi sumé jsou nanejvys dva
nenulové &leny pro kazdé pevné & € RY.

Nyni definujme funkce ¢} & S(JRN) pomoci jejich Fouriero-
vych transformaci jako

(Fej)(@) =gi(&) j=012,....
Je
supp Fgy) = {& 201 <jg| <21}, k=12,
d
supp F(¢o) = {; || < 2}.
Jinymi slovy, kdyZ polozime h(¢) = g(¢) — g(2¢), ¢ € RN,
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potom

Flepé)=h27%), ¢eRN k=12.., (54
h je nezéporna, patti do D(RYN) a ma nosié v {271 <
g <2},
5.6 Poznamka. Dekompozice s podobnymi vlastnostmi hraji
klicovou roli v modernti teorii prostoru funkdi.
Funkce, jejichZ Fourieruv obraz ma kompaktni nosic (to plati
pro ¢ * f z definice Bésovova prostoru vyse), maji jednu
zajimavou vlastnost.
5.7 Véta (Nikol’ského nerovnost). Nechf b > 0,1 < p < g <
co. Potom existuje ¢ > 0 takové, Ze

|D%gly < cbl®+N1/P=1/4)| 4|, (5.5)

pro viechna ¢ € S(RN) takovd, Ze supp F(g) C {& |&| < b}.
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Obecné Bésovovy a Lizorkin-Triebelovy prostory:

5.8 Definice.
i) Necht 1 < p < 00,1 < g < 0as € R!. Potom

. . NN : - 1o 2oz " y
Bésovilv prostor By, , = B}, ,(R™) je linedrni mnoZina vsech

f e 8’ (RN) s konetnou normou

© ok 7\
Ifl;, = (X 2o« 11, ) 56
k=0
pro g < oo a s kone¢nou normou
1 £11Bs., = Sl;Pstllqvk*fHLp (5.7)

pro g = oo.
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(ii) Necht 1 < p<oo,l<g<oase R!. Potom Lizorkin-
Triebeliiv prostor Fj, , = F, q(IRN ) je linedrni mnoZzina vsech

f e 8 (RN) s konetnou normou

71, = | (+°° Y- 27 (gicx P01)

s analogickou modifikaci v pfipadé g = co.

1/q
(5.8)

Ly

5.9 Poznamka. V literatufe se Casto najde oznaceni ¢3(Lp)
a Lg({}) pro prostory posloupnosti funkel a; = a;(x) se

smiSenou normou; napf. Hak||€§](Lp) — ||25k|\ak(x)HLp ng.
UZijeme-li toto oznaceni pro {¢@; * f}, mame naptiklad

I£115;, = e * £l apod.
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5.3 Zakladni véty o vnofeni a interpolaci

Oznaceni pro Holderovy prostory: Pro kladné celé k > 0 je
CK(RN) uzavér S(RN) v normé
[ Fllx = max, i sup,cgn [DYf(x)).

Jestlize s > 0 neni celé, pak piSme s = [s] + {s}, kde []
je cela cast s (Cili 0 < {s»} < 1). Potom Hdldertv prostor
C*(RN)je linearni mnozina véech f € Cl*I(RN) s koneénou
normou || f ||~ rovnou

Ifllcea+ Y. sup

joe|=[5d] X7#Y

D*f(x) - D*f(y)]|
2 —y| )

Je v8eobecné znamo, ze C*(RYN) je Banachuv prostor.
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Poznamenejme Ze pro necelé i je prostor C*(RY) roven
Zygmundovu prostoru €, coz je linearni mnozina vsech f €

ClA™(RN), kde 3 = [s]™ + {3}, [5] je celé a {s}T1 €
(0, 1], které maji kone¢nou normu || f|| ¢~ rovnou

D*f(x) = 2D%((x +y)/2) + D*f(y)
1fllgpa-+ sup ¥ -
< \oc]—z[;%] XFY x - y|{%}

5.10 Véta. Plati ndsledujici vnofent:

(i) Nechf 1 < p; < pp < 0,1 < g < 0ar,s € Rl splituji

N N
§——==7— = (5.9)
P1 P2
potom
B2 ,(RN) — B2 ,(RN).
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(i) Jestlize 1 < p; < pp < 00,1 < g < c0oar,s € R} spliuji
(5.9), potom
N
Fzéq(lR ) — F;%CI
(iii) Nechf 1 < p < o0 a 3¢ > 0. Potom
+N/ +N/
B;fl PIRNY — c*(RN) 4 B;jl PIRN) — ¢*(RN).
(iv) Nechf 1 < p,q < oo a nechf » je necelé. Potom

F;;-N/P(IRN) < C%(]RN).

5.11 Véta. Plati ndasledujici torzeni:

(RY).

(i) Prostory By, q(lRN )a Fy q(lRN ) jsou tiplné pro vsechny hodnoty
SE]Rl,lgp,qgoo.
(i) Je-lisy < spal < p,q < oo, pak B2 (RN) — Bylo(RN).
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(iii)Je-lis € R, 1 < p < 0al < g < oo, pak (B;q(IRN))/ _

—S N

Bp,q,(]R ).

(iV)Jelis € R, 1 < p < o0al < gy < gy < oo, pak
B, (RN) — B (RN),

(vV)Prok =0,1,2,... je B12‘2(I[{N) — Wé‘(lRN). To plati pravé pro
tuto specidlni volbu parametrii k, p a q.

(vi)Prok =0,1,2,... aprol < p < o je Fl’;z(]RN) = Wi(RN).

(vii)Je-lis € Rt a1l < p < eo, pak B ,(RY) = F5 ,(RV).
Specidlné pro necelé s > 0 je FEP(JRN ) roven Sobolev-
Slobodéckému prostoru W, (RN).
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5.12 Véta. Nechf s € R a1 < p < co. Potom
N N N g
By g(R™) — F,,(RY) < B, ,(RY) provsechnal < g < p.
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Zakladni interpolacni vlastnosti (v dalsim formalne klademe

1/00 = 0):

5.13 Véta. Nechf 0 < 6 < 1. Potom

(i) (Byq, (RN), By qz(IRN)) = B} 4(RY)
pro vsechna s1,sy € R1 , 51 #5531 <p<oo0al <gq,90 <
00, kde s =(1-— 9)51 + 952,
pro vsechna 51,50 € R, 1 g 41,92 < 00,1 < pq,pp < oo,
p1 7 p2al < q1,q2 < oo, kdykoliv 1/p = (1—0)/p1 +
0/p2=1/qg=(1-0)/q1+0/q2,

(iii) [Bp, g, (R™), By g,(RN)]p = By g (R™)
pro vechna s1,s9 € R1, 1 < gq,0p < 00,1 < p1, py < 0, kde
pjejakov (ii))al/qg= (1—0)/g1+6/q>.
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5.14 Véta. Necht 0 < 6 < 1. Potom

(i) (Fpt g, (RN), F2 0, (RN) ) g ,, = F5 ,(RN) = B3, ,(RY)
pro vsechna s1,5p € R, 51 # 55, 1 < pq,P2,q1,97 < 00, kde
s=(1—0)s1+0spal/p=(1-06)/p1+0/p2

pro vsechna s1,Sy € R, 1 < d1,92 < 0,1 < p1,p2 < o9,
p1 # pa, kdykoliv1/p = (1—-0)/p1+60/pp =1/9 = (1 -

0)/q1+6/4q2,
(iti) (F5, 4(RN), B, ,(RN))g , = F5 o (IRN)
pro vSechna s € lRl, l<g<oal <pq,pp <00 p1 # Vo,
kde1/p = (1—0)/p1+6/ps,

(iv) [Fpt g, (RN), F32 o, (RN)]g = F5 o (RN)
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pro vdechna s1,50 € RY, 1 < py1,p2,q1,92 < o0, kde s =
(1=0)s1 +0sp, 1/p = (1-0)/p1 +0/ppal/g = (1~
0)/91+6/q2
5.15 Poznamka. Ne vSechny kombinace parametra v pfe-
deslych vétach jsou mozné. Duvod je ten, Ze prostory uzité
v definici B- a F-prostort nejsou uzaviené vici redlné inter-
polaci. Je potfeba skaly rozsitit tak, Ze misto Lebesgueovych
prostoru se uvazuji Lorentzovy prostory.

Jednoduse vychazi dualita techto prostoru:

5.16 Véta. (i) Nechf s & R 1 < p < 00,1 < g < oo
ph=p/(p-1)aq =4q/(q-1) (¢ = o ifq = 1). Potom
(Bj4(RN)) = B (RN)

(ili) Nechf s € R, 1 < p < o, p = p/(p—1)
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a necht E%OO(]RN ) znaci uzdver D(RN) v B%OO(IRN ). Potom
(B o(RN)) = B5 (RV).

(iii) Nechf s € R, 1 < p < 00,1 < g < o0 ’:p/(p—l)
aq' =q/(g—1). Potom (ng(IRN)) :F ( )
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5.17 Poznamka. Posledni rovnosti ve Vété 5.11 jsou velmi
pozoruhodné. Kdyz k = 0, tak plati WX = L, (aZ na ekvi-
valenci norem), tedy

Ifll2 ~ (:Zoj:)/RN((gok*f)(x))zdx>1/Z.

Dale, pro libovolné 1 < p < oo,

i~ (fo (E o @) ae) "

k=0

Posledni dvé ekvivalence jsou nerovnosti Littlewood-Poélyova
typu. Tyto nerovnosti se samoziejmé objevily diive nez
obecné definice v predchazejicim textu a byly pravé pro-
sttedkem a inspiraci k tomuto obecnému pfistupu.
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5.18 Poznamka. Existuje mnoho typu anisotropnich pros-
torti, soustavny vyklad je vénovan prostorim se smiSenou
normou a anisotropii pro ,cCisté” derivace (Nikol’skij a
dalsi, viz napt. [15]) a prostortiim s dominujicimi smiSenymi
derivacemi (Schmeisser a Triebel, viz [60]).

Neékteré specidlni typy nasly vyznamné uziti v PDR, napf¥.
prostory, kde je dan scalar py € (1,00) pro kazdé |a| < m
a predpoklada se, ze D* € Ly, viz prace Troisiho [73], [74]
kolem roku 1970.

Zajimavé jsou redukované Sobolevovy prostory zavedené Adam-
sem [2] a studované nezavisle téz Amanovem [4] — uva-
Zuji se jenom nékteré smiSené derivace. Napt. pro k < N
uvazujeme pouze ty multiindexy |a| < k, které a; < 1.
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Velice prekvapujici vlastnosti téchto prostorti je to, Ze pro
né plati véta pro vnofeni, ve které figuruje tentyz cilovy
prostor jako ve standardni Sobolevové vété. Znamend to
tedy, ze pfedpoklady Sobolevovy véty mohou byt zeslabeny.
Obecnéji mzeme uvazovat prostory, kde D*f € L, pro
« € M, kde M je néjakd podmnozina N-dimenzionalnich
multiindext délky nanejvys k, kp < N. Vysledny zobecnény
Sobolevuv prostor oznacme tieba WIZQVI. Zda se, ze v tomto
sméru neexistuje ucelend teorie. Napfiklad je zajimavy
problém nutnych a postacujicich podminek pro M, které daji
tentyZ cilovy prostor pro vnoreni, ktery figuruje ve stan-
dardni vété o vnoreni, {j. Wlljw — Lg, kde1/g=1/p—k/N.
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Poznamka: Soucasna teorie prostoru funkci pouziva pro
zavedeni obecnych prostort i dalsi dekompozi¢ni metody
— rozklady pomoci ,molekul* nebo ,atomu“, uziti teorie
waveletll a dalsi moderni analytické prostredky. Smyslem
techto definic je v prvni radé rozklad do jakychsi ele-
mentarnich bloku, tj. jednoduchych zakladnich funkci, se
kterymi se potom pracuje mnohem snadnéji nez s globalni
definici.
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6 Prostory na oblastech

6.1 Geometrické vlastnosti hranice oblasti

Necht O je oblast v IRY, pro jednoduchost omezena.

Necht B ¢ RY je uzaviena koule a nechf x ¢ RN\ B.
Omezeny kuZel s vrcholem x je mnozina {z € RN,z =
(1—-0)x+6y, 0 €[0,1], v € B}.

V literature existuje rada definic (pékny prehled Ize nalézt
treba v [1], nektera zobecnéni pak v [15]):

(i) (2 majici vlastnost usecky
(il) Q2 majici viastnost (vnitfniho nebo vnéjsiho kuzele)
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(iii) 2 majici uniformni vlastnost (vnitrniho nebo vnéjsiho
kuzele)

(iv) €2 majici lipschitzovskou hranici
(v) a dalsi (podminka rohu, hrotu).

Lipschitzovska hranice znamena, ze d(2 Ize lokalné popsat
jako graf lipschitzovské funkce.

Mezi témito vlastnostmi existuji zajimavé vztahy, napr.
Gagliardo dokazal, Zze kazda oblast s vlastnosti kuzele
se da napsat jako sjednoceni translaci konecné mnoha
rovhobéznosténu. Tento prekvapivy fakt je zalozen na
nasledujici véte:
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6.1 Véta (Gagliardo). Nechf Q C RN je omezend oblast
s vlastnosti kuZele a ¢ > 0. Potom existuji oteviené mnoZiny
(q,...,Q tak, Ze () = UkK:1Qk a pro kazdé k = 1,...,K
existuje H; C (2 s diametrem mensim neZ € a otevieny
rovnobéznostén Py s jednim vrcholem v pocatku tak, Ze (), =
Uxen, (x + Py). Dile, je-li e dostatecné malé, pak kazdd z mnoZin
(O, k=1,...,K, ma lipschitzovskou hranici.

6.2 Rozsifeni a prostory na oblastech

V literature Ize najit radu tvrzeni o rozsirovani pro oblasti
s hladkou hranici (zalozené napr. na myslence zrcadleni
atd.). Zakladnim problémem je: Definujeme-li prostor na
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oblasti jako faktorprostor prostoru na celém RY modulo
rovnost na dané oblasti a Ize-li v daném prostoru na oblasti
definovat normu primo, dostavame tytéz prostory?

Elementarni Uvahou dostaneme, ze k tomu staci existence
rozSifovaciho operatoru z dané oblasti na celé RY.

Jones [33] nalezl v pripade p = 2 nutnou a postacujici
podminku na rovinnou oblast pro to, aby meéla vlastnost
rozsSireni (tzv. e-d-vlastnost).

Calderon [18] zkonstruoval operator rozsireni pro oblasti
s modifikovanou vlastnosti kuzele (specialné tedy pro oblasti
s lipschitzovskou hranici) pro 1 < p < oco. DUkaz je zalozen
na Calderon-Zygmundove teorii singularnich integralnich
operatoru. Operator pfitom zavisi na m a p. Stein toto tvrzeni
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vylepsil vtom smyslu, ze plati uniformne prom >0ap > 1.

Rychkov [54] se zaslouZil o podstatny pokrok v této oblasti
pred nékolika léty, kdyZz zobecnil tzv. Calderénovu repro-
dukcni formuli a sestrojil univerzalni rozsirovaci operator
nezavisly na hladkosti prostoru.

6.2 Véta. Nechf s € R, 0 < p < 00,0 < g < 0(p <
0o v piipadé Lizorkin-Triebelova prostoru) a nechf Q < RN
je omezend oblast s lipschitzovskou hranici. Potom existuje uni-
verzdln}i” rozsiteni z By, ;((2), resp. F;,(Q2) do By, q(IRN ), resp. do
Fy o (RY).

Dulezitym dusledkem je univerzalni moznost odvozovani

vlastnosti prostoru na lipschitzovskych oblastech z vlastnosti
prostort na celém RY.
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Objasnime si to na jednoduchém prikladé. Méjme prostory
X(RN) a Y(RN) a pfedpokladejme, Zze Y(RN) — X(RN).
Predpokladejme, Ze existuje omezeny linearni operator E,
ktery zobrazuje X(Q) do X(RN) a Y(Q) do Y(RN) tak, ze
restrikce Ef je rovna f s.v. na () (operator rozsireni) a dale,
ze [|fllyqq) < Ifllywy) (to je napfiklad typicky trivialne

splnéno, kdyz norma v Y-prostorech je na 2 a na RY dana
analogickou analytickou formuli). Potom Y (2) — X((2), coz
ihned plyne z odhadu

Ifllya) < IEfIly@®y)
< ¢||Ef||x(rn) (predpokladame vnoreni)
< c||E|| ||f||X(Q) (z predpokladu o omezenosti E).
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