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1 Označenı́, základnı́ pojmy

Základnı́ prostory a označenı́:

Necht’ Ω ⊂ RN je měřitelná, 1 ≤ p ≤ ∞.
Lebesgueův prostor Lp(Ω) je definován jako prostor všech
měřitelných funkcı́ na Ω s konečnou normou ‖ f ‖p =
‖ f ‖Lp(Ω) =

(∫
Ω | f (x)|p dx

)1/p pro p < ∞
‖ f ‖∞ = ‖ f ‖L∞(Ω) = ess sup

x∈Ω
| f (x)| pro p = ∞.

Známo: pro 1 < p < ∞, Lp(Ω) prostory jsou separa-
bilnı́ a reflexivnı́ Banachovy prostory; pro p = 2 dostáváme
Hilbertův prostor se skalárnı́m součinem

∫
Ω f (x)g(x) dx.
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Prostor L1(Ω) je separabilnı́, zatı́mco L∞(Ω) separabilnı́
nenı́ (uvažuj např. charakteristické funkce koulı́ se středy
v bodech hustoty Ω. Je-li 1 ≤ p ≤ ∞, pak p′ = p/(p −
1) obvykle značı́ konjugovaný exponent k p; přitom p′ =
∞ pro p = 1 a p′ = 1 pro p = ∞. Jestliže 1 <
p < ∞, pak (Lp(Ω))′, duálnı́ prostor k Lp(Ω), je Lp′(Ω)
a každý omezený lineárnı́ funkcionál F na Lp(Ω) má právě
jednu reprezentaci v termı́nech duality, f 7→< f , g >=∫

Ω f (x)g(x) dx pro jednoznačně určené g ∈ Lp′. Na koncı́ch
škály, p = 1 nebo p = ∞, dualita dává pouze normu, tj.
‖ f ‖p = sup

{∫
Ω f (x)g(x) dx; ‖g‖p′ ≤ 1

}
.

Symbol Cα(Ω), 0 < α ≤ 1, označuje Hölderův prostor ; pro
α = 1 je to prostor lipschitzovsky spojitých funkcı́.

4



Nahradı́me-li Lebesgueův integrál Bochnerovým integrálem,
dostáváme prostory vektorových funkcı́, speciálně např. pro
funkce f : Ω → X, kde X je Banachův prostor a Ω ⊂ RN,
můžeme definovat Lp(X) = Lp(Ω, X) jako prostor všech
funkcı́ f : Ω → X s konečnou normou ‖ f ‖p = ‖ f ‖Lp(Ω,X)
(obvyklá formule pro p = ∞). Prostor Cα(X) (nebo obšı́rněji
Cα(Ω, X)) je prostor všech vektorových hölderovsky spo-
jitých funkcı́ na Ω. Speciálnı́ přı́pad: X = RN. Obecná re-
ference (prostory vektorových funkcı́): [19], [6], [7], [59].
Fundamentálnı́m prostředkem modernı́ teorie je Fourierova
transformace

F ( f )(ξ) =
1

(2π)N/2

∫
RN

e−ix·ξ f (x) dx, ξ ∈ RN,
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a

F −1( f )(x) =
1

(2π)N/2

∫
RN

eix·ξ f (ξ) dξ, ξ ∈ RN,

pro f ∈ S (RN), což je prostor rychle klesajı́cı́ch, nekoneč-
někrát spojitě diferencovatelných funkcı́ (S ′(RN) je prostor
tzv. temperovaných distribucı́), x · ξ je skalárnı́ součin x a ξ
v RN.
Někdy se vynechává multiplikativnı́ konstanta před in-
tegrálem mı́sto (2π)−N/2 a x · ξ se nahrazuje výrazem
2πx · ξ. Důvodem jsou ”hezké formule“ – to závisı́ na tom,
k čemu transformace zrovna sloužı́.
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Připomeňme Hölderovu nerovnost , spojujı́cı́ normy v páru
prostorů Lp a Lp′ (p′ = p/(p− 1) pro 1 < p < ∞, p′ = 1 pro
p = ∞ a p′ = ∞ pro p = 1),∫

Ω
f (x)g(x) dx ≤ ‖ f ‖p ‖g‖p′,

kdykoliv pravá strana má smysl.
Dále připomı́náme Minkowského nerovnost : Jestliže 1 ≤
p ≤ ∞, Ω1, Ω2 ⊂ RN jsou měřitelné, a f je měřitelná
a nezáporná na Ω1×Ω2, potom(∫

Ω1

(∫
Ω2

f (x, y) dx
)p

dy
)1/p

≤
∫

Ω2

(∫
Ω1

f (x, y)p dy
)1/p

dx.

Známá trojúhelnı́ková nerovnost ‖ f + g‖p ≤ ‖ f ‖p + ‖g‖p se
obvykle také nazývá Minkowského nerovnost.
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Poznámka: Někdy se použı́vá prostor D(RN) všech C∞

funkcı́ (reálných či komplexnı́ch) s kompaktnı́m nosičem
v RN k němu duálnı́ prostor distribucı́ D ′(RN). Tempero-
vané distribuce jsou však podstatně důležitějšı́.
Analogické pojmy lze definovat pro vektorové funkce. Je-li X
Banachův prostor, pak S(RN, X) = S(X) na RN s topologiı́
danou seminormami

‖ϕ‖k,` = sup
x∈RN

max
|α|≤`

(
1 + |x|k

)
‖Dαϕ(x)‖X, (1.1)

kde k a ` probı́hajı́ celé N.
Necht’ X a Y jsou Banachovy prostory, potom lineárnı́
zobrazenı́ f : S(RN, X) → Y se nazývá temperovaná dis-
tribuce s hodnotami v Y, jestliže pro každá celá a nezáporná
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čı́sla k a ` existuje c > 0 takové, že

‖ f (ϕ)‖Y ≤ c‖ϕ‖k,`

pro každé ϕ ∈ S(RN, X). Pı́šeme f ∈ S ′(RN, X, Y) nebo
jednodušeji f ∈ S ′(X, Y). Prostor S ′(X, Y) je prostor tem-
perovaných distribucı́; je úplný vzhledem ke slabé topologii
indukované dualitou (S(RN, X),S ′(X, Y)).
Pro X = Y se užı́vá označenı́ S ′(X) mı́sto S ′(X, X). Je-li
X = Y = R1 (nebo C), pak (1.1) se změnı́ v

‖ϕ‖k,` = sup
x∈RN

max
|α|≤`

(
1 + |x|k

)
|Dαϕ(x)|,

a prostory S (RN, X), resp. S ′(RN, X, Y) se obvykle značı́
S(RN), resp. S ′(RN).
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Necht’ X je Banachův prostor, necht’ f ∈ S ′(X) a α =
(α1, . . . , αN) je multiindex. Potom slabá derivace (nebo také
distributivnı́ derivace) řádu α temperované distribuce f je
temperovaná distribuce definovaná takto:

Dα f (ϕ) = (−1)α f (Dαϕ), ϕ ∈ S(RN).

V RN a pro f a Dα f regulárnı́ distribuce to znamená, že∫
RN

f (x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|
∫

RN
Dα f (x)ϕ(x) dx

pro všechna ϕ ∈ D(RN).

Několik poznámek o konvolucı́ch: Pro f1 ∈ L1(RN) a f2 ∈
Lp(RN), kde 1 ≤ p ≤ ∞, je konvoluce definovaná jako

f1 ∗ f2(x) =
∫

RN
f1(y) f2(x− y) dy, x ∈ RN. (1.2)
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To má smysl dı́ky Minkowského nerovnosti a f1 ∗ g2 ∈
Lp(RN). Podobně, Hölderova nerovnost implikuje, že pro
f1 ∈ Lp(RN) a f2 ∈ Lp′ (p′ = p/(p − 1)), máme f1 ∗ f2 ∈
L∞(RN).
Triviálně: jestliže f1, f2 ∈ S(RN), potom f1 ∗ f2 ∈ S(RN).
Definice v (1.2) má smysl i v dalšı́ch důležitých přı́padech.
Např. když f1 i f2 majı́ kompaktnı́ nosič v RN a fi ∈ Lpi,
i = 1, 2, potom po rozšı́řenı́ f1 a f2 nulou na celé RN, kon-
voluce f1 ∗ f2 je v Lmax{p1,p2} (Minkowského a Hölderova
nerovnost).
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Pojem konvoluce lze rozšı́řit pro f ∈ S ′(RN) a ϕ ∈ S(RN);
položı́me

f ∗ ϕ(x) = f (ϕ(x− ·)), x ∈ RN. (1.3)

To lze dále zobecnit pro dvojice tvořené temperovanou dis-
tribucı́ a funkcı́ s hodnotami v libovolném normovaném
lineárnı́m prostoru E, kdykoliv S(RN) je hustý v E.
Ještě obecněji, necht’ X je Banachův prostor. Pro f ∈
S ′(RN, X) a ϕ ∈ S(RN) definujeme konvoluci f ∗ ϕ jako
v (1.3).

Youngova nerovnost:

Jestliže f1 ∈ Lp(RN) a f2 ∈ Lr(RN), kde 1 < p < r′ < ∞,
pak f1 ∗ f2 ∈ LqRN, kde 1/q = 1/p− 1/r′.
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Necht’ f : Ω→ R1 je měřitelná. Potom definujeme distribučnı́
funkci pro f jako

m( f , λ) = meas {x ∈ Ω; | f (x)| > λ}, λ > 0.

Funkce m( f , ·) je měřitelná, nerostoucı́ a spojitá zprava na
(0, +∞). Nerostoucı́ přerovnánı́ funkce f je zobecněná in-
verse funkce m( f ., ), t.j.

f ∗(t) = inf{λ; m( f , λ) ≤ t}, t > 0.

Funkce f ∗ je nerostoucı́ a spojitá zprava na (0, +∞).
Užitečné cvičenı́: uvažujme g(t) = ∑j cjχIj(t), t ∈ R1, kde
{Ij} je konečná posloupnost disjunktnı́ch intervalů v R1. Pak
g∗(t) = ci na intervalu délky meas Ij a směrem od počátku
doprava jsou hodnoty cj seřazeny v nerostoucı́m pořádku.
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Přı́buzným pojmem je sférické radiálně nerostoucı́ přerovnánı́
(sférická symetrizace): mı́sto přerovnánı́ f ∗ na (0, +∞)
uvažujeme f #(x) = f ∗(ωN|x|N) pro x ∈ RN, přitom
ωN je mı́ra jednotkové koule v RN. Zřejmě ‖ f #‖Lq(RN) =
‖ f ∗‖Lq(0,+∞) pro každé q, 1 ≤ q ≤ ∞.

Idea symetrizace: konec 19. stol. Steiner a Schwartz.
Systematické studium a užitı́: Hardy a Littlewood (viz [30]),
přı́buzné pojmy rovněž hodně použı́vány. Reference např.:
Kawohl [35].
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Alternativnı́ formule (viz [36], dávajı́cı́ jinou pěknou geomet-
rickou představu:

f ∗(t) = sup
meas E=t

inf
x∈E
| f (x)|, t > 0.

Aplikace na věty o vnořenı́, souvislosti s nejlepšı́ konstantou,
isoperimetrickou nerovnostı́ a dalšı́: Talenti [68].
Pro zajı́mavost: ‖Φ(∇u#)‖1 ≤ ‖Φ(∇u)‖1 pro každou lip-
schitzovsky spojitou u a konvexnı́ neklesajı́cı́ Φ takovou, že
Φ(0) = 0.
Někdy je užitečné pracovat s integrálnı́m průměrem

f ∗∗(t) =
1
t

∫ t

0
f ∗(τ) dτ.
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Zásadnı́ vlastnost spojujı́cı́ f a f ∗ je stejná měřitelnost , t.j.
máme m( f ∗, t) = m( f , t), t > 0. Fubiniho věta pak implikuje,
že ‖ f ∗‖Lp(0,+∞) = ‖ f ‖Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ a ‖ f ‖L∞(Ω) =
‖ f ∗‖L∞(0,+∞).

Marcinkiewiczův prostor (nebo též slabý Lp-prostor) L∗p(Ω)
je definovaný jako prostor všech měřitelných funkcı́ f na Ω
s konečnou (kvazi)normou
‖ f ‖L∗p(Ω) = sup

λ>0
λm( f , λ)1/p = sup

t>0
t1/p f ∗(t), 1 ≤ p < ∞,

(1.4)
resp. pro p = ∞

‖ f ‖L∗∞(Ω) = sup
t>0

f ∗(t).

Triviálně Lp(Ω) ↪→ L∗p(Ω) a L∗∞(Ω) = L∞(Ω).
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Je-li p > 1, potom slabý Lp-prostor může být ekvivalentně
definován pomocı́ f ∗∗ mı́sto f ∗. Jede odhad je lehký – plyne
z bodového odhadu f ∗∗ ≥ f ∗, který je navı́c nezávislý
na p. Obrácená nerovnost (pro integrály) plyne z Hardyho
nerovnosti a vysvětluje restrikci p > 1 (konstanta na pravé
straně se chová řádově jako (p− 1)−1 pro p→ 1).
Pro úplnost: Lze dokázat, že f ∗∗ je ekvivalentnı́ neros-
toucı́mu přerovnánı́ maximálnı́ funkce M f funkce f (Herzova
věta, viz např. [11], Chapter 3). Připomeňme, že maximálnı́
operátor je pro lokálně integrovatelnou funkci f jako

M f (x) = sup
1

meas Q

∫
Q
| f (y)| dy, x ∈ RN, (1.5)

kde supremum se bere přes všechny krychle obsahujı́cı́ x,
s hranami rovnoběžnými se souřadnými osami.
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Platı́ jistá RN analogie Hardyovy nerovnosti, totiž maximálnı́
nerovnost : Pro 1 < p ≤ ∞, funkce M f je v Lp(RN)
právě tehdy, když f ∈ Lp(RN). Jestliže f ∈ L1(RN), po-
tom obecně M f /∈ L1(RN), nicméně f ∈ L1(RN) implikuje
M f ∈ L∗1. (Toto společně s triviálnı́ omezenostı́ M v L∞(RN)
dává maximálnı́ nerovnost – použije se Marcinkiewiczova
interpolačnı́ věta.) Dalšı́ analýza implikuje. že M f je in-
tegrovatelná přes množinu {M f > 1} právě tehdy, když
| f | log+ | f | je integrovatelná (Steinova věta). Je to rovněž
těsně spojeno s Herzovou větou, tj. s ekvivalencı́ (M f )∗ ∼
f ∗∗.
Reference: např. [29], [11], [25]. Existuje rozsáhlá literatura
věnovaná studiu diferencovatelnosti reálných funkcı́ vı́ce
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proměnných vzhledem k různým bázı́m.
Výklad teorie prostorů obecnějšı́ch něž jsou slabé Lp-
prostory (Lorentzovy prostory Lpq(Ω)) lze nalézt např.
v [17], [12], Chapters 1 a 5, [11], Chapter 4.
Elementárnı́ vlastnosti se přenášejı́ i na obecnějšı́ vektorové
prostory.
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Omezené (sub-)lineárnı́ zobrazenı́ T : Lp(Ω1) → Lq(Ω2)
se nazývá typu (p, q). Čı́slo ‖T‖ = sup{‖T f ‖q; ‖ f ‖p ≤ 1}
je norma T. Jestliže cı́lový prostor nahradı́me prostorem
L∗q(Ω2), pak T se nazývá slabého typu (p, q). Explicitně:
Existuje c > 0 tak, že pro všechna f ∈ Lp(Ω1) a všechna
λ > 0,

m(T f , λ) ≤ cqλ−q‖ f ‖q
p (1.6)

(což je ekvivalentnı́ nerovnosti ‖T f ‖L∗q(Ω) ≤ c‖ f ‖Lp(Ω1)).

”Nejlepšı́“ c v (1.6) je (kvazi)norma of T.
V našem kontextu je důležitost Marcinkiewiczových prostorů
dána tı́m, že jsou přirozenými cı́lovými prostory – speciálně
pro reprezentačnı́ integrálnı́ operátory v teorii Sobolevových
prostorů.
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Stručné připomenutı́ klasických Sobolevových prostorů

Několik způsobů, jak je definovat:

• prostory s distributivnı́mi derivacemi
• zúplněnı́ prostoru hladkých funkcı́ (známá Meyersova-

Serrinova věta dává ekvivalenci)
• Beppo-Leviho prostory

Reference: např. [1], [39].

Vzhledem k hustotě hladkých funkcı́ lze pracovat s funkcemi,
které majı́ klasické derivace.

Připomenutı́: Podle Meyersovy-Serrinovy věty lze aproxi-
movat funkce ze Sobolevova prostoru na nějaké oblasti,
řekněme Ω, definovaného pomocı́ distributivnı́ch derivacı́
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funkcemi z C∞(Ω). Situace je však naprosto jiná, chceme-li
aproximovat funkcemi z C∞(Ω).

Regularizace funkcı́ ze Sobolevových prostorů: Pro
jednoduchost necht’ nejprve f ∈ Lp(RN). Je známo, že
pak existuje f0 ∈ Lp(RN) s kompaktnı́m nosičem tak, že
‖ f − f0‖p je libovolně malé. Necht’

ψ(x) =

{
exp(−1/(1− |x|2)), |x| ≤ 1,
0, jinde,

a položme ϕ(x) = ψ(x) (‖ψ‖1)
−1. Funkce ϕ je standardnı́

regularizátor . Pro x ∈ RN a ε > 0 definujme systém

ϕε(x) = ε−N ϕ(x/ε). (1.7)
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Pak funkce ϕε jsou C∞
0 (RN), supp ϕε ⊂ {|x| ≤ ε} a ‖ϕε‖1 =

1 pro všechna ε > 0. Uvažujme funkce fε(x) = f ∗ ϕε(x).
Nenı́ těžké dokázat, že fε ∈ C∞

0 (RN) a fε → f in Lp(RN)
pro ε → 0 (užije se Minkowského nerovnost a Lp-spojitost
v průměru funkce f ). Podobně když f má distributivnı́
derivaci Dβ f ∈ Lp(RN), tak potom Dβ fε → Dβ v Lp(RN).
Navı́c, když f ∈ Wk

p(RN), t.j. když Dα f ∈ Lp(RN) pro
všechna |α| ≤ k, potom lze aproximovat f funkcı́ f̃ s kom-
paktnı́m nosičem a blı́zko f v přı́slušné normě Sobolevova
prostoru. Následně lze uvažovat f̃ ∗ ϕε a dokázat tak hustotu
C∞

0 (RN) ve Wk
p(RN).
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Jestliže Ω je oblast v RN, N ≥ 2, s lipschitzovskou hranicı́
∂Ω, potom postup je jenom formálně složitějšı́: Napı́šeme f
jako ∑ fi, fi ∈ Wk

p(Ω) s užitı́m vhodného rozkladu jednotky
v Ω a po přı́padné rotaci dostaneme přı́pad, kdy bud’to fi má
kompaktnı́ nosič v Ω nebo fi je nenulová v nějaké oblasti Ωi,
∂Ω∩ ∂Ωi je neprázdná a je to graf lipschitzovské funkce. Pak
uvažujeme funkci fih(x) = fi(x + h), x ∈ Ω a h dostatečně
malé.
Snadno se ukáže, že fih → fi v Wk

p(Ω) pro h→ 0 a pak stačı́
aproximovat fih pomocı́ fih ∗ ϕε. Tak dostaneme, že C∞(Ω)
je hustý v Wk

p(Ω).

(Vše je jednoduššı́ pro N = 1.)
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2 Rychlokurs teorie interpolace

Připomeneme několik základnı́ch faktů z teorie interpolace.
Počátek teorie interpolace lze vystopovat od úvah o spo-
jitosti bilineárnı́ch forem (Schur, M. Riesz). Abstraktnı́
teorie je pak výrazným způsobem spojena se dvěma
slavnými interpolačnı́mi větami: Riesz-Thorinova věta (kom-
plexnı́ interpolace), založená na Hadamardově principu
a Marcinkiewiczova věta (reálná interpolace). Teorie se pod-
statným způsobem rozvinula v šedesátých létech, rovněž
v souvislosti s pokrokem v teorii prostorů funkcı́ a je to
dodnes živá disciplina s hlubokými výsledky i neřešenými
problémy.

25



Základnı́ problém je následujı́cı́: Je dán (sub)lineárnı́ operátor
T, spojitý mezi dvěma páry normovaných lineárnı́ch pros-
torů, řekněme T : Xj → Yj, j = 1, 2, přičemž (X1, X2)
a (Y1, Y2) jsou kompatibilnı́ (nebo kompatibilnı́ dvojice pros-
torů), tj. prostory v těchto párech jsou podprostory nějakého
Hausdorffova topologického lineárnı́ho prostoru. Hledáme
prostory X a Y takové, že X1 ∩ X2 ⊂ X ⊂ X1 + X2 a Y1 ∩
Y2 ⊂ Y ⊂ Y1 + Y2 a takové, že T : X → Y je spojitý. Pros-
tory X1 ∩ X2, resp. X1 + X2 jsou brány se standardnı́mi nor-
mami max{‖x‖X1

, ‖x‖X2
}, resp. inf{‖x1‖X1

+ ‖x2‖X2
; x =

x1 + x2, xj ∈ Xj, j = 1, 2}. Jestliže X1 ∩ X2 ⊂ X ⊂ X1 + X2,
pak prostor X se obvykle nazývá intermediálnı́ vzhledem ke
dvojici (X1, X2). Podle toho, jaký kvantitativnı́ vztah existuje
mezi normami ‖T‖Xj→Yj

, j = 1, 2, a ‖T‖X→Y, zavádı́ se dalšı́
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zpřesňujı́cı́ pojmy. Jestliže ‖T‖X→Y ≤ C maxj=1,2 ‖T‖Xj→Yj
,

pak X a Y se nazývajı́ uniformnı́ interpolačnı́ prostory ; pro
C = 1 hovořı́me o exaktnı́ch interpolačnı́ch prostorech.
Pokud ‖T‖X→Y ≤ C‖T‖1−θ

X1→Y1
‖T‖θ

X2→Y2
, pak X a Y se

nazývajı́ interpolačnı́ prostory s exponentem θ; je-li navı́c
C = 1, potom jde o exaktnı́ interpolačnı́ prostory s exponen-
tem θ. Na této úrovni je někdy užitečné použı́vat jazyk teorie
kategoriı́ (kategorie tvořena lineárnı́mi prostory vnořenými
do nějakého daného Hausdorffova topologického lineárnı́ho
prostoru) s omezenými (sub-)lineárnı́mi zobrazenı́mi jako
morfismy v této kategorii. Pak se zavádı́ interpolačnı́ funk-
tor jako zobrazenı́ dvojic prostorů z této kategorie na jiný
prostor, který má výše popsané interpolačnı́ vlastnosti; např.
zavádı́ se exaktnı́ interpolačnı́ funktory atd.
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Reference: [12], Chapter 2 nebo [70], Chapter 1, [12], [50].

2.1 Klasické věty

2.1 Věta (Riesz-Thorinova věta). Necht’ Ω ⊂ RN je měřitelná.
Necht’ 1 ≤ pi ≤ ∞, 1 ≤ qi ≤ ∞, i = 1, 2. Předpokládejme, že T
je (sub-)lineárnı́ operátor

T : Lp1(Ω)→ Lq1(Ω), a T : Lp2(Ω)→ Lq2(Ω),

s normami pořadě M1 a M2. Necht’ 0 ≤ θ ≤ 1,

1
p

=
1− θ

p1
+

θ

p2
, a

1
q

=
1− θ

q1
+

θ

q2
(2.1)
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(formálně pokládáme a/∞ = 0 pro libovolné reálné a). Potom
T je omezené zobrazenı́ z Lp(Ω) do Lq(Ω) s normou nanejvýš
M1−θ

1 Mθ
2.

Poznamenejme, že vzhledem k (2.1) je užitečné uvažovat
normu T jako funkci proměnné 1/p. Potom věta řı́ká, že
M = M(θ) je logaritmicky konvexnı́ funkcı́ 1/p.
Důkaz (Thorinův) této věty má zajı́mavou historii. Nenı́ kom-
plikovaný, ale je velmi důmyslný, je založen na větě o třech
přı́mkách (resp. o třech kružnicı́ch), známé z teorie funkcı́
komplexnı́ proměnné: Jestliže F je analytická v otevřeném
pásu 0 < Re z < 1, omezená a spojitá na jeho uzávěru
a jestliže |F(k − 1 + it)| ≤ Mk, k = 1, 2, t ∈ R1, potom
|F(θ + it)| ≤ M1−θ

1 Mθ
2 pro všechna 0 < θ < 1 a všechna
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t ∈ R1. Podrobný důkaz lze nalézt v mnoha knihách, např.
v [12], [70], [55] atd.

Dalšı́m klasickým interpolačnı́m principem je Marcinkiewi-
czova interpolačnı́ věta.
Připomeňme označenı́ L∗p(Ω) pro slabý Lebesgueův prostor
Lp(Ω) (viz (1.4) na str. 17).

2.2 Věta (Marcinkiewiczova interpolačnı́ věta). Necht’ Ω ⊂
RN je měřitelná, necht’ 1 ≤ pi ≤ ∞, 1 ≤ qi ≤ ∞, i = 1, 2,
a předpokládejme, že T je (sub-)lineárnı́ operátor

T : Lp1(Ω)→ L∗q1
(Ω), resp T : Lp2(Ω)→ L∗q2

(Ω),
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s normou M1, resp. M2. Necht’ 0 ≤ θ ≤ 1,
1
p

=
1− θ

p1
+

θ

p2
a

1
q

=
1− θ

q1
+

θ

q2
(2.2)

(opět formálně a/∞ = 0 pro libovolné reálné čı́slo a) a předpo-
kládejme, že p ≤ q. Potom T je omezené zobrazenı́ z Lp(Ω) do
Lq(Ω) s normou nanejvýš C(θ)M1−θ

1 Mθ
2.

Poznámky: Konstanta C(θ) obecně diverguje do ∞ pro p →
pj, j = 1, 2 (viz např. [69], Chapter 4). Věta platı́ i pro vek-
torové funkce.
Protože Lp je efektivně menšı́ prostor než L∗p, s hrubšı́
topologiı́, jsou předpoklady na omezenost daného operátoru
v Marcinkiewiczově větě slabšı́ než ve větě Riesz-Thorinově.
Je zde ovšem podstatný předpoklad p ≤ q.

31



2.2 Stručně o obecných interpolačnı́ch metodách

Běžně se použı́vajı́ dvě základnı́ abstraktnı́ interpolačnı́
metody.

1. Reálná interpolačnı́ metoda, která každé dvojici parametrů
1 ≤ p ≤ ∞ a 0 < θ < 1 a každé kompatibilnı́ dvojici (X1, X2)
interpolačnı́ prostor (X1, X2)θ,p.

2. Komplexnı́ interpolačnı́ metoda, která každé kompatibilnı́
dvojici (X1, X2) a každému 0 < θ < 1 přiřadı́ interpolačnı́
prostor [X1, X2]θ.

Napřı́klad Riesz-Thorinova věta se pak objevuje v následujı́cı́
formě:
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2.3 Věta. Necht’ Ω ⊂ RN je měřitelná. Necht’ 1 ≤ pj ≤ ∞, j =
1, 2, a 0 < θ < 1. Položme 1/p = (1− θ)/p1 + θ/p2. Potom
[Lp1(Ω), Lp2(Ω)]θ = Lp(Ω). (Platı́ i pro vektorové funkce.)

Analogické tvrzenı́ platı́ pro reálnou interpolačnı́ metodu

Reálný interpolačnı́ prostor je definovaný následujı́cı́m
způsobem: Necht’ (X1, X2) je kompatibilnı́ dvojice nor-
movaných lineárnı́ch prostorů. Potom (Peetreho) K-functional
je reálná funkce K(t, x) definovaná na (0, +∞)× (X1 + X2)
předpisem
K(t, x) = K(t, x, X1, X2)

= inf{‖x1‖X1
+ t‖x2‖X2

; x = x0 + x1, xj ∈ Xj, j = 0, 1}.
Pro 0 < θ < 1 a 1 ≤ p < ∞ definujeme prostor (X1, X2)θ,p
jako prostor všech x ∈ X1 + X2 s konečnou normou
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‖x‖θ,p =
(∫ +∞

0

[
t−θK(t, x)

]p dt
t

)1/p
.

Pro 0 < θ < 1 je norma v (X1, X2)θ,∞ definována jako

‖x‖θ,∞ = sup
t>0

t−θK(t, x).

2.4 Věta (věta o stabilitě). Necht’ X = (X1, X2) je kompatibilnı́
dvojice Banachových prostorů a necht’ Yj = [X1, X2]θj

, 0 < θj <

1, j = 1, 2. Předpokládejme, že X1 ∩ X2 je hustý v X1, X2, a Y1 ∩
Y2. Potom [Y1, Y2]η = [X1, X2]θ pro každé θ = (1− η)θ1 + ηθ2,
kde 0 ≤ η ≤ 1.

Popišme stručně komplexnı́ interpolačnı́ metodu. Mějme
kompatibilnı́ dvojici Banachových prostorů X = (X1, X2).

34



Necht’ F = F (X) označuje lineárnı́ množinu všech
omezených a spojitých funkcı́ f : {z ∈ C; 0 ≤ Re z ≤ 1} →
X1 + X2, analytických v {z ∈ C; 0 < Re z < 1} a takových, že
funkce t 7→ f (j− 1 + it), t ∈ R1, jsou spojité do Xj a splňujı́

lim
|t|→+∞

f (j− 1 + it) = 0, j = 1, 2. Množina F (X) s normou

max
j=1,2

sup
t
| f (j− 1 + it)| je Banachův prostor (viz [12], Chap-

ter 4 nebo [70], Chapter 1). Pro 0 < θ < 1 definujeme prostor

[X1, X2]θ = {x ∈ X1 + X2; existuje f ∈ F taková, že f (θ) = x}
s normou

‖x‖[X1,X2]θ
= inf

f (θ)=x, f∈F

(
max

j=0,1, t∈RN
| f (j− 1 + it)|

)
.

Dostáváme škálu Banachových prostorů [X1, X2]θ s parame-
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trem 0 < θ < 1, které jsou exaktnı́ interpolačnı́ prostory s ex-
ponentem θ vzhledem ke dvojici (X1, X2), to jest, přı́slušná
nerovnost pro normy operátorů na komplexnı́ch inter-
polačnı́ch prostorech odpovı́dá přesně nerovnosti pro normy
v Riesz-Thorinově větě. To nenı́ samozřejmě náhodné; lze
ukázat, že když interpolujeme prostory Lp1 a Lp2 s po-
mocı́ komplexnı́ metody, dostaneme pro 0 < θ < 1 právě
Lp prostor, kde 1/p = (1 − θ)/p1 + θ/p2. Navı́c můžeme
reiterovat prostory odpovı́dajı́cı́ různým parametrům θ a
výsledek opět ležı́ ve škále dané původnı́ dvojicı́ pro nějaký
vhodný parametr, tj. metoda je stabilnı́. Detaily lze nalézt
např. v [12], [70] atd.
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3 Fourierovy multiplikátory

Reference: [12], [70], [71] atd.

Označenı́: Je-li H Hilbertův prostor, pak S(H) = S(RN, H)
je prostor všech rychle klesajı́cı́ch C∞-funkcı́ z RN do H
(s topologiı́ přı́slušných seminorem. Jsou-li H1 a H2 Hilber-
tovy prostory, pak S ′(RN, H1, H2) = S ′(H1, H2) označuje
prostor všech omezených lineárnı́ch zobrazenı́ z S(RN, H1)
do H2.
3.1 Definice. Temperovaná distribuce ρ ∈ S ′(RN, H1, H2) je
Fourierův multiplikátor pro dvojici (Lp(H1), Lp(H2)), jestliže
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F −1(ρ) ∗ f ∈ Lp(H2) pro všechna f ∈ S(RN, H1) a

sup
‖ f ‖Lp(H2)≤1

‖F −1(ρ) ∗ f ‖Lp(H1) < +∞.

Supremum vlevo je norma Fourierova multiplikátoru $, označenı́
‖$‖Mp(H1,H2). Prostor Fourierových multiplikátorů pro dvo-
jici (Lp(H1), Lp(H2)) budeme značit Mp(H1, H2). Pro H1 =
H2 = RN pı́šeme Mp(RN) nebo jednoduše Mp a ‖$‖Mp(RN)
nebo ‖$‖Mp (pokud dimenze je důležitá).

V RN to vypadá takto: Funkce m je Fourierův multiplikátor
v Lp, jestliže f 7→ F−1(mF f ) je spojitá z Lp(RN) do
Lp(RN).
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V aplikacı́ch jsou důležité postačujı́cı́, efektivně ověřitelné
podmı́nky pro to, aby daná funkce byla multiplikátorem:
3.2 Věta (Michlinova věta multiplikátorech). Necht’ H1 a H2
jsou Hilbertovy prostory a předpokládejme, existuje M > 0 tak, že
zobrazenı́ ρ : RN → L(S(H1), H2) splňuje podmı́nku

|ξ|α‖Dαρ(ξ)‖L(S(H1),H2) ≤ M (3.1)

pro všechna ξ ∈ RN a všechna |α| ≤ K, kde K je celé čı́slo většı́
než N/2. Potom ρ je multiplikátor pro dvojici (Lp(H1), Lp(H2)
pro každé 1 < p < ∞.

Pro H1 = H2 = R1 se podmı́nka (3.1) redukuje na nerovnost
|ξ|α|Dαρ(ξ)| ≤ const. pro všechna |α| ≤ K, kde K je celé,
K > N/2.
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Jeden ze základnı́ch operátorů harmonické analýzy, Hilber-
tův operátor

H f (x) = p.v.
1
π

∫
R1

f (y)
x− y

dy

lim
ε→0

1
π

∫
|y−x|>ε

f (y)
x− y

dy

má po přechodu k Fourierovým obrazům vyjádřenı́

F (H f )(ξ) = −2πi sign(ξ)F f (ξ).
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Užitečné jsou i dalšı́ podmı́nky.
3.3 Lemma. Necht’ $ je multiplikátor v Lp pro nějaké 1 ≤ p ≤
∞ s normou ‖$‖Mp = sup f 6=0 ‖F−1$ ∗ f ‖p‖ f ‖−1

p . Potom pro
každé α ∈ R1 \ {0} je funkce $α(x) = $(αx), x ∈ RN, Fourierův
multiplikátor v Lp a ‖$α‖Mp = ‖$‖Mp.

3.4 Lemma. Necht’ $ ∈ Mp(R1) pro nějaké 1 ≤ p ≤ ∞ a necht’
ξ ∈ RN. Potom funkce $y = $(ξ · y) je v Mp(RN) se stejnou Mp
normou.
3.5 Věta. Necht’ m je celé, m > N/2. Předpokládejme, že $ ∈ L2
a Dα$ ∈ L2(RN) pro všechna |α| = m. Potom $ je multiplikátor
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v Lp(RN) pro všechna 1 ≤ p ≤ ∞ a

‖$‖Mp ≤ c‖$‖1−N/(2m)
2

 sup
|α|=m

‖Dα$‖2

N/(2m)

. (3.2)
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Označenı́: Necht’ X je Banachův prostor. Pro 1 ≤ p < ∞
a s ∈ R1, necht’ `s

p je prostor všech posloupnostı́

a = {ak}k≥0 ⊂ X s konečnou normou

‖{a}‖`s
p(X) =

(+∞

∑
k=0

(2ks‖ak‖X)p
)1/p

.

3.6 Proposice. Necht’ 0 < θ < 1, s1, s2 ∈ R1, 1 ≤ p1, p2 < ∞
a necht’ X1 a X2 jsou Banachovy prostory. Potom (s ekvivalentnı́mi
normami)

[`s1
p1(X1), `s2

p2(X2)]θ = `s
p([X1, X2]θ,

kde s = (1− θ)s1 + θs2 a 1/p = (1− θ)/p1 + θ/p2.
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Interpolace Lp prostorů: Platı́ Holmstedtova formule (viz
např. [12], Chapter 3), kde funkce mohou být vektorové:

K(t, f , Lp1, Lp2)

∼
(∫ tα

0
[ f ∗(s)]p1 ds

)1/p1

+
(∫ +∞

tα
[ f ∗(s)]p2 ds

)1/p2

,

přitom 0 < p1 < p2, 1/α = 1/p1− 1/p2.

Speciálně platı́ K(t, f , L1, L∞) =
∫ t

0 f ∗(s) ds (Calderón).

Jádrem původnı́ho Sobolevova důkazu věty o vnořenı́ je věta
o konvoluci, jejı́ž abstraktnı́ kostra je předmětem následujı́cı́
věty.
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3.7 Věta (Youngova nerovnost). Necht’ K ∈ Lγ(RN) pro nějaké
γ ∈ (1, ∞) a f ∈ Lp(RN), kde 1 < p < γ/(γ − 1). Potom
K ∗ f ∈ Lq(RN) pro 1/q = 1/p − (γ − 1)/γ a ‖K ∗ f ‖q ≤
‖K‖γ ‖ f ‖Lp(RN).

Důkaz. Užitı́m Minkowského nerovnosti se snadno ukáže,
že K : f 7→ K ∗ f je zobrazenı́ L1 do Lγ s normou ‖K‖γ,
a zároveň z Lγ/(γ−1) do L∞ s týmž odhadem pro normu.
Nynı́ stačı́ interpolovat.
Hlubšı́ analýza ukazuje, že předpoklady na jádro K lze ze-
slabit: stačı́ předpokládat, že K ∈ L∗γ(RN) pro nějaké γ ∈
(1, ∞). To platı́ např. pro Rieszovo jádro Kγ(x) ∼ |x|γ−N,
kde 0 < γ < N. Speciálně pro γ = 1 dostáváme větu
o vnořenı́ pro Sobolevovy prostory prvnı́ho řádu (vnořenı́
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prostorů vyššı́ch řádů se pak dostane jednoduchou iteracı́),
protože

| f (x)| ≤ const.(K1 ∗ (∇ f ))(x), x ∈ RN,

pro f hladkou.
Různá zobecněnı́ Youngovy nerovnosti lze nalézt v [40].
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4 Potencionálnı́ prostory

Domluva o označenı́: Wk
p = Wk

p(RN), resp. Wk
p(X) =

Wk
p(RN, X), 1 ≤ p < ∞, k = 0, 1, . . . , značı́ Sobolevův pros-

tor k-tého řádu reálných, resp. vektorových funkcı́.
Existuje řada způsobů jak zavést Sobolevovy prostory ne-
celého řádu. Zde se podı́váme na fourierovský přı́stup,
který je vcelku transparentnı́ (a nevyžaduje např. užitı́
spektrálnı́ teorie). Omezı́me se na mocniny operátoru I − ∆;
zájemci o spektrálnı́ přı́stup a mocniny obecného pozitivnı́ho
operátoru najdou informace např. v Triebelově knize [70],
Chapter 1. Budeme se zabývat prostory na celém RN; na
str. 103 je naznačena jedna z možnostı́, jak v tomto rámci
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uvažovat Sobolevovy prostory na oblastech.

”Tvrdé“ technické detaily týkajı́cı́ se potenciálů lze nalézt
v řadě knih věnovaných Fourierově transformaci v RN.

Je-li 0 < α < N, potom funkce ξ 7→ |ξ|α−N, ξ ∈ RN, je
lokálně integrovatelná a je to proto regulárnı́ temperovaná
distribuce. Pro tato α a f ∈ S(RN) definujeme Rieszův po-
tenciál řádu α formulı́

Iα f (x) = F−1((2π)N/2−α/2|ξ|−αF f (ξ)
)
(x), x ∈ RN.

(4.1)
Je to třeba chápat ve smyslu duality, tj.∫

RN
Iα f (x)F ϕ(x) dx =

∫
RN

((2π)N/2−α/2|x|−αF f (x)ϕ(x) dx

pro naše f a všechna ϕ ∈ S(RN). Poslednı́ identita plyne
48



ze známého vztahu pro Fourierovu transformaci funkce
|x|−α−N, totiž,

(F (|x|−α−N)(ξ) =
2α/2πN/2−α/2Γ(α/2)
|ξ|αΓ(N/2− α/2)

.

(Viz např. [67], Chapter 5.
Multiplikativnı́ konstanty zde i v dalšı́ch formulı́ch se mohou
lišit - záležı́ to na definici Fourierovy transformace. Často se
použı́vá

∫
RN exp(2πx · ξ) f (x) dx.)

Dalšı́ výpočty (viz opět např. [67]) vedou ke konvolučnı́mu
vzorci

Iα f (x) =
Γ(N/2− α/2)
πN/22αΓ(α/2)

∫
RN

f (y)
|x− y|N−α

dy, x ∈ RN.

(4.2)
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Jádro

Iα(x) =
Γ(N/2− α/2)|x|α−N

πN/22αΓ(α/2)
, x ∈ RN,

je Rieszovo jádro řádu α.
Necht’ f ∈ S(RN). Potom (−∆) f (x) = F−1(|ξ|2F ( f (ξ); x

)
,

x ∈ RN, a to vede k přirozené myšlence definovat kladné
mocniny laplaceánu takto: Pro β > 0 položı́me

(−∆)β/2 f (x) = F−1(|ξ|βF f (ξ)(ξ)
)
(x), x ∈ RN. (4.3)

Definice v (4.3) má však smysl pro každé f takové, že
|ξ|βF f (ξ) patřı́ do in S ′(RN). Čili můžeme uvažovat funkci
ξ 7→ |ξ|α pro 0 < α < N (lokálně integrovatelná in RN)
a definovat záporné mocniny laplaceánu jako

(−∆)−α/2 f (x) = F−1(|ξ|−αF f (ξ)
(
x), x ∈ RN. (4.4)
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Snadno se ukáže, že (Iα f )(x) = (2π)α/2−N/2(−∆)−α/2 f (x).
Dále, operátor (−∆)−α/2 je inverznı́ k (−∆)α/2. Čili pro
f ∈ S(RN),

f (x) = π−α(−∆−α/2)[πα(−∆)α/2 f ](x) = Iα(πα(−∆)α/2 f )(x), x ∈ RN.

Položı́me-li g = (2π)α/2−N/2(−∆)α/2 f , pak užitı́m (4.2)
dostaneme

f (x) = Iαg(x) =
πN/22αΓ(α/2)
Γ(N/2− α/2)

∫
RN

g(y)
|x− y|N−α

dy, x ∈ RN

(srv. se známou klasickou formulı́ pro potenciál, známou
z harmonické analýzy pro α = 2).
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Definujeme-li pro f ∈ S(RN) Rieszovu transformaci jako

Rj f (x) = F−1

(
−

iξ j

|ξ|F f ξ)

)
(x)

(speciálnı́ singulárnı́ integrál s Calderón-Zygmundovým jádrem,
viz např. [67], [55]), potom (známá početnı́ pravidla pro
Fourierovu transformaci), dostaneme

Rj(Dj f )(x) = F−1(ξ2
j |ξ|
−1F f (ξ)

)
(x)

a F
(

∑N
j=1 Rj(Dj f )

)
(ξ) = |ξ|F f (ξ). Tudı́ž

f (x) = F−1
(
|ξ|−1F

( N
∑
j=1

Rj(Dj f )
))

(x), x ∈ RN,
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a dostáváme reprezentačnı́ formuli

f (x) ∼ I1

( N
∑
j=1

Rj(Dj f )
)

(x), x ∈ RN.

Toto je jeden z možných klı́čů ke větám o vnořenı́ Sobolevo-
vých prostorů, protože chovánı́ operátorů v této superpozici
je známo. Operátory Rj zobrazujı́ Lp(RN) do téhož prostoru
pro 1 < p < ∞ (hluboký fakt z teorie singulárnı́ch integrál-
nı́ch operátorů) a (jak uvidı́me nı́že) I1 zobrazuje Lp(RN) do
Lq(RN), kde 1/q = 1/p− 1/N (tzv. Sobolevův exponent).

Pozor: I1 nezobrazuje Lp(RN) do sebe. To je vidět z chovánı́
u nekonečna – nenı́ integrovatelnost, takže f 7→ I1 ∗ f
for f ∈ Lp(RN) nenı́ omezené v Lp(RN). To lze napravit
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tak, že uvažujeme Besselova jádra, která se chovajı́ stejně
u počátku, ale majı́ dobré vlastnosti u nekonečna.
4.1 Věta. Necht’ 0 < α < N, 1 ≤ p < ∞, αp < N, a 1/q =
1/p− α/N. Potom Iα je slabého typu (p, q).

Jednoduchá aplikace Marcinkiewiczovy věty dává pak násle-
dujı́cı́:
4.2 Důsledek. Necht’ 0 < α < N, 1 < p < ∞, αp < N,
a 1/q = 1/p− α/N. Potom Iα je typu (p, q).

Důsledek 4.2 obsahuje klasickou Sobolevovu větu o vnořenı́.
Uvažujme funkci f ze Soboleva prostoru prvnı́ho řádu –
z hustoty C∞

0 lze předpokládat, že f ∈ C∞
0 . Užijeme známé

reprezentačnı́ formule
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f (x) =
1

|SN−1|
N
∑
j=1

∫
RN

∂ f
∂xj

(x− y)
yj

|y|N+1 dy, (4.5)

kde |SN−1| je mı́ra jednotkové sféry v RN (to plyne z věty
o střednı́ hodnotě), dostaneme, že

| f (x)| ≤ c
N
∑
j=1
I1

(∣∣∣∣∣ ∂ f
∂xj

∣∣∣∣∣
)

(x),

a jsme hotovi. Vnořenı́ pro prostory vyššı́ch řádů se
dostanou iteracı́.
Důkaz Věty 4.1. Stačı́ uvažovat jádro K(x) = |x|α−N. Fi-
xujme σ > 0 a položme K1(x) = K(x) v kouli se středem
v počátku a s poloměrem σ, a K2 = K − K1. Potom K1 ∈ L1
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a K2 ∈ Lp/(p−1), takže integrály K1 ∗ f (x) a K2 ∗ f s f ∈ Lp

existujı́ pro s.v. x ∈ RN. Chceme dokázat nerovnost slabého
typu

λq meas{x ∈ RN; |K ∗ f (x)| > λ} ≤ c‖ f ‖q
p, f ∈ Lp(RN).

(4.6)
Platı́

meas{x ∈ RN; |K ∗ f (x)| > λ}
≤ meas{x ∈ RN; |K1 ∗ f (x)| > λ/2}

+ meas{x ∈ RN; |K2 ∗ f (x)| > λ/2}.
(4.7)
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Necht’ pro jednoduchost ‖ f ‖p = 1. Pak máme

meas{x ∈ RN; |K1 ∗ f (x)| > λ/2} ≤
2p‖K1 ∗ f ‖p

p

λp

≤
2p‖K1‖

p
1‖ f ‖p

p

λp

=
2p‖K1‖

p
1

λp .

(4.8)

Normu ‖K1‖1 lze spočı́tat přı́mo – vycházı́ rovná c1σα.
Hölderova nerovnost dává

‖K2 ∗ f ‖∞ ≤ ‖K2‖p/(p−1) ‖ f ‖p ≤ ‖K2‖p/(p−1),

a z toho ‖K2 ∗ f ‖∞ ≤ c2σ−N/q s nějakou konstantou c2.
Tudı́ž ‖K2‖p/(p−1) = λ/2 pokud 2c2σ−N/q = λ/2. Fixuj-
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me takové σ. Potom ‖K2 ∗ f ‖∞ ≤ λ/2 a druhý sčı́tanec na
pravé straně (4.7) se anuluje. Kombinace (4.7) a (4.8) dává

meas{x ∈ RN; |K ∗ f (x)| > λ} ≤ c3σαpλ−p = c4λ−q

= c4

(
‖ f ‖p

λ

)q

.

Na téma konvolucı́ a vnořenı́ existuje obšı́rná literatura (viz
např. [40], [77]). Lze dokázat i ”lepšı́“ vnořenı́ (do Lorent-
zových prostorů).

Nynı́ se budeme věnovat Besselovým potenciálům. Formálně
Jα koresponduje (I − ∆)−α/2, kde ∆ je Laplaceův operátor.
Majı́ důležitou ”lifting property“: potenciálnı́ Sobolevovy pros-
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tory na RN jsou přesně isomorfnı́ kopie Lp(RN) a tento iso-
morfismus je právě Besselův potenciál odpovı́dajı́cı́ho řádu.

4.3 Definice. Necht’ s ∈ RN. Potom Besselův potenciál řádu s
je zobrazenı́ definované pro f ∈ S(RN) jako

Js f = F −1((1 + |ξ|2)s/2F ( f )
)
. (4.9)

Reference: např. [67], Chapter V.

Necht’ α > 0. Označme

gα(x) =
1

(4π)N/2Γ(α/2)∫ +∞

0
exp(−2π2|x|2/t) exp(−t)t(−N+α)/2 dt

t
.

(4.10)
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Potom (viz např. [67], [55])

Fgα(ξ) = (1 + |ξ|2)−α/2.

Je také možné dokázat, že pro 0 < α < N je

gα(x) ∼ |x|−N+α + o(|x|−N+α) u počátku, (4.11)

a že jádro gα má exponenciálnı́ klesánı́ u nekonečna,

gα(x) = O(e−c|x|) pro |x| → +∞. (4.12)

Poslednı́ dva odhady jsou klı́čové pro konvolučnı́ odhady
v Lp (a dokonce i v jemnějšı́ch škálách prostorů; to je opět
cesta k důkazu obecných vět o vnořenı́.
Pro přehlednost si to zformulujeme samostatně (důkaz lze
nalézt např. v [67] nebo v [55]).
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4.4 Proposice. Necht’ 0 < α a gα je dáno formulı́ (4.10). Potom
Fgα(ξ) = (1 + |ξ|2)−α/2, ξ ∈ RN a asymptotické chovánı́ gα

u počátku, resp. u nekonečna je dáno odhady (4.11), resp. (4.12).
4.5 Definice. Necht’ α ∈ R1, 1 < p < ∞. Potom definuje-
me potenciálnı́ isotropnı́ Sobolevův prostor Hα

p = Hα
p(RN) jako

prostor všech f ∈ S(RN) pro které existuje g ∈ Lp(RN)
taková, že f = Jαg = F −1((1 + |ξ|2)α/2Fg), s normou
‖ f ‖Hα

p(RN) = ‖g‖Lp(RN).

Prostor Hα
p se často nazývá Besselovým potenciálnı́m prostorem.

nebo prostorem Besselových potenciálů. Historické důvody
vedou k častému označenı́ Hα mı́sto Hα

2 .

Často se pı́še pouze Hα
p mı́sto Hα

p(RN).
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4.6 Poznámka. Je-li α = 0, pak triviálně Hα
p = Lp. Pokud α =

k je celé kladné čı́slo, pak Hα
p je obvyklý Sobolevův prostor.

To je snadné ukázat pro p = 2 (užije se toho, že Fourierova
transformace zobrazuje L2 spojitě na sebe.) Obecný přı́pad
je obtı́žnějšı́, lze použı́t např. vět o multiplikátorech Mich-
linova typu. Na mı́stě je také upozorněnı́ na nejednotnost
v označovánı́. Prostory Hα

p necelého řádu (tj. pro α necelé)
nesplývajı́ obecně ani množinově se Sobolevovými prostory
necelého řádu Wα

p (tzv. Sobolev-Sloboděckého prostory, viz
text v části věnované Běsovovým prostorům).

Michlinovu větu lze též použı́t ke snadnému důkazu ekvi-
valence různých norem pro p > 1, např. potenciálnı́ norma
‖ f ‖Hk

p
je ekvivalentnı́ normě ‖ f ‖p + ∑N

j=1 ‖∂
k f /∂xk

j ‖p.
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Podobně se dá snadno dokázat, že jsou ekvivalentnı́ normy

‖ f ‖(1) = ∑
|α|≤m

‖Dα f ‖p, ‖ f ‖(2) =
N
∑
j=1
‖Dm

j f ‖p,

‖ f ‖(3) =
m
∑
k=1

N
∑
j=1
‖Dk

j f ‖p, ‖ f ‖(4) = ‖ f ‖p + ∑
|α|=m

‖Dα f ‖p

a

‖ f ‖(5) = ‖ f ‖p +
N
∑
j=1
‖Dm

j f ‖p, (4.13)

a jejich varianty, kde zanedbáváme ‖ f ‖p. To lze zkombi-
novat s nerovnostmi Gagliardo-Nirenbergova typu pro inter-
mediálnı́ derivace a dostat dalšı́ ekvivalentnı́ normy, kde
jsou vynechány derivace nižšı́ch řádů.

63



Pro přehlednost zformulujme tvrzenı́ o ekvivalenci poten-
cionálnı́ch prostorů a klasických Sobolevových prostorů jako
samostatnou větu (platı́ dokonce vı́ce, totiž že jejich rovnost
nastává pouze pro celočı́selné hodnoty k).
4.7 Věta. Necht’ m je kladné celé čı́slo a 1 < p < ∞. Potom
Hm

p (RN) = Wm
p (RN).

Důkaz. Přı́mým výpočtem (induktivnı́ formule pro parciálnı́
derivace) lze jednoduše ověřit, že funkce ξ 7→ ξm

j (1 +

|ξ|2)−m/2, ξ ∈ RN, j = 1, . . . , N, splňujı́ předpoklady Mich-
linovy věty o multiplikátorech. Pro f ∈ S označme Dm

j f =
∂m f /∂xm

j . Potom
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‖Dm
j f ‖p = ‖F −1[ξm

j ((1 + |ξ|2)−m/2)((1 + |ξ|2)m/2)F ( f )]‖p

= ‖F −1[ξm
j ((1 + |ξ|2)−m/2)FF −1((1 + |ξ|2)m/2)F ( f )]‖p

= c‖F −1[ξm
j ((1 + |ξ|2)−m/2)F (JmF ( f ))]‖p

≤ c‖ f ‖Hm
p

.

Čili když f ∈ Hm
p , tak potom Dm

j f je funkce v Lp jejı́ž norma
je odhadnuta násobkem Hm

p -normy f .
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Pro obrácený odhad pišme
‖Jm f ‖p =

∥∥F −1((1 + |ξ|2)m/2F ( f )
)∥∥

p

=
∥∥∥∥F −1

(
(1 + |ξ|2)m/2

(
1 +

N
∑
j=1

η(ξ j)|ξ j|m
)

(
1 +

N
∑
j=1

η(ξ j)|ξ j|m
)−1
F ( f )

)∥∥∥∥
p
,

kde η je nezáporná C∞ funkce na RN, anulujı́cı́ se na jed-
notkové kouli a rovná 1 na {ξ; |ξ| ≥ 2}. Elementárnı́ výpočet
ukáže, že pro libovolný multiindex α platı́∣∣∣∣∣∣ ∂|α|

∂ξα1
1 . . . ∂ξαN

N

(1 + |ξ|2)m/2
(

1 +
N
∑
j=1

η(ξ j)|ξ j|m
)−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ cα

|ξ|α , ξ 6= 0,
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takže lze použı́t Michlinovu větu; dostaneme tak, že

‖Jm f ‖p ≤ c
∥∥∥∥F −1

((
1 +

N
∑
j=1

η(ξ j)|ξ j|m
)
F ( f )

)∥∥∥∥
p

≤ c‖ f ‖p + c
N
∑
j=1

∥∥∥F −1
(

η(ξ j)|ξ j|mξ−m
j F (Dm

j f )
)∥∥∥

p
.

Použijeme Michlinovu větu ještě jednou k tomu, abychom
ukázali, že funkce ξ 7→ ηj(ξ j)|ξ j|mξ−m

j je Fourierův multip-
likátor v libovolném Lp, 1 < p < ∞. Z toho

‖Jm f ‖p ≤ c‖ f ‖p + c
N
∑
j=1
‖Dm

j f ‖p

a důkaz je hotov.
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4.8 Poznámka. Dalšı́ přı́klad užitı́ Michlinovy věty: V před-
cházejı́cı́ větě jsme viděli, že se normy všech derivacı́ do řádu
řádu m − 1 dajı́ odhadnout normami nejvyššı́ch ”čistých“
derivacı́.
Ukažme si ještě jeden typický přı́pad. Pro jednoduchost
uvažujme přı́pad N = 2. Je-li D2

1 f , D2
2 f ∈ Lp, potom∥∥∥∥∥ ∂2 f

∂x1∂x2

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥F −1

(
ξ1ξ2

ξ2
1 + ξ2

2
(ξ2

1 + ξ2
2)F ( f )

)∥∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥∥F −1

(
ξ1ξ2

ξ2
1 + ξ2

2

)
∗ (D2

1 f + D2
2 f )

∥∥∥∥∥
p

.

(4.14)

Snadno se ověřı́, že funkce ξ 7→ ξ1ξ2/(ξ2
1 + ξ2

2) splňujı́
předpoklady Michlinovy věty. Takže pravá strana (4.14) je
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odhadnuta násobkem ‖D2
1 f ‖p + ‖D2

2 f ‖p. Co se týče odhadu

”čistých“ derivacı́, fixujme celé čı́slo 0 < k < m a uvažujme
např. derivace vzhledem k prvnı́ proměnné. Máme

‖D1
1 f ‖p = ‖F −1(ξ1(1 + ξ2

1)
−1) ∗ ( f + D1

1 f )‖p.

Stejný argument jako výše dá odhad ‖Dk
1 f ‖p ≤ c(‖ f ‖p +

‖Dm
1 f ‖p). Obecný přı́pad je kombinacı́ takových kroků.

Varovánı́: Odhady smı́šených derivacı́ pomocı́ čistých derivacı́
neplatı́ obecně pro p = 1 (viz např. [70]).
Obecnějšı́ problém vzniká v anisotropnı́ch prostorech. Od-
pověd’ je obzvláště geometricky názorná, když uvažujeme
libovolnou množinu N-dimenzionálnı́ch multiindexů, řek-
něme M, a předpokládáme, že Dα f ∈ Lp pro α ∈ M. Po-
tom Dβ f ∈ Lp pro všechna β, kde β jsou mřı́žové body

69



s celočı́selnými souřadnicemi, ležı́cı́ v konvexnı́m obalu
množinyM (viz např. [15]).

Interpolace v potencionálnı́ch prostorech:
4.9 Věta. Necht’ 0 < θ < 1, 1 < p1, p2 < ∞ a s1, s2 ∈ R1.
Potom [Hs1

p1, Hs2
p2]θ = Hs

p, kde s = (1 − θ)s1 + θs2 a 1/p =
(1− θ)p1 + θp2.

Dalšı́ dvě věty dávajı́ informaci o vztahu potencionálnı́ch
a Běsovových prostorů.
Reference: [12] a [70].
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4.10 Věta. Platı́ následujı́cı́ vnořenı́:

(i) Bs
p 1(RN) ↪→ Hs

p(RN) ↪→ Bs
p ∞(RN) pro všechna s ∈ R1

a všechna 1 ≤ p ≤ ∞
(ii) Bs

p p(RN) ↪→ Hs
p(RN) ↪→ Bs

p 2(RN) pro všechna s ∈ R1

a všechna p ∈ (1, 2]
(iii) Bs

p 2(RN) ↪→ Hs
p(RN) ↪→ Bs

p p(RN) pro všechna s ∈ R1

a všechna p ∈ [2, ∞].
4.11 Věta. Necht’ 0 < θ < 1. Potom

(i) (Hs1
p (RN), Hs2

p (RN))θ,q = Bs
p q(RN) pro všechna s1, s2 ∈

R1, s1 6= s2, 1 ≤ p, q ≤ ∞, kde s = (1− θ)s1 + θs2

(ii) (Hs
p1

(RN), Hs
p2

(RN))θ,p = Hs
p(RN) pro všechna s ∈ R1,

1 ≤ p1, p2 ≤ ∞, kde 1/p = (1− θ)/p1 + θ/p2.
71



4.12 Věta. Necht’ 0 < s < 1, 1 < p < ∞. Potom

(Ws
p(RN), W1

p(RN))η,p = Bs1
p p(RN)

pro s1 = (1− η)s + η.
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5 Běsovovy a Lizorkin-Triebelovy prostory

5.1 ”Klasická“ definice

Z hlediska vývoje teorie se prostory s necelými derivacemi
objevily při studiu stop na hranici oblasti. To vedlo k po-
někud nepřehledné situaci, nebot’ stopy sice patřı́ do pros-
torů s necelými derivacemi, ale obecně to nejsou prostory
Besselových potenciálů.
Je-li f ∈ C∞(Ω) ∩Wk

p(Ω) (přitom Ω necht’ je dostatečně
hladká), potom je snadné dokázat, že f ∈ Lp(∂Ω) a že
operátor této restrikce je omezený pro všechna 1 ≤ p <
∞. Čili tato restrikce může být jednoznačně rozšı́řena na
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celé Wk
p(Ω) (z hustoty), a tento operátor budeme nazývat

operátor stop.
Nicméně bychom rádi věděli vı́ce, speciálně to, kdy lze funkci
z Lp(∂Ω), která je stopou funkce z Wk

p(Ω), prodloužit dovnitř
oblasti. Zde se objevujı́ Sobolev-Sloboděckého prostory.
Reference: Gagliardo [23], Sloboděckij [63], [64], Besov [13],
[14]. Sobolev-Sloboděckého prostory jsou speciálnı́m přı́pa-
dem Běsovových prostorů.
5.1 Definice. Necht’ s > 0 je necelé a necht’ [s] značı́ celou
část s. Necht’ 1 ≤ p ≤ ∞ a Ω je oblast v RN. Předpokládejme
takovou regularitu ∂Ω, která umožňuje definovat integrál na
∂Ω. Potom Sobolev-Sloboděckého prostor Ws

p(Ω) je definován
jako lineárnı́ prostor všech funkcı́ f ∈ Lp(RN) takových, že
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‖ f ‖Ws
p(RN) = ‖ f ‖Lp(RN)

+ ∑
|α|=[s]

(∫
Ω

∫
Ω

|Dα f (x)− Dα f (y)|p

|x− y|(s−[s])p+N
dxdy

)1/p
< +∞

(přı́slušná modifikace pro p = ∞). Přitom dxdy zde označuje
integrovánı́ vzhledem k plošné mı́ře na ∂Ω.

Základnı́ věta o stopách: Pro s > 1/p, 1 < p < ∞ a k ≥ 1
celé, je prostor stop funkcı́ z Wk

p(Ω) (Ω dostatečně hladká)

právě Wk−1/p
p (∂Ω). (Pozor: Situace pro p = 1 je v jistém

smyslu singulárnı́. Stopy funkcı́ z W1,1(Ω) jsou L1, přičemž
operátor stop je spojitý, ale libovolný operátor rozšı́řenı́ z L1
do W1,1(Ω) spojitý nenı́ – viz [23] a [51]).
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Označenı́: Pro h ∈ RN necht’ Th je operátor translace defino-
vaný jako Th f (x) = f (x + h). Definujme

∆1
h f (x) = ∆h f (x) = f (x + h)− f (x) = (Th− id) f (x),

operátor diference prvnı́ho řádu; diference vyššı́ho řádu jsou
definovány induktivně jako

∆r
h f (x) = ∆h(∆r−1

h f )(x), r = 1, 2, . . . .

Je Tk
h f (x) = Tkh f (x) = f (x + kh). Zřejmě také

∆r
h f (x) = (Th− id)r f (x) =

r
∑
k=0

(
r
k

)
(−1)r−kThk f (x).
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Necht’ f ∈ Lp,loc(RN) pro nějaké p ∈ [1, ∞]. Potom definu-
jeme Lp-modul spojitosti v průměru jako

ωr
p( f , t) = sup

|h|≤t
‖∆r

h f ‖p.

Funkce t 7→ ωr
p( f , t) je neklesajı́cı́, splňuje ωr

p( f , 2t) ≤
2r‖ f ‖p a ωr

p( f , 2t) ≤ 2rωr
p( f , t) (plyne snadno z definice).

5.2 Definice. Necht’ s > 0 a necht’ r je libovolné kladné
čı́slo, r > s. Necht’ 1 ≤ p, q ≤ ∞. Potom Běsovův prostor
Bs

p q = Bs
p q(RN) je definován jako lineárnı́ množina všech

f ∈ Lp(RN) s konečnou normou
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‖ f ‖Bs
p q

=


‖ f ‖p +

(∫ +∞

0
[t−sωr

p( f , t)]q
dt
t

)1/q
, pro q < ∞

‖ f ‖p + sup
t>0

t−sωr
p( f , t), pro q = ∞.

(5.1)
Prostory Bs

p p = Bs
p p(RN) se obvykle nazývajı́ Sobolev-

Sloboděckého prostory.
Pro 0 < s < 1 a p = q = ∞ jsou výsledkem Hölderovy prostory
řádu s.
Pro s < 0 a 1 < p, q < ∞ položı́me Bs

p q = B−s
p′ q′, kde p′ =

p/(p− 1) a q′ = q/(q− 1).
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5.3 Poznámka. Protože ωr
p( f , 2t) ≤ 2rωr

p( f , t), je jasné, že
při nahrazenı́ supt>0 výrazem sup0<t<1 dostaneme ekviva-
lentnı́ normu.
Za druhé: lze nahradit modul spojitosti normami přı́slušných
diferencı́.
Za třetı́: Aby byla definice korektnı́, je potřeba ukázat, že
r > s lze opravdu vybrat libovolně. To nenı́ zcela jednoduché
a visı́ to na o sobě zajı́mavých nerovnostech pro diference
a moduly spojitosti, které se obvykle nazývajı́ Marchaudovy
nerovnosti.
Konečně: Restrikce p, q > 1 nenı́ podstatná, lze uvažovat li-
bovolná kladná p a q; obecně se tak dostanou quasinormy.

Reference: monografie [15], [11], [70], [12].
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Uved’me si základnı́ věty o vnořenı́:
5.4 Věta. Necht’ s2− N/p1 = s1− N/p1, s1, s2 > 0, 1 ≤ p1 <
p2 ≤ ∞ a 1 ≤ q ≤ ∞. Potom Bs2

p2 q ↪→ Bs1
p1 q.

Speciálně máme:
5.5 Věta. Necht’ k je kladné celé čı́slo. Potom

Bk
p p ↪→Wk

p ↪→ Bk
p 2 pro 1 < p ≤ 2, (5.2)

Bk
p 2 ↪→Wk

p ↪→ Bk
p p pro 2 ≤ p < ∞. (5.3)

Speciálně Wk
2 = Bk

2 2.
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5.2 Fourierovský přı́stup

Necht’ g je nezáporná C∞-funkce v RN, s nosičem v {ξ ∈
RN; |ξ| ≤ 2} a taková, že g(ξ) = 1 pro |ξ| ≤ 1. Definujeme

g0(ξ) = g(ξ), ξ ∈ RN,

a teleskopickou posloupnost

gj(ξ) = g(2−jξ)− g(2−j+1ξ), j = 1, 2, . . . .

Potom

supp gj ⊂ {ξ ∈ RN; 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}
a

+∞

∑
j=0

gj(ξ) = 1.
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Posloupnost {gj}+∞
j=0 je hladký (dyadický ) rozklad jednotky .

Poznamenejme, že v hořejšı́ sumě jsou nanejvýš dva
nenulové členy pro každé pevné ξ ∈ RN.
Nynı́ definujme funkce ϕk ∈ S(RN) pomocı́ jejich Fouriero-
vých transformacı́ jako

(F ϕj)(ξ) = gj(ξ) j = 0, 1, 2, . . . .

Je

suppF (ϕk) = {ξ; 2k−1 ≤ |ξ| ≤ 2k+1}, k = 1, 2, . . . ,

a

suppF (ϕ0) = {ξ; |ξ| ≤ 2}.
Jinými slovy, když položı́me h(ξ) = g(ξ) − g(2ξ), ξ ∈ RN,
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potom
F (ϕk; ξ) = h(2−kξ), ξ ∈ RN, k = 1, 2, . . . , (5.4)

h je nezáporná, patřı́ do D(RN) a má nosič v {ξ; 2−1 ≤
|ξ| ≤ 2}.
5.6 Poznámka. Dekompozice s podobnými vlastnostmi hrajı́
klı́čovou roli v modernı́ teorii prostorů funkcı́.
Funkce, jejichž Fourierův obraz má kompaktnı́ nosič (to platı́
pro ϕk ∗ f z definice Běsovova prostoru výše), majı́ jednu
zajı́mavou vlastnost.
5.7 Věta (Nikol’ského nerovnost). Necht’ b > 0, 1 ≤ p ≤ q ≤
∞. Potom existuje c > 0 takové, že

‖Dαg‖q ≤ cb|α|+N(1/p−1/q)‖g‖p (5.5)

pro všechna g ∈ S(RN) taková, že suppF (g) ⊂ {ξ; |ξ| ≤ b}.
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Obecné Běsovovy a Lizorkin-Triebelovy prostory:

5.8 Definice.

(i) Necht’ 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ a s ∈ R1. Potom
Běsovův prostor Bs

p q = Bs
p q(RN) je lineárnı́ množina všech

f ∈ S ′(RN) s konečnou normou

‖ f ‖Bs
p q

=
(+∞

∑
k=0

2ksq‖ϕk ∗ f ‖q
Lp

)1/q
(5.6)

pro q < ∞ a s konečnou normou

‖ f ‖Bs
p ∞

= sup
k

2ks‖ϕk ∗ f ‖Lp (5.7)

pro q = ∞.
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(ii) Necht’ 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ a s ∈ R1. Potom Lizorkin-
Triebelův prostor Fs

p q = Fs
p q(RN) je lineárnı́ množina všech

f ∈ S ′(RN) s konečnou normou

‖ f ‖Fs
p q

=
∥∥∥∥(+∞

∑
k=0

2ksq|(ϕk ∗ f )(x)|q
)1/q∥∥∥∥

Lp

(5.8)

s analogickou modifikacı́ v přı́padě q = ∞.

5.9 Poznámka. V literatuře se často najde označenı́ `s
q(Lp)

a Lq(`s
p) pro prostory posloupnostı́ funkcı́ ak = ak(x) se

smı́šenou normou; např. ‖ak‖`s
q(Lp) = ‖ 2sk‖ak(x)‖Lp ‖`q

.
Užijeme-li toto označenı́ pro {ϕk ∗ f }, máme napřı́klad
‖ f ‖Bs

p q
= ‖ϕk ∗ f ‖`s

q(Lp) apod.

85



5.3 Základnı́ věty o vnořenı́ a interpolaci

Označenı́ pro Hölderovy prostory: Pro kladné celé k > 0 je
Ck(RN) uzávěr S(RN) v normě
‖ f ‖Ck = max|α≤k| supx∈RN |Dα f (x)|.

Jestliže κ > 0 nenı́ celé, pak pišme κ = [κ] + {κ}, kde [κ]
je celá část κ (čili 0 < {κ} < 1). Potom Hölderův prostor
Cκ(RN)je lineárnı́ množina všech f ∈ C[κ](RN) s konečnou
normou ‖ f ‖Cκ rovnou

‖ f ‖C[κ] + ∑
|α|=[κ]

sup
x 6=y

|Dα f (x)− Dα f (y)|
|x− y|{κ}

.

Je všeobecně známo, že Cκ(RN) je Banachův prostor.
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Poznamenejme že pro necelé κ je prostor Cκ(RN) roven
Zygmundovu prostoru Cκ, což je lineárnı́ množina všech f ∈
C[κ]−(RN), kde κ = [κ]− + {κ}+, [κ]− je celé a {κ}+ ∈
(0, 1], které majı́ konečnou normu ‖ f ‖Cκ rovnou

‖ f ‖C[κ]−+ ∑
|α|=[κ]−

sup
x 6=y

|Dα f (x)− 2Dα((x + y)/2) + Dα f (y)|
|x− y|{κ}+

.

5.10 Věta. Platı́ následujı́cı́ vnořenı́:

(i) Necht’ 1 < p1 ≤ p2 < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ a r, s ∈ R1 splňujı́

s− N
p1

= r− N
p2

, (5.9)

potom
Bs2

p2 q(RN) ↪→ Bs2
p1 q(RN).
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(ii) Jestliže 1 < p1 ≤ p2 < ∞, 1 < q < ∞ a r, s ∈ R1 splňujı́
(5.9), potom

Fs2
p2 q(RN) ↪→ Fs2

p1 q(RN).

(iii) Necht’ 1 < p < ∞ a κ ≥ 0. Potom

Bκ+N/p
p 1 (RN) ↪→ Cκ(RN) a Bκ+N/p

p 1 (RN) ↪→ Cκ(RN).

(iv) Necht’ 1 < p, q < ∞ a necht’ κ je necelé. Potom

Fκ+N/p
p q (RN) ↪→ Cκ(RN).

5.11 Věta. Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́:

(i) Prostory Bs
p q(RN) a Fs

p q(RN) jsou úplné pro všechny hodnoty
s ∈ R1, 1 ≤ p, q ≤ ∞.

(ii) Je-li s1 < s2 a 1 ≤ p, q ≤ ∞, pak Bs2
p q(RN) ↪→ Bs1

p q(RN).
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(iii) Je-li s ∈ R1, 1 < p < ∞ a 1 ≤ q < ∞, pak (Bs
p q(RN))′ =

B−s
p′ q′(RN).

(iv) Je-li s ∈ R1, 1 ≤ p ≤ ∞ a 1 ≤ q1 < q2 ≤ ∞, pak
Bs

p q1
(RN) ↪→ Bs

p q2
(RN).

(v) Pro k = 0, 1, 2, . . . je Bk
2 2(RN) = Wk

2(RN). To platı́ právě pro
tuto speciálnı́ volbu parametrů k, p a q.

(vi) Pro k = 0, 1, 2, . . . a pro 1 < p < ∞ je Fk
p 2(RN) = Wk

p(RN).

(vii) Je-li s ∈ R1 a 1 < p < ∞, pak Bs
p p(RN) = Fs

p p(RN).
Speciálně pro necelé s > 0 je Fs

p p(RN) roven Sobolev-
Sloboděckému prostoru Ws

p(RN).
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5.12 Věta. Necht’ s ∈ R1 a 1 < p < ∞. Potom

Bs
p q(RN) ↪→ Fs

p q(RN) ↪→ Bs
p p(RN) pro všechna 1 < q ≤ p.
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Základnı́ interpolačnı́ vlastnosti (v dalšı́m formálně klademe
1/∞ = 0):
5.13 Věta. Necht’ 0 < θ < 1. Potom

(i) (Bs1
p q1(RN), Bs2

p q2(RN))θ,q = Bs
p q(RN)

pro všechna s1, s2 ∈ R1, s1 6= s2, 1 < p ≤ ∞ a 1 ≤ q1, q2 ≤
∞, kde s = (1− θ)s1 + θs2,

(ii) (Bs1
p1 q1(RN), Bs2

p2 q2(RN))θ,q = Bs
p q(RN)

pro všechna s1, s2 ∈ R1, 1 ≤ q1, q2 < ∞, 1 < p1, p2 < ∞,
p1 6= p2 a 1 ≤ q1, q2 < ∞, kdykoliv 1/p = (1− θ)/p1 +
θ/p2 = 1/q = (1− θ)/q1 + θ/q2,

(iii) [Bs1
p1 q1(RN), Bs2

p2 q2(RN)]θ = Bs
p q(RN)

pro všechna s1, s2 ∈ R1, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, 1 ≤ p1, p2 ≤ ∞, kde
p je jako v (ii) a 1/q = (1− θ)/q1 + θ/q2.
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5.14 Věta. Necht’ 0 < θ < 1. Potom

(i) (Fs1
p1 q1(RN), Fs2

p2 q2(RN))θ,p = Fs
p p(RN) = Bs

p p(RN)
pro všechna s1, s2 ∈ R1, s1 6= s2, 1 < p1, p2, q1, q2 < ∞, kde
s = (1− θ)s1 + θs2 a 1/p = (1− θ)/p1 + θ/p2,

(ii) (Fs
p1 q1

(RN), Fs
p2 q2

(RN))θ,p = Fs
p q(RN)

pro všechna s1, s2 ∈ R1, 1 < q1, q2 < ∞, 1 < p1, p2 < ∞,
p1 6= p2, kdykoliv 1/p = (1− θ)/p1 + θ/p2 = 1/q = (1−
θ)/q1 + θ/q2,

(iii) (Fs
p1 q(RN), Fs

p2 q(RN))θ,p = Fs
p q(RN)

pro všechna s ∈ R1, 1 < q < ∞ a 1 < p1, p2 < ∞, p1 6= p2,
kde 1/p = (1− θ)/p1 + θ/p2,

(iv) [Fs1
p1 q1(RN), Fs2

p2 q2(RN)]θ = Fs
p q(RN)
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pro všechna s1, s2 ∈ R1, 1 < p1, p2, q1, q2 < ∞, kde s =
(1 − θ)s1 + θs2, 1/p = (1 − θ)/p1 + θ/p2 a 1/q = (1 −
θ)/q1 + θ/q2.

5.15 Poznámka. Ne všechny kombinace parametrů v pře-
dešlých větách jsou možné. Důvod je ten, že prostory užité
v definici B- a F-prostorů nejsou uzavřené vůči reálné inter-
polaci. Je potřeba škály rozšı́řit tak, že mı́sto Lebesgueových
prostorů se uvažujı́ Lorentzovy prostory.

Jednoduše vycházı́ dualita těchto prostorů:
5.16 Věta. (i) Necht’ s ∈ R1, 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞,
p′ = p/(p − 1) a q′ = q/(q − 1) (q′ = ∞ if q = 1). Potom
(Bs

p q(RN))′ = B−s
p′ q′(RN).

(iii) Necht’ s ∈ R1, 1 < p < ∞, p′ = p/(p − 1)
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a necht’ B̃s
p ∞(RN) značı́ uzávěr D(RN) v Bs

p ∞(RN). Potom
(B̃s

p ∞(RN))′ = B−s
p′ 1(RN).

(iii) Necht’ s ∈ R1, 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞, p′ = p/(p− 1)
a q′ = q/(q− 1). Potom (Fs

p q(RN))′ = F−s
p′ q′(RN).
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5.17 Poznámka. Poslednı́ rovnosti ve Větě 5.11 jsou velmi
pozoruhodné. Když k = 0, tak platı́ Wk

2 = L2 (až na ekvi-
valenci norem), tedy

‖ f ‖2 ∼
(+∞

∑
k=0

∫
RN

((ϕk ∗ f )(x))2 dx
)1/2

.

Dále, pro libovolné 1 < p < ∞,

‖ f ‖p ∼
(∫

RN

(+∞

∑
k=0

((ϕk ∗ f )(ξ))2
)p/2

dξ

)1/p
.

Poslednı́ dvě ekvivalence jsou nerovnosti Littlewood-Pólyova
typu. Tyto nerovnosti se samozřejmě objevily dřı́ve než
obecné definice v předcházejı́cı́m textu a byly právě pro-
středkem a inspiracı́ k tomuto obecnému přı́stupu.
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5.18 Poznámka. Existuje mnoho typů anisotropnı́ch pros-
torů, soustavný výklad je věnován prostorům se smı́šenou
normou a anisotropiı́ pro ”čisté“ derivace (Nikol’skij a
dalšı́, viz např. [15]) a prostorům s dominujı́cı́mi smı́šenými
derivacemi (Schmeisser a Triebel, viz [60]).

Některé speciálnı́ typy našly významné užitı́ v PDR, např.
prostory, kde je dán scalar pα ∈ (1, ∞) pro každé |α| ≤ m
a předpokládá se, že Dα ∈ Lpα, viz práce Troisiho [73], [74]
kolem roku 1970.
Zajı́mavé jsou redukované Sobolevovy prostory zavedené Adam-
sem [2] a studované nezávisle též Amanovem [4] – uva-
žujı́ se jenom některé smı́šené derivace. Např. pro k ≤ N
uvažujeme pouze ty multiindexy |α| ≤ k, které αi ≤ 1.
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Velice překvapujı́cı́ vlastnostı́ těchto prostorů je to, že pro
ně platı́ věta pro vnořenı́, ve které figuruje tentýž cı́lový
prostor jako ve standardnı́ Sobolevově větě. Znamená to
tedy, že předpoklady Sobolevovy věty mohou být zeslabeny.
Obecněji můžeme uvažovat prostory, kde Dα f ∈ Lp pro
α ∈ M, kde M je nějaká podmnožina N-dimenzionálnı́ch
multiindexů délky nanejvýš k, kp < N. Výsledný zobecněný
Sobolevův prostor označme třeba WM

p . Zdá se, že v tomto
směru neexistuje ucelená teorie. Napřı́klad je zajı́mavý
problém nutných a postačujı́cı́ch podmı́nek pro M, které dajı́
tentýž cı́lový prostor pro vnořenı́, který figuruje ve stan-
dardnı́ větě o vnořenı́, tj. WM

p ↪→ Lq, kde 1/q = 1/p− k/N.
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Poznámka: Současná teorie prostorů funkcı́ použı́vá pro
zavedenı́ obecných prostorů i dalšı́ dekompozičnı́ metody
– rozklady pomocı́ ”molekul“ nebo ”atomů“, užitı́ teorie
waveletů a dalšı́ modernı́ analytické prostředky. Smyslem
těchto definic je v prvnı́ řadě rozklad do jakýchsi ele-
mentárnı́ch bloků, tj. jednoduchých základnı́ch funkcı́, se
kterými se potom pracuje mnohem snadněji než s globálnı́
definicı́.
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6 Prostory na oblastech

6.1 Geometrické vlastnosti hranice oblasti

Necht’ Ω je oblast v RN, pro jednoduchost omezená.
Necht’ B ⊂ RN je uzavřená koule a necht’ x ∈ RN \ B.
Omezený kužel s vrcholem x je množina {z ∈ RN; z =
(1− θ)x + θy, θ ∈ [0, 1], y ∈ B}.

V literatuře existuje řada definic (pěkný přehled lze nalézt
třeba v [1], některá zobecněnı́ pak v [15]):

(i) Ω majı́cı́ vlastnost úsečky
(ii) Ω majı́cı́ vlastnost (vnitřnı́ho nebo vnějšı́ho kužele)
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(iii) Ω majı́cı́ uniformnı́ vlastnost (vnitřnı́ho nebo vnějšı́ho
kužele)

(iv) Ω majı́cı́ lipschitzovskou hranici
(v) a dalšı́ (podmı́nka rohu, hrotu).

Lipschitzovská hranice znamená, že ∂Ω lze lokálně popsat
jako graf lipschitzovské funkce.

Mezi těmito vlastnostmi existujı́ zajı́mavé vztahy, např.
Gagliardo dokázal, že každá oblast s vlastnostı́ kužele
se dá napsat jako sjednocenı́ translacı́ konečně mnoha
rovnoběžnostěnů. Tento překvapivý fakt je založen na
následujı́cı́ větě:
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6.1 Věta (Gagliardo). Necht’ Ω ⊂ RN je omezená oblast
s vlastnostı́ kužele a ε > 0. Potom existujı́ otevřené množiny
Ω1, . . . , ΩK tak, že Ω =

⋃K
k=1 Ωk a pro každé k = 1, . . . , K

existuje Hj ⊂ Ωk s diametrem menšı́m než ε a otevřený
rovnoběžnostěn Pk s jednı́m vrcholem v počátku tak, že Ωk =⋃

x∈Hk
(x + Pk). Dále, je-li ε dostatečně malé, pak každá z množin

Ωk, k = 1, . . . , K, má lipschitzovskou hranici.

6.2 Rozšı́řenı́ a prostory na oblastech

V literatuře lze najı́t řadu tvrzenı́ o rozšiřovánı́ pro oblasti
s hladkou hranicı́ (založené např. na myšlence zrcadlenı́
atd.). Základnı́m problémem je: Definujeme-li prostor na
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oblasti jako faktorprostor prostoru na celém RN modulo
rovnost na dané oblasti a lze-li v daném prostoru na oblasti
definovat normu přı́mo, dostáváme tytéž prostory?
Elementárnı́ úvahou dostaneme, že k tomu stačı́ existence
rozšiřovacı́ho operátoru z dané oblasti na celé RN.

Jones [33] nalezl v přı́padě p = 2 nutnou a postačujı́cı́
podmı́nku na rovinnou oblast pro to, aby měla vlastnost
rozšı́řenı́ (tzv. ε-δ-vlastnost).

Calderón [18] zkonstruoval operátor rozšı́řenı́ pro oblasti
s modifikovanou vlastnostı́ kužele (speciálně tedy pro oblasti
s lipschitzovskou hranicı́) pro 1 < p < ∞. Důkaz je založen
na Calderón-Zygmundově teorii singulárnı́ch integrálnı́ch
operátorů. Operátor přitom závisı́ na m a p. Stein toto tvrzenı́
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vylepšil v tom smyslu, že platı́ uniformně pro m > 0 a p ≥ 1.
Rychkov [54] se zasloužil o podstatný pokrok v této oblasti
před několika léty, když zobecnil tzv. Calderónovu repro-
dukčnı́ formuli a sestrojil univerzálnı́ rozšiřovacı́ operátor
nezávislý na hladkosti prostoru.

6.2 Věta. Necht’ s ∈ R1, 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ (p <
∞ v přı́padě Lizorkin-Triebelova prostoru) a necht’ Ω ⊂ RN

je omezená oblast s lipschitzovskou hranicı́. Potom existuje uni-
verzálnı́ rozšı́řenı́ z Bs

p q(Ω), resp. Fs
p q(Ω) do Bs

p q(RN), resp. do
Fs

p q(RN).

Důležitým důsledkem je univerzálnı́ možnost odvozovánı́
vlastnostı́ prostorů na lipschitzovských oblastech z vlastnostı́
prostorů na celém RN.
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Objasnı́me si to na jednoduchém přı́kladě. Mějme prostory
X(RN) a Y(RN) a předpokládejme, že Y(RN) ↪→ X(RN).
Předpokládejme, že existuje omezený lineárnı́ operátor E,
který zobrazuje X(Ω) do X(RN) a Y(Ω) do Y(RN) tak, že
restrikce E f je rovna f s.v. na Ω (operátor rozšı́řenı́) a dále,
že ‖ f ‖Y(Ω) ≤ ‖ f ‖Y(RN) (to je napřı́klad typicky triviálně
splněno, když norma v Y-prostorech je na Ω a na RN dána
analogickou analytickou formulı́). Potom Y(Ω) ↪→ X(Ω), což
ihned plyne z odhadů

‖ f ‖Y(Ω) ≤ ‖E f ‖Y(RN)
≤ c‖E f ‖X(RN) (předpokládáme vnořenı́)
≤ c‖E‖‖ f ‖X(Ω) (z předpokladu o omezenosti E).

104



Reference

[1] Adams R. A. Sobolev Spaces. Academic Press, New York 1975.

[2] Adams R. A. Reduced Sobolev inequalities. Canad. Math. Bull. 31,
159–167, 1988.

[3] Agmon S., Douglis A. and Nirenberg L. Estimates near boundary
for solutions of elliptic partial differential equations satisfying general
boundary conditions. I. Comm. Pure Appl. Math. 12, 623–727, 1959.
Part II. Comm. Pure Appl. Math. 17, 35–92, 1964

[4] Amanov T. I. Spaces of Differentiable Functions with Dominating
Mixed Derivatives (in Russian). Nauka Kaz. SSR, Alma-Ata 1976.

[5] Amann H. Linear and Quasilinear Parabolic Problems. Vol. 1,
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