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Základńı úmluvy a označeńı

(i) N je množina přirozených č́ısel (mezi něž nezahrnujeme nulu).

(ii) R je množina reálných č́ısel, R+ = (0,∞).

(iii) Je-li −∞ < a < b < ∞, pak [a, b] znač́ı uzavřený interval {t∈R : a ≤ t ≤ b} a (a, b)
je otevřený interval {t∈R : a < t < b}. Př́ıslušné polouzavřené (resp. polootevřené
intervaly znač́ıme [a, b) a (a, b]. Ve všech těchto př́ıpadech nazýváme body a, b
krajńı body intervalu. V př́ıpadě a = b∈R ř́ıkáme, že interval [a, b] degeneruje na
jednobodovou množinu a ṕı̌seme [a, b] = [a]. Budeme též už́ıvat obvyklé značeńı Io

pro vnitřek intervalu I. Je-li I interval (uzavřený resp. otevřený resp. polootevřený)
s krajńımi body a, b znač́ıme symbolem |I| = |b− a| jeho délku (|[a]| = 0).

(iv) Konečný systém bod̊u D = {α0, α1, . . . , αm} intervalu [a, b] nazveme děleńım inter-
valu [a, b], jestliže plat́ı a = α0 < α1 < · · · < αm = b. Množinu všech děleńı intervalu
[a, b] znač́ıme D [a, b]. Je-li D∈D [a, b], pak jeho elementy zpravidla znač́ıme αi. Pro
dané děleńı D = {α0, α1, . . . , αm}, znač́ıme ν(D) = m a |D| = maxi=1,2,...,ν(d)(αi −
αi−1). Bude-li to výhodné, budeme též děleńı D intervalu [a, b] chápat jako systém
podinterval̊u {Ij; j = 1, 2, . . . , ν(D)} takových, že plat́ı

ν(D)⋃
j=1

Ij = [a, b], přičemž Io
j ∩ Io

k = ∅ jakmile j 6= k.

Jestliže děleńı D′ a D′′ ∈D [a, b] jsou taková, že všechny elementy z D′ jsou obsaženy
v D′′, ř́ıkáme, že D′′ je zjemněńı děleńı D′ a znač́ıme D′ ⊂ D′′.

(v) Dvojici (D, ξ)∈D [a, b]×Rν(D) nazveme rozš́ıřeným děleńım intervalu [a, b], jestliže
plat́ı

αi−1 ≤ ξi ≤ αi pro všechna i = 1, 2, . . . , ν(D).

Množinu všech rozš́ı̌rených děleńı intervalu [a, b] znač́ıme P [a, b].

(vi) Pro libovolné funkce f : [a, b] → R a g : [a, b] → R a reálné č́ıslo λ součtem f + g
funkćı f a g rozumı́me funkci (f +g)(t) = f(t)+g(t), t∈ [a, b], a násobek λ f funkce
f č́ıslem λ je funkce (λf)(t) = λf(t), t∈ [a, b].

(vii) Pro libovolnou funkci f : [a, b] → R znač́ıme

‖f‖ = sup
t∈ [a,b]

|f(t)|.

(Neńı-li funkce f ohraničená na intervalu [a, b], pak je ovšem ‖f‖ = ∞.)
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vi Úmluvy a označeńı

(ix) C[a, b] je prostor reálných funkćı spojitých na intervalu [a, b] a zobrazeńı

f ∈C[a, b] → ‖f‖

definuje normu na C[a, b].

(x) L1 [a, b] je prostor reálných funkćı integrovatelných (ve smyslu Lebesgueově) na in-
tervalu [a, b] (s rovnost́ı f = g ∈L1 [a, b] ⇐⇒ f(x) = g(x) s.v. na [a, b])) a zobrazeńı

f ∈L1 [a, b] → ‖f‖1 =

∫ b

a

|f(t)| dt

definuje normu na L1 [a, b].

(xi) Pro danou množinu M ⊂ R symbolem χM znač́ıme jej́ı charakteristickou funkci, tj.
funkci R → {0, 1} definovanou předpisem:

χM(t) =

{
1 pro t∈M,

0 pro t /∈M.

(xii) Jestliže f : [a, b] → R, t∈ [a, b) a s∈ (a, b] a jestliže existuj́ı konečné jednostranné
limity limτ→t+ f(τ) a limτ→s− f(τ), pak znač́ıme

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ), f(s−) = lim
τ→s−

f(τ),

∆+f(t) = f(t+)− f(t), ∆−f(s) = f(s)− f(s−),

∆f(x) = f(x+)− f(x−) pro x∈ (a, b).

Dále, budeme už́ıvat následuj́ıćı úmluvu:

f(a−) = f(a), f(b+) = f(b), ∆−f(a) = ∆+f(b) = 0.



Kapitola 1

Funkce s konečnou variaćı.

Výklad v této kapitole se oṕırá zejména o monografie V. Jarńıka Diferenciálńı počet II
[3, Kapitola V] a Integrálńı počet II [4, Kapitola V] a dále o odstavec II.6 v monografii
T.H.Hildebrandta Theory of Integration [1] a kapitolu XIII v monografii Š. Schwabika
Integrace v R (Kurzweilova teorie) [6].

1.1 . Definice. Pro danou funkci f : [a, b] → R a děleńı D intervalu [a, b],

D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b],

definujeme

V (f, D) =

ν(d)∑
j=1

|f(αj)− f(αj−1)| (1.1)

a

var b
a f = sup

D∈D [a,b]

V (f, D). (1.2)

Je-li a = b, definujeme var b
a f = var a

a f = 0. Veličinu var b
a f nazýváme variace funkce f

na intervalu [a, b]. Je-li var b
a f < ∞, ř́ıkáme, že funkce f má konečnou variaci na [a, b].

Množinu funkćı s konečnou variaćı na [a, b] znač́ıme BV[a, b].

1.2 . Cvičeńı. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti variace a funkćı s konečnou variaćı.

(i) Pro každou funkci f : [a, b] → R plat́ı var b
a f ≥ 0.

(ii) Pro libovolné dvě funkce f1, f2 : [a, b] → R a reálné č́ıslo c plat́ı

var b
a (f1 + f2) ≤ var b

a f1 + var b
a f2 a var b

a (c f1) = |c| var b
a f1.

(iii) Je-li [c, d] ⊂ [a, b], pak pro každou funkci f : [a, b] → R plat́ı

|f(d)− f(c)| ≤ var d
c f ≤ var b

a f.

(iv) Pro každou funkci f ∈BV[a, b] plat́ı |f(x)| ≤ ‖f‖ ≤ ‖f‖BV na [a, b]. (Každá funkce
f ∈BV[a, b] je tedy ohraničená na [a, b].)

(v) var b
a f = 0 ⇐⇒ f(x) ≡ f(a) na [a, b].
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2 Funkce s konečnou variaćı

(vi) Zavedeme-li pro funkce z množiny BV[a, b] obvyklým zp̊usobem operace sč́ıtáńı a
násobeńı skalárem (viz 0.(vi)), stane se lineárńım normovaným prostorem vzhledem
k těmto operaćım a vzhledem k normě ‖.‖BV definované předpisem

f ∈BV[a, b] → ‖f‖BV = |f(a)|+ var b
a f.

(vii) Pro každou funkci f monotonńı na [a, b] plat́ı var b
a f = |f(b)− f(a)|.

(viii) Pro libovolná děleńı D′ a D′′ intervalu [a, b] taková, že D′′ ⊂ D′ a libovolnou funkci
f : [a, b] → R je V (f,D′′) ≤ V (f,D′).

(ix) var b
a f = d∈R ⇐⇒ (∀ε > 0 ∃Dε ∈D [a, b] : Dε ⊂ D =⇒ d− ε ≤ V (f, D) ≤ d).

(x) var b
a f = ∞ ⇐⇒ (∀K > 0∃DK ∈D [a, b] : V (f, DK) ≥ K).

(xi) Pro libovolné děleńı D0 ∈D [a, b] plat́ı var b
a f = supD⊃D0

V (f,D).

(xii) Dokažte Větu 1.3.

1.3 . Věta. Pro každé c∈ (a, b) a každou funkci f : [a, b] → R plat́ı:

var b
a f = var c

a f + var b
c f.

1.4. Věta. f ∈BV[a, b] tehdy a jen tehdy, když existuj́ı funkce f1 a f2 neklesaj́ıćı na [a, b]
a takové, že plat́ı f(x) = f1(x)− f2(x) pro každé x∈ [a, b].

D ů k a z . Stač́ı dokázat, že pro každou funkci f ∈BV[a, b] existuj́ı funkce f1 a f2

neklesaj́ıćı na [a, b] a takové, že plat́ı

f(x) = f1(x)− f2(x) na [a, b].

Necht’ tedy f ∈BV[a, b]. Položme

f1(x) = varx
a f a f2(x) = f1(x)− f(x) pro x∈ [a, b].

Potom f1 je evidentně neklesaj́ıćı na [a, b]. Dále, pro x2 ≥ x1 máme vzhledem ke Větě 1.3

f2(x2) = f1(x1) + varx2
x1

f − f(x2)

a

f2(x2)− f2(x1) = varx2
x1

f − (f(x2)− f(x1)) ≥ 0,

t.zn., že f2 je také neklesaj́ıćı na [a, b].
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1.5 . Cvičeńı. Necht’ f ∈BV[a, b]. Dokažte, že funkce

p(x) = sup
D∈D [a,x]

ν(d)∑
j=1

(f(αj)− f(αj−1))
+ a n(x) = sup

D∈D [a,x]

ν(d)∑
j=1

(f(αj)− f(αj−1))
−

jsou obě monotonńı na [a, b] a plat́ı f(x) = f(a) + p(x)− n(x) na [a, b]. 1

1.6. Důsledek. Pro každou funkci f ∈BV[a, b] a pro všechna t∈ [a, b) a s∈ (a, b] existuj́ı
konečné limity

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ) a f(s−) = lim
τ→s−

f(τ)

(tj. f m̊uže mı́t v [a, b] pouze nespojitosti 1.druhu).

D ů k a z plyne z Věty 1.4 a z toho, že uvedené limity existuj́ı pro každou funkci
monotonńı na [a, b]. Např. je-li f neklesaj́ıćı na [a, b], t∈ (a, b] a tn ↘ t+, pak

lim
n→∞

f(tn) = ∈ fn∈N f(tn).

1.7 . Věta. Každá funkce f ∈BV[a, b] má nejvýše spočetně mnoho bod̊u nespojitosti na
intervalu [a, b].

D ů k a z plyne z Důsledku 1.6 a z následuj́ıćıho Lemmatu.

Lemma. Necht’ J ⊂ R je otevřený interval, f : J → R a M je množina bod̊u nespojitosti
1. druhu funkce f v J. Potom M je nejvýše spočetná.
D ů k a z . Označme

M+ = {x∈ J : f(x+) 6= f(x)}, M− = {x∈ J : f(x−) 6= f(x)}
a

M+
1 = {x∈M+ : f(x+) > f(x)}, M+

2 = {x∈M+ : f(x+) < f(x)}.
Potom je M = M+ ∪M− a M+ = M+

1 ∪M+
2 . Uspořádejme množinu P racionálńıch č́ısel

tak, aby platilo P = {rk}∞k=1. Dále, definujme funkci r : M+
1 → P předpisem

r(x) = rj ⇐⇒ rj ∈ (f(x), f(x+)) ∧ {r1, r2, . . . , rj−1} ∩ (f(x), f(x+)) = ∅
a pro každé q ∈P označme

r−1(q) = {x∈M+
1 : r(x) = q}.

Máme

M+
1 =

⋃

q ∈P
r−1(q).

1Pro A∈R znač́ıme A+ = max(A, 0) a A− = max(−A, 0). Připomeňme, že plat́ı A+ + A− = |A| a
A+ −A− = A pro každé A∈R.
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Ukážeme-li tedy, že každá množina r−1(q), q ∈P, je spočetná, budeme mı́t současně také
dokázáno, že i množina M+

1 je spočetná.
Necht’ je tedy dáno libovolné q ∈P. Vzhledem k definici množiny M+

1 a zobrazeńı r,
pro každé x∈ r−1(q) existuje δ(x) > 0 takové, že x < y < x + δ(x) =⇒ f(y) > r(x).
Jsou-li x1, x2 ∈ r−1(q) takové, že x1 < x2 a r(x1) = r(x2) = q, pak muśı platit

(x1, x1 + δ(x1)) ∩ (x2, x2 + δ(x2)) = ∅.

Vskutku, kdyby bylo x1 < x2 < x1 + δ(x1), bylo by též (vzhledem k definici δ)

q = r(x1) < f(x2) < r(x2) = q,

spor. Systém interval̊u{(x, x + δ(x)), x∈ r−1(q)} je tedy disjunktńı. V každém z nich
můžeme zvolit jediné racionálńı č́ıslo r∈ (x, x + δ(x)) a t́ım definovat prosté zobrazeńı
r−1(q) do P. To znamená, že každá množina r−1(q), q ∈P, je spočetná.

b) Protože M+
2 = {x∈ J : −f(x) < −f(x+)}, můžeme použ́ıt část a) tohoto d̊ukazu

k d̊ukazu spočetnosti množiny M+
2 .

c) Konečně, M− = {x∈ J : f(−x) 6= f(−x+)}, takže podle část́ı a)–b) tohoto d̊ukazu je
také M− spočetná množina.

1.8 . Cvičeńı. Přesvědčete se, že d̊ukaz předešlého lemmatu v sobě obsahuje též d̊ukaz
následuj́ıćıho tvrzeńı:

Každý disjunktńı systém interval̊u v R je spočetný.

1.9 . Věta. Necht’ f ∈ BV[a, b]. Potom

∑

t∈[a,b)

|∆+f(t)|+
∑

t∈(a,b]

|∆−f(t)| < ∞. (1.3)

D ů k a z . Necht’ S znač́ı množinu bod̊u nespojitosti funkce f lež́ıćıch v otevřeném intervalu
(a, b). Podle Věty 1.7 je S nejvýše spočetná. Je-li konečná, je tvrzeńı věty evidentńı. Necht’

S = {sk}k∈N . Předpokládejme na chv́ıli, že funkce f je na intervalu [a, b] neklesaj́ıćı.
Potom

∑

t∈[a,b)

|∆+f(t)|+
∑

t∈(a,b]

|∆−f(t)| = ∆+f(a) +
∞∑

k=1

(∆+f(sk) + ∆−f(sk)) + ∆−f(b).

Necht’ n ∈ N ∪ [2,∞) je dáno a necht’ σk, k = 0, 1, . . . , n + 1 jsou body intervalu [a, b]
takové, že plat́ı

a = σ0 < σ1 < · · · < σn < σn+1 = b a {σk}n+1
k=0 = {a} ∪ S ∪ {b}.

Zvolme dále tk, k = 1, 2, . . . , n + 1, tak, aby platilo

a < t1 < σ1 < t2 < σ2 < · · · < σn < tn+1 < b.
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Potom

∆+f(a) +
∞∑

k=1

(
∆+f(sk) + ∆−f(sk)

)
+ ∆−f(b)

= f(a+)− f(a) + f(σ1)− f(σ1−) + f(σ1+)− f(σ1)

+ · · ·+ f(σn+)− f(σn) + f(b)− f(b−)

≤ f(a+)− f(a) + f(t1)− f(a+) + f(σ1−)− f(t1) + f(σ1)− f(σ1−)

+ f(σ1+)− f(σ1) + f(t2)− f(σ1+) + f(σ2−)− f(t2)

+ · · ·+ f(σn+)− f(σn) + f(tn)− f(σn+) + f(b−)− f(tn) + f(b)− f(b−)

= f(b)− f(a).

Pro libovolné n ∈ N tedy plat́ı

∆+f(a) +
n∑

k=0

(
∆+f(sk) + ∆−f(sk)

)
+ ∆−f(b) ≤ f(b)− f(a)

a tud́ıž
∑

t∈ [a,b)

|∆+f(t)|+
∑

t∈(a,b]

|∆−f(t)| ≤ f(b)− f(a).

Tvrzeńı (1.3) tedy plat́ı pro každou funkci f neklesaj́ıćı na [a, b]. Důkaz věty nyńı můžeme
snadno dokončit použit́ım Věty 1.4.

1.10 . Věta. Prostor BV[a, b] je Banach̊uv prostor (tj. úplný normovaný prostor).

D ů k a z . Dokážeme, že BV[a, b] je úplný prostor, tj. že každá posloupnost cauchyovská
v BV[a, b] má v BV[a, b] limitu. Předpokládejme tedy, že posloupnost {fn}∞n=1 ⊂ BV[a, b]
je cauchyovská v BV[a, b].
a) Potom pro všechna x∈ [a, b] plat́ı

∀ ε > 0 ∃nε : n,m ≥ nε =⇒ |fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖BV < ε. (1.4)

Speciálně je tedy pro každé x∈ [a, b] cauchyovská posloupnost reálných č́ısel {fn(x)}∞n=1

a tud́ıž pro každé x∈ [a, b] existuje konečná limita

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

b) Necht’ je dáno libovolné ε > 0 a necht’ nε ∈N má vlastnost (1.4). Potom pro každé
x∈ [a, b] máme také

|f(x)− fnε(x)| = lim
n→∞

|fn(x)− fnε(x)| ≤ ε
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a tud́ıž pro každé n ≥ nε a každé x∈ [a, b] plat́ı

|f(x)− fn(x)| ≤ |f(x)− fnε(x)|+ |fnε(x)− fn(x)| < 2 ε.

To ovšem znamená, že

lim
n→∞

‖f − fn‖ = 0,

neboli, posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f stejnoměrně na [a, b].

c) Č́ıselná posloupnost {var b
a fn}∞n=1 je ohraničená. Podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty

z ńı tedy lze vybrat podposloupnost {var b
a fnk

}∞k=1, pro kterou plat́ı:

0 ≤ lim
k→∞

var b
a fnk

= d < ∞,

tj.

∀ε > 0 ∃ kε : k ≥ kε ∧D∈D [a, b] =⇒ V (fnk
, D) < d + ε

a

∀ε > 0 ∀D∈D [a, b] : V (f, D) = lim
k→∞

V (fnk
, D) ≤ d + ε.

Odtud ovšem už plyne, že je

var b
a f = sup

D∈D [a,b]

V (f, D) ≤ d < ∞,

tj. f ∈BV[a, b].

d) Použijeme-li pro každé n∈N část c) tohoto d̊ukazu na posloupnost {fn−fm}∞m=1 (mı́sto
{fn}∞n=1), dostaneme pro nějakou podposloupnost {fmk

}∞k=1 nerovnost

var b
a (fn − f) ≤ lim

k→∞
var b

a (fn − fmk
),

což, vzhledem k (1.4) a definici funkce f, znamená, že je

lim
n→∞

‖fn − f‖BV = 0.

1.11 . Cvičeńı. Definujme pro n∈N :

fn(x) =

{
0 pro 0 ≤ x ≤ 1

n
,

x sin(π
x
) pro 1

n
≤ x ≤ 1.

Ukažte, že fn ∈BV[0, 1] pro každé n∈N, fn ⇒ f na [0, 1], kde

f(x) =

{
x sin(π

x
) pro x > 0,

0 pro x = 0
,

a přitom f nemá konečnou variaci na [0, 1].
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Nyńı bude našim ćılem vyšetřit vlastnosti funkćı s konečnou variaćı vzhledem k deri-
vováńı. K tomu je účelné zavést následuj́ıćı definice.

1.12. Definice. Množina M ⊂ R má nulovou mı́ru (µ(M) = 0), když ke každému ε > 0
existuje spočetný systém otevřených interval̊u{Ij, j ∈N} takový, že je

M ⊂
∞⋃

j=1

Ij a
∞∑

j=1

|Ij| < ε.

Řekneme, že nějaká vlastnost plat́ı skoro všude (s.v.) na intervalu [a, b], jestliže existuje
množina M ⊂ [a, b] nulové mı́ry taková, že tato vlastnost plat́ı pro každé x∈ [a, b] \M.

1.13 . Cvičeńı.

(i) Každá spočetná podmnožina S v R má nulovou mı́ru.

(ii) Sjednoceńı spočetně mnoha množin nulové mı́ry má nulovou mı́ru.

1.14. Definice. Funkce F : [a, b] → R je shora (zdola) polospojitá v bodě x0 ∈ [a, b], jestliže
pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna x∈ [a, b] ∩ (x0 − δ, x0 + δ) plat́ı

F (x) < F (x0) + ε (F (x) > F (x0)− ε).

Je-li funkce f shora resp. zdola polospojitá v každém bodě intervalu [a, b], ř́ıkáme, že je
shora resp. zdola polospojitá na intervalu [a, b].

1.15. Poznámka. Je zřejmé, že funkce f je spojitá v bodě x0 právě tehdy, když je v něm
současně polospojitá shora i zdola.

1.16 . Cvičeńı. Každá funkce polospojitá shora (zdola) na ohraničeném a uzavřeném
intervalu je na tomto intervalu ohraničená shora (zdola).

Daľśı př́ıjemnou vlastnost́ı funkćı shora polospojitých na intervalu [a, b] je to, že tyto
funkce nabývaj́ı na tomto intervalu svého maxima:

1.17 . Tvrzeńı. Je-li funkce F : [a, b] → R shora polospojitá na intervalu [a, b], potom
existuje bod x0 ∈ [a, b] takový, že

F (x) ≤ F (x0) pro každé x∈ [a, b].

D ů k a z . Označme

M = sup
x∈ [a,b]

F (x).

Podle Cvičeńı 1.16 je M < ∞. Množina

Qk = {x∈ [a, b] : F (x) ≥ M − 1

k
} (1.5)
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je pro každé k∈N neprázdná. Ukážeme, že je také uzavřená:
Necht’ x∗ je hromadný bod množiny Qk. Zřejmě x∗ ∈ [a, b]. Předpokládejme, že x∗ /∈Qk.
Plat́ı tedy F (x∗) <M − 1

k
. Dále, z polospojitosti shora funkce f plyne, že k danému

ε = M − 1
k
−F (x∗) > 0 existuje δ > 0 takové, že plat́ı

F (x) < F (x∗) + ε = F (x∗) + M − 1

k
− F (x∗) = M − 1

k

pro všechna x∈ (x∗ − δ, x∗ + δ) ∩ [a, b],

což je ovšem spor s t́ım, že x∗ je hromadný bod množiny Qk. Každá množina Qk, k ∈N,
je tedy uzavřená. Dále, vzhledem k tomu, že posloupnost

{
M − 1

k

}∞
k=1

je rostoućı, plyne
z (1.5), že plat́ı

[a, b] ⊃ Q1 ⊃ Q2 · · · ⊃ Qk ⊃ Qk+1 . . . .

Podle Cantorovy věty (viz např. [3, Věta 157]) je tud́ıž množina
⋂∞

k=1 Qk neprázdná.
Budiž x0 jej́ı libovolný prvek. Potom

M − 1

k
≤ F (x0) ≤ M plat́ı pro každé k∈N,

což je možné pouze, když

F (x0) = M = sup
x∈ [a,b]

F (x).

1.18 . Cvičeńı. Je-li funkce F : [a, b] → R zdola polospojitá na intervalu [a, b], potom
existuje bod x0 ∈ [a, b] takový, že

F (x) ≥ F (x0) pro každé x∈ [a, b].

1.19 . Tvrzeńı. Necht’ funkce f : [a, b] → R je taková, že pro každé t∈ [a, b) a každé
s∈ (a, b] existuj́ı limity

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ) a f(s−) = lim
τ→s−

f(τ).

Definujme funkci F : [a, b] → R předpisem

F (x) = max{f(x−), f(x), f(x+)} pro x∈ (a, b), F (a) = f(a+) a F (b) = f(b−).

Potom je funkce F shora polospojitá na intervalu [a, b].

D ů k a z . Budiž dán libovolný bod x0 ∈ (a, b). Potom plat́ı f(x0) ≤ F (x0). Dále, vzhledem
k předpokladu o existenci limit f(x0−) a f(x0+), pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové,
že plat́ı

f(x) < f(x0−) + ε ≤ F (x0) + ε pro všechna x∈ (x0 − δ, x0),

f(x) < f(x0+) + ε ≤ F (x0) + ε pro všechna x∈ (x0, x0 + δ).



Stieltjes̊uv integrál 9

Máme tedy

f(x) < F (x0) + ε pro všechna x∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Odtud plyne dále, že plat́ı

f(x−) ≤ F (x0) + ε a f(x+) < F (x0) + ε pro všechna x∈ (x0 − δ, x0 + δ),

čili

F (x) ≤ F (x0) + ε pro všechna x∈ (x0 − δ, x0 + δ).

T. zn., že f je polospojitá shora v bodě x0. Podobně bychom postupovali také v př́ıpadech
x0 = a resp. x0 = b.

1.20 . Lemma (Riesz). Necht’ funkce f a F : [a, b] → R splňuj́ı předpoklady Tvrzeńı
1.19. Potom je množina

E = {x∈ (a, b) : existuje ξ > x tak, že f(ξ) > F (x)}

otevřená. Když je E 6= ∅, pak E sestává z nejvýše spočetného systému po dvou disjunktńıch
otevřených interval̊u (ak, bk) a pro každý z nich plat́ı

f(ak+) ≤ F (bk).

D ů k a z . Je-li E = ∅, neńı co dokazovat. Necht’ tedy x0 ∈E. Potom existuje ξ ∈ (x0, b]
takové, že plat́ı

ε := f(ξ)− F (x0) > 0.

Vzhledem k polospojitosti funkce F v bodě x0 existuje δ > 0 takové, že (x0− δ, x0 + δ) ⊂
[a, b] a

x∈ (x0 − δ, x0 + δ) =⇒ F (x) < F (x0) + ε = f(ξ).

To ovšem také znamená, že je

(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ E,

tj. množina E je otevřená.
Je známo (viz [3, Věta 69]), že každá neprázdná otevřená množina je sjednoceńım

nejvýše spočetného systému po dvou disjunktńıch otevřených interval̊u. Tedy také mno-
žina E je sjednoceńım takového systému {(ak, bk)}. Zvolme libovolný interval (ak, bk)
z tohoto systému a v něm libovolný bod x0. Podle Tvrzeńı 1.17 existuje x1 ∈ [x0, b] takové,
že

F (x1) = max
x∈ [x0,b]

F (x). (1.6)
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Kdyby bylo x1 < bk pak by také bylo x1 ∈E a tud́ıž by pro nějaké ξ ∈ (x1, b] bylo

F (ξ) ≥ f(ξ) > F (x1),

což je ovšem spor s (1.6). Máme tedy

x1 ≥ bk.

Vzhledem k (1.6) máme také F (bk) ≤ F (x1). Předpokládejme, že je

F (bk) < F (x1) = max{f(x1−), f(x1), f(x1+)}.

Potom také muśı být x1 > bk a muśı existovat ξ ∈ (bk, b) takové, že je f(ξ) > F (bk) čili
bk ∈E, což ovšem neńı možné. Je tedy

F (bk) = F (x1) = max
x∈ [x0,b]

F (x) ≥ F (x0) ≥ f(x0)

pro každé x0 ∈ (ak, bk). Limitńım přechodem x0 → ak+ dostaneme konečně

F (bk) ≥ f(ak+),

což uzav́ırá d̊ukaz lemmatu.

1.21. Poznámka. Funkce splňuj́ıćı předpoklady Tvrzeńı 1.19 a Lemmatu 1.20 nazýváme
regulované funkce. Podrobněji o nich pojednáme v kapitole 3.

1.22. Definice. Necht’ f : [a, b] → R je daná funkce. Pro x∈ (a, b] definujeme horńı resp.
dolńı Diniho derivovaná č́ısla zleva D−f(x) resp. D−f(x) takto:

D−f(x) = lim sup
t→x−

f(t)− f(x)

t− x
a D−f(x) = lim inf

t→x−
f(t)− f(x)

t− x
.

Podobně se definuj́ı horńı resp. dolńı Diniho derivovaná č́ısla zprava v bodech x∈ [a, b):

D+f(x) = lim sup
ξ→x+

f(ξ)− f(x)

ξ − x
a D+f(x) = lim inf

ξ→x+

f(ξ)− f(x)

ξ − x
.

1.23 . Poznámka. Pro libovolnou funkci f : [a, b] → R a body x∈ (a, b] a y ∈ [a, b)
jsou jej́ı derivovaná č́ısla D−f(x), D−f(x), D+f(y), D+f(y) jednoznačně určena. Mohou
ovšem nabývat také hodnot ∞ resp. −∞. Funkce f má v bodě x vlastńı derivaci zleva
právě tehdy, když D−f(x) = D−f(x)∈R. Podobně, f má v bodě x vlastńı derivaci
zprava právě tehdy, když D+f(x) = D+f(x)∈R, a vlastńı derivaci právě tehdy, když
D−f(x) = D−f(x) = D+f(x) = D+f(x)∈R.

Z Definice 1.22 ihned plyne, že pro x∈ (a, b] a y ∈ [a, b) plat́ı

−∞ ≤ D−f(x) ≤ D−f(x) ≤ +∞ a −∞ ≤ D+f(y) ≤ D+f(y) ≤ +∞.
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Podle Důsledku 1.6 a Lemmatu obsaženém v d̊ukazu Věty 1.7 již v́ıme, že každá
monotonńı funkce na intervalu [a, b] má na tomto intervalu nejvýše spočetně mnoho bod̊u
nespojitosti. Nyńı si ukážeme, že každá monotonńı funkce má vlastńı derivaci ”téměř
všude” na definičńım intervalu.

1.24 . Věta. Každá funkce f : [a, b] → R monotonńı na [a, b] má pro s.v. x∈ [a, b]
konečnou derivaci f ′(x).

D ů k a z . Předpokládejme např., že f je neklesaj́ıćı. Potom pro všechna x, ξ ∈ [a, b],
x 6= ξ, máme

f(ξ)− f(x)

ξ − x
≥ 0

a vzhledem k Definici 1.22 tedy také

0 ≤ D−f(x) ≤ D+f(x) ≤ ∞ a 0 ≤ D+f(x) ≤ D+f(x) ≤ ∞ (1.7)

pro všechna x, ∈ (a, b).
Důkaz věty bude rozdělen na 3 kroky:

• I. Nejprve ukážeme, že plat́ı:

D+f(x) < ∞ pro s.v. x∈ (a, b). (1.8)

• II. Poté ukážeme, že plat́ı

D+f(x) ≤ D−f(x) pro s.v. x∈ (a, b). (1.9)

• III. Konečně, ukážeme, že d̊ukaz věty je už snadným d̊usledkem tvrzeńı (1.8) a (1.9).

I I. Nejprve tedy dokážeme platnost tvrzeńı (1.8). Označme symbolem S množinu bod̊u
nespojitosti funkce f v (a, b) a

E∞ = {x∈ (a, b) \ S : D+f(x) = ∞}.
Podle Věty 1.7 je množina S nanejvýše spočetná a tedy (viz Cvičeńı 1.13 a)) má nulovou
mı́ru (µ(S) = 0). Je-li E∞ = ∅, neńı co dokazovat. Předpokládejme tedy, že je E∞ 6= ∅.
Necht’ je dáno libovolné c > 0. Máme

E∞ ⊂ Ec = {x∈ (a, b) \ S : D+f(x) > c}. (1.10)

Jestliže x∈Ec, pak podle Definice 1.22 existuje ξ ∈ (x, b) takové, že plat́ı

f(ξ)− f(x)

ξ − x
> c,

tj.

pro každé x∈Ecexistuje ξ ∈ (a, b)takové, že g(ξ) > G(x), (1.11)

kde
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g(x) := f(x)− c x pro x∈ [a, b], (1.12)

a

G(x) :=





g(a+) pro x = a,

max{g(x−), g(x), g(x+)} pro x∈ (a, b),

g(b−) pro x = b.

(1.13)

(Zde jsme využili toho, že Ec∩S = ∅ a tud́ıž G(x) = g(x) pro každé x∈Ec.) Podle (1.11)
máme dále

Ec ⊂ E := {x∈ (a, b) : existuje ξ > x tak, že g(ξ) > G(x)}. (1.14)

Protože funkce f je neklesaj́ıćı na [a, b], je také g na tomto intervalu neklesaj́ıćı a tud́ıž
také regulovaná (viz Důsledek 1.6). Podle Tvrzeńı 1.19 je G polospojitá shora na [a, b] a
tud́ıž podle Lemmatu 1.20 je množina E z (1.14) sjednoceńım nejvýše spočetného systému
po dvou disjunktńıch otevřených interval̊u(ak, bk), k ∈K ⊂ N a pro každý z nich plat́ı
g(ak+) ≤ G(bk). Vzhledem k (1.12) a (1.13) a vzhledem k tomu, že funkce f je neklesaj́ıćı
na [a, b], tedy máme

f(ak+)− c ak ≤ G(bk) = max{f(bk−), f(bk), f(bk+)} − c bk ≤ f(bk+),

neboli

c (bk − ak) ≤ f(bk+)− f(ak+).

Sečteńım přes všechna k odtud dostaneme

c
∑

k∈K

(bk − ak) ≤
∑

k∈K

[f(bk+)− f(ak+)] ≤ f(b)− f(a),

neboli∑

k∈K

(bk − ak) ≤ f(b)− f(a)

c
.

Pokud tedy k danému ε > 0 zvoĺıme c > 0 tak velké, aby platilo

f(b)− f(a)

c
< ε,

doćıĺıme toho, že bude
∑

k∈K

(bk − ak) < ε,

což ovšem znamená, že množina E a tud́ıž také množina E∞ ∪ S ∪ [a] ∪ [b] maj́ı nulovou
mı́ru (viz (1.10), (1.14) a Cvičeńı 1.13b)). Tvrzeńı (1.8) je tedy dokázáno.

I II. Pro daná č́ısla α, β ∈R taková, že

α ≥ 0 a β ≥ α, (1.15)
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definujme

Eα β = {x∈ (a, b) \ S : D+f(x)α a D−f(x) < β}
a

Eβ = {x∈ (a, b) : Df (x) < β}.

Necht’ y ∈Eβ. Pak existuje η ∈ (a, x) takové, že

f(η)− β η > f(y)− β y.

Pro x∈ [−b,−a] definujme

g(x) = f(−x) + β x.

Je-li y = −x∈ (a, b) ∩ Eβ, pak podle výše uvedeného existuje ξ > x (ξ = −η) takové, že
je

g(ξ) > G(x) = g(x),

kde funkce G je přǐrazena k g opět relaćı (1.13). (Jelikož je S ∩ Eβ = ∅ a x∈Eβ, je
G(x) = g(x).) Použit́ım Lemmatu 1.20 pro funkci g na intervalu (−b,−a) dostaneme, že
existuje nejvýše spočetně mnoho otevřených a navzájem disjunktńıch interval̊u (−bk,−ak),
které obsahuj́ı ty body x∈ (−b,−a), pro které je −x∈Eβ a plat́ı

g(−bk+) ≤ G(−ak).

Protože f je neklesaj́ıćı na [a, b], funkce g je nerostoućı na [−b,−a]. To má za následek,
že g(x−) ≥ g(x) ≥ g(x+) pro každé x∈ (a, b). Máme tedy

G(−ak) = g(−ak−) a tud́ıž f(bk−)− β bk ≤ f(ak+) = β ak,

tj.

f(bk−)− f(ak+) ≤ β (bk − ak) pro každé k.

(a) Nyńı, pro α ≥ 0 označme

Ẽα = {x∈ [a, b] \ S : D+f(x) > α}.

Podobně jako v analogické situaci výše, pro každé y ∈ Ẽα můžeme naj́ıt η ∈ (a, y) takové,
že je

f(η)− f(y)

η − y
< α, (1.16)

tj.

f(η)− α η > f(y)− α y. (1.17)
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Definujme

g(x) = f(−x)− α (−x) pro x∈ [−b,−a]

a

G(x) =





g(−b+) pro x = −b,

max{g(x−), g(x), g(x+)} pro x∈ (−b,−a),

g(−a−) pro x = −a.

Vzhledem k (1.17), pro každé x∈ (a, b) takové, že −x∈ Ẽα existuje ξ ∈ (x,−a), pro které
plat́ı g(ξ) > G(x). (Stač́ı naj́ıt k y = −x η ∈ (a, y) splňuj́ıćı (1.16) a pak položit ξ = −η.)
Použit́ım Lemmatu 1.20 tedy můžeme ukázat, že existuje nejvýše spočetný systém po
dvou disjunktńıch otevřených interval̊u(ak, bk), k ∈K ⊂ N, takový, že plat́ı

Ẽα ⊂
⋃

k∈K

(−bk,−ak)

a

g(−bk+) = f(bk−)− α bk ≤ G(−ak) ≤ f(ak+)− α ak.

Posledńı nerovnost ovšem znamená, že pro každé k ∈K plat́ı

f(bk−)− f(ak+) ≤ α (bk − ak). (1.18)

.

(b) Necht’ k ∈K a x∈Eβ ∩ (ak, bk). Potom máme D+f(x) > β a tud́ıž existuje ξ ∈ (x, bk)
takové, že plat́ı

f(ξ)− β ξ > f(x)− β x.

Použijeme-li opět Rieszovo lemma (Lemma 1.20), dostaneme odtud existenci nejvýše
spočetného systému po dvou disjunktńıch otevřených interval̊u (ak `, bk `), `∈L ⊂ N, ta-
kového, že plat́ı

Eβ ∩ (ak, bk) ⊂
⋃

`∈L

(ak `, bk `)

a

f(ak `+)− β ak ` ≤ f(bk `+)− β bk `,

tj.

β (bk ` − ak `) ≤ f(bk `+)− f(ak `+) pro každé `∈L.

Po sečteńı přes všechna `∈L odtud a z (1.18) źıskáme vztahy

β
∑

`∈L

(bk ` − ak `) ≤
∑

`∈L

(f(bk `+)− f(ak `+)) ≤ f(bk−)− f(ak+) ≤ α (bk − ak)
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a (sečteńım přes všechna k ∈K)

β
∑

k∈K `∈L

(bk ` − ak `) ≤ α
∑

k∈K

(bk − ak). (1.19)

Označ́ıme-li tedy

|L1| =
∑

k∈K

(bk − ak) a |L2| =
∑

k∈K `∈L

(bk ` − ak `),

budeme moci nerovnost (1.19) přepsat ve tvaru

|L1| ≤ α

β
|L2|.

Když výše uvedené procedury (a) i (b) budeme provádět stř́ıdavě v postupně vznikaj́ıćıch
intervalech, dostaneme posloupnost systémůinterval̊u L1 ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃ Ln ⊃ . . . , z nichž
každý obsahuje Eα β = Eβ ∩ Ẽα, přičemž

|L2n| ≤ α

β
|L2n−1| ≤ α

β
|L2n−2|

plat́ı pro každé n∈N. Odtud pak dále odvod́ıme, že je

|L2n| ≤
(

α

β

)n

|L1| ≤
(

α

β

)n

(b− a).

Protože máme 0 ≤ α
β

< 1, plyne odtud, že je |L2n| → 0 pro n →∞.

Nyńı, k danému ε > 0 zvoĺıme n∈N tak, aby bylo

(
α

β
)n (b− a) < ε.

Potom bude Eα β ⊂ L2n a přitom také |L2n| ≤ ε, což podle Definice 1.12 znamená, že
µ(Eα β) = 0 pro libovolnou dvojici α, β ∈R splňuj́ıćı (1.15).

Označme

E∗ = {x∈ (a, b) \ S : D−f(x) < D+f(x)}

Potom pro každé x∈E∗ existuj́ı racionálńı č́ısla α, β ∈P splňuj́ıćı (1.15) a

D−f(x) < α < β < D+f(x).

To znamená, že je E∗ obsažena v množině

Ẽ :=
⋃

0≤α<β
α,β ∈P

Eα,β,



16 Funkce s konečnou variaćı

která je sjednoceńım spočetně mnoha množin nulové mı́ry a tud́ıž má také nulovou mı́ru
(viz Cvičeńı 1.13b). T́ım sṕı̌se je µ(E∗) = 0 a tedy také

µ(E∗ ∪ S ∪ [a] ∪ [b]) = 0,

což dokazuje platnost tvrzeńı (1.9).

I III. Funkce

f̃ : x∈ [−b,−a] → −f(−x)

je zřejmě neklesaj́ıćı na [−b,−a] a plat́ı

D−f̃(−x) = D+f(x) a D+f̃(−y) = D−f(y)

pro všechna x∈ [a, b)] a y ∈ (a, b]. Použijeme-li tedy (1.9) na funkci f̃ , dostaneme

D−f(x) = D+f̃(−x) ≤ D−f̃(−x) = D+f(x) pro s.v. x∈ [a, b].

Vzhledem k (1.7) a (1.8) tedy pro s.v. x∈ [a, b] budeme mı́t

0 ≤ D+f(x) ≤ D−f(x) ≤ D−f(x) ≤ D+f(x) ≤ D+f(x) < ∞,

tj.

0 ≤ D+f(x) = D−f(x) = D−f(x) = D−f(x) = f ′(x) < ∞.

1.25 . Důsledek. Každá funkce f ∈BV[a, b] má vlastńı derivaci f ′(x) pro s.v. x∈ [a, b].

1.26 . Poznámka. Lze dokonce dokázat (viz [4, Věty 84 a 91]), že je-li f ∈BV[a, b], pak
f ′ ∈L1 [a, b]. ALE !!!! Obecně neplat́ı pro každou funkci f ∈BV[a, b] zdánlivě evidentńı
rovnost

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t) dt.

Existuj́ı totiž funkce f ∈BV[a, b] nekonstantńı na [a, b] a přitom takové, že plat́ı f ′(x) = 0
s.v. na [a, b].

1.27. Definice. Funkce f ∈BV[a, b] se nazývá singulárńı, jestliže plat́ı f ′(x) = 0 pro s.v.
x∈ [a, b].

Nejjednodušš́ım př́ıkladem nekonstantńıch singulárńıch funkćı jsou funkce tvaru

f(x) = χ[a,c](x),

kde c∈ (a, b). Jejich zobecněńım jsou tř́ıdy jednoduchých skokových funkćı (anglicky step
functions) resp. skokových funkćı (anglicky break functions).
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1.28. Definice. Funkce f : [a, b] → R je konečná skoková funkce na [a, b] (f ∈ S = S[a, b]),
jestliže existuje děleńı D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] takové, že na každém jeho d́ılč́ım
otevřeném intervalu (αj−1, αj) je f konstantńı.

Funkce f : [a, b] → R je skoková funkce na [a, b] (f ∈B = B[a, b]), jestliže existuje
c∈R, K ⊂ N a posloupnosti

{sk}k∈K ⊂ [a, b], {ck}k∈K ⊂ R a {dk}k∈K ⊂ R
takové, že plat́ı

∑

k∈K

(|ck|+ |dk|) < ∞
a

f(x) = c +
∑

a<sk≤x

ck +
∑

a≤sk<x

dk na [a, b]. (1.20)

1.29 . Cvičeńı. Pro každou f ∈B tvaru (1.20) plat́ı

var b
a f =

∑

k∈K

(|ck|+ |dk|) < ∞

a tud́ıž S ⊂ B ⊂ BV[a, b].

1.30 . Věta. Každá skoková funkce na [a, b] je singulárńı na [a, b].

D ů k a z . Necht’ c∈R, K ⊂ N, {sk}k∈K ⊂ [a, b],
∑

k∈K(|ck|+ |dk|) < ∞ a

f(x) = c +
∑

a<sk≤x

ck +
∑

a≤sk<x

dk na [a, b].

Definujme pro x∈ [a, b]:

v(x) =
∑

a<sk≤x

|ck|+
∑

a≤sk<x

|dk| na [a, b].

Potom je

v(x) =
∑

k∈K

vk(x) na [a, b],

kde

vk(x) =





0 když a ≤ x < sk,

|ck| když x = sk,

|ck|+ |dk| když sk < x ≤ b.

Každá funkce vk je neklesaj́ıćı na [a, b] a v′k(x) = 0 pro x 6= sk. Máme tedy

v′(x) =
∞∑

k=1

v′k(x) = 0 pro x /∈ {sk}k∈K , tj. pro s.v. x∈ [a, b].
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Protože pro všechna x, y ∈ [a, b], x 6= y, zřejmě plat́ı

∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣ ≤
∣∣∣v(x)− v(y)

x− y

∣∣∣,

plyne odsud tvrzeńı věty.

1.31 . Poznámka. Př́ıklad funkce, která je spojitá, neklesaj́ıćı a singulárńı na daném
intervalu, je uveden v [4, V.9,cvičeńı 4].

1.32. Lemma. Necht’ f ∈BV[a, b] a necht’ {sk}k∈K , K ⊂ N, je množina bod̊u nespojitosti
funkce f v [a, b]. Definujme

fB(x) =
∑

a<sk≤x

∆−f(sk) +
∑

a≤sk<x

∆+f(sk) pro x∈ [a, b]. (1.21)

Potom je fB ∈BV[a, b] a funkce f − fB je spojitá na [a, b].

D ů k a z . Podle Věty 1.9 máme

var b
a fB =

∞∑

k=1

(|∆−f(sk)|+ |∆+f(sk)|) < ∞

a tud́ıž fB ∈B[a, b] ⊂ BV[a, b]. Dále, pro každé x∈ [a, b) máme

fB(x+) =
∑

a<sk≤x

∆−f(sk) +
∑

a≤sk≤x

∆+f(sk).

Proto také

fB(x+)− fB(x) = ∆+f(x)

a

(f(x+)− fB(x+))− (f(x)− fB(x)) = ∆+f(x)−∆+f(x) = 0.

Podobně, pro každé x∈ (a, b] je

fB(x−) =
∑

a<sk<x

∆−f(sk) +
∑

a≤sk<x

∆+f(sk)),

a tedy

(f(x)− fB(x))− (f(x−)− fB(x−)) = ∆−f(x)−∆−f(x) = 0.

1.33 . Definice. Funkce fB přǐrazená k f podle definice (1.21) budeme nazývat skoková
část funkce f. Rozd́ıl f − fB nazýváme spojitá část funkce f a znač́ıme fC.
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1.34. Poznámka. Podle Lemmatu 1.32 lze každou funkci s konečnou variaćı rozložit na
součet funkce spojité a funkce skokové. Takový rozklad se nazývá Jordan̊uv rozklad funkce
s konečnou variaćı. Obecně jsou skoková resp. spojitá část z Jordanova rozkladu určeny
jednoznačně až na konstantu. Všimněme si ještě, že použit́ım charakteristických funkćı
podinterval̊u v [a, b] lze definici (1.21) ekvivalentně zapsat též ve tvaru

fB(x) =
∑

k∈K

∆−f(sk) χ[sk,b](x) +
∑

k∈K

∆+f(sk) χ(sk,b](x).

1.35 . Lemma. Necht’ f ∈BV[a, b], {sk}k∈N je množina bod̊u jej́ı nespojitosti v [a, b] a
necht’ fB je definována jako v Lemmatu 1.32. Definujme dále pro n∈N a x∈ [a, b],

fB

n (x) =
n∑

k=1

∆−f(sk)χ[sk,b](x) +
n∑

k=1

∆+f(sk)χ(sk,b](x).

Potom je fB
n ∈ S pro každé n∈N a plat́ı

lim
n→∞

var b
a (fB − fB

n ) = 0.

D ů k a z plyne z nerovnosti

var b
a (fB − fB

n ) ≤
∞∑

k=n+1

(|∆−f(sk)|+ |∆+f(sk)|).

1.36 . Věta (Helly). Necht’ {fn}∞n=1 ⊂ BV[a, b], K ∈R,

|fn(a)| ≤ K a var b
a fn ≤ K pro všechna n∈N.

Potom existuj́ı funkce f ∈BV[a, b] a podposloupnost

{fnk
}k∈N ⊂ {fn}n∈N

takové, že plat́ı

|f(a)| ≤ K, var b
a f ≤ K a lim

k→∞
fnk

(x) = f(x) na [a, b].

K d̊ukazu Hellyovy věty využijeme následuj́ıćıch dvou lemmat.

Lemma 1. Necht’

|fn(x)| ≤ M < ∞ na [a, b] pro všechna n∈N.

Potom pro každou spočetnou P ⊂ [a, b] existuje podposloupnost {fnk
}∞k=1 posloupnosti

{fn}∞n=1 taková, že limita

lim
k→∞

fnk
(p)
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je konečná pro všechna p∈P.
D ů k a z . Necht’ P = {pk}∞k=1. Máme |fn(pk)| ≤ M < ∞ pro všechna n, k ∈N. Podle
Bolzanovy-Weierstraßovy věty lze tedy vybrat z {fn}∞n=1 podposloupnost {fnk,1

}∞k=1, pro
ńıž existuje konečná limita

lim
k→∞

fnk,1
(p1) = q1 ∈R.

Podobně existuj́ı

{fnk,2
}∞k=1 ⊂ {fnk,1

}∞k=1 a q2 ∈R
tak, že

lim
k→∞

fnk,2
(p2) = q2 ∈R.

Takto pro každé j ∈N najdeme posloupnosti

{fnk,j
}∞k=1 ⊂ {fnk,j−1

}∞k=1 a qj ∈R
takové, že plat́ı

lim
k→∞

fnk,`
(p`) = q` ∈R pro každé `∈{1, 2, . . . , j}.

Položme fnk
= fnk,k

pro k ∈N. Potom

lim
k→∞

fnk
(pj) = qj ∈R pro každé j ∈N.

Lemma 2. Předpokládejme, že všechny funkce fn, n∈N, jsou neklesaj́ıćı na [a, b] a že
existuje M ∈ (0,∞) takové, že ||fn|| ≤ M plat́ı pro každé n∈N. Potom existuj́ı podpo-
sloupnost

{fnk
}∞k=1 ⊂ {fn}∞n=1

a funkce f : [a, b] → R neklesaj́ıćı na [a, b] takové, že plat́ı

lim
k→∞

fnk
(x) = f(x) na [a, b].

D ů k a z . Necht’ P = (P ∩ (a, b)) ∪ [a] ∪ [b] je množina racionálńıch č́ısel z intervalu
(a, b) doplněná o body a, b. Body množiny P oč́ıslujme tak, že bude P = {pk}∞k=1. Podle
Lemmatu 1 existuje podposloupnost

{fnk
}∞k=1 ⊂ {fn}∞n=1

a zobrazeńı ϕ : P → R takové, že plat́ı

lim
k→∞

fnk
(p) = ϕ(p) pro všechna p∈P.
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Zřejmě plat́ı

ϕ(p′) ≤ ϕ(p′′) pro všechna p′, p′′ ∈P, p′ ≤ p′′.

Dále, definujme pro x∈ (a, b) \ P

ϕ(x) = sup
p∈P∩[a,x)

ϕ(p).

Potom máme

ϕ(x) = lim
k→∞

fnk
(x) pro x∈P a ϕ(x) = lim

p→x−
p∈P

ϕ(p)

a ϕ je definovaná a neklesaj́ıćı na [a, b]. Ukážeme, že v každém bodě x0 ∈ (a, b), ve kterém
je funkce ϕ spojitá plat́ı

lim
k→∞

fnk
(x0) = ϕ(x0). (1.22)

Vskutku, bud’ dáno ε > 0. Potom existuje δε > 0 takové, že

x0 − δε < x < x0 + δε =⇒ ϕ(x0)− ε < ϕ(x) < ϕ(x0) + ε.

Zvoĺıme-li r′ ∈P ∩ (x0 − δε, x0) a r′′ ∈P ∩ (x0, x0 + δε), bude platit

ϕ(x0)− ε ≤ ϕ(r′) ≤ ϕ(x) ≤ ϕ(r′′) ≤ ϕ(x0) + ε.

Dále, zvolme k0 tak, aby platilo

ϕ(r′)− ε ≤ fnk
(r′) ≤ ϕ(r′) + ε a ϕ(r′′)− ε ≤ fnk

(r′′) ≤ ϕ(r′′) + ε

pro každé k ≥ k0. Potom, pro každé k ≥ k0 dostaneme

ϕ(x0)− 2ε ≤ ϕ(r′)− ε ≤ fnk
(r′) ≤ fnk

(x0)

≤ fnk
(r′′) ≤ ϕ(r′′) + ε ≤ ϕ(x0) + 2ε,

čili plat́ı (1.22).
Dokázali jsme tedy, že znač́ı-li Q množinu bod̊u nespojitosti funkce ϕ v (a, b), pak

lim
k→∞

fnk
(x) = ϕ(x) pro x∈ [a, b] \Q.

Podle Věty 1.7 je množina Q spočetná. Můžeme tedy použ́ıt ještě jednou Lemma 1 a
dokázat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnk`
}∞`=1 ⊂ {fnk

}∞k=1,
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která má limitu ψ(x)∈R pro každé x∈Q. Definujeme-li tedy

f(x) =

{
ϕ(x) když x∈ [a, b] \Q,

ψ(x) když x∈Q,

bude

lim
`

fnk`
(x) = f(x) na [a, b]

a protože funkce, která je na intervalu [a, b] bodovou limitou posloupnosti funkćı nekle-
saj́ıćıch na [a, b], je také neklesaj́ıćı, lemma je dokázáno.

Důkaz Věty 1.36. Použit́ım Věty 1.4 (o rozkladu funkce s konečnou variaćı na rozd́ıl
dvou funkćı neklesaj́ıćıch) a Lemmatu 2 se snadno ukáže existence funkce f ∈BV[a, b] a
podposloupnosti {fnk

}k∈N ⊂ {fn}n∈N takových, že je |f(a)| ≤ K a limk→∞ fnk
(x) = f(x)

na [a, b]. Dále, protože pro libovolné děleńı D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] máme

V (f, D) =
m∑

j=1

|f(αj)− f(αj−1)| = lim
k→∞

m∑
j=1

|fnk
(αj)− fnk

(αj−1)|

= lim
k→∞

V (fnk
, D) ≤ lim

k→∞
var b

a fnk
≤ K,

plat́ı také var b
a f ≤ K.



Kapitola 2

Absolutně spojité funkce.

2.1 . Definice. Funkce f : [a, b] → R je absolutně spojitá na intervalu [a, b], jestliže ke
každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že

m∑
j=1

|f(βj)− f(αj)| < ε

plat́ı pro každý systém interval̊u [αj, βj], j = 1, 2, , . . . , m, splňuj́ıćı

a ≤ α1 ≤ β1 ≤ α2 ≤ β2 · · · ≤ βm− 1 ≤ αm ≤ βm ≤ b a
m∑

j=1

(βj − αj) < δ. (2.1)

Množinu funkćı absolutně spojitých na [a, b] znač́ıme AC[a, b] resp. AC (je-li ze sou-
vislost́ı jasné, o jaký interval se jedná).

2.2 . Cvičeńı. (i) Každá funkce absolutně spojitá na intervalu [a, b] je na tomto inter-
valu stejnoměrně spojitá.

(ii) Necht’ funkce f : [a, b] → R splňuje Lipschitzovu podmı́nku na intervalu [a, b], tj.
existuje L∈R takové, že

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| plat́ı pro všechna x, y ∈ [a, b].

Potom f ∈AC[a, b].

2.3 . Věta. Každá funkce absolutně spojitá na intervalu [a, b] má na tomto intervalu
konečnou variaci.

D ů k a z . Necht’ f ∈AC. Zvolme δ > 0 tak, aby platilo

m∑
j=1

|f(βj)− f(αj)| < 1

pro každý systém interval̊u [αj, βj], j = 1, 2, , . . . , k, splňuj́ıćı (2.1). Dále, zvolme děleńı
{x0, x1, . . . , xk} intervalu [a, b] tak, aby platilo

0 < xi − xi−1 < δ pro každé i = 1, 2, . . . , k.

Potom pro každé i = 1, 2, . . . , k a každé děleńı Di = {αi
0, α

i
1, . . . , α

i
mi
} intervalu [xi−1, xi]

máme
mi∑
j=1

(αi
j − αi

j−1) = xi − xi−1 < δ

23
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a tud́ıž (podle Věty 1.3)

var b
a f =

m∑
i=1

varxi
xi−1

f =
k∑

i=1

sup
Di ∈D [xi−1,xi]

mi∑
j=1

|f(αi
j)− f(αi

j−1| < k < ∞.

2.4 . Věta. Jestlǐze f, g ∈AC[a, b], pak |f |, f + g, f g, max{f, g}, min{f, g}∈AC[a, b].
Je-li nav́ıc |f(x)| > 0 na [a, b], pak také f−1 ∈AC[a, b].

D ů k a z . Necht’ f, g ∈AC[a, b].

a) Pro libovolná x, y ∈ [a, b] plat́ı |f(x)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)|. Tud́ıž

|f(x)− f(y)| ≥ ∣∣|f(x)| − f(y)|∣∣
a

m∑
j=1

∣∣|f(βj)| − |f(αj)|
∣∣ ≤

m∑
j=1

|f(βj)− f(αj)|.

Odtud už ovšem okamžitě plyne, že také |f | ∈AC[a, b].

b) Druhé a třet́ı tvrzeńı, tj. f + g ∈AC[a, b] a f g ∈AC[a, b], plynou z nerovnost́ı

|(f(x) + g(x))− (f(y) + g(y))| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
a

|f(x) g(x)− f(y) g(y)| ≤ ‖f‖ |g(x)− g(y)|+ ‖g‖ |f(x)− f(y)|.
c) Protože pro libovolné x∈ [a, b] máme

max{f(x), g(x)} =
1

2

(
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

)

a

min{f(x), g(x)} =
1

2

(
f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|

)
,

plat́ı v d̊usledku a) a b) také

max{f, g}∈AC[a, b] a min{f, g}∈AC[a, b].

d) Konečně, je-li nav́ıc |f(x)| > 0 na [a, b], pak existuje µ > 0 takové, že plat́ı |f(x)| ≥ µ
na [a, b] a tud́ıž také

∣∣∣ 1

f(x)
− 1

f(y)

∣∣∣ ≤ |f(x)− f(y)|
µ2

.

Nyńı už je snadné ukázat, že f−1 ∈AC[a, b].
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2.5 . Poznámka. Z vět 1.24 a 2.3 okamžitě plyne, že každá absolutně spojitá funkce na
intervalu [a, b] má s.v. na tomto intervalu konečnou derivaci. Lze dokázat (viz [4, Věty 93
a 94]), že funkce f : [a, b] → R je absolutně spojitá na [a, b] právě tehdy, když

f(x)− f(a) =

∫ x

a

g(t) dt na [a, b]

pro nějakou funkci g ∈L1 [a, b]. (Potom je f ′(t) = g(t) s.v. na [a, b].) Speciálně, plat́ı,
že je-li f ∈AC[a, b] a f ′(t) = 0 pro s.v. t∈ [a, b], pak je f(t) konstantńı na [a, b]. Dále,
zobrazeńı

f ∈AC[a, b] → (f(a), f ′)∈R × L1 [a, b]

a

(c, g)∈R × L1 [a, b] → f(t) := c +

∫ t

a

g(s) ds∈AC[a, b]

představuj́ı vzájemně jednoznačný vztah mezi AC[a, b] a R×L1 [a, b]. Na AC[a, b] definu-
jeme normu předpisem

‖f‖AC = |f(a)|+ ‖f ′‖1 pro f ∈AC[a, b]

a AC[a, b] je pak Banach̊uv prostor. Obecný spojitý lineárńı funkcionál na AC[a, b] má
tvar:

x∈AC[a, b] → p x(a) +

∫ b

a

q x′ dt,

kde p∈R a q ∈L∞[a, b]. (L∞[a, b] znač́ı prostor funkćı ”v podstatě” ohraničených na
[a, b]).

Daľśı podrobnosti o funkćıch absolutně spojitých lze nalézti v monografíıch V. Jarńıka
Diferenciálńı počet II [3, V.9] a Integrálńı počet II [4, V.5] a Š. Schwabika Integrace v R
(Kurzweilova teorie) [6, XIII.4].

Vı́me již (viz Lemma 1.32 a Poznámka 1.34), že každou funkci s konečnou variaćı na
[a, b] můžeme rozložit na součet funkce spojité a funkce skokové resp. na rozd́ıl dvou funkćı
neklesaj́ıćıch na [a, b] (viz Věta 1.4). Funkce s konečnou variaćı lze také rozložit na součet
funkce absolutně spojité a funkce singulárńı. Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı je uveden např.
v [4, Věta 125].

2.6. Věta (Lebesgue̊uv rozklad funkce s konečnou variaćı). Pro každou funkci
f ∈BV[a, b] existuje singulárńı funkce f SING taková, že f − f SING je absolutně spojitá na
[a, b]. Funkce f SING je určena jednoznačně až na konstantu.

2.7 . Definice. Jestliže f ∈BV[a, b], pak funkci f SING přǐrazenou k f podle Věty 2.6
nazýváme singulárńı část funkce f. Dále, rozd́ıl f −f SING nazýváme absolutně spojitá část
funkce f a znač́ıme fAC. Konečně, f SC := f − fB − fAC = fC − fAC je spojitá singulárńı
část funkce f.
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Kapitola 3

Regulované funkce.

3.1 . Definice. Funkce f : [a, b] → R se nazývá regulovaná na [a, b], jestliže pro každé
t∈ (a, b] a každé s∈ [a, b) existuj́ı konečné limity

f(t−) = lim
τ→t−

f(τ) a f(s+) = lim
τ→s+

f(τ),

tj. má-li na intervalu [a, b] nespojitosti nejvýše 1. druhu. Množinu funkćı regulovaných
na [a, b] znač́ıme G[a, b].

3.2 . Poznámka. Zřejmě plat́ı BV[a, b] ∪C[a, b] ⊂ G[a, b], přičemž G[a, b] \C[a, b] 6= ∅ a
G[a, b] \ BV[a, b] 6= ∅.

Podobně jako pro funkce s konečnou variaćı (viz Lemma z d̊ukazu Věty 1.7) plat́ı pro
regulované funkce: máme:

3.3 . Věta. Každá funkce regulovaná na [a, b] má na [a, b] nejvýše spočetně mnoho bod̊u
nespojitosti.

3.4 . Věta. Jestlǐze posloupnost {fn}∞n=1 ⊂ G[a, b] a funkce f : [a, b] → R jsou takové, že
plat́ı limn→∞ fn(x) = f(x) stejnoměrně na [a, b] (tj. limn→∞ ‖f−fn‖ = 0), pak f ∈G[a, b].

D ů k a z . Necht’ x∈ [a, b), necht’ {xk}k∈N ⊂ (x, b] je libovolná posloupnost taková, že
xk → x pro k → ∞ a necht’ je dáno libovolné ε > 0. Zvolme n0 ∈N a k0 ∈N tak, aby
platilo

‖f − fn0‖ <
ε

3
a |fn0(xk)− fn0(x`)| < ε

3
pro všechna k, ` ≥ k0.

Potom budeme mı́t pro všechna k, ` ≥ k0

|f(xk)− f(x`)|
≤ |f(xk)− fn0(xk)|+ |fn0(xk)− fn0(x`)|+ |f(x`)− fn0(x`)| < ε,

tj. existuje konečná limita f(x+) = limk→∞ f(xk). Podobně bychom ukázali, že pro každé
x∈ (a, b] existuje konečná limita f(x−).

3.5 . Definice. Pro libovolnou funkci f : [a, b] → R, podinterval [α, β] ⊂ [a, b] a děleńı
D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] definujeme

ω(α,β)(f) = sup
x′,x′′ ∈ (α,β)

|f(x′)− f(x′′)| a ωD(f) = max
i=1,2,...,m

ω(αi−1,αi)(f).

27
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3.6 . Věta. Následuj́ıćı tři tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(i) f ∈G[a, b].

(ii) Existuje posloupnost {fn}n∈N ⊂ S[a, b] taková, že plat́ı fn ⇒ f na [a, b] pro n →∞.

(iii) Pro každé ε > 0 existuje děleńı D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] takové, že ωD(f) < ε.

D ů k a z . a) Implikace (ii) =⇒ (i) je dokázána Větou 3.4.

b) Předpokládejme, že plat́ı (i) a necht’ je dáno libovolné ε > 0. Potom pro každé x∈ [a, b]
existuje δ(x) > 0 takové, že plat́ı

{
ω(a,a+δ(a))(f) < ε, ω(b−δ(b),b)(f) < ε,

ω(x−δ(x),x)(f) < ε a ω(x,x+δ(x))(f) < ε pro všechna x∈ (a, b).
(3.1)

Intervaly

[a, a + δ(a)), (x− δ(x), x + δ(x)), x∈ (a, b), (b− δ(b), b]

tvoř́ı otevřené pokryt́ı intervalu [a, b], ze kterého lze podle Vitaliovy věty (viz např. [3,
Věta 81]) vybrat pokryt́ı konečné:

[a, a + δ(a)), (xi − δ(xi), xi + δ(xi)), i = 1, 2, . . . , m− 1, (b− δ(b), b],

přičemž vzhledem k (3.1) plat́ı

ω(xi−δ(xi),xi)(f) < ε a ω(xi,xi+δ(xi))(f) < ε pro všechna i = 1, 2, . . . m− 1.

Označme α0 := a a αm := b a necht’

D = {α0, α1, α
′
1, . . . αm− 1, α

′
m− 1, αm},

kde

α′i = xi a αi ∈ (xi − δ(xi), xi−1 + δ(xi−1)), i = 1, 2, . . . , m− 1.

Potom

ω(a,α1)(f) ≤ ω(a,a+δ(a))(f) < ε, ω(αm,b)(f) ≤ ω(b−δ(b),b)(f) < ε

a

ω(αi,α′i)(f) ≤ ω(xi−δ(xi),xi)(f) < ε a ω(α′i,αi+1)(f) ≤ ω(xi,xi+δ(xi))(f) < ε

pro každé i = 1, 2, . . . , m− 1, tj.

ωD(f) < ε.

c) Předpokládejme, že plat́ı (iii). Necht’ je dáno ε > 0 a necht’

D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b]
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je děleńı [a, b] takové, že ωD(f) < ε. Pro každé i∈{1, 2, . . . ,m} zvolme ξi ∈ (αi−1, αi) a
definujme

gε(x) =

{
f(αi) pro x = αi,

f(ξi) pro x∈ (αi−1, αi).

Pro každé x∈ [a, b] máme |f(x)− gε(x)| < ε a tud́ıž také ‖f − gε‖ < ε. Jestliže tedy pro
každé n∈N definujeme fn = g1/n, bude fn ∈ S[a, b] pro každé n∈N a fn ⇒ f na [a, b] pro
n →∞.

3.7 . Důsledky.

(i) Každá funkce regulovaná na [a, b] je na [a, b] ohraničená. (Speciálně G[a, b]⊂L1 [a, b].)

(ii) Pro každé ε > 0 existuje nejvýše konečně mnoho x∈ [a, b] takových, že plat́ı

|∆+f(x)| ≥ ε nebo |∆−f(x)| ≥ ε.

D ů k a z . Obě tvrzeńı plynou z vlastnosti (iii) z Věty 3.6.

3.8 . Věta. G[a, b] je Banach̊uv prostor vzhledem k normě

‖f‖G = ‖f‖ = sup
x∈ [a,b]

|f(x)|.

D ů k a z . Předpokládejme, že posloupnost {fn}∞n=1 ⊂ G[a, b] je cauchyovská v G[a, b].
Jako v částech a) a b) d̊ukazu Věty 1.10 dokážeme, že existuje funkce f : [a, b] → R
takové, že plat́ı limn→∞ ‖fn−f‖ = 0. Podle Věty 3.4 ovšem plat́ı f ∈G[a, b] a t́ım je věta
dokázána.

3.9 . Poznámky.

(i) f ∈ S[a, b] ⇐⇒ f je konečná lineárńı kombinace charakteristických funkćı inter-
val̊u [a, τ ], [a, τ), τ ∈ (a, b], a charakteristických funkćı jednobodových interval̊u [τ ],
τ ∈ [a, b], tj.

S[a, b] = Lin
(
χ[a,τ ], χ[a,τ), χ[τ ], τ ∈ (a, b], χ[a]

)
.

(Lin(M) znač́ı lineárńı obal množiny M.)

(ii) Množina S[a, b] je podle tvrzeńı (ii) Věty 3.6 hustá v G[a, b], tj. S[a, b] = G[a, b],
kde S[a, b] znač́ı uzávěr S[a, b] v G[a, b].

3.10 . Lemma. Necht’ {fn}∞n=1 ⊂ G a fn ⇒ f na [a, b]. Potom plat́ı též

fn(x−) ⇒ f(x−) a fn(x+) ⇒ f(x+) na [a, b],

kde f(a−) = f(a), f(b+) = f(b) a fk(a−) = fk(a) a fk(b+) = fk(b) pro k ∈N.
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D ů k a z . Pro n∈N položme

f̃n(x) =

{
fn(x+) když x∈ [a, b),

fn(b) když x = b
a

f̃(x) =

{
f(x+) když x∈ [a, b),

f(b) když x = b.

Necht’ je dáno ε > 0. Existuje nε ∈N takové, že je |fn(t) − f(t)| < ε pro každé n ≥ nε a
každé t∈ [a, b]. Odtud ovšem limitńım přechodem t → x+ dostaneme, že také pro každé
x∈ [a, b) a každé n ≥ nε plat́ı

|f̃n(x)− f̃(x)| = lim
t→x+

|fn(t)− f(t)| ≤ ε,

tj.

lim
n→∞

‖f̃n − f̃‖ = 0

neboli

fn(x+) ⇒ f(x+).

Podobně bychom ukázali, že plat́ı i fn(x−) ⇒ f(x−) na [a, b].

3.11 . Důsledek. Množiny

GL[a, b] = {f ∈G : f(x−) = f(x) na (a, b)},
GR[a, b] = {f ∈G : f(x+) = f(x) na (a, b)}

a

Greg[a, b] = {f ∈G : f(x−) + f(x+) = 2 f(x) na (a, b)}
jsou uzavřené v G[a, b] a tud́ı̌z jsou to také Banachovy prostory vzhledem k operaćım a
normě indukovaným z G[a, b].

3.12 . Lemma. GL[a, b] ∩ S[a, b] = GL[a, b].

D ů k a z . Necht’ f ∈GL[a, b] a ε > 0. Podle Věty 3.6 (ii) existuje ϕ∈ S[a, b] takové, že

|f(x)− ϕ(x)| ≤ ‖f − ϕ‖ < ε pro všechna x∈ [a, b].

Dále, pro každé x∈ (a, b) existuje δ(x) > 0 takové, že (x− δ(x), x] ⊂ (a, b) a

|f(x)− f(t)| < ε pro všechna t∈ (x− δ(x), x].

Pro každé x∈ (a, b) a t∈ (x− δ(x), x] tedy máme

|ϕ(x)− ϕ(t)| ≤ |ϕ(x)− f(x)|+ |f(x)− f(t)|+ |f(t)− ϕ(t)| < 3 ε,

tj.
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|ϕ(x)− ϕ(x−)| < 3 ε.

Položme

g(x) =

{
ϕ(x−) pro x∈ (a, b),

ϕ(x) pro x = a nebo x = b.

Potom pro každé x∈ (a, b) plat́ı

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− ϕ(x)|+ |ϕ(x)− ϕ(x−)| < 4 ε,

tj. množina GL ∩ SL[a, b] je hustá v GL[a, b].

3.13 . Poznámka. GL[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
.

Daľśı podrobnosti týkaj́ıćı se regulovaných funkćı lze nalézti zejména v monografii
Ch. Hönigově Volterra Stieltjes-Integral Equations [2, sec.3]
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Kapitola 4

Riemann̊uv-Stieljes̊uv integrál

Text této kapitoly se oṕırá zejména o Hildebrandtovu monografii [1, Chapter II].

4.1. Definice. Pro libovolné dvě funkce f, g : [a, b] → R a rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b]
intervalu [a, b], D = {α1, α2, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ Rm, definujeme

Sf∆g(D, ξ) :=
m∑

j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)].

(Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme psát zjednodušeně S(D, ξ) mı́sto Sf∆g(D, ξ).)

Necht’ f, g : [a, b] → R. Řekneme, že existuje normový Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál
((n) RS-integrál)

(n)

∫ b

a

f dg = (n)

∫ b

a

f(x) dg(x)

a má hodnotu I ∈ R, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že plat́ı

(
(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ |D| < δ

)
=⇒ |S(D, ξ)− I| < ε.

Řekneme, že existuje σ Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál ((σ) RS-integrál)

(σ)

∫ b

a

f dg = (σ)

∫ b

a

f(x) dg(x)

a má hodnotu I ∈ R, jestliže pro každé ε > 0 existuje děleńı Dε ∈ D [a, b] takové, že plat́ı

(
(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ Dε ⊂ D

)
=⇒ |S(D, ξ)− I| < ε.

Existuje-li integrál
∫ b

a
f dg (v některém z výše uvedených smysl̊u), pak pro libovolné

funkce f, g : [a, b] → R definujeme:

∫ a

b

f dg = −
∫ b

a

f dg.

Dále, pro každé c ∈ [a, b] a pro všechny funkce f, g : [a, b] → R definujeme:

∫ c

c

f dg = 0.

33
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4.2 . Cvičeńı. Jestlǐze funkce f : [a, b] → R a g ∈ BV[a, b] jsou takové, že existuje

RS-integrál
∫ b

a
f dg (v normovém či zjemňovaćım smyslu), pak plat́ı:

∣∣∣
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ ‖f‖ var b

a g.

Pro každá dvě děleńı D′, D′′ ∈ D [a, b] taková, že D′ ⊂ D′′ (D′′ je zjemněńı D′) plat́ı
|D′′| ≤ |D′|. Snadno lze tedy dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

4.3 . Věta. Je-li (n)
∫ b

a
f dg = I ∈ R, pak plat́ı také (σ)

∫ b

a
f dg = I.

4.4 . Poznámka. Necht’ f ∈ G[a, b], x0 ∈ (a, b), c, d ∈ R, c d > 0 a

g(x) = −c χ[a,x0)(x) + dχ(x0,b](x) =





−c pro x < x0,

0 pro x = x0,

d pro x > x0.

Pro libovolné rozš́ı̌rené děleńı

(D, ξ) =
(
{α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

)
∈ P [a, b]

intervalu [a, b] máme

S(D, ξ) =





f(ξ′) (c + d) je-li x0 ∈ (αj, αj+1), ξj = ξ′ 6= x0,

f(x0) (c + d) je-li x0 ∈ (αj, αj+1), ξj = x0,

f(ξ′) c + f(ξ′′) d je-li x0 = αj, ξj−1 = ξ′ 6= x0, ξj = ξ′′ 6= x0,

f(x0) c + f(ξ′′) d je-li x0 = αj, ξj−1 = x0, ξj = ξ′′ 6= x0,

f(ξ′) c + f(x0) d je-li x0 = αj, ξj−1 = ξ′ 6= x0, ξj = x0.

Odtud vid́ıme, že pokud je −c = g(x0−) 6= d = g(x0+), pak k tomu, aby částečné součty
S(D, ξ) konvergovaly pro |D| → 0 k nějaké konečné hodnotě I, je nutné, aby funkce
f byla v bodě x0 spojitá (limξ→x0 f(ξ) = f(x0)). Lze tedy očekávat, že pro existenci

normového integrálu (n)
∫ b

a
f dg bude nutné, aby funkce f a g neměly žádný společný

bod nespojitosti.

Nyńı, necht’ D0 ∈ D [a, b] je libovolné děleńı obsahuj́ıćı x0. Pro každé jeho zjemněńı D
potom máme

S(D, ξ) ∈ {f(ξ′) c + f(ξ′′) d, f(x0) c + f(ξ′′) d, f(ξ′) c + f(x0) d},
kde ξ′ < x0 a ξ′′ > x0. Bude-li tedy funkce f regulovaná na [a, b], bude množina Q
hromadných bod̊u množiny {S(D, ξ) : (D, ξ) ∈ P [a, b] ∧D0 ⊂ D} nejvýše tř́ıbodová:

Q = {f(x0−) c + f(x0+) d, f(x0) c + f(x0+) d, f(x0−) c + f(x0) d}



Stieltjes̊uv integrál 35

To naznačuje, že pro existenci integrálu (σ)
∫ b

a
f dg bude nutné (a mohlo by stačit (?)),

aby pro funkce f a g a libovolné x ∈ [a, b] platilo:

(∆+f(x) ∆+g(x) = 0) ∧ (∆−f(x) ∆−g(x) = 0).

Standardńım zp̊usobem lze dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

4.5 . Věta (Bolzano - Cauchyova podḿınka). Pro dané funkce f, g : [a, b] → R
existuje normový integrál (n)

∫ b

a
f dg právě tehdy, když je splněna podmı́nka:

{
∀ε > 0 ∃δ > 0:

(
(D′, ξ′), (D′′, ξ′′)∈P [a, b]∧ |D′|<δ ∧ |D′′|<δ

)

=⇒ |S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)|<ε.
(4.1)

Podobně, (σ)
∫ b

a
f dg ∈ R právě tehdy, když plat́ı

{
∀ε > 0 ∃Dε ∈D [a, b] :

(
(D′, ξ′), (D′′, ξ′′)∈P [a, b]∧D′⊃Dε ∧D′′⊃Dε

)

=⇒ |S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)| < ε.
(4.2)

D ů k a z . Nutnost splněńı uvedených podmı́nek pro existenci př́ıslušných integrál̊u je
zřejmá z Definice 4.1.

Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (4.2). Potom můžeme vybrat posloupnost
rozš́ı̌rených děleńı {(Dk, ξk)}∞k=1 intervalu [a, b] takovým zp̊usobem, že bude platit

|S(D, ξ)− S(Dk, ξk)| < 1

k
pro každé D ⊃ Dk a (D, ξ) ∈ P [a, b] (4.3)

a přitom současně

Dk ⊂ D` a |S(Dk, ξk)− S(D`, ξ`)| < 1

k
pro každé k ∈ N a ` ≥ k. (4.4)

Posloupnost {S(Dk, ξk)}∞k=1 je cauchyovská posloupnost reálných č́ısel a existuje tedy
reálné č́ıslo I ∈ R takové, že

lim
k→∞

S(Dk, ξk) = I.

Nyńı, necht’ je dáno ε > 0. Zvoĺıme-li kε tak, aby bylo současně

1

kε

<
ε

2
a |S(Dkε , ξkε)− I| < ε

2
, (4.5)

bude, vzhledem k (4.3) a (4.5), pro každé D ⊃ Dkε a každé (D, ξ) ∈ P [a, b] platit

|S(D, ξ)− I| ≤ |S(D, ξ)− S(Dkε , ξkε)|+ |S(Dkε , ξkε)− I| < ε,

neboli
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I = (σ)

∫ b

a

f dg.

Implikace:(4.2) =⇒ (n)
∫ b

a
f dg ∈ R by se dokazovala podobně a ponechává se čtenáři

jako cvičeńı.

Pokud nebude v následuj́ıćıch tvrzeńıch explicitně zmı́něno, zda se jedná o normový
integrál či o (σ)-integrál, bude to znamenat, že tvrzeńı plat́ı pro oba typy integrálu.

4.6 . Věta. Jestlǐze existuje integrál
∫ b

a
f dg a c∈ (a, b), pak existuj́ı také integrály

∫ c

a

f dg a

∫ b

c

f dg

a plat́ı

∫ b

a

f dg =

∫ c

a

f dg +

∫ b

c

f dg.

D ů k a z . Existenci integrál̊u

∫ c

a

f dg a

∫ b

c

f dg

dokážeme snadno pomoćı předchoźı věty.

Dále, necht’ je dáno ε> 0. Zvolme rozš́ı̌rená děleńı (D′, ξ′)∈P [a, c] a (D′′, ξ′′)∈P [c, b]
tak, aby platilo

∣∣S(D′, ξ′)−
∫ c

a

f dg
∣∣ +

∣∣S(D′′, ξ′′)−
∫ b

c

f dg
∣∣ +

∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f dg
∣∣ < ε, (4.6)

kde

(D, ξ) = (D′ ∪D′, (ξ′, ξ′′)) ∈ P [a, b].

Potom bude S(D, ξ) = S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′) a tud́ıž

∣∣
∫ b

a

f dg −
∫ c

a

f dg −
∫ b

c

f dg
∣∣

≤
∣∣
∫ b

a

f dg − S(D, ξ)
∣∣ +

∣∣S(D, ξ)− S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)
∣∣

+
∣∣S(D′, ξ′)−

∫ c

a

f dg
∣∣ +

∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f dg
∣∣ < ε.

4.7 . Cvičeńı. Pro oba integrály (normový i zjemňovaćı) podrobně dokažte, že z exis-

tence integrálu
∫ b

a
f dg opravdu plyne existence rozš́ıřených děleńı (D′, ξ′)∈P [a, c] a

(D′′, ξ′′)∈P [c, b] takových, že plat́ı (4.6).
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Daľśı tvrzeńı plyne př́ımo z Definice 4.1.

4.8 . Cvičeńı. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b] → R, a necht’ existuj́ı integrály:

∫ b

a

f1 dg,

∫ b

a

f2 dg,

∫ b

a

f dg1 a

∫ b

a

f2 dg2.

Potom pro libovolná c1, c2 ∈ R plat́ı

∫ b

a

(c1 f1 + c2 f2) dg = c1

∫ b

a

f1 dg + c2

∫ b

a

f2 dg,

a ∫ b

a

f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a

f dg1 + c2

∫ b

a

f dg2.

4.9 . Věta. Necht’ g ∈ BV[a, b] a ohraničené funkce f a fn : [a, b] → R, n ∈ N, jsou
takové, že

∫ b

a

fn dg ∈ R pro všechna n ∈ N (4.7)

a

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0. (4.8)

Potom existuje také integrál
∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg. (4.9)

D ů k a z provedeme pro σ-integrál:

Necht’ je dáno ε > 0. Vzhledem k předpokladu (4.8) můžeme zvolit nε ∈ N tak, aby
platilo

n ≥ nε =⇒
(
‖fn − f‖ <

ε

var b
a g

)
∧

(
‖fn‖ < ‖f‖+ 1

)
. (4.10)

Dále, za našich předpoklad̊u (viz Cvičeńı 4.2) je pro n ≥ nε

∣∣
∫ b

a

fn dg
∣∣ ≤ ‖fn‖ var b

a g ≤ (‖f‖+ 1) var b
a g.

Můžeme tedy vybrat podposloupnost {nk}∞k=1 v N a I ∈ R tak, že bude platit

lim
k→∞

∫ b

a

fnk
dg = I.
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Speciálně, existuje kε ∈ N takové, že

nkε ≥ nε a
(
k ≥ kε =⇒

∣∣
∫ b

a

fnk
dg − I

∣∣ < ε
)
. (4.11)

Dále, necht’ Dε = {α0, α1, . . . , αm} ∈ D je takové děleńı intervalu [a, b], že

(
(D, ξ) ∈ P

)
∧

(
Dε ⊂ D

)
=⇒

∣∣Skε(D, ξ)−
∫ b

a

fnkε
dg

∣∣ < ε, (4.12)

kde

Skε(D, ξ) =
m∑

j=1

fnkε
(ξj) [g(αj)− g(αj−1)].

Protože je nkε ≥ nε (viz (4.11)), znamená (4.10), že pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] splňuj́ıćı
Dε ⊂ D je

∣∣S(D, ξ)− Skε(D, ξ)
∣∣ ≤ ‖f − fnkε

‖ var b
a g < ε.

Vzhledem k (4.11)-(4.12) tedy dostáváme

|S(D, ξ)−I| ≤ |S(D, ξ)−Skε(D, ξ)|+
∣∣Skε(D, ξ)−

∫ b

a

fnkε
dg

∣∣+
∣∣
∫ b

a

fnkε
dg−I

∣∣ < 3 ε.

Odtud okamžitě plyne, že plat́ı

∫ b

a

f dg = I.

Konečně, protože podle Cvičeńı 4.2 máme

∣∣
∫ b

a

fn dg −
∫ b

a

f dg
∣∣ ≤ ‖fn − f‖ var b

a g,

tvrzeńı (4.9) plyne nyńı snadno z předpokladu (4.8).

4.10 . Poznámka. Všimněme si, že podle definice existuje (σ)
∫ b

a
f dg ∈ R právě tehdy,

když pro každé ε > 0 existuje děleńı Dε ∈ D [a, b] takové, že:

(
(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ D ⊃ Dε

)
=⇒

∣∣∣
ν(D)∑
j=1

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

f dg
)∣∣∣ < ε.

4.11 . Lemma (Saks-Henstock). Necht’ f, g : [a, b] → R a necht’ existuje (σ)
∫ b

a
f dg.

Bud’ dáno ε > 0 a necht’ Dε ∈ D [a, b] je takové, že

∣∣∣S(D, ξ)− (σ)

∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε
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plat́ı pro každé rozš́ıřené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε. Potom pro každé
takové děleńı

(D, ξ) =
({α0, α2, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

)

plat́ı také
m∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
∣∣∣ < 6 ε. (4.13)

D ů k a z . a) Pro každou dvojici (D′, ξ′), (D′′, ξ′) ∈ P [a, b] takovou, že je D′ ⊃ Dε a
D′′ ⊃ Dε máme

|S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)| < 2 ε. (4.14)

Necht’ (D, ξ)∈P [a, b], D = {α0, α2, . . . ,αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . ., ξm) a D⊃Dε. Pro každé

j ∈{1, 2, . . ., m} můžeme zvolit D
(j)
ε ∈D [αj−1, αj] a ξ(j) ∈Rm tak, aby platilo

(D(j)
ε , ξ(j))∈P [αj−1, αj]

a
∣∣S(D(j)

ε , ξ(j))− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
∣∣ <

ε

m
. (4.15)

Necht’

U = {j1, j2, . . . , jk} ⊂ {1, 2, . . . ,m}, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ m,

je daná podmnožina index̊u. Potom pro každý vektor ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ Rm takový,
že (D, ξ) ∈ P [a, b], máme∣∣∣∣∣

∑
j ∈U

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− S(D(j)

ε , ξ(j))
)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
S(D(j)

ε , ξ(j))−(σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
S(D, ξ)−

∑

j /∈U

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∑
j ∈U

S(D(j)
ε , ξ(j))

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
S(D(j)

ε , ξ(j))− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)∣∣∣∣∣

=
∣∣S(D, ξ)− S(D′, ξ′)

∣∣ +
∣∣∣
∑
j ∈U

(
S(D(j)

ε , ξ(j))− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)∣∣∣,
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kde (D′, ξ′) ∈ P [a, b], D′ = D ∪⋃
j ∈U D

(j)
ε . Odtud, vzhledem k (4.14) a (4.15), plyne

∣∣ ∑
j ∈U

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)∣∣ ≤ 2 ε + k

ε

m
< 3 ε. (4.16)

b) Označme

U+ = {j ∈ {1, 2, . . . , m} : f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg ≥ 0}.

Po dosazeńı U = U+ do (4.16) źıskáme nerovnost




∑

j ∈U+

∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
∣∣

=
∑

j ∈U+

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)

< 3 ε.
(4.17)

Podobně, pro U = U−,

U− = {j ∈ {1, 2, . . . , m} : f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg < 0},

dostaneme



∑

j ∈U−

∣∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
∣∣∣

= −
∑

j ∈U−

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
)

< 3 ε.
(4.18)

Odtud a z (4.17) plyne

m∑
j=1

|f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg|

=
∑

j ∈U+

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg

−
∑

j ∈U−
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg

≤
∣∣ ∑

j ∈U+

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
∣∣

+
∣∣ ∑

j ∈U−
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f dg
∣∣ < 6 ε,

tj. plat́ı (4.13).
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4.12 . Cvičeńı.

(i) Dokažte, že za předpoklad̊u Lemmatu 4.11 pro libovolný systém

a ≤ α1 ≤ ξ1 ≤ β1 ≤ α2 ≤ ξ2 ≤ β2 ≤ · · · ≤ αk ≤ ξk ≤ βk ≤ b

(může být βi < αi+1)

plat́ı

∣∣
k∑

j=1

f(ξj) [g(βj)− g(αj)]− (σ)

∫ βj

αj

f dg
∣∣ < 3 ε.

(ii) Formulujte a dokažte Lemma 4.11 pro normový integrál.

Důležitým d̊usledkem Saks-Henstockova lemmatu je následuj́ıćı tvrzeńı:

4.13 . Věta (Substituce). Necht’ f, g, h : [a, b] → R, přičemž f je ohraničená na inter-

valu [a, b] a
∫ b

a
g dh ∈ R. Potom existuje jeden z integrál̊u

∫ b

a

f d
[ ∫ x

a

g dh
]

a

∫ b

a

f g dh (4.19)

právě tehdy když existuje i ten druhý. V takovém př́ıpadě pak plat́ı
∫ b

a

f d
[ ∫ x

a

g dh
]

=

∫ b

a

f g dh. (4.20)

D ů k a z provedeme opět pouze pro σ integrál:

Nejprve si povšimněme, že z existence integrálu
∫ b

a
g dh ∈ R plyne, že pro libovolné

x ∈ [a, b] je definovaná funkce

w(x) =

∫ x

a

g dh

(viz Věta 4.6). Dále, pro každé rozš́ı̌rené děleńı

(D, ξ) ∈ P [a, b], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

máme:
∣∣∣

m∑
j=1

f(ξj) g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
m∑

j=1

f(ξj) [w(αj)− w(αj−1)]
∣∣∣

≤
m∑

j=1

|f(ξj)|
∣∣∣g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

g dh
∣∣∣

≤ ‖f‖
( m∑

j=1

∣∣g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

g dh
∣∣
)
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Bud’ dáno libovolné ε > 0. Zvolme Dε ∈D [a, b] tak, aby nerovnost

∣∣∣S(D, ξ)− (σ)

∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε

platila pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε. Podle Saks-
Henstockova lemmatu (Lemma 4.11) pak plat́ı také

m∑
j=1

∣∣∣g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

g dh
∣∣∣ < 6 ε.

pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε. To znamená, že pro
integrálńı součty př́ıslušné k integrál̊um (4.19) máme

∣∣∣
m∑

j=1

f(ξj) g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
m∑

j=1

f(ξj) [w(αj−1)− w(αj)]
∣∣∣ < ‖f‖ 6 ε.

Odtud už d̊ukaz našeho tvrzeńı snadno plyne.

4.14 . Věta (Integrace per-partes).
∫ b

a
f dg existuje právě tehdy, když existuje in-

tegrál
∫ b

a
g df. V takovém př́ıpadě pak plat́ı

∫ b

a

f dg +

∫ b

a

g df = f(b) g(b)− f(a) g(a). (4.21)

D ů k a z . Pro libovolné rozš́ı̌rené děleńı

(D, ξ) = {α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)} ∈ P

plat́ı

Sf∆g(D, ξ)

= f(ξ1) [g(α1)− g(a)] + f(ξ2) [g(α2)− g(α1)] + · · ·+ f(ξm) [g(b)− g(αm− 1)]

= −f(a) g(a)− [f(ξ1)− f(a)] g(a)− [f(ξ2)− f(α1)] g(α1)

−[f(α1)− f(ξ1)] g(α1)− · · · − [f(ξm)− f(αm− 1)] g(αm− 1)

−[f(αm− 1)− f(ξm− 1)] g(αm− 1)− [f(b)− f(ξm)] g(b) + f(b) g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)− Sg∆f (D
′, ξ′),

kde

ξ′ = (a, α1, α1, α2, α2, . . . , αm− 1, αm− 1, b) a D′ = {a, ξ1, α1, ξ2, α2, . . . αm− 1, ξm, b}
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je zjemněńım D. (Stane-li se, že ξj = αj−1 resp. ξj = αj pro nějaké j, muśıme ovšem tyto

body ξj z D′ i z ξ′ vynechat.) Necht’ je dáno ε> 0 a necht’ existuje integrál
∫ b

a
g df. Zvolme

děleńı Dε intervalu [a, b] tak, aby pro každé jeho zjemněńı D′ a každé (D′, ξ′)∈P [a, b]
platilo

∣∣∣Sg∆f (D
′, ξ′)−

∫ b

a

g df
∣∣∣ < ε.

Vzhledem k výše uvedenému máme tedy pro každé D ⊃ Dε a každé př́ıslušné rozš́ı̌rené
děleńı (D, ξ)

Sf∆g(D, ξ)− f(b) g(b)− f(a) g(a) +

∫ b

a

g df =

∫ b

a

g df − Sg∆f (D
′, ξ′),

kde D′ ⊃ D ⊃ Dε a tud́ıž

∣∣∣Sf∆g(D, ξ)− f(b) g(b)− f(a) g(a) +

∫ b

a

g df
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ b

a

g df − Sg∆f (D
′, ξ′)

∣∣∣ < ε.

Odtud už snadno plyne existence integrálu
∫ b

a
f dg a platnost vztahu (4.21).

Druhá implikace by se dokazovala symetricky.

4.15 . Lemma. Je-li

an ≥ 0 pro všechna n ∈ N a
∞∑

n=1

an = ∞,

pak existuje posloupnost {cn}n∈N taková, že plat́ı

cn > 0 pro všechna n ∈ N, lim
n→∞

cn = 0 a
∞∑

n=1

cn an = ∞. (4.22)

D ů k a z . Označ́ıme-li sn =
∑n

k=1 ak pro n ∈ N, bude {sn}∞n=1 neklesaj́ıćı posloupnost a

lim
n→∞

sn = ∞. (4.23)

Speciálně, pro dostatečně velká n (n ≥ n0) bude sn > 0. Můžeme tud́ıž definovat

cn =





1 pro n < n0,

1

sn

pro n ≥ n0.

Zřejmě je cn > 0 pro každé n ∈ N a limn→∞ cn = 0. Na druhou stranu, pro libovolná
m,n ∈ N, m > n ≥ n0 máme

m∑

k=n

ck ak =
m∑

k=n

ak

sk

≥
∑m

k=n ak

sm

= 1− sn−1

sm

.
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Vzhledem k (4.23), pro každé n ∈ N existuje mn > n takové, že je
sn−1

smn

<
1

2
, tj.

mn∑

k=n

ck ak >
1

2
.

To ovšem znamená, že muśı platit (4.22).

4.16 . Lemma. Funkce g : [a, b] → R má konečnou variaci na [a, b] právě tehdy, když
plat́ı





∀x∈ (a, b] ∃ δ1 ∈ (0, x− a) : varx
x−δ1

g < ∞
a

∀x∈ [a, b) ∃ δ2 ∈ (0, b− x) : varx+δ2
x g < ∞.

(4.24)

D ů k a z plyne z Borelovy věty o konečném pokryt́ı a z Věty 1.3.

4.17 . Věta. Integrál
∫ b

a
f dg existuje pro každou funkci f spojitou na [a, b] pouze tehdy,

když g má konečnou variaci na [a, b].

D ů k a z . Předpokládejme, že je var b
a g =∞. Podle Lemmatu 4.16 existuje x0 ∈ [a, b] pro

které neńı splněna jedna z podmı́nek (4.24). Necht’ tedy např. x0 ∈ (a, b] a necht’ pro každé
δ ∈ (0, x0 − a) plat́ı

varx0
x0−δf = ∞.

Potom také existuje rostoućı posloupnost {αk}∞k=0 bod̊u v (0, x0) taková, že

lim
k→∞

αk = x0 a
∞∑

k=1

|g(αk)− g(αk−1)| = ∞.

Dále, podle Lemmatu 4.15 existuje posloupnost {ck}∞k=1 kladných č́ısel taková, že plat́ı

lim
k→∞

ck = ∞ a
∞∑

k=1

ck |g(αk)− g(αk−1)| = ∞.

Položme

f(x) =





0 pro x ≤ α0 resp. x ≥ x0 resp. x ∈ {αk}∞k=1 ,

ck sign(g(αk)− g(αk−1)) pro x = ξk :=
αk + αk−1

2

a ve zbývaj́ıćıch bodech intervalu [a, b] dodefinujme funkci f lineárně. Takto definovaná
funkce f : [a, b] → R bude zřejmě spojitá na [a, b] a přitom pro ńı bude platit

∞∑

k=1

f(ξk) [g(αk)− g(αk−1)] = ∞.
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Speciálně, pro každé M > 0 existuje NM ∈ N takové, že

NM∑

k=1

f(ξk) [g(αk)− g(αk−1)] > M.

Pro dané M > 0, označme DM = {a, α0, α1, . . ., αNM
, x0, b} a ξM = (a, ξ1, ξ2, . . ., ξNM

, x0, b).

Potom je (DM , ξM)∈P a S(DM , ξM) >M. To ale znamená, že integrál
∫ b

a
f dg nemůže

existovat, a to ani zjemňovaćı ani normový.

4.18. Věta. Integrál
∫ b

a
f dg existuje pro každou konečnou skokovou funkci f pouze tehdy,

když f je spojitá na [a, b].

D ů k a z . Necht’ x0 ∈ (a, b), c, d ∈ R, c d > 0 a necht’ funkce g : [a, b] → R je definována
podobně jako v Poznámce 4.4:

g(x) = −c χ[a,x0)(x) + dχ(x0,b](x) pro x ∈ [a, b].

Podle Poznámky 4.4 může integrál (σ)
∫ b

a
f dg existovat pouze tehdy, bude-li platit

c ∆−f(x0) = 0 a d ∆+f(x0) = 0,

tj. ∆−f(x0) = ∆+f(x0) = 0, tj. má-li existovat integrál (σ)
∫ b

a
f dg, muśı být f spojitá

v každém bodě x0 ∈ (a, b). Podobně bychom dokázali také, že v takovém př́ıpadě muśı být
f spojitá v bodě a zprava a v bodě b zleva.

Modifikace d̊ukazu pro normový integrál je zřejmá.

4.19 . Věta. Jestlǐze c ∈ [a, b] a jestlǐze existuj́ı integrály

I1 = (σ)

∫ c

a

f dg a I2 = (σ)

∫ b

c

f dg,

pak existuje také integrál I = (σ)
∫ b

a
f dg a plat́ı I = I1 + I2.

D ů k a z . Bud’ dáno ε > 0. Zvolme děleńı D′
ε ∈D [a, c] a D′′

ε ∈D [c, b] tak, aby platilo
∣∣S(D′, ξ′)− I1

∣∣ < ε pro všechna (D′, ξ′) ∈ P [a, c] taková, že D′ ⊃ D′
ε

a ∣∣S(D′′, ξ′′)− I2

∣∣ < ε pro všechna (D′′, ξ′′) ∈ P [c, b] taková, že D′′ ⊃ D′′
ε .

Nyńı, necht’ Dε = D′
ε ∪ D′′

ε . Protože je c∈Dε, každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b]
splňuj́ıćı D ⊃ Dε můžeme rozdělit:

D = D′ ∪D′′ a ξ = (ξ′, ξ′′)

tak, že bude platit (D′, ξ′) ∈ P [a, c], (D′′, ξ′′) ∈ P [c, b], D′ ⊃ D′
ε a D′′ ⊃ D′′

ε . Nav́ıc, je

S(D, ξ) = S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′).
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Vzhledem k definici D′
ε a D′′

ε tedy pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] splňuj́ıćı D ⊃ Dε máme
∣∣S(D, ξ)− (I1 + I2)

∣∣ ≤
∣∣S(D′, ξ′)− I1

∣∣ +
∣∣S(D′′, ξ′′)− I2

∣∣ < 2 ε,

tj. dokázali jsme tvrzeńı věty.

Kapitola věnovaná RS-integrál̊um bude zakončena uvedeńım několika daľśıch d̊uleži-
tých tvrzeńı. Pro d̊ukazy zat́ım odkazuju čtenáře na kapitolu II již zmı́něné Hildebrandtovy
monografie [1].

4.20 . Definice. Řekneme, že funkce f, g : [a, b] → R splňuj́ı podmı́nku (PA) (podmı́nku
pseudoaditivity) v bodě x∈ (a, b), jestliže





Pro každé ε > 0 existuje δ0 > 0 takové, že pro všechna

δ′ ∈ (0, δ0), δ′′ ∈ (0, δ0), ξ ∈ [x− δ′, x + δ′′], ξ′ ∈ [x− δ′, x] a ξ′′ ∈ [x, x + δ′′]

plat́ı:

∣∣f(ξ) [g(x + δ′′)− g(x− δ′)]

−f(ξ′) [g(x)− g(x− δ′)]− f(ξ′′) [g(x + δ′′)− g(x)]
∣∣ < ε.

Následuj́ıćı tvrzeńı plyne z [1, Theorem II.3.10]), kde je ovšem třeba intervalovou funkci
f(I) nahradit mnohoznačnou intervalovou funkćı

F : [c, d] → f(ξ) [g(d)− g(c)], ξ ∈ [c, d].

4.21 . Věta. Normový integrál (n)
∫ b

a
f dg existuje právě tehdy, když existuje (σ)

∫ b

a
f dg

a je splněna podmı́nka (PA) v každém bodě x∈ (a, b).

4.22 . Poznámka. Ve Větě 4.21 stač́ı mı́sto splněńı podmı́nky (PA) v každém bodě
x∈ (a, b) požadovat splněńı poněkud slabš́ıho předpokladu:





Pro každé ε > 0 existuje děleńı Dε intervalu [a, b] takové, že:

|S(D, ξ)− I| < ε pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε

a

(PA) plat́ı pro každé α∈Dε ∩ (a, b).

4.23 . Věta. Necht’ x∈ (a, b). Funkce f, g : [a, b] → R splňuj́ı podmı́nku (PA) v bodě
x∈ (a, b) právě tehdy, když alespoň jedna z nich je v bodě x spojitá.

4.24 . Poznámka. Je-li f ohraničená v okoĺı bodu x∈ (a, b) a g spojitá v bodě x, pak
funkce f, g splňuj́ı podmı́nku (PA) v bodě x.

4.25. Důsledek. ([1, Corollary II,10,6]) (n)
∫ b

a
f dg existuje pouze tehdy, když funkce f

a g nemaj́ı společný bod nespojitosti v (a, b).
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4.26 . Důsledek. Necht’ c∈ (a, b) a necht’ funkce f, g : [a, b] → R splňuj́ı (PA) v bodě c.
Potom, jestlǐze existuj́ı integrály:

(n)

∫ c

a

f dg = I1 a (n)

∫ b

c

f dg = I2,

pak existuje také integrál
∫ b

a
f dg a plat́ı

(n)

∫ b

a

f dg = I1 + I2.

4.27 . Věta. Necht’ f ∈ C[a, b] a g ∈ BV[a, b]. Potom existuj́ı oba integrály

∫ b

a

f dg i

∫ b

a

g df.

4.28 . Definice. Necht’ f, g : [a, b] → R a I ⊂ [a, b]. Potom definujeme

ω(f ; I) = sup
x′,x′′ ∈ I

|f(x′)− f(x′′)|
a

ω(Sf∆g; I) = sup
(D′,ξ′),(D′′,ξ′′)∈P (I)

|S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)|.

(ω(f ; I) nazýváme modul spojitosti funkce f na I.)

4.29 . Věta. (σ)
∫ b

a
f dg existuje právě tehdy, když

∀ ε > 0 ∃Dε ∈ D [a, b] ∀D = {α0, α1, . . . , αm} ⊃ Dε :
m∑

j=1

ω(Sf∆g; [αj−1, αj]) < ε.

4.30. Věta. Jestlǐze existuje (σ)
∫ b

a
f dg, pak pro každé ε > 0 existuje děleńı Dε ∈ D [a, b]

takové, že plat́ı:

(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ D = {α0, α1, . . . , αm} ⊃ Dε

=⇒
m∑

j=1

ω(f ; [αj−1, αj]) [g(αj)− g(αj−1)] < ε.

4.31 . Věta. Jestlǐze existuje (σ)
∫ b

a
f dg, pak plat́ı obě následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Pro každé x∈ [a, b) je alespoň jedna z funkćı f, g spojitá v x zprava,

(ii) Pro každé x∈ (a, b] je alespoň jedna z funkćı f, g spojitá v x zleva.



48 Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál



Kapitola 5

Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál

5.1 . Definice. Funkce δ : [a, b] → R+ = (0,∞) se nazývaj́ı kalibry na intervalu [a, b],
množinu kalibr̊u na intervalu [a, b] znač́ıme G = G [a, b].

Pro daný kalibr δ ∈ G , řekneme, že rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] je δ-jemné (ṕı̌seme
(D, ξ) ∈ A (δ) = A (δ; [a, b])), jestliže plat́ı

[αj−1, αj] ⊂ (ξj − δ(ξj), ξj + δ(ξj)) pro všechna j = 1, 2, . . . , ν(D).

Pro dané funkce f, g : [a, b] → R a rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] definujeme (jako
v kapitole 4)

S(D, ξ)(= Sf∆g(D, ξ)) :=

ν(D)∑
j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)].

5.2 . Definice (Kurzweil). Necht’ f, g : [a, b] → R a I ∈ R. Řekneme, že existuje
Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál (KS-integrál)

(KS)

∫ b

a

f dg = (KS)

∫ b

a

f(x) dg(x)

a má hodnotu I ∈ R, jestliže pro každé ε > 0 existuje kalibr δε ∈ G takový, že

∣∣∣I − S(D, ξ)
∣∣∣ < ε (5.1)

plat́ı pro všechna δε– jemná rozš́ı̌rená děleńı (D, ξ) (tj. pro všechna (D, ξ) ∈ A (δε)).

Jestliže existuje integrál (KS)
∫ b

a
f dg, definujeme (KS)

∫ a

b
f dg = −(KS)

∫ b

a
f dg. Dále,

(KS)
∫ a

a
f dg = 0.

Tato definice má smysl d́ıky následuj́ıćımu lemmatu.

5.3 . Lemma (Cousin). Pro každý kalibr δ ∈ G je množina A (δ) všech δ– jemných
rozš́ıřených děleńı intervalu [a, b] neprázdná.

D ů k a z . Necht’ je dáno δ ∈ G . Označme M množinu všech c∈ (a, b] pro něž je
A (δ; [a, c]) 6= ∅. Protože je δ(a) > 0, polož́ıme-li c = min{a + δ(a), b}, D = {a, c} a ξ = a,
bude c∈ (a, b] a (D, ξ) ∈ A (δ; [a, c]), tj. c∈M a M 6= ∅. Položme d = sup M. Protože
je δ(d) > 0, existuje c∈ (d − δ(d), d] ∩M. Je-li c < d, pak existuje (D, ξ) ∈ A (δ; [a, c]).

Definujme D̃ = D ∪ {d} a ξ̃ = (ξ, d) ∈ Rν(D)+1. Potom (D̃, ξ̃) ∈ P [a, d] a protože je

[c, d]∈ (d− δ(d), d+ δ(d)), znamená to, že (D̃, ξ̃) ∈ A (δ; [a, d]), tj. d∈M. Konečně, kdyby

49
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bylo d < b, pak bychom mohli zvolit c∈ (d, d + δ(d)) ∩ (d, b) a ukázat, že c∈M, což by
znamenalo spor s definićı d = sup M. To znamená, že plat́ı d = sup M = b a d̊ukaz je
proveden.

Nebude-li uvedeno jinak, bude mı́t v následuj́ıćım textu symbol integrálu vždy
smysl KS-integrálu.

Důkazy tvrzeńı uvedených v této kapitole byly jednak převzaty z monografické pu-
blikace [5], jednak jsou modifikacemi d̊ukaz̊u analogických tvrzeńı pro speciálńı př́ıpad
g(x) ≡ x ze Schwabikovy monografie [6].

5.4 . Poznámka. Jsou-li δ a δ′ ∈ G kalibry na intervalu [a, b], pro které je δ(x) ≤ δ′(x)
na [a, b], pak každé rozš́ı̌rené děleńı intervalu [a, b], které je δ– jemné je také δ′– jemné, tj.
plat́ı A (δ) ⊂ A (δ′). Plat́ı-li tedy nějaká vlastnost pro všechna (D, ξ) ∈ A (δ′) t́ım sṕı̌se
plat́ı i pro všechna (D, ξ) ∈ A (δ). Speciálně, je-li δ0 libovolný kalibr na intervalu [a, b],
stač́ı v Definici 5.2 požadovat existenci kalibru δε, pro který kromě vlastnost́ı v definici
požadovaných plat́ı nav́ıc i δε(x) ≤ δ0(x) na [a, b].

Pro existenci KS-integrálu plat́ı podmı́nka Bolzanova-Cauchyova typu:

5.5 . Věta (Bolzanova-Cauchyova podḿınka). Necht’ f, g : [a, b] → R. Potom

integrál
∫ b

a
f dg existuje právě tehdy, když je splněna následuj́ıćı podmı́nka:

∀ ε > 0 ∃ δ ∈ G :
(
(D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δ)

)
=⇒

∣∣∣S(D, ξ)− S(D′, ξ′)
∣∣∣ < ε. (5.2)

D ů k a z . a) Existuje-li integrál
∫ b

a
f dg = I ∈ R, pak podle Definice 5.2 pro každé

ε > 0 existuje kalibr δε ∈ G takový, že je |S(D, ξ) − I| < ε
2

pro všechna (D, ξ) ∈ A (δε).
Pro všechny dvojice (D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε) tedy máme

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| ≤ |S(D, ξ)− I|+ |S(D′, ξ′)− I| < ε,

tj. je splněna (B-C) podmı́nka (5.2).

b) Necht’ je dáno ε > 0. Označme

M = {m ∈ R : ∃ δm ∈ G : (D, ξ) ∈ A (δm) =⇒ S(D, ξ) ≥ m}

a předpokládejme, že je splněna (B-C) podmı́nka (5.2). K danému ε > 0 tedy můžeme
zvolit kalibr δε tak, že

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| < ε

2

bude platit pro všechna (D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε). Zvolme libovolně (D0, ξ0) ∈ A (δε). Pak
pro každé (D, ξ) ∈ A (δε) je

S(D0, ξ0)− ε

2
< S(D, ξ) < S(D0, ξ0) +

ε

2
. (5.3)
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Odtud plyne, že plat́ı (−∞, S(D0, ξ0)− ε
2
) ⊂ M, tj. množina M neńı prázdná. Dále, pro

každé m∈M a každé (D, ξ) ∈ A (δ̃m), kde

δ̃m(x) = min{δm(x), δε(x)} na [a, b],

máme též (D, ξ) ∈ A (δε) a tud́ıž

m ≤ S(D, ξ) < S(D0, ξ0) +
ε

2
, tj. M ⊂ (−∞, S(D0, ξ0) +

ε

2
).

To ale znamená, že množina M je shora ohraničená, tj. sup M < ∞, a plat́ı

S(D0, ξ0)− ε

2
≤ sup M ≤ S(D0, ξ0) +

ε

2
.

Toto spolu s nerovnost́ı (5.3) implikuje, že plat́ı

|S(D, ξ)− sup M | < ε pro všechna (D, ξ) ∈ A (δε)

neboli

sup M =

∫ b

a

f dg.

KS-integrál má obvyklé lineárńı vlastnosti:

5.6 . Věta. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b] → R, a necht’ existuj́ı integrály:
∫ b

a

f1 dg,

∫ b

a

f2 dg,

∫ b

a

f dg1 a

∫ b

a

f dg2.

Potom pro libovolná c1, c2 ∈ R plat́ı
∫ b

a

(c1 f1 + c2 f2) dg = c1

∫ b

a

f1 dg + c2

∫ b

a

f2 dg,

a ∫ b

a

f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a

f dg1 + c2

∫ b

a

f dg2.

D ů k a z . Ukažme si např. d̊ukaz prvńıho tvrzeńı: Bud’ dáno ε > 0. Podle předpokladu
existuj́ı kalibry δ1 ∈ G a δ2 ∈ G takové, že plat́ı

(D, ξ) ∈ A (δi) =⇒ |Sfi∆g(D, ξ)]−
∫ b

a

fi dg| < ε pro i = 1, 2.

Pro x ∈ [a, b] položme δε(x) = min{δ1(x), δ2(x)}. Označme h = c1 f1 + c2 f2. Protože pro
každé (D, ξ) ∈ A (δε) plat́ı

Sh∆g(D, ξ)] =

ν(D)∑
j=1

(c1 f1(ξj) + c2 f2(ξj)) [g(αj)− g(αj−1)]

= c1 Sf1∆g(D, ξ)] + c2 Sf2∆g(D, ξ)],
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dostáváme

∣∣∣Sh∆g(D, ξ)]− c1

∫ b

a

f1 dg + c2

∫ b

a

f2 dg
∣∣∣

≤ |c1|
∣∣∣Sf1∆g(D, ξ)]−

∫ b

a

f1 dg
∣∣∣ + |c2|

∣∣∣Sf2∆g(D, ξ)]−
∫ b

a

f2 dg
∣∣∣

< (|c1|+ |c2|) ε.

Odtud už ovšem naše tvrzeńı bezprostředně plyne.

Druhé tvrzeńı věty by se dokazovalo obdobně a d̊ukaz lze ponechat čtenáři jako cvičeńı.

5.7 . Věta. Jestlǐze existuje integrál
∫ b

a
f dg a jestlǐze [c, d] ⊂ [a, b], pak existuje také

integrál
∫ d

c
f dg.

D ů k a z . Předpokládejme, že je a < c < d < b. Necht’ je dáno ε > 0. Podle (B-C)
podmı́nky (viz Věta 5.5) můžeme zvolit kalibr δε ∈ G tak, aby platilo

|S(D̃, ξ̃)− S(D̃′, ξ̃′)| < ε (5.4)

pro všechna δε– jemná rozš́ı̌rená děleńı (D̃, ξ̃) a (D̃′, ξ̃′) intervalu [a, b]. Mějme nyńı libovol-
nou dvojici (D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε; [c, d]). Dále, zvolme libovolně (D−, ξ−) ∈ A (δε; [a, c]),
(D+, ξ+) ∈ A (δε; [d, b]) a doplňme jimi (D, ξ) a (D′, ξ′) na rozš́ı̌rená děleńı intervalu [a, b],
tj. položme

D̃ = D− ∪D ∪D+, ξ̃ = (ξ−, ξ, ξ+),

a

D̃′ = D− ∪D′ ∪D+, ξ̃′ = (ξ−, ξ′, ξ+).

Zřejmě je (D̃, ξ̃) ∈ A (δε; [a, b]) a (D̃′, ξ̃′) ∈ A (δε; [a, b]) a vzhledem k (5.4) plat́ı

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| = |S(D̃, ξ̃)− S(D̃′, ξ̃′)| < ε.

Odtud, vzhledem ke Větě 5.5, již existence integrálu
∫ d

c
f dg bezprostředně plyne. Modi-

fikace d̊ukazu pro př́ıpad, že c = a resp. d = b je zřejmá.

5.8 . Věta. Necht’ f, g : [a, b] → R a c ∈ [a, b]. Integrál
∫ b

a
f dg existuje právě tehdy když

existuj́ı oba integrály
∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg. Potom nav́ıc plat́ı také rovnost

∫ b

a

f dg =

∫ c

a

f dg +

∫ b

c

f dg.



Stieltjes̊uv integrál 53

D ů k a z . a) Existuje-li integrál
∫ b

a
f dg, pak podle Věty 5.7 existuj́ı také oba integrály∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg.

b) Necht’
∫ c

a

f dg = I1 a

∫ b

c

f dg = I2.

Budiž dáno ε > 0. Zvolme kalibry δ′ε ∈ G [a, c] a δ′′ε ∈ G [c, b] tak, aby pro všechna (D′, ξ′) ∈
A (δ′ε; [a, c]) a (D′′, ξ′′) ∈ A (δ′′ε ; [c, b]) platilo

|S(D′, ξ′)− I1| < ε

2
a |S(D′′, ξ′′)− I2| < ε

2
. (5.5)

Definujme nyńı kalibr δε na [a, b] předpisem

δε(x) =





min
{
δ′ε(x), 1

4
(c− x)

}
když x∈ [a, c),

min {δ′ε(c), δ′′ε (c)} když x = c,

min
{
δ′′ε (x), 1

4
(x− c)

}
když x∈ (c, b].

Potom,

ξ + δ(ξ) ≤ ξ +
1

4
(c− ξ) < c je-li ξ < c,

a

ξ − δ(ξ) ≥ ξ − 1

4
(c− ξ) > c je-li ξ > c.

T.zn., že pro žádné ξ < c nemůže platit |c− ξ| < δ(ξ) ≤ 1
4
|c− ξj|.)

Snadno se nahlédne, že pro každé δε– jemné rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) intervalu [a, b] muśı
existovat index k ∈ {1, 2, . . . , ν(D)} takový, že ξk = c. Nav́ıc, bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že plat́ı

αk−1 < αk = ξk = ξk+1 = c < αk+1.

(Kdyby bylo αk−1 <c = ξk <αk, upravili bychom př́ıslušný člen v součtu S(D, ξ) následu-
j́ıćım zp̊usobem:

f(c) [g(αk)− g(αk−1)] = f(c) [g(αk)− g(c)] + f(c) [g(c)− g(αk−1)].)

To znamená, že každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ)∈A (δε; [a, b]) intervalu [a, b] můžeme rozdělit:
D = D′ ∪D′′, ξ = (ξ′, ξ′′) tak, že bude

(D′, ξ′) ∈ A (δε; [a, c]) ⊂ A (δ′ε; [a, c]) a (D′′, ξ′′) ∈ A (δε; [c, b]) ⊂ A (δ′′ε ; [c, b]).

Tud́ıž, vzhledem k (5.5),

|S(D, ξ)− (I1 + I2)| = |S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′)− (I1 + I2)|
≤ |S(D′, ξ′)− I1|+ |S(D′′, ξ′′)− I2| < ε,

tj.
∫ b

a
f dg = I1 + I2.
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5.9 . Př́ıklady.

(i) Z Definice 5.2 je zřejmé, že je-li f(t) ≡ f(a) na [a, b], pak

∫ b

a

f dg = f(a) [g(b)− g(a)] a

∫ b

a

g df = 0

pro každou funkci g : [a, b] → R.

(ii) Pro libovolnou funkci f : [a, b] → R plat́ı

∫ b

a

f d[χ(τ,b]] = f(τ) pro τ ∈ [a, b),

∫ b

a

f d[χ[τ,b]] = f(τ) pro τ ∈ (a, b),

∫ b

a

f d[χ[a,τ ]] = −f(τ) pro τ ∈ (a, b),

∫ b

a

f d[χ[a,τ)] = −f(τ) pro τ ∈ (a, b],

∫ b

a

f d[χ[τ ]] =





−f(a) když τ = a,

0 když τ ∈ (a, b),

f(b) když τ = b.

Ukažme si odvozeńı prvého a druhého z uvedených vztah̊u. Zbývaj́ıćı se z nich už
snadno odvod́ı použit́ım Věty 5.8. Necht’ g(x) = χ(τ,b](x) na [a, b]. Potom je

∫ τ

a

f dg = 0.

Dále, k danému ε > 0 položme

δε(x) =

{
ε když x = τ

1
4
|x− τ | když x∈ (τ, b].

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δε; [τ, b]) pak muśı platit τ = α0 = ξ1 a tud́ıž

S(D, ξ) = f(τ) [g(α1)− g(τ)] = f(τ), tj.

∫ b

τ

f dg = f(τ).

Důkaz našeho vztahu ted’ už snadno dokonč́ıme použit́ım Věty 5.8.
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Druhý vztah se dokazuje podobně. Tentokrát ovšem máme g(x) = χ[τ,b](x) na [a, b],∫ b

τ
f dg = 0 a k danému ε > 0 zvoĺıme

δε(x) =

{
ε když x = τ

1
4
|x− τ | když x∈ [a, τ).

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δε; [a, τ ]) pak máme τ = αm = ξm a tud́ıž

S(D, ξ) = f(τ) [g(τ)− g(αm−1)] = f(τ) a

∫ τ

a

f dg = f(τ).

(iii) Pro libovolnou funkci g ∈ G plat́ı

∫ b

a

χ(τ,b] dg = g(b)− g(τ+) pro τ ∈ [a, b),

∫ b

a

χ[τ,b] dg = g(b)− g(τ−) pro τ ∈ (a, b),

∫ b

a

χ[a,τ ] dg = g(τ+)− g(a) pro τ ∈ (a, b),

∫ b

a

χ[a,τ) dg = g(τ−)− g(a) pro τ ∈ (a, b]

a

∫ b

a

χ[τ ] dg =





g(a+)− g(a) když τ = a,

g(τ+)− g(τ−) když τ ∈ (a, b),

g(b)− g(b−) když τ = b.

Ukažeme si zase jen odvozeńı prvého a druhého z uvedených vztah̊u. Necht’ tedy
f(x) = χ(τ,b](x) na [a, b]. Potom je

∫ τ

a

f dg = 0.

Dále, necht’ je dáno ε > 0. Definujme opět

δε(x) =

{
ε když x = τ

1
4
|x− τ | když x∈ (τ, b].

Opět muśı pro každé (D, ξ) ∈ A (δε; [τ, b]) platit τ = α0 = ξ1. Tentokráte ovšem
máme

S(D, ξ) = [g(b)− g(αm−1)] + [g(αm−1)− g(αm−2] + · · ·+ [g(α2)− g(α1)]

= g(b)− g(α1),
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kde τ < α1 < τ + δ(τ) = τ + ε. Pro ε → 0+ se tedy hodnoty S(D, ξ) nutně bĺıž́ı ke
g(b)− g(τ+), tj.

∫ b

a

f dg =

∫ τ

a

f dg +

∫ b

τ

f dg = g(b)− g(τ+).

V druhém př́ıpadě, f(x) = χ[τ,b](x) na [a, b], máme

∫ b

τ

f dg = g(b)− g(τ).

Pro dané ε > 0 definujeme opět

δε(x) =

{
ε když x = τ

1
4
|x− τ | když x∈ [a, τ).

T́ım si opět vynut́ıme, že pro každé (D, ξ) ∈ A (δε; [a, τ ]) muśı být τ = αm = ξm a
tud́ıž

S(D, ξ) = [g(τ)− g(αm−1)],

kde αm−1 ∈ (τ − ε, τ). Odtud už snadno plyne, že plat́ı
∫ τ

a

f dg = g(τ)− g(τ−),

tj.
∫ b

a

f dg =

∫ τ

a

f dg +

∫ b

τ

f dg = g(b)− g(τ−).

5.10 . Poznámka. Je-li D ∈ D [a, b] a δ(x) = |D| na [a, b], pak je (D, ξ) ∈ A (δ) pro
každé ξ ∈ Rν(D) takové, že (D, ξ) ∈ P [a, b]. Na druhou stranu, je-li δ ∈ G takový kalibr,
že δ(x) ≥ ∆

2
> 0, pak pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] plat́ı |D| < ∆. Speciálně, jestliže

existuje normový RS-integrál (n)
∫ b

a
f dg, pak také existuje KS-integrál

∫ b

a
f dg a má tutéž

hodnotu. Naopak, jestliže existuje KS-integrál
∫ b

a
f dg = I, přičemž pro každé ε > 0 lze

naj́ıt kalibr δ ∈ G takový, že plat́ı infx∈[a,b] δ(x) > 0 a

|S(D, ξ)− I| < ε pro každé (D, ξ) ∈ A (δ),

pak existuje také (n)
∫ b

a
f dg a plat́ı rovnost (n)

∫ b

a
f dg = I.

Následuj́ıćı věta popisuje vztah (σ)RS-integrálu a KS-integrálu.

5.11 . Věta. Jestlǐze existuje (σ)RS-integrál (σ)
∫ b

a
f dg, pak existuje také KS-integrál∫ b

a
f dg a plat́ı

∫ b

a

f dg = (σ)

∫ b

a

f dg.
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D ů k a z . Bud’ dáno libovolné ε > 0. Z předpokladu o existenci (σ)RS-integrálu plyne,
že existuje děleńı Dε = {s0, s1, . . . , sm} ∈ D [a, b] takové, že pro každé rozš́ı̌rené děleńı
(D, ξ) ∈ P [a, b], kde D je zjemněńım Dε plat́ı (5.1). Položme nyńı

δε(x) =





1
4

min{|x− sj|; j = 0, 1, . . . , m} když x /∈Dε ,

ε když x∈Dε.

Potom (D, ξ) ∈ A (δε) pouze tehdy, když

Dε ⊂ {ξ1, ξ2, . . . , ξν(D)}. (5.6)

Nav́ıc máme ještě

S(D, ξ) =

ν(D)∑
j=1

[
f(ξj) [g(αj)− g(ξj)] + f(ξj) [g(ξj)− g(αj−1)]

]
= S(D′, ξ′), (5.7)

kde D′ = {α0, ξ1, α1, ξ2, . . . , ξν(D), αν(D)} a ξ′ = (ξ1, ξ1, ξ2, ξ2, . . . , ξν(D), ξν(D)). Podle (5.6)
je

Dε ⊂ {ξ1, ξ2, . . . , ξν(D)} ⊂ D′

a vzhledem k (5.7) odtud plyne

|S(D, ξ)− I| = |S(D′, ξ′)− I| < ε

a tud́ıž
∫ b

a
f dg = I.

5.12 . Př́ıklad. V př́ıpadě g(x) ≡ x budeme mı́sto o KS-integrálu mluvit o K-integrálu
(Kurzweil̊uv integrál). K-integrál je zřejmě zobecněńım klasického Riemannova integrálu.

(i) Necht’ f(x) = 0 na [a, b] \W, kde W je spočetná podmnožina [a, b], W = {wk}∞k=1.
Bud’ dáno libovolné ε > 0. Definujme

δε(x) =





1 když x /∈ W,

ε

2k+1(1 + |f(wk)|) když x = wk ∈W.

Pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] se v př́ıslušném integrálńım součtu S(D, ξ),

S(D, ξ) =
m∑

j=1

f(ξj) [αj − αj−1],

uplatńı pouze takové sč́ıtance, pro které existuje k ∈N takové, že plat́ı ξj = wk ∈W. Pro
každé δε– jemné rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) intervalu [a, b], (tj. (D, ξ) ∈ A (δε), kde D =
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{α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] a ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ Rm) a každý takový index j ovšem muśı
platit

αj − αj−1 ≤ ε

2k(1 + |f(wk)|)
a tud́ıž je

|S(D, ξ)| ≤
∞∑

k=1

|f(wk)| | ε

2k(1 + |f(wk)|) ≤ ε

∞∑

k=1

1

2k
= ε.

Podle Definice 5.2 je tedy
∫ b

a
f(x) dx = 0.

(ii) Necht’ existuje Newton̊uv integrál (N)
∫ b

a
f(x) dx = F (b) − F (a), kde funkce F je

spojitá na [a, b] a plat́ı

F ′(x) = f(x) pro každé x∈ (a, b), F ′(a+) = f(a), F ′(b−) = f(b).

Ukážeme, že pak existuje také K-integrál
∫ b

a
f(x) dx a rovná se také F (b)− F (a).

Necht’ je dáno ε > 0. Pro každé ξ ∈ [a, b] zvolme δε(ξ) > 0 tak, aby platilo

|F (x)− F (ξ)− f(ξ)(x− ξ)| < ε

b− a
|x− ξ|

pro všechna x ∈ [a, b] ∩ (ξ − δε(ξ), ξ + δε(ξ)).

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δε) (D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ Rm) a každé
j ∈ {1, 2, . . . , m} tedy plat́ı

|F (αj)− F (αj−1)− f(ξj) [αj − αj−1]|
≤ |F (αj)− F (ξj)− f(ξj) [αj − ξj]|+ |F (ξj)− F (αj−1)− f(ξj) [ξj − αj−1]|

≤ ε

b− a
(|αj − ξj|+ |ξj − αj−1|) =

ε

b− a
[αj − αj−1]

a tud́ıž

|S(D, ξ)− [F (b)− F (a)]| =
∣∣∣

m∑
j=1

(F (αj)− F (αj−1)− f(ξj) [αj − αj−1])
∣∣∣

≤
m∑

j=1

|F (αj)− F (αj−1)− f(ξj) [αj − αj−1)| ≤ ε

b− a

m∑
j=1

[αj − αj−1] = ε,

tj. ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).
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5.13 . Věta. Jestlǐze g ∈ BV a f : [a, b] → R je taková, že integrály

∫ b

a

f dg a

∫ b

a

|f(x)| d[varx
ag]

existuj́ı, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f(x) dg(x)
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)| d[varx
ag] ≤ ‖f‖ var b

a g. (5.8)

D ů k a z . Pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) intervalu [a, b] plat́ı

|S(D, ξ)| ≤
ν(D)∑
j=1

|f(ξj)| |g(αj)− g(αj−1)|

≤
ν(D)∑
j=1

|f(ξj)| varαj
αj−1

g ≤ ‖f‖ var b
a g.

5.14 . Věta. Necht’ g ∈ BV, f : [a, b] → R je funkce ohraničená na [a, b] a {fn}∞n=1 je
posloupnost funkćı definovaných na intervalu [a, b] taková, že plat́ı

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0 (5.9)

a existuj́ı všechny integrály
∫ b

a
fn dg, n ∈ N. Potom existuje také integrál

∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg. (5.10)

D ů k a z . a) Z předpokladu (5.9) plyne, že existuje n0 ∈ N takové, že plat́ı

‖fn‖ ≤ ‖f‖ + 1 pro všechna n ≥ n0.

Podle Věty 5.13 tedy máme

∣∣∣
∫ b

a

fn dg
∣∣∣ ≤ (‖f‖ + 1) var b

a g pro všechna n ≥ n0

a podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty tedy existuje podposloupnost {nk}∞k=1 v N a I ∈ R
takové, že plat́ı n1 ≥ n0 a

lim
k→∞

∫ b

a

fnk
dg = I. (5.11)
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Označme



Ik :=

∫ b

a

fnk
dg pro k ∈ N,

Sk(D, ξ) := Sfnk
∆g (D, ξ) pro k ∈ N, (D, ξ) ∈ D ,

S(D, ξ) := Sf∆g (D, ξ), pro (D, ξ) ∈ D .

(5.12)

b) Bud’ dáno ε > 0. Vzhledem k (5.9) a (5.11) můžeme zvolit k0 ∈ N tak, že plat́ı

|Ik − I| < ε a ‖fnk
− f‖ < ε pro k ≥ k0.

Dále, necht’ δ0 ∈ G je kalibr na [a, b] takový, že pro všechna δ0– jemná rozš́ı̌rená děleńı
(D, ξ) intervalu [a, b] plat́ı

|Sk0(D, ξ)]− Ik0| < ε.

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ0) tedy máme

|S(D, ξ)− I| ≤ |S(D, ξ)− Sk0(D, ξ)]|+ |Sk0(D, ξ)]− Ik0|+ |Ik0 − I| < ε (var b
a g + 2).

Odtud
∫ b

a

f dg = I = lim
k→∞

∫ b

a

fnk
dg.

c) Konečně, opětným použit́ım Věty 5.13,

∣∣∣
∫ b

a

fn dg −
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ ‖fn − f‖ var b

a g pro každé n ∈ N.

Plat́ı tedy i (5.10).

5.15 . Věta. Necht’ f ∈ G a g ∈ BV. Potom
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı (5.8).

D ů k a z . Podle Věty 3.6(ii) existuje posloupnost {fn}∞n=1 konečných skokových funkćı,

která konverguje stejnoměrně na [a, b] k funkci f. Podle Př́ıklad̊u 5.9(iii) integrál
∫ b

a
fn dg

existuje pro každé n ∈ N. To znamená, že podle Věty 5.14 existuje také integrál
∫ b

a
f dg

a plat́ı (5.10) a, nav́ıc, podle Věty 5.13 plat́ı také (5.8).

5.16 . Věta. Necht’ g ∈ BV, f : [a, b] → R je funkce ohraničená na [a, b] a {gn}∞n=1 je
posloupnost funkćı definovaných na intervalu [a, b] taková, že plat́ı

lim
n→∞

var b
a (gn − g) = 0

a existuj́ı všechny integrály
∫ b

a
f dgn, n ∈ N. Potom existuje také integrál

∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

f dgn =

∫ b

a

f dg. (5.13)
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D ů k a z . Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat

gn(a) = g(a) = 0 pro všechna n ∈ N.

Dále je d̊ukaz podobný d̊ukazu Věty 5.14. Existuje n0 ∈ N takové, že plat́ı

‖gn‖BV = var b
a gn ≤ var b

a g + 1 pro všechna n ≥ n0.

Podle Věty 5.13 tedy máme

∣∣∣
∫ b

a

f dgn

∣∣∣ ≤ ‖f‖ (var b
a g + 1) pro všechna n ≥ n0

a podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty tedy existuje podposloupnost {nk}∞k=1 v N a I ∈ R
takové, že plat́ı n1 ≥ n0 a

lim
k→∞

Ik = lim
k→∞

∫ b

a

f dgnk
= I.

Použijeme opět označeńı zavedené v (5.12). Bud’ dáno ε > 0. Zvolme k0 ∈ N tak, aby
platilo

|Ik − I| < ε a var b
a (gnk

− g) < ε pro k ≥ k0.

Dále, necht’ δ0 ∈ G je kalibr na [a, b] takový, že pro všechna δ0– jemná rozš́ı̌rená děleńı
(D, ξ) intervalu [a, b] plat́ı

|Sk0(D, ξ)]− Ik0| < ε.

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ0) tedy máme

|S(D, ξ)− I| ≤ |S(D, ξ)− Sk0(D, ξ)|+ |Sk0(D, ξ)− Ik0|+ |Ik0 − I| < ε (‖f‖+ 2).

Odtud
∫ b

a

f dg = I = lim
k→∞

∫ b

a

f dgnk
.

Konečně, opětným použit́ım Věty 5.13,

∣∣∣
∫ b

a

f dgn −
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ ‖f‖ var b

a (gn − g) pro každé n ∈ N.

Plat́ı tedy (5.13).

Podle Věty 5.15 integrál

∫ b

a

f dg
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existuje pro všechny f ∈ G a g ∈ BV. Chtěli bychom ukázat, že tento integrál vždy
existuje i v symetrické situaci: f ∈ BV a g ∈ G. Rozlož́ıme-li funkci f na součet spojité
části fC a skokové části fB (viz Lemma 1.32 a Definice 1.22) a vzpomeneme-li si na Lemma
1.35, podle kterého existuje posloupnost konečných skokových funkćı fB

n ∈ S[a, b] taková,
že plat́ı

lim
n→∞

‖fB − fB

n‖BV = 0,

zjist́ıme, že ke svému ćıli dospějeme, budeme-li umět dokázat existenci integrálu

∫ b

a

f dg

pro každou funkci f ∈ BV ∩ C a každou g ∈ G a budeme-li mı́t k dispozici konvergenčńı
větu, ze které by plynulo, že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fB

n dg =

∫ b

a

fB dg.

Tyto úkoly splńıme v následuj́ıćıch třech kroćıch.

5.17 . Lemma. Integrál
∫ b

a
f dg existuje pro každou f ∈ BV ∩ C a každou g ∈ G.

D ů k a z . Necht’ f ∈ BV∩C a g ∈ G. Podle Věty 5.11 a Věty 4.14 (o integraci-per-partes

pro RS integrál) nám bude stačit, ukážeme-li, že pak existuje (σ)RS-integrál (σ)
∫ b

a
g df.

Necht’ τ ∈ [a, b], g = χ[a,τ ]. Zřejmě je

∫ τ

a

g df = f(τ)− f(a).

Pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [τ, b] máme

S(D, ξ) =

{
0 je-li ξ1 > τ,

f(α1)− f(τ) je-li ξ1 = τ.

Dı́ky spojitosti funkce f můžeme tedy k danému ε > 0 vždy naj́ıt děleńı Dε takové, že
bude

|S(D, ξ)| < ε pro všechna (D, ξ) ∈ P [τ, b] taková, že D ⊃ Dε,

tj.

(σ)

∫ b

τ

χ[a,τ ] df = 0

a

(σ)

∫ b

a

χ[a,τ ] df = f(τ)− f(a).
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Podobně bychom ukázali, že

(σ)

∫ b

a

χ[a,τ) df = f(τ)− f(a) pro τ ∈ (a, b],

(σ)

∫ b

a

χ[τ,b] df = f(b)− f(τ) pro τ ∈ [a, b],

(σ)

∫ b

a

χ(τ,b] df = f(b)− f(τ) pro τ ∈ [a, b),

a

(σ)

∫ b

a

χ[τ ] df = 0 pro τ ∈ [a, b].

To znamená, že (σ)
∫ b

a
g df existuje pro každou funkci f ∈ BV[a, b] ∩ C[a, b] a každou

g ∈ S[a, b]. Důkaz lemmatu tedy plyne z Věty 3.6(ii) a z věty o limitńım přechodu při
stejnoměrmé konvergenci pro (σ) RS-integrály.

5.18. Věta. Necht’ funkce g ohraničená na [a, b] a f ∈ BV jsou takové, že existuje integrál∫ b

a
f dg. Potom plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f dg
∣∣∣ ≤ (|f(a)|+ |f(b)|+ var b

a f) ‖g‖. (5.14)

D ů k a z . Pro libovolné (D, ξ) ∈ P [a, b], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm),
máme

S(D, ξ) = f(ξ1) [g(α1)−g(a)] + f(ξ2) [g(α2)−g(α1)]+. . .+f(ξm) [g(b)−g(αm−1)]

= f(b) g(b)− f(a) g(a)

−[f(ξ1)−f(a)] g(a)− [f(ξ2)−f(ξ1)] g(α1)−. . .−[f(b)−f(ξm)] g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)−
m∑

j=0

[f(ξj+1)−f(ξj)] g(αj),

kde ξ0 = a a ξm+1 = b. Odtud plyne, že pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] plat́ı

|S(D, ξ)| ≤
(
|f(a)|+ |f(b)|+

m∑
j=0

|f(ξj+1)− f(ξj)|
)
‖g‖,

neboli

|S(D, ξ)| ≤ (|f(a)|+ |f(b)|+ var b
a f) ‖g‖

odkud už tvrzeńı Věty okamžitě plyne.
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5.19 . Věta. Necht’ funkce g je ohraničená na [a, b], f ∈ BV a necht’ {fn}∞n=1 ⊂ BV je
posloupnost taková, že

∫ b

a

fn dg existuje pro každé n ∈ N a plat́ı lim
n→∞

‖fn − f‖BV = 0.

Potom existuje také integrál
∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg.

D ů k a z . Podle Věty 5.18 plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

(fn − fm) dg
∣∣∣ ≤ 2 ‖g‖ ‖fn − fm‖BV pro libovolná m,n ∈ N.

Posloupnost {∫ b

a
fn dg}∞n=1 je tedy cauchyovská a existuje tud́ıž q ∈ R takové, že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg = q.

Ukážeme, že
∫ b

a
f dg = q. Budiž dáno libovolné ε > 0. Zvolme n0 ∈ N tak, aby platilo

∣∣∣
∫ b

a

fn0 dg − q
∣∣∣ < ε a ‖fn0 − f‖BV < ε.

Dále, zvolme δ ∈ G tak, aby pro každé (D, ξ) ∈ A (δ) platilo

∣∣∣S0(D, ξ)−
∫ b

a

fn0 dg
∣∣∣ < ε,

kde znač́ıme S0(D, ξ) = Sfn0∆g (D, ξ). Potom pro libovolné (D, ξ) ∈ A (δ) máme

|S(D, ξ)− q| ≤ |S(D, ξ)− S0(D, ξ)|+
∣∣∣S0(D, ξ)−

∫ b

a

fn0 dg
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ b

a

fn0 dg − q
∣∣∣

≤ 2ε (‖g‖ + 1)

odkud už snadno odvod́ıme, že plat́ı

∫ b

a

f dg = q = lim
n→∞

∫ b

a

fn dg.

5.20 . Věta. Jestlǐze f ∈ BV a g ∈ G, pak integrál
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı (5.14).
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D ů k a z . Necht’ f = fC + fB je Jordan̊uv rozklad funkce f. Potom
∫ b

a
fC dg existuje

podle Lemmatu 5.17 a
∫ b

a
fB dg existuje podle Lemmatu 1.35 a Věty 5.19. Podle Věty 5.6

tedy existuje také
∫ b

a
f dg. Konečně, podle Věty 5.18 plat́ı (5.14).

5.21. Důsledek. Jestlǐze gn ∈ G, n∈N, a gn ⇒ g na [a, b] pro n →∞, pak g ∈ G a pro
každou funkci f ∈ BV plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

f dgn =

∫ b

a

f dg. (5.15)

5.22 . Věta (Věta o integraci per-partes). Jestlǐze f ∈ G a g ∈ BV, pak existuj́ı
oba integrály

∫ b

a

f dg a

∫ b

a

g df

a plat́ı

∫ b

a

f dg +

∫ b

a

g df = f(b) g(b)− f(a) g(a) (5.16)

+
∑

t∈[a,b]

(
∆−f(t) ∆−g(t)−∆+f(t) ∆+g(t)

)
.

D ů k a z . Důkaz povedeme tak, že bude současně alternativńım d̊ukazem existenčńıho
tvrzeńı z Věty 5.20.

Necht’ je tedy f ∈ G[a, b] a g ∈ BV[a, b] a necht’ je dáno ε > 0. Podle Věty 5.15 existuje

integrál
∫ b

a
f dg a můžeme tedy zvolit kalibr δ1 tak, aby pro každé (D, ξ) ∈ A (δ1) platilo

∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f dg
∣∣ < ε. (5.17)

Dále, pro každé x ∈ [a, b] můžeme zvolit δ2(x) > 0 tak, aby platilo





s∈ (x− δ2(x), x) ∩ [a, b] =⇒ |f(s)− f(x−)| < ε a |g(s)− g(x−)| < ε,

s∈ (x, x + δ2(x)) ∩ [a, b] =⇒ |f(s)− f(x+)| < ε a |g(s)− g(x+)| < ε.
(5.18)

Podle tvrzeńı (ii) Důsledku 3.7 má množina

Mε =
{
x ∈ [a, b] : |∆+f(x)| ≥ ε ∨ |∆−f(x)| ≥ ε

}

nejvýše konečný počet prvk̊u. Pro každý bod x ∈ [a, b]\Mε je tedy kladná jeho vzdálenost

dist (x,Mε) = min{|x− y| : y ∈Mε}
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od množiny Mε. Definujme

δ3(x) =

{
dist (x,Mε) když x ∈ [a, b] \Mε,

δ2(x) když x∈Mε

(5.19)

a

δε(x) = min{δ1(x), δ2(x), δ3(x)} pro x ∈ [a, b]. (5.20)

Necht’

(D, ξ) = ({α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)) ∈ A (δε).

Potom, vzhledem k (5.19) a (5.20), muśı být Mε ⊂ Ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξm}. Jednoduchými
úpravami zjist́ıme, že plat́ı

Sf∆g(D, ξ) + Sg∆f (D, ξ)

=
m∑

j=1

(f(ξj) g(αj)− f(ξj) g(αj−1) + f(αj) g(ξj)− f(αj−1) g(ξj))

= f(b) g(b) +
m∑

j=1

(f(ξj) g(αj) + f(αj) g(ξj)−f(ξj) g(ξj)− f(αj) g(αj))

− f(a) g(a)−
m∑

j=1

(f(ξj) g(αj−1) + f(αj−1) g(ξj)−f(ξj) g(ξj)− f(αj−1) g(αj−1))

= f(b) g(b)− f(a) g(a)−
m∑

j=1

(f(αj)− f(ξj)) (g(αj)− g(ξj))

+
m∑

j=1

(f(ξj)− f(αj−1)) (g(ξj)− g(αj−1)).

Dále,
∣∣∣

∑

a<ξ≤b

∆+f(ξ) ∆+g(ξ)−
∑

a≤ξ<b

∆−f(ξ) ∆−g(ξ)
∣∣∣

≤
∑

ξ ∈Mε∩[a,b)

|∆+f(ξ)| |∆+g(ξ)|+
∑

ξ ∈ [a,b)\Mε

|∆+f(ξ)| |∆+g(ξ)|

+
∑

ξ ∈Mε∩(a,b]

|∆−f(ξ)| |∆−g(ξ)|+
∑

ξ ∈ (a,b]\Mε

|∆−f(ξ)| |∆−g(ξ)|

≤
( ∑

ξ ∈Mε∩[a,b)

|∆+f(ξ)|+
∑

ξ ∈Mε∩(a,b]

|∆−f(ξ)|+ 2 ε
)

var b
a g < ∞.
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Máme tedy

∣∣∣Sg∆f (D, ξ)− f(b) g(b) + f(a) g(a) +

∫ b

a

f dg (5.21)

+
∑

a<ξ≤b

∆+f(ξ) ∆+g(ξ)−
∑

a≤ξ<b

∆−f(ξ) ∆−g(ξ)
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ b

a

f dg − Sf∆g(D, ξ)
∣∣∣

+
∣∣∣

m∑
j=1

(f(ξj)− f(αj−1)) (g(ξj)− g(αj−1))−
∑

a<ξ≤b

∆−f(ξ) ∆−g(ξ)
∣∣∣

+
∣∣∣

m∑
j=1

(f(αj)− f(ξj)) (g(αj)− g(ξj))−
∑

a≤ξ<b

∆+f(ξ) ∆+g(ξ)
∣∣∣.

Dále,

∣∣∣
m∑

j=1

(f(αj)− f(ξj)) (g(αj)− g(ξj))−
∑

a≤ξ<b

∆+f(ξ) ∆+g(ξ)
∣∣∣

=
∣∣∣

m∑
j=1

(f(αj)− f(ξj+) + ∆+f(ξj)) (g(αj)− g(ξj+) + ∆+g(ξj))

−
m∑

j=1

∆+f(ξj) ∆+g(ξj)−
∑

ξ ∈ [a,b)\Ξ
∆+f(ξ) ∆+g(ξ)

∣∣∣

=
∣∣∣

m∑
j=1

(f(αj)− f(ξj+)) (g(αj)− g(ξj+)) +
m∑

j=1

(f(αj)− f(ξj+)) ∆+g(ξj)

+
m∑

j=1

∆+f(ξj) (g(αj)− g(ξj+))−
∑

ξ ∈ [a,b)\Ξ
∆+f(ξ) ∆+g(ξ)

∣∣∣

Předposledńı součet přitom můžeme rozdělit do dvou součt̊u: jeden, ve kterém se sč́ıtá
přes ta j, pro která je ξj ∈Mε a druhý, který obsahuje všechny ostatńı sč́ıtance. Odtud,
vzhledem k (5.18) a vzhledem k definici množiny Mε, plyne, že je

∣∣∣
m∑

j=1

(f(αj)− f(ξj)) (g(αj)− g(ξj))−
∑

a≤ξ<b

∆+f(ξ) ∆+g(ξ)
∣∣∣

≤
(
2

m∑
j=1

|g(αj)− g(ξj+)|+ 2
m∑

j=1

|∆+g(ξj)|+
∑

ξ ∈Mε

|∆+f(ξj)|
)

ε ≤ K+ ε,

kde
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K+ = 4 var b
a g +

∑

ξ ∈Mε∩(a,b]

|∆+f(ξ)| < ∞.

Podobně bychom ověřili, že plat́ı

∣∣∣
m∑

j=1

(f(ξj)− f(αj−1)) (g(ξj)− g(αj−1))−
∑

a<ξ≤b

∆−f(ξ) ∆−g(ξ)
∣∣∣ ≤ K− ε,

kde

K− = 4 var b
a g +

∑

ξ ∈Mε∩(a,b]

|∆−f(ξ)| < ∞.

Dosazeńım do (5.21) a využit́ım ještě (5.17) konečně źıskáme odhad

∣∣∣Sg∆f (D, ξ)− f(b) g(b) + f(a) g(a) +

∫ b

a

f dg

+
∑

a<ξ≤b

∆+f(ξ) ∆+g(ξ)−
∑

a≤ξ<b

∆−f(ξ) ∆−g(ξ)
∣∣∣ ≤

(
1 + K+K−) ε.

Protože (D, ξ) bylo libovolné δε– jemné děleńı, plyne odtud už, že existuje integrál
∫ b

a
g df

a plat́ı (5.16).

5.23. Lemma (Saks-Henstock). Necht’ f, g : [a, b] → R jsou takové, že integrál
∫ b

a
f dg

existuje. Necht’ ε > 0 je dáno a necht’ δ ∈ G [a, b] je kalibr na [a, b] takový, že plat́ı

∣∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε pro všechna (D, ξ) ∈ A (δ).

Potom pro libovolný systém ([sj, tj], τj), j = 1, 2, . . . , k} takový, že

{
a ≤ s1 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sk ≤ τk ≤ tk ≤ b,

[sj, tj] ⊂ [τj − δ(τj), τj + δ(τj)], j = 1, 2, . . . , k,
(5.22)

plat́ı nerovnost
∣∣∣

k∑
j=1

f(τj) [g(tj)− g(sj)]−
∫ tj

sj

f dg
∣∣∣ < ε. (5.23)

D ů k a z . Bud’ dáno η > 0. Označme t0 = a, sk+1 = b. Je-li j ∈ {1, 2, . . . , k} a
tj < sj+1, pak můžeme naj́ıt kalibr δj a rozš́ı̌rené děleńı (Dj, ξj) ∈ A (δj; [tj, sj+1]) takové,
že δj(x) ≤ δ(x) pro každé x ∈ [a, b] a

∣∣S(Dj, ξj)−
∫ sj+1

tj

f dg
∣∣ <

η

k + 1
. (5.24)
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Nyńı sestavme δ– jemné rozš́ı̌rené děleńı (D̃, ξ̃) intervalu [a, b] tak, aby platilo

k∑
j=1

f(τj) [g(tj)− g(sj)] +
k∑

j=0

S(Dj, ξj) = S(D̃, ξ̃).

(Je-li tj = sj+1, klademe S(Dj, ξj) = 0.) Vzhledem k předpoklad̊um lemmatu tedy máme

∣∣∣
k∑

j=1

(
f(τj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f dg
)

+
k∑

j=0

(
S(Dj, ξj)−

∫ sj+1

tj

f dg
)∣∣∣

=
∣∣∣S(D̃, ξ̃)−

∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε.

Odtud a z (5.24) dostáváme pro libovolné η > 0

∣∣∣
k∑

j=1

f(τj) [g(tj)− g(sj)]−
∫ tj

sj

f dg
∣∣∣

≤
∣∣∣S(D̃, ξ̃)−

∫ b

a

f dg
∣∣∣ +

∣∣∣
k∑

j=0

(
S(Dj, ξj)−

∫ sj+1

tj

f dg
)∣∣∣ < ε + η,

tj. plat́ı (5.23).

5.24 . Věta. Necht’
∫ b

a
f dg existuje a c ∈ [a, b]. Potom plat́ı

lim
x→c, x∈[a,b]

( ∫ x

a

f dg + f(c) [g(c)− g(x)]
)

=

∫ c

a

f dg. (5.25)

D ů k a z . Bud’ dáno ε > 0 a necht’ δε ∈ G [a, b] je takový kalibr, že

∣∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f dg
∣∣∣ < ε

plat́ı všechna (D, ξ) ∈ A (δε). Pro každé x∈ (c, c + δε(c)) ∩ [a, b] systém {[s1, t1], τ1}, kde
s1 = τ1 = c a t1 = x, vyhovuje podmı́nkám (5.22). Podle Saks-Henstockova lemmatu
(Lemma 5.23) tedy máme

∣∣∣f(c) [g(x)− g(c)]−
∫ x

c

f dg
∣∣∣ < ε. (5.26)

Podobně, je-li x∈ (c− δε(c), c) ∩ [a, b], pak použit́ım Lemmatu 5.23 na systém {[x, c], c}
dostaneme nerovnost

∣∣∣f(c) [g(c)− g(x)]−
∫ c

x

f dg
∣∣∣ < ε
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Pro každé x∈ (c−δε(c), c+δε(c)) ∩ [a, b] tedy plat́ı nerovnost (5.26) a tud́ıž také nerovnost

∣∣∣
∫ c

a

f dg −
∫ x

a

f dg − f(c) [g(c)− g(x)]
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ x

c

f dg − f(c) [g(x)− g(c)]
∣∣∣ < ε,

tj. plat́ı (5.25).

5.25 . Důsledek. Necht’
∫ b

a
f dg existuje, g ∈ G[a, b] a necht’ funkce h : [a, b] → R je

definována předpisem

h(x) =

∫ x

a

f dg, x ∈ [a, b].

Potom h ∈ G[a, b] a

h(t+) = h(t) + f(t)∆+g(t) a h(s−) = h(s)− f(s)∆−g(s) pro t∈ [a, b), s∈ (a, b].

5.26 . Věta (Hake). (i) Necht’
∫ x

a
f dg existuje pro každé x∈ [a, b) a necht’

lim
x→b−

( ∫ x

a

f dg + f(b) [g(b)− g(x)]
)

= I ∈ R.

Potom také
∫ b

a

f dg = I.

(ii) Necht’
∫ b

x
f dg existuje pro každé x∈ (a, b] a necht’

lim
x→a+

( ∫ b

x

f dg + f(a) [g(x)− g(a)]
)

= I ∈ R.

Potom také
∫ b

a

f dg = I.

D ů k a z . (i) Bud’ dáno ε > 0. Zvolme ∆ > 0 tak, aby platilo

∣∣∣
∫ x

a

f dg + f(b) [g(b)− g(x)]− I
∣∣∣ < ε pro každé x∈ [b−∆, b). (5.27)

Položme x0 = a a xk = b− 1

k
pro k ∈N. Posloupnost {xk}∞k=1 je rostoućı, xk → b a

∀ k ∈N ∃ δk ∈ G [a, xk] : (D, ξ)∈A (δk, [a, xk]) =⇒
∣∣∣S(D, ξ)−

∫ xk

a

f dg
∣∣∣<

ε

2k
(5.28)
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Pro každé x∈ [a, b) označme symbolem k(x) jednoznačně určené přirozené č́ıslo k takové,
že x∈ [xk−1, xk). Dále, definujme kalibr δ0 na [a, b] tak, aby pro každé k ∈ N a τ ∈ [xk−1, xk)
platilo

δ0(τ) ≤ δk(τ) a [τ − δ0(τ), τ + δ0(τ)] ⊂ [a, xk(τ)]

Nyńı, necht’ je dáno libovolné x∈ [a, b) a necht’ p ∈ N je takové, že x∈ [xp−1, xp) (tj.
p = k(x)) a necht’

(B, η) =
({β0, β1, . . . , βm}, (η1, η2, . . . , ηm)

)

je libovolné δ0– jemné děleńı intervalu [a, x]. Pro každé j ∈ {1, 2, . . . , m} pak máme

ηj − δk(ηj) ≤ ηj − δk(ηj) ≤ βj−1 < βj ≤ ηj + δk(ηj) ≤ ηj + δk(ηj).

Vzhledem k (5.28) a definici kalibru δ0, tedy vid́ıme, že pro každé k ∈ {1, 2, . . . , p} systém

{βj−1, ηj, βj, j = 1, 2, . . . , m, k(η1) = k}

splňuje předpoklady Saks-Henstockova lemmatu 5.23). Pro každé k ∈{1, 2, . . . , p} tedy
plat́ı nerovnost

∣∣∣
∑

k(ηj)=k

f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−
∫ βj

βj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2k
.

Tud́ıž

∣∣∣
m∑

j=1

(
f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−

∫ βj

βj−1

f dg
)∣∣∣

=
∣∣∣

p∑

k=1

( ∑

k(ηj)=k

f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−
∫ βj

βj−1

f dg
)∣∣∣

≤
∞∑

k=1

∣∣∣
∑

k(ηj)=k

(
f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−

∫ βj

βj−1

f dg
)∣∣∣ <

∞∑

k=1

ε

2k
= ε,

tj.

∣∣∣
m∑

j=1

(
f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−

∫ βj

βj−1

f dg
)∣∣∣ < ε. (5.29)

Nyńı, položme

δ∗(x) =





min{b− x, ∆0(x)
}

pro x∈ [a, b),

∆

2
pro x = b.
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Pak pro každé δ∗– jemné děleńı

(D̃, ξ̃) =
({α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

)

intervalu [a, b] muśı platit ξm = αm = b, αm−1 ∈ (b − ∆, b) a tud́ıž, vzhledem k (5.27) a
(5.29),

∣∣∣S(D, ξ)− I
∣∣∣ =

∣∣∣
m−1∑
j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)] + f(b) [g(b)− g(αm−1)]− I
∣∣∣

≤
∣∣∣

m−1∑
j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αm−1

a

f dg
∣∣∣

+
∣∣∣
∫ αm−1

a

f dg + f(b) [g(b)− g(αm−1)]− I
∣∣∣ < 2 ε,

t.j.
∫ b

a
f dg = I.

Důkaz tvrzeńı (ii) se provede analogicky a ponechávám ho čtenáři jako cvičeńı.

5.27 . Lemma. Necht’
∫ b

a
f dg existuje. Potom pro každé ε > 0 existuje kalibr δ ∈ G [a, b]

takový, že plat́ı

m∑
j=1

∣∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f dg
∣∣∣ < ε (5.30)

pro každé (D, ξ) ∈ A (δ), D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm).

D ů k a z . Bud’ dáno ε > 0 a necht’ δ ∈ G (δε) je kalibr takový, že

∣∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f dg
∣∣∣ <

ε

2

plat́ı pro všechna δ– jemná rozš́ı̌rená děleńı (D, ξ) intervalu [a, b]. Nyńı, necht’

(D, ξ) =
({α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , m)

) ∈ A (δ).

Označme

J+ =
{
j ∈ {1, 2, . . . , m} : f(ξj) [g(αj − g(αj−1)−

∫ αj

αj−1

f dg ≥ 0
}

a

J− = {1, 2, . . . , m} \ J+.

Systém {([αj−1, αj], ξj), j ∈ J+} splňuje předpoklady (5.22) z Lemmatu 5.23 na mı́stě
{([sj, tj], τj)}. Podle Lemmatu 5.23 tedy plat́ı
∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ J+

(
f(ξj)[g(αj)−g(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

f dg
)
∣∣∣∣∣∣
=

∑

j ∈ J+

∣∣∣f(ξj)[g(αj)−g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f dg
∣∣∣<ε

2
.
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Podobně

∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ J−

(
f(ξj) [g(αj)−g(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

f dg
)
∣∣∣∣∣∣
=

∑

j ∈ J−

∣∣∣f(ξj) [g(αj)−g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f dg
∣∣∣<ε

2
.

Odtud už nerovnost (5.30) okamžitě vyplývá.

5.28 . Věta (Věta o substituci). Je-li funkce h : [a, b] → R ohraničená a integrál∫ b

a
f dg existuje, pak oba integrály

∫ b

a

h(x) d
[ ∫ x

a

f dg
]
,

∫ b

a

h(x) f(x) d[g(x)]

existuj́ı jakmile existuje alespoň jeden z nich a v takovém př́ıpadě pak plat́ı:

∫ b

a

h(x) d
[ ∫ x

a

f dg
]

=

∫ b

a

h(x) f(x) d[g(x)].

D ů k a z . Podle Věty 5.7 je funkce

k(x) =

∫ x

a

f dg

definovaná pro každé x ∈ [a, b].

a) Předpokládejme, že existuje integrál

∫ b

a

h f dg.

Necht’ je dáno ε > 0 a necht’ δε je kalibr na [a, b] takový, že pro každé δε– jemné děleńı
(D, ξ) =

({α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)
)

intervalu [a, b] plat́ı

m∑
j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(αj − g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

h f dg
∣∣∣ < ε

a
m∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(αj − g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f dg
∣∣∣ < ε.

(Takový kalibr existuje podle Lemmatu 5.27.) Pro každé δε– jemné děleńı

(D, ξ) =
({α0, α1, . . . , αm}, (ξ,ξ2, . . . , ξm)

)
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intervalu [a, b] tedy máme:

∣∣∣
m∑

j=1

h(ξj) [k(αj)− k(αj−1)]−
∫ b

a

h f dg
∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj)

∫ αj

αj−1

f dg − h(ξj) f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

h f dg
∣∣∣

≤ ‖h‖
m∑

j=1

∣∣∣
∫ αj

αj−1

f dg − f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

h f dg
∣∣∣

≤ (‖h‖+ 1) ε,

tj. existuje integrál
∫ b

a
h dk a plat́ı

∫ b

a

h dk =

∫ b

a

h f dg.

b) Obrácená implikace by se dokazovala podobně – opět za vydatné pomoci Lem-
matu 5.27.

5.29 . Věta (Věta o dominované konvergenci). Necht’ f, fn∈G[a, b],

|fn(x)| ≤M <∞ pro n ∈ N a lim
n→∞

fn(x) = f(x) na [a, b].

Potom

lim
n→∞

∫ b

a

fn dg =

∫ b

a

f dg pro každou funkci g ∈ BV[a, b].
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