LINEÁRNÍ OKRAJOVÉ ÚLOHY

Milan Tvrdý

A. Úvod.

Pøedpoklady. (i) −∞ < α < β < +∞, (ii) a_i ∈ C^{(n−i)}(α, β), i = 0, 1, . . . , n; a_0(t) ≠ 0 pro vźechna t ∈ [α, β].

Oznaèení.

K := tìleso komplexních nebo reálných èísel, z ∈ K → z = èíslo komplexnì sdru¿ené k z, K^n := vektorový prostor n-tic prvkù z K ,

x ∈ K^n → x =

x_1 x_2 . . x_n , x^i ∈ K , K^{m×n} := vektorový prostor m × n-matic prvkù z K , M ∈ K^{m×n} → M = M_{1,1} M_{1,2} . . . M_{1,n} M_{2,1} M_{2,2} . . . M_{2,n} . . . . ... . . M_{m,1} M_{m,2} . . . M_{m,n} = [M^{i,j} ]^{j=1,2,...,m} i=1,2,...,n , M ∈ K^{m×n} → M^T = [Mj,i] j=1,2,...,n_{i=1,2,...,m} (matice transponovaná k M), M ∈ K^{m×n} → M^∗ = M^T =^[M j,i^] j=1,2,...,n_{i=1,2,...,m} , AC^{(n−1)} := { x : [α, β] → K ; x^{(n−1)} je absolutnì spojitá na [α, β] } , Typeset by AMS-TEX 1

x ∈ AC^{(n−1)} → ξ(t) = x(t) x^′(t) . . x^{(n−1)}(t) ∈ K^n → ~x = [ ξ(α) ξ(β) ] ∈ K^{2n} ,

y ∈ AC^{(n−1)} → η(t) = y(t) y^′(t) . . y^{(n−1)}(t) ∈ K^n → ~y = [ η(α) η(β) ] ∈ K^{2n} ,

x ∈ AC^{(n−1)} → ℓ(x) = a_0x^{(n)} + a_1x^{(n−1)} + · · · + a_nx = n∑ i=0 a_ix^{(n−i)}, y ∈ AC^{(n−1)} → ℓ^+(y) =(−1)^n(a_0y)^{(n)} + (−1)^{n−1}(a_1y)^{(n−1)} + · · · + a_ny = n∑ i=0 (−1)^{(n−i)}(a_iy)^{(n−i)},

{ E(t) ∈ K^{m×n} , t ∈ [α, β] } → ~E = [ −E(α) 0 0 E(β) ] . Vìta 1. Existuje právì jedna n × n-maticová funkce E : [α, β] → K^{n×n} taková, ¿e platí ∫_{t2} t1 y(t)ℓ(x)(t)dt − ∫_{t2} t1 ℓ^+(y)(t)x(t)dt =

= η^∗(t_2)E(t_2)ξ(t_2) − η^∗(t_1)E(t_1)ξ(t_1)

pro vźechna t_1, t_2 ∈ [α, β], t_1 < t_2, x, y ∈ AC^{(n−1)} a dále

(i) E_{i,j} (t) ≡ 0 pro i + j > n + 1,

(ii) E_{i,j} (t) = (−1)^{(i−1)}a_0(t) pro i + j = n + 1.

Dùkaz. Nechż t_1, t_2 ∈ [α, β], t_1 < t_2, x, y ∈ AC^{(n−1)}. Integrováním perpartes postupnì dostáváme: ∫_{t2} t1 ya_{n−1}x^′dt = [ya_{n−1}x]^{t2}_{t1} − ∫_{t2} t1 (ya_{n−1})^′xdt,

∫_{t2} t1 ya_{n−2}x^{′′}dt = [ ya_{n−2}x^′ − (ya_{n−2})^′ x ]_{t2} t1 + ∫_{t2} t1 (ya_{n−2})^{′′}xdt, . . . ∫_{t2} t1 ya_{n−k}x^{(k)}dt = [_{k−1} ∑ l=0 (−1)^{k−1−l} (ya_{n−k})^{(k−1−l)} x^{(l)} ]_{t2} t1 +

+ ∫_{t2} t1 (−1)^k(ya_{n−k})^{(k)}xdt, k = 1, 2, . . . , n. Tudí¿, ∫_{t2} t1 yℓ(x)dt = [_n ∑ k=1 k−1∑ l=0 (−1)^{k−1−l} (ya_{n−k})^{(k−1−l)} x^{(l)} ]_{t2} t1 + ∫_{t2} t1 n∑ k=0 (−1)^k(ya_{n−k})^{(k)}xdt =

= [Φ(t)]^{t2}_{t1} + ∫_{t2} t1 ℓ^+(y)xdt, kde Φ(t) = n∑ k=1 k∑ j=1 (−1)^{k−j} (y(t)a_{n−k} (t))^{(k−j)} x^{(j−1)}(t) =

= n∑ j=1 n∑ k=j (−1)^{k−j} (y(t)a_{n−k} (t))^{(k−j)} x^{(j−1)}(t) =

= n∑ j=1 n−j+1∑

i=1 y^{(i−1)}(t) n∑ k=i+j−1 (−1)^{k−j} ( k − j i − 1 ) a^{(k−j−i+1)} n−k (t) x^{(j−1)}(t)

= n∑ j=1 n∑ i=1 y^{(i−1)}(t)E_{i,j} (t)x^{(j−1)}(t), t ∈ [α, β] a E_{i,j} (t) = n∑ k=i+j−1 (−1)^{k−j} ( k − j i − 1 ) a^{(k−j−i+1)} n−k (t),t ∈ [α, β], je-li i + j ≤ n + 1,

E_{i,j} (t) ≡ 0 on [α, β], je-li i + j > n + 1.

(Speciálnì, pro i + j = n + 1 máme i + j − 1 = n, n − j = i − 1 a n − j − i + 1 = 0 a tudí¿ E_{i,j} (t) = (−1)^{n−j} a_0(t) = (−1)^{i−1}a_0(t).)

Polo¿me E(t) = [E_{i,j} ] i=1,2,...,n_{j=1,2,...,n} pro t ∈ [α, β]. Takto de˛novaná maticová funkce E(t) zøejmì má vlastnosti (i) a (ii) a platí ∫_{t2} t1 yℓ(x)dt − ∫_{t2} t1 ℓ^+(y)xdt = η^∗(t_2)E(t_2)ξ(t_2) − η^∗(t_1)E(t_1)ξ(t_1). � Dùsledek. Nechż E(t) je maticová funkce z Vìty 1. Potom pro vźechna x, y ∈ AC^{(n−1)} platí ∫_β α y(t)ℓ(x)(t)dt − ∫_β α ℓ^+(y)(t)x(t)dt = ~y^∗ ~E~x.

B. Adjungované relace.

Nechż X, G jsou lineární vektorové prostory nad tìlesem K , pro nì¿ je de˛nováno zobrazení x ∈ X, g ∈ G −→< x, g >X takové, ¿e pro vźechna x, x_1, x_2 ∈ X a vźechna g, g_1, g_2 ∈ G platí < x_1 + x_2, g >X =< x_1, g >X + < x_2, g >X < λx, g >X = λ < x, g >X < x, g_1 + g_2 >X =< x, g_1 >X + < x, g_2 >X < x, λg >X = λ < x, g >X . (øíkáme, ¿e < ., . >X je sesquilineární forma na X × G .)

Podobnì, nechż F a G jsou lineární vektorové prostory nad tìlesem K , pro nì¿ je de˛nována sesqui-lineární forma f ∈ F, y ∈ Y −→< f, y >F . Oznaèení.

M ⊂ F → M^⊥ = {y ∈ Y :< f, y >F= 0 pro ka¿dé f ∈ M} ⊂ Y, N ⊂ Y → N^⊥ = {f ∈ F :< f, y >F= 0 pro ka¿dé y ∈ N} ⊂ F. M ⊂ X → M^⊥ = {g ∈ G :< x, g >X= 0 pro ka¿dé x ∈ M} ⊂ G , N ⊂ G → N^⊥ = {x ∈ X :< x, g >X= 0 pro ka¿dé g ∈ N} ⊂ X.

Nechż L : D(L) ⊂ X → Lx ∈ F je lineární zobrazení (lineární operátor) de˛nované na lineárním podprostoru D(L) prostoru X a zobrazující D(L)

do F. Potom

N (L) = {x ∈ D(L); Lx = 0} je nulový prostor operátoru L, R(L) = {Lx ∈ F; x ∈ D(L)} je obor hodnot operátoru L, G(L) = {(x, Lx) ∈ X × F; x ∈ D(L)} je graf operátoru L.

De˛nice 1. Adjungovanou relací k operátoru L nazýváme lineární relaci

L^∗ jejím¿ grafem je mno¿ina G(L^∗) = {(g, y) ∈ G × Y; < Lx, y >F=< x, g >X pro vźechna x ∈ D(L)}.

Dále, de˛nièní obor D(L^∗), nulový prostor N (L^∗) a obor hodnot R(L^∗) adjungované relace L^∗ jsou mno¿iny de˛nované následujícími vztahy

D(L^∗) = {y ∈ Y; existuje g ∈ G takové, ¿e (g, y) ∈ G(L^∗)}, N (L^∗) = {y ∈ Y; (0, y) ∈ G(L^∗)}, R(L^∗) = {g ∈ G ; existuje y ∈ Y takové, ¿e (g, y) ∈ G(L^∗)}.

Dále, pro ka¿dé y ∈ D(L^∗) znaèíme L^∗y = {g ∈ G ; (g, y) ∈ G(L^∗)}. Jestli¿e platí implikace

< x, g >X= 0 pro ka¿dé x ∈ D(L) =⇒ g = 0,

pak pro dané y ∈ D(L^∗) mù¿e nastat situace, ¿e (g_1, y) ∈ G(L^∗) a souèasnì (g_2, y) ∈ G(L^∗) jenom tehdy, kdy¿ g_1 = g_2, t.j. v takovém pøípadì je pro ka¿dé y ∈ D(L^∗) mno¿ina L^∗y jednobodová, t.j. v takovém pøípadì je L^∗ lineární operátor.

Následující tvrzení plynou pøímo z de˛nice nulového prostoru adjungované relace.

Lemma 1. R(L)^⊥ = N (L^∗), t.j. rovnice Lx = f má øeźení pouze tehdy, kdy¿ < f, y >F= 0 platí pro vźechna y ∈ N (L^∗).

Lemma 2. Jestli¿e (R(L)^⊥)^⊥ = R(L), pak R(L) = N (L^∗)^⊥, t.j. t.j. rovnice Lx = f má øeźení právì tehdy, kdy¿ < f, y >F= 0 platí pro vźechna y ∈ N (L^∗).

C. Okrajové úlohy pro skalární rovnice n-tého øádu. Pøedpoklady. −∞ < α < β < +∞, a_i ∈ C^{(n−i)}(α, β), i = 0, 1, . . . , n; a_0(t) ≠ 0 pro vźechna t ∈ [α, β]; M, N ∈ K^{m×n} jsou takové, ¿e 0 ≤ m ≤ 2n a hodnost h m × 2n - matice [M, N] je maximální (tj. h = m). De˛nice 2. øekneme, ¿e funkce x : [α, β] → K^n je øeźením okrajové úlohy (P) ℓ(x) = f, (1) Mξ(α) + Nξ(β) = 0 ∈ K^m , (2) jestli¿e x je øeźením diferenciální rovnice (1) na intervalu [α, β] a vektorová funkce ξ funkci x pøiøazená dle výźe zavedeného oznaèení (viz A) splòuje (2).

Poznámka. Dùkazy vźech tvrzení tohoto odstavce lze nalézti v kapitole 9 knihy J.Kurzweila: Ordinary Di¸erential Equations, Elsevier & SNTL, 1986.

Oznaème X = { c ∈ K^{2n} ; [M, N] c = 0^} .

Okrajovou podmínku (2) pak mù¿eme zapsat tì¿ ve tvaru (2’) x ∈ X. De˛nujeme-li dále D(L) = { x ∈ AC^{(n−1)}; ~x ∈ X } , Lx = ℓ(x) pro x ∈ D(L), pak okrajovou úlohu (P) mù¿eme zapsat jako operátorovou rovnici (3) Lx = f. Polo¿me

X = Y = AC^{(n−1)}, F = G = L^1,

< x, g >X = ∫_β α g(t)x(t)dt pro x ∈ X, g ∈ G a < f, y >Y = ∫_β α y(t)f(t)dt pro f ∈ F, y ∈ Y. De˛nice 3. C^{(n)}_0 = { x ∈ C^{(n)}; ~x = 0 } . Lemma 3. Jestli¿e platí ∫_β α gxdt = 0 pro vźechna x ∈ C^{(n)}_0 ,

pak g(t) = 0 pro s.v. t ∈ [α, β]. Dùsledek. Jestli¿e platí ∫_β α gxdt = 0 pro vźechna x ∈ D(L),

pak g(t) = 0 pro s.v. t ∈ [α, β].

Dùsledek. Adjungovaná relace L^∗ k L (viz B) je operátor z Y do G .

Vìta 2. D(L^∗) = { y ∈ AC^{(n−1)}; ~y ∈ ( ~E_X )_⊥} a L^∗y = ℓ^+y pro y ∈ D(L^∗). Dùsledek. N (L^∗) = { y ∈ AC^{(n−1)}; ℓ^+(y) = 0, ~y ∈ ( ~E_X )_⊥} . De˛nice 4. Úlohu (P^∗_0) nalézti øeźení diferenciální rovnice (4) ℓ^+(y) = 0, pro které dále platí ~y ∈ Y = ( ~E_X )_⊥ , nazýváme úloha adjungovaná k okrajové «uloze (P).

Dùsledek. Daná úloha (P) má øeźení pouze tehdy, kdy¿ platí ∫_β α yfdt = 0 pro vźechna øeźení y úlohy (P^∗_0 ).

De˛nice 5. L^{∗∗} = (L^∗)^∗ (tj. G(L^{∗∗}) = { (x, f) ∈ X × F; y ∈ D(L^∗) =⇒ < x, ℓ^+(y) >X=< f, y >F } ). Lemma 4. dimX+dimY= 2n. Lemma 5. X= ( ~E∗_Y )_⊥ . Vìta 3. L^{∗∗} = L.

Lemma 6. Je-li U vektorový podprostor v K^r , pak ( U^⊥ )_⊥ = U. Lemma 7. Jsou-li U, V vektorové podprostory v K^r , pak (U + V )^⊥ = U^⊥ ∩ V^⊥. Lemma 8. Jsou-li U, V vektorové podprostory v K^r , pak (U ∩ V )^⊥ =

U^⊥ + V^⊥.

De˛nice 6. Z(ℓ) = { p ∈ K^{2n} ; ∃_{x∈AC}(n�1) takové, ¿e ℓ(x) = 0, ~x = p^} ,

Z(ℓ^+) = { q ∈ K^{2n} ; ∃_{y∈AC}(n�1) takové, ¿e ℓ^+(y) = 0, ~y = q^} .

Lemma 9.

a) dimZ(ℓ) =dimZ(ℓ^+) = n, b) Z(ℓ^+) = ( ~EZ(ℓ))^⊥, c) Z(ℓ) = ( ~E^∗Z(ℓ^+))^⊥.

Vìta 4. Daná okrajová úloha (P) má øeźení právì tehdy, kdy¿ platí ∫_β α yfdt = 0 pro vźechna øeźení y adjungované úlohy (P^∗_0 ).

Dùsledek. R(L) = N (L^∗)^⊥, tj. (R(L)^⊥)^⊥ = R(L). Vìta 5. Následující tvrzení jsou ekvivalentní (i) N (L^∗) = {0} , (ii) Y∩Z(ℓ^+) = {0} , (iii) pro ka¿dou funkci g ∈ L^1 má úloha ℓ^+(y) = g, ~y ∈ Y nejvýźe jedno øeźení, (iv) pro ka¿dou funkci f ∈ L^1 má úloha ℓ(x) = f, ~x ∈ X øeźení.

Vìta 6. Následující tvrzení jsou ekvivalentní (i) N (L) = {0} , (ii) X∩Z(ℓ) = {0} , (iii) pro ka¿dou funkci f ∈ L^1 má úloha ℓ(x) = f, ~x ∈ X nejvýźe jedno øeźení, (iv) pro ka¿dou funkci g ∈ L^1 má úloha ℓ^+(y) = g, ~y ∈ Y øeźení.

Dùsledek. Daná úloha (P) má právì jedno øeźení pro ka¿dou funkci f ∈

L^1 právì tehdy, kdy¿ platí souèasnì N (L) = {0} a N (L^∗) = {0} .

Dùsledek. Daná úloha (P) má právì jedno øeźení pro ka¿dou funkci f ∈

L^1 právì tehdy, kdy¿ platí souèasnì Y∩Z(ℓ^+) = {0} a X∩Z(ℓ) = {0} .

Vìta 7. Daná úloha (P) má právì jedno øeźení pro ka¿dou funkci f ∈ L^1 právì tehdy, kdy¿ platí souèasnì N (L) = {0} a dimX= n. Vìta 8. Daná úloha (P) má právì jedno øeźení pro ka¿dou funkci f ∈ L^1 právì tehdy, kdy¿ platí souèasnì m = n a det [MU(α) + NU(β)] ≠ 0, kde U znaèí fundamentální matici øeźení homogenní rovnice ℓ(x) = 0.

De˛nice 7. Funkce g : [α, β] × [α, β] → K se nazývá Greenova funkce problému (P), jestli¿e splòuje následující podmínky:

(i) Je-li n = 1, pak je g spojitá a ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]} , (ii) Je-li n > 1, pak je g spojitá na [α, β] × [α, β],

(iii) Pro ka¿dou funkci f ∈ L^1 je funkce x(t) = ∫_β α g(t, s)f(s)ds, t ∈ [α, β] jediným øeźením úlohy (P).

Vìta 9. Nechż platí

m = n a det [MU(α) + NU(β)] ≠ 0,

kde U znaèí fundamentální matici øeźení homogenní rovnice ℓ(x) = 0. Potom existuje Greenova funkce úlohy (P).

Vìta 10. Nechż platí

m = n a det [MU(α) + NU(β)] ≠ 0,

kde U znaèí fundamentální matici øeźení homogenní rovnice ℓ(x) = 0. Potom existuje Greenova funkce h(t, s) adjungované úlohy (P^∗) ℓ^+(y) = g, ~y ∈ Y a platí h(t, s) = g(s, t). De˛nice 8. Operátor L (viz (3)) se nazývá samoadjungovaný, jestli¿e

L^∗ = L. Je-li L samoadjungovaný, pak okrajová úloha (P) se nazývá samoadjungovaná.

Vìta 11. Operátor L je samoadjungovaný právì tehdy, kdy¿ platí

ℓ^+(x) = ℓ(x) pro ka¿dé x ∈ AC^{(n−1)} a X = ( ~E_X )_⊥ . De˛nice 9. Jestli¿e λ ∈ K a jestli¿e existuje nenulové øeźení x okrajové úlohy ℓ(x) = λx, ~x ∈ X, pak λ se nazývá vlastní èíslo úlohy (P) a funkce x je vlastní funkce úlohy (P). Dvojice (λ, x) se pak nazývá tì¿ vlastní pár úlohy (P).

Lemma 10. Nechż je úloha (P) samoadjungovaná a nechż (μ_1, x_1) a (μ_2, x_2) jsou vlastní páry této úlohy, μ_1, μ_2 ∈ R, μ_1 ≠ μ_2. Potom ∫_β α x_1x_2dt = 0.

Lemma 11. Nechż je úloha (P) samoadjungovaná. Potom existuje σ ∈ R takové, ¿e úloha ℓ(x) − σx = 0, x ∈ X má pouze triviální øeźení x ≡ 0.

Vìta 12. Nechż funkce g : [α, β] × [α, β] → K je spojitá a ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]} a nechż platí

g(t, s) = g(s, t) na { [α, β] × [α, β], je-li n > 1 ´, je-li n = 1 a w ∈ L^1, ∫_β α g(t, s)w(s)ds = 0 na [α, β] =⇒ w(t) = 0 s.v. na [α, β].

Potom existuje posloupnost {(γ_k, x_k)}_{k=1,2,...} ∈ R × AC^{(n−1)}, taková, ¿e platí (i) γ_k ≠ 0, x_k ≠ 0, pro vźechna k = 1, 2, . . . , (ii) lim_{k→∞} γ_k = 0, (iii) ∫_β α x_j x_kdt = { 1, j = k 0, j ≠ k , j, k = 1, 2, . . . ,

(iv) jestli¿e w ∈ L^1 a ∫_β α wx_k dt = 0 pro vźechna k = 1, 2, . . . ,

pak w(t) = 0 s.v. na [α, β], (v) γ_kx_k (t) = ∫_β α g(t, s)x_k(s)ds, t ∈ [α, β], k = 1, 2, . . . .

Vìta 13. Je-li úloha (P) samoadjungovaná, pak existuje posloupnost vlastních párù {(λ_k , x_k)}_{k=1,2,...} úlohy (P) taková, ¿e platí

(i) λ_k ∈ R pro k = 1, 2, . . . a lim_{k→∞} |λ_k| = ∞,

(ii) ∫_β α x_j x_kdt = { 1, j = k 0, j ≠ k , j, k = 1, 2, . . . , (iii) jestli¿e w ∈ L^1 a ∫_β α wx_k dt = 0 pro vźechna k = 1, 2, . . . ,

pak w(t) = 0 s.v. na [α, β].

Poznaámka. Posloupnost {x_k} vlastních funkcí úlohy (P) z Vìty 13 má následující vlastnost:

Pro ka¿dé ε > 0 a ka¿dou funkci f ∈ L^2 existuje pøirozené èíslo N a èísla κ_k ∈ K , k = 1, 2, . . . , N taková, ¿e platí ∫_β α | | | | f − N∑ k=1 κ_kx_k | | | | 2 dt < ε.

Vìta 14. Nechż K = R a nechż funkce p_{2k} : [α, β] → R, k = 0, 1, . . . , m mají spojité derivace do øádu 2k. Polo¿me

g_{2k}(x) = ( p_{2k}x^{(k)} )_{(k)} pro k = 0, 1, . . . , m a x ∈ AC^{(2k−1)} a ℓ(x) = m∑ k=0 g_{2k}(x) pro x ∈ AC^{(2m−1)}.

Potom je operátor ℓ^+ de˛nován a platí

ℓ(x) = ℓ^+(x) pro vźechna x ∈ AC^{(2m−1)}.

Vìta 15. Nechż K = C a nechż funkce p_k : [α, β] → R, k = 0, 1, . . . , n mají spojité derivace do øádu k. Polo¿me pro x ∈ AC^{(n−1)} a k = 0, 1, . . . , n

g_k(x) = {_i 2 [ p_{2j+1}x^{(j+1)} ]_{(j)} +^i_2 [ p_{2j+1}x^{(j)}

]_{(j+1)} , je-li k = 2j + 1, ( p_{2j} x^{(j)} )_{(j)} , je-li k = 2j a

ℓ(x) = m∑ k=0 g_k(x).

Potom je operátor ℓ^+ de˛nován a platí

ℓ(x) = ℓ^+(x) pro vźechna x ∈ AC^{(n−1)}.

Vìta 16. Nechż K = R a nechż pro diferenciální výraz n-tého øádu ℓ :

AC^{(n−1)} → L^1 platí ℓ^+ = ℓ. Potom je èíslo n sudé, n = 2m a existují funkce p_{2k} : [α, β] → R, k = 0, 1, . . . , m, které mají spojité derivace do øádu 2k a jsou takové, ¿e platí ℓ(x) = m∑ k=0 ( p_{2k}x^{(k)} )_{(k)} pro x ∈ AC^{(n−1)}.

Vìta 17. Nechż K = C a nechż pro diferenciální výraz n-tého øádu ℓ :

AC^{(n−1)} → L^1 platí ℓ^+ = ℓ. Potom existují funkce p_k : [α, β] → R, k = 0, 1, . . . , n, které mají spojité derivace do øádu k a jsou takové, ¿e platí ℓ(x) = n∑ k=0 g_k(x) pro x ∈ AC^{(n−1)},

kde diferenciální výrazy g_k jsou de˛novány jako ve Vìtì 15.

D. Okrajové úlohy pro vektorové rovnice.

Oznaèení. Pro Z = K^n nebo Z = K^{n×n} znaèí L^1([α, β], Z) prostor vźech funkcí f : [α, β] → Z integrovatelných na intervalu [α, β] (tj. ka¿dá slo¿ka vektorové resp. maticové funkce f má koneèný Lebesgueùv integrál pøes interval [α, β]). Analogický význam mají symboly AC([α, β], Z), L^p([α, β], Z) a p.

V tomto odstavci budeme vyźetøovat okrajové úlohy tvaru ξ^′ + A(t)ξ = b(t), (5) Mξ(α) + Nξ(β) = 0. (6) Následující pøedpoklady budou platit v celém odstavci.

Pøedpoklady. −∞ < α < β < ∞, A ∈ L^1([α, β], K^{n×n} ), b ∈ L^1([α, β], K^n ), M, N ∈ K^{m×n} , 0 ≤ m ≤ 2n a m × 2n - matice [M, N] má maximální

hodnost (tj. m).

De˛nice 10. øekneme, ¿e funkce ξ : [α, β] → K^n je øeźení okrajové úlohy (π), je-li ξ øeźení systému (5) na intervalu [α, β] takové, ¿e platí (6).

Oznaèení. V dalźím textu znaèíme symbolem U(t) fundamentální matici øeźení homogenního systému (7) ξ^′ + A(t)ξ = 0 na intervalu [α, β], tj. U(t) je n × n-maticová funkce absolutnì spojitá na [α, β] a taková, ¿e platí

U(α) = I a U^′(t) + A(t)U(t) = 0 pro s.v. t ∈ [α, β]. Je známo, ¿e pro ka¿dý vektor c ∈ K^n je jediné øeźení ξ(t) systému (1) na intervalu [α, β] takové, ¿e ξ(α) = c dáno výrazem

(8) ξ(t) = U(t)c + U(t) ∫_t α U^{−1}(s)b(s)ds, t ∈ [α, β], maticová funkce U^{−1}(t) je de˛nována a absolutnì spojitá na intervalu [α, β] a platí

U^{−1}(α) = I a (U^{−1})^′(t) = U^{−1}(t)A(t) pro s.v. t ∈ [α, β].

Dosazením (8) do (2) dostaneme ihned následující tvrzení:

Tvrzení 1. Okrajová úloha (π) má øeźení právì tehdy, kdy¿ má øeźení lineární (algebraický) systém [MU(α) + NU(β)] c = −NU(β) ∫_β α U^{−1}(s)b(s)ds.

Je známo, ¿e lineární algebraický systém Dc = w má øeźení, právì kdy¿ se hodnost h(D) matice systému rovná hodnosti rozźíøené matice [D, w] systému. Snadno se ovìøí, ¿e toto je pravda právì tehdy, kdy¿ platí implikace γ^∗D = 0 =⇒ γ^∗w = 0.

Z Tvrzení 1 tedy okam¿itì plyne Tvrzení 2. Okrajová úloha (π) má øeźení právì tehdy, kdy¿ γ^∗NU(β) ∫_β α U^{−1}(s)b(s)ds = 0 platí pro ka¿dé øeźení γ ∈ K^m lineárního algebraického systému (9) γ^∗ [MU(α) + NU(β)] = 0.

Pro γ ∈ K^m a t ∈ [α, β] oznaème ζ^∗_γ (t) = γ^∗NU(β)U^{−1}(t). Potom pro ka¿dé γ ∈ K^m je funkce ζ = ζ_γ øeźením systému (10) ζ^′ = A^∗(t)ζ na intervalu [α, β]. Dále, pro ka¿dé γ ∈ K^m splòující (9) máme ζ^∗(α) = γ^∗NU(β) = −γ^∗M a ζ^∗(β) = γ^∗N. Z Tvrzení 2 tedy plyne

Tvrzení 3. Okrajová úloha (π) má øeźení jestli¿e

(11) ∫_β α ζ^∗(s)b(s)ds = 0 platí pro ka¿dou dvojici (ζ, γ), ζ : [α, β] → K^n , γ ∈ K^m takovou, ¿e ζ je øeźením systému (10) na [α, β] a (12) ζ(α) = −M^∗γ, ζ(β) = N^∗γ.

De˛nice 11. Úlohu nalézti øeźení ζ systému (10) na [α, β] a vektor γ ∈ K^m takové, ¿e platí (12) nazýváme adjungovaná okrajová úloha k úloze (π) a znaèíme (π^∗_0 ).

Integrací per-partes snadno ovìøíme, ¿e je-li ξ øeźení daného problému (π) a ζ, γ øeźení úlohy (π^∗_0 ), pak platí ∫_β α ζ^∗(t)b(t)dt = ∫_β α ζ^∗(t)b(t)dt − γ^∗ [Mξ(α) + Nξ(β)] = = ∫_β α ζ^∗(t) [ξ^′(t) + A(t)ξ(t)] dt − γ^∗ [Mξ(α) + Nξ(β)] = = ζ^∗(β)ξ(β) − ζ^∗(α)ξ(α) + ∫_β α [ −ζ^{∗′}(t) + ζ^∗(t)A(t) ] ξ(t)dt− −γ^∗ [Mξ(α) + Nξ(β)] = = ∫_β α [ −ζ^{∗′}(t) + ζ^∗(t)A(t) ] ξ(t)dt+ + [ζ^∗(β) − γ^∗N] ξ(β) − [ζ^∗(α) + γ^∗M] ξ(α) = 0.

T.zn., ¿e podmínka (11) z Tvrzení 3 je také podmínka nutná pro existenci øeźení úlohy (π). Platí tedy následující tvrzení, je¿ je analogií Vìty 4 z odstavce C.

Vìta 18. Okrajová úloha (π) má øeźení právì tehdy, kdy¿ (11) platí pro ka¿dé øeźení (ζ, γ) úlohy (π^∗_0 ) k (π) adjungované.

Podle naźich pøedpokladù má m×2n-matice [−M, N] lineárnì nezávislé øádky. Existují tedy (2n − m) × n- matice ~M a ~N takové, ¿e platí det [ −M N − ~M ~N ] ≠ 0. Existuje tedy inversní matice k matici [ −M N − ~M ~N ] . Oznaème bloky v této inversní matici tak, ¿e platí [ −M N − ~M ~N ]_{−1} = [ ~P P ~Q Q ] , kde P, Q jsou n × (2n − m)- matice a ~P , ~Q jsou n × m- matice. T.zn., ¿e platí vztahy −M ~P + N ~Q = I, (13) − ~M ~P + ~N ~Q = 0, −MP + NQ = 0, − ~MP + ~NQ = I. a ~P M + P ~M = −I, (14) ~P N + P ~N = 0, ~QM + Q ~M = 0, ~QN + Q ~N = I.

Z tìchto vztahù plyne následující tvrzení

Vìta 19. Dvojice ζ : [α, β] → K^n , γ ∈ K^m splòuje okrajové podmínky (12) právì tehdy, kdy¿ platí

P^∗ζ(α) + Q^∗ζ(β) = 0 a ~P^∗ζ(α) + ~Q^∗ζ(β) = γ.

Dùkaz. Platí-li (12), pak podle (13) je

ζ^∗(α)P + ζ^∗(β)Q = γ^∗ [−MP + NQ] = 0 a ζ^∗(α) ~P + ζ^∗(β) ~Q = γ^∗ [ −M ~P + N ~Q ] = γ^∗I = γ^∗.

Na druhou stranu, øádky m × n- matice [−M, N] tvoøí bázi prostoru øeźení lineárního algebraického systému δ^∗ [ P Q ] = 0.

(Dimenze tohoto prostoru je n − (2n − m) = m.) Tudí¿, je-li ζ^∗(α)P + ζ^∗(β)Q = 0, pak nutnì existuje γ ∈ K^m tak, ¿e ζ^∗(α) = −γ^∗M a ζ^∗(β) = γ^∗N, tj.platí (12). �

Následující tvrzení je analogií Vìty 1 z odstavce A.

Vìta 20 (Lagrangeova identita). Pro libovolné funkce ξ : [α, β] → K^n a ζ : [α, β] → K^n absolutnì spojité na [α, β] platí ∫_β α ζ^∗(t) [ξ^′(t) + A(t)ξ(t)] dt − ∫_β α [ −ζ^{∗′}(t) + ζ^∗(t)A(t) ] ξ(t)dt = (15) = [ ζ^∗(α) ~P + ζ^∗(β) ~Q ] [Mξ(α) + N(β)] +

+ [ζ^∗(α)P + ζ^∗(β)Q] [ ~Mξ(α) + ~Nξ(β) ] .

Dùkaz. Integrováním per-partes na levé stranì vztahu (15) dostaneme snadno ∫_β α ζ^∗(t) [ξ^′(t) + A(t)ξ(t)] dt − ∫_β α [ −ζ^{∗′}(t) + ζ^∗(t)A(t) ] ξ(t)dt = = ζ^∗(β)ξ(β) − ζ^∗(α)ξ(α) = [ζ^∗(α), ζ^∗(β)] [ −I 0 0 I ] [ ξ(α) ξ(β) ] . Podle de˛nice matic ~M, ~N, P, Q, ~P a ~Q je ovźem [ ~P P ~Q Q ] [ M N ~M ~N ] = [ −I 0 0 I ]

a odtud u¿ plyne vztah (15). �

Následující vìta je analogií Vìty 8 z odstavce C.

Vìta 21. Okrajová úloha (π) má jedinì øeźení pro ka¿dou pravou stranu

b ∈ L^1([α, β], K^n ) právì tehdy, kdy¿ platí (16) m = n a det [MU(α) + NU(β)] ≠ 0.

Dùkaz. a) Jestli¿e platí (16), pak existuje inversní matice D^{−1} k matici D = [MU(α) + NU(β)] a pro ka¿dé b ∈ L^1([α, β], K^n ) je (17) c = −D^{−1}NU(β) ∫_β α U^{−1}(s)b(s)ds jediným øeźením systému (18) [MU(α) + NU(β)] c = −NU(β) ∫_β α U^{−1}(s)b(s)ds. Podle Tvrzení 1 je tedy pro ka¿dé b ∈ L^1([α, β], K^n ) funkce ξ(t) de˛novaná pro t ∈ [α, β] vztahem

(19) ξ(t) = U(t) ( −D^{−1}NU(β) ∫_β α U^{−1}(s)b(s)ds + ∫_t α U^{−1}(s)b(s)ds )

jediným øeźením dané okrajové úlohy (π).

b) Je-li buïto m = n a det [MU(α) + NU(β)] = 0 nebo m > n, pak matice D = [MU(α) + NU(β)] má hodnost h(D) < m a tudí¿ existuje vektor γ ∈ K^m , γ ≠ 0 takový, ¿e platí γ^∗ [MU(α) + NU(β)] = 0. Kdyby bylo γ^∗N = 0, bylo by také γ^∗M = 0 a tedy γ^∗ [M, N] = 0, co¿ by znamenalo spor s pøedpokladem, ¿e matice [M, N] má maximální hodnost (tj. m). T.zn., ¿e je γ^∗N ≠ 0. Polo¿me b(t) = U(t)U^{−1}(β)N^∗γ.

Potom

γ^∗NU(β) ∫_β α U^{−1}(s)b(s)ds = γ^∗NU(β) (β − α) U^{−1}(β)N^∗γ =

= (β − α) (γ^∗N) (N^∗γ) ≠ 0

a podle Tvrzení 2 tedy nemá daná úloha (π) øeźení.

c) Je-li m < n, pak systém [MU(α) + NU(β)] c = 0 má nenulové øeźení. Vzhledem k Tvrzení 1 tedy má-li daný okrajový problém (π) nìjaké øeźení, není toto øeźení urèeno jednoznaènì. �

Do konce tohoto odstavce budeme pøedpokládat, ¿e platí (16). T.zn., ¿e pro ka¿dé b ∈ L^1([α, β], K^n ) je funkce (19) jediným øeźením dané okrajové úlohy (π). Pravá strana vztahu (19) se snadno upraví do tvaru ξ(t) = ∫_β α G(t, s)b(s)ds, kde G(t, s) = U(t) ( −D^{−1}NU(β) + { I, s < t 0, s > t }) U^{−1}(s). Proto¿e D^{−1} [MU(α) + NU(β)] = I, je I − D^{−1}NU(β) = D^{−1}MU(α) a tudí¿ G(t, s) = U(t)D^{−1} { MU(α), s < t −NU(β), s > t } U^{−1}(s).

Vìta 22. Nechż platí (16). Potom pro ka¿dé b ∈ L^1([α, β], K^n ) má úloha (π) právì jedno øeźení

(20) ξ(t) = ∫_β α G(t, s)b(s)ds, t ∈ [α, β], kde (21) G(t, s) = U(t)D^{−1} { MU(α), s < t −NU(β), s > t } U^{−1}(s).

De˛nice 12. Funkce G : [α, β]×[α, β] → K^{n×n} se nazývá Greenova funkce úlohy (π), jestli¿e je spojitá a ohranièená na mno¿inì ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]} a pro ka¿dé b ∈ L^1([α, β], K^n ) má úloha (π) jediné øeźení ξ a toto øeźení je dáno výrazem (20).

Vìta 23. Nechż platí (16) a nechż funkce G : [α, β] × [α, β] → K^{n×n} je dána výrazem (21). Potom G(t, s) je Greenova funkce úlohy (π) a má dále tyto vlastnosti :

(i) G(t, s) je spojitá a ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]}; (ii) G(s+, s) − G(s−, s) = lim_{t→s+} G(t, s) − lim_{t→s−} G(t, s) = I pro ka¿dé s ∈ (α, β); (iii)^∂_{∂t} G(t, s) + A(t)G(t, s) = 0 platí pro ka¿dé s ∈ [α, β] a t ∈ [α, β], t ≠ s; (iv) MG(α, s) + NG(β, s) = 0 platí pro ka¿dé s ∈ (α, β).

Dùkaz. Zbývá dokázat, ¿e funkce G má vlastnosti (i)-(iv). Vlastnosti (i) a (iii) plynou okam¿itì z de˛nice funkce G a z toho, ¿e U je fundamentální matice øeźení pro systém ξ^′ +A(t)ξ = 0. Dále, podle de˛nice funkce G(t, s) je pro ka¿dé s ∈ (α, β) G(s+, s) = U(s)D^{−1}MU(α)U^{−1}(s) a G(s−, s) = −U(s)D^{−1}NU(β)U^{−1}(s) a tudí¿ G(s+, s) − G(s−, s) = U(s)D^{−1} (MU(α) + NU(β)) U^{−1}(s) = I, tj. platí (ii). Koneènì dosazením G(α, s) = −U(α)D^{−1}NU(β)U^{−1}(s) a G(β, s) = U(β)D^{−1}MU(α)U^{−1}(s) do výrazu MG(α, s) + NG(β, s) a vyu¿itím zøejmìho vztahu I − NU(β)D^{−1} = MU(α)D^{−1} dostaneme MG(α, s) + NG(β, s) = = [ −MU(α)D^{−1}NU(β) + NU(β)D^{−1}MU(α) ] U^{−1}(s) = = [ NU(β)D^{−1} (MU(α) + NU(β)) − NU(β) ] U^{−1}(s) = 0. � Mìjme nyní libovolnou funkci H : [α, β] × [α, β] → K^{n×n} , která má také vlastnosti (ii)-(iv) z Vìty 23. Potom z vlastnosti (iii) plyne okam¿itì, ¿e existují funkce V (s) a W (s) takové, ¿e platí H(t, s) = { U(t)V (s), t < s U(t)W (s), t > s. Potom je zøejmì pro ka¿dé s ∈ (α, β) H(s+, s) = U(s)W (s) a H(s−, s) = U(s)V (s) a tudí¿ podle vlastnosti (ii) máme I = H(s+, s) − H(s−, s) = U(s) (W (s) − V (s)) , tj. W (s) = V (s) + U^{−1}(s).

Podle (iv) máme pro ka¿dé s ∈ (α, β) 0 = MH(α, s) + NH(β, s) = [MU(α) + NU(β)] V (s) + NU(β)U^{−1}(s) = = DV (s) + NU(β)U^{−1}(s). Odtud ovźem plyne,¿e V (s) = −D^{−1}NU(β)U^{−1}(s), tj. H(t, s) = G(t, s) pro vźechna (t, s) ∈ [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]} . Dokázali jsme tedy následující tvrzení:

Vìta 24. Jestli¿e platí (16) a jestli¿e funkce H : [α, β] × [α, β] → K^{n×n} , má vlastnosti (ii)-(iv) z Vìty 23 (na místì G(t, s)), pak H(t, s) = G(t, s) platí pro vźechna (t, s) ∈ ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]} .

Polo¿me nyní (22) H(t, s) = −G^∗(s, t) t.zn., ¿e H(t, s) = U^{−1∗}(t) { −U^∗(α)M^∗D^{∗−1}, t < s U^∗(β)N^∗D^{∗−1}, t > s } U^∗(s).

Snadno se ovìøí, ¿e následující vztahy jsou pravdivé: H(s+, s) − H(s, s−) = U^{−1∗}(s)U^∗(β)N^∗D^{−1∗}U^∗(s)+ +U^{−1∗}(s)U^∗(α)M^∗D^{−1∗}U^∗(s) = I, s ∈ (α, β), ∂ ∂t H(t, s) − A^∗(t)H(t, s) = 0, s ∈ [α, β], t ∈ [α, β], t ≠ s,

H(α, s) = − U^{−1∗}(α)U^∗(α)M^∗D^{−1∗}U^∗(s) = −M^∗~^∗(s), ~(s) = U(s)D^{−1}, s ∈ (α, β), H(β, s) =N^∗~^∗(s), s ∈ (α, β).

Vzhledem k de˛nici matic P, Q, ~P , ~Q a speciálnì vzhledem ke vztahùm (13) tedy platí také P^∗H(α, s) + Q^∗H(β, s) = 0, s ∈ (α, β). Dále det [ P^∗U^{−1∗}(α) + Q^∗U^{−1∗}(β) ] ≠ 0. (Kdyby toti¿ bylo pro nìjaké c ∈ K^n [ P^∗U^{−1∗}(α) + Q^∗U^{−1∗}(β) ] c = 0, bylo by také [ c^∗U^{−1}(α), c^∗U^{−1}(β) ] [ P Q ] = 0 a odtud by podobnì jako v dùkaze Vìty ze strany 12 plynulo, ¿e existuje

d ∈ K^n takové, ¿e platí

c^∗U^{−1}(α) = −d^∗M a c^∗U^{−1}(β) = d^∗N, tj. d^∗ [MU(α) + NU(β)] = 0. To je vźak podle pøedpokladu (16) mo¿né jedinì tehdy, kdy¿ d = 0 neboli c = 0.)

Podle Vìty 24 je tedy funkce H(t, s) de˛novaná vztahy (21) a (22) Greenova funkce úlohy ζ^′ − A^∗(t)ζ = b(t), P^∗ζ(α) + Q^∗ζ(β) = 0,

tj. pro ka¿dou funkci b ∈ L^1([α, β], K^n ) má úloha (π^∗) právì jedno øeźení ζ(t) a toto øeźení je dáno výrazem ζ(t) = − ∫_β α G^∗(s, t)b(s)ds, , t ∈ [α, β].

Odtud u¿ okam¿itì plyne následující tvrzení.

Vìta 25. Nechż platí (16) a nechż funkce G(t, s) je Greenova funkce úlohy (π). Potom G^∗(s, t) je Greenova funkce úlohy (π^∗)

(23) −ζ^′ + A^∗(t)ζ = b(t),

(24) P^∗ζ(α) + Q^∗ζ(β) = 0.

E. Okrajové úlohy pro skalární rovnice n-tého øádu jako speciální pøípad okrajových úloh pro vektorové rovnice.

Okrajovou úlohu (P) (tj. (1), (2)) mù¿eme pøepsat do tvaru (π) jestli¿e polo¿íme

(25) ξ(t) = x(t) x^′(t) . . x^{(n−1)} , b(t) = 0 0 . ._{f (t)} a0(t) a

(26) A(t) =

0 −1 0 . . . 0 0 0 0 0 −1 . . . 0 0 0 . . . . . . ... . . . . . . 0 0 0 . . . 0 −1 0 0 0 0 . . . 0 0 −1 a_n(t) a0(t) a_n�1(t) a0(t) a_n�2(t) a0(t) . . . a3(t) a0(t) a2(t) a0(t) a1(t) a0(t)

.

Adjungovaný systém −ζ^′ + A^∗(t)ζ = 0 má tedy v tomto speciálním pøípadì tvar

(27)

−ζ^′_1 +^{an(t)}_{a0(t)} ζ_n = 0

−ζ^′_2 − ζ_1 +^{an}�^{1(t)}_{a0(t)} ζ_n = 0 . . . . . . . . −ζ^′_n − ζ_{n−1} +^{a1(t)}_{a0(t)} ζ_n = 0.

Oznaème y(t) = ζ_n(t) a_0(t) . Potom ζ = [ζ_1, ζ_2, . . . , ζ_n]^T je øeźením systému (27) (tj. −ζ^′ + A^∗(t)ζ = 0) právì tehdy, kdy¿ ζ_n = (a_0y)

(28)

ζ_{n−1} = −(a_0y)^′ + (a_1y) ζ_{n−2} = (a_0y)^{′′} − (a_1y)^′ + (a_2y) . . . . ... ζ_1 = (−1)^{n−1}(a_0y)^{(n−1)} + (−1)^{n−2}(a_1y)^{(n−2)} + . . . + (a_{n−1}y) a (ℓ^+(y))(t) = (−1)^n(a_0y)^{(n)}(t) + (−1)^{n−1}(a_1y)^{(n−1)}(t) + · · · + (a_ny)(t) = 0.

Oznaèíme-li tedy

(29) (ℓ^+_{n−j} (y))(t) = n−j∑ r=0 (a_{n−j−r}y)^{(r)}(t), j = 1, 2, . . . , n,

dostaneme následující tvrzení:

Lemma 12. Nechż platí (26). Potom funkce ζ : [α, β] → K^n je øeźením rovnice −ζ^′ + A^∗(t)ζ = 0 na intervalu [α, β] právì tehdy, kdy¿

ζ = ℓ^+_{n−1}y ℓ^+_{n−2}y . . ℓ^+_0 y

(viz (29)) a y = ζ_n a_0 je øeźením rovnice (4), tj. ℓ^+(y) = 0.

Lemma 13. Nechż platí (26). Nechż ζ : [α, β] → K^n je øeźení diferenciální rovnice −ζ^′ + A^∗(t)ζ = 0 na intervalu [α, β], y =^{ζn}_{a0} a nechż vektorová funkce η : [α, β] → K^n je pøiøazena k y vztahem (31). Potom P^∗ζ(α) +

Q^∗ζ(β) = 0 platí právì tehdy, kdy¿ ~y = [ η(α) η(β) ] ∈ ( ~E_X )_⊥ , kde E a ~E mají stejný význam jako ve Vìtì 1.

Dùkaz. Pro j = 1, 2, . . . , n je ℓ^+_{n−j} y = n−j∑ r=0 (−1)^r(a_{n−j−r} y)^{(r)} =

= n−j∑ r=0 (−1)^r (_r ∑ s=0 ( r s ) a_{n−j−r}^{(r−s)}y^{(s)} ) =

= n−j∑ s=0 (_{n−j} ∑ r=s (−1)^r ( r s ) a_{n−j−r}^{(r−s)} ) y^{(s)} =

= n−j+1∑

i=1 (_{n−j} ∑ r=i−1 (−1)^r ( r i − 1 ) a_{n−j−r}^{(r−i+1)} ) y^{(i−1)} =

= n∑ i=1 n−j∑ k=i+j−1 (−1)^{k−j} ( k − j i − 1 ) a_{n−k}^{(k−j−i+1)} y^{(i−1)} =

= n−j+1∑

i=1 E_{i,j} y^{(i−1)}, kde E_{i,j} má stejný význam jako ve Vìtì 1 a jejím dùkazu (viz strany 2-3 tohoto textu).

T.zn., ¿e

(30) ζ^∗(t) = η^∗(t)E(t),

kde E má stejný význam jako ve Vìtì 1 a

(31) η(t) = y(t) y^′(t) . . y^{(n−1)}(t)

(viz str.1).

Podle (30) je ζ^∗(α)P + ζ^∗(β)Q = 0

právì tehdy, kdy¿ je η^∗(α)E(α)P + η^∗(β)E(β)Q = 0 neboli ~y^∗ ~E [ −P Q ] = 0.

Proto¿e podle de˛nice matic P, Q tvoøí sloupce matice [ −P Q ]

bázi prostoru X, plyne odtud u¿ dùkaz lemmatu. �

Z lemmat 12 a 13 okam¿itì plyne následující vìta.

Vìta 26. Funkce ζ : [α, β] → K^n je øeźením úlohy (π^∗_0 ) právì tehdy, kdy¿

ζ = ℓ^+_{n−1}y ℓ^+_{n−2}y . . ℓ^+_0 y a y = ζ_n a_0 je øeźením úlohy (P^∗_0), tj.

ℓ^+(y) = 0, ~y ∈ ( ~E_X )_⊥ .

Poznaámka. Je zøejmì, ¿e z Vìty 26 vyplývá napø., ¿e Vìta 4 je dùsledkem Vìty 18 a Vìta 8 je dùsledkem Vìty 21.

Nechż platí (16), tj.

m = n a det [MU(α) + NU(β)] ≠ 0.

Potom podle Vìty 22 (viz té¿ Vìtu 23) existuje Greenova funkce G : [α, β] × [α, β] → K^{n×n} . úlohy (π). Pro ka¿dou funkci b ∈ L^1([α, β], K^n ) má tedy úloha (π) jediné øeźení ξ(t) a toto øeźení je dáno výrazem (20). Jestli¿e G_{i,j} (t, s) znaèí element matice G(t, s) v i-tém øádku a j-tém sloupci, pak za naźich pøedpokladù (25) a (26) je pro ka¿dou funkci f ∈ L^1 funkce

x(t) = ξ_1(t) = ∫_β α G_{1,n}(t, s) a_0(s) f(s)ds, t ∈ [α, β] jediným øeźením dané úlohy (P). T.zn., ¿e funkce g(t, s) = G_{1,n}(t, s) a_0(s) , (t, s) ∈ [α, β] × [α, β] je Greenovou funkcí úlohy (P) a Vìta 9 je dùsledkem Vìty 22 (nebo také Vìty 23).

Z vìt 22,23 a 26 dále plyne i následující tvrzení Vìta 27. Nechż platí (16). Potom existuje Greenova funkce g(t, s) úlohy (P) a tato funkce má navíc následující vlastnosti (i) Je-li n = 1, pak je g spojitá a ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]}; Je-li n > 1, pak jsou parciální derivace^{∂j}_{∂tj} g, j = 0, 1, . . . , n − 2 spojité a ohranièené na [α, β] × [α, β] a parciální derivace^{∂n} �1 ∂t^n�1 g je spojitá a

ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]}; (ii) ∂^{n−1} ∂t^{n−1} g(s+, s) − ∂^{n−1} ∂t^{n−1} g(s−, s) = 1 a_0(s) pro ka¿dé s ∈ (α, β);

(iii) ℓ(g(., s)) = 0 pro ka¿dé s ∈ [α, β] a t ∈ [α, β], t ≠ s; (iv) ~g(., s) ∈ X pro ka¿dé s ∈ [α, β].

Následující vìta je dùsledkem Vìty 24.

Vìta 28. Nechż platí (16) a nechż funkce h : [α, β] × [α, β] → K splòuje následující podmínky (i) Je-li n = 1, pak je h spojitá a ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]}; Je-li n > 1, pak jsou parciální derivace^{∂j}_{∂tj} h, j = 0, 1, . . . , n − 2 spojité a ohranièené na [α, β] × [α, β] a parciální derivace^{∂n} �1 ∂t^n�1 h je spojitá a

ohranièená na ´ = [α, β] × [α, β] \ {(t, t); t ∈ [α, β]}; (ii) ∂^{n−1} ∂t^{n−1} h(s+, s) − ∂^{n−1} ∂t^{n−1} h(s−, s) = 1 a_0(s) pro ka¿dé s ∈ (α, β);

(iii) ℓ(h(., s)) = 0 pro ka¿dé s ∈ [α, β] a t ∈ [α, β], t ≠ s; (iv) ~h(., s) ∈ X pro ka¿dé s ∈ [α, β]. Potom platí

h(t, s) = g(t, s) na ´, je-li n = 1 ∂^j h ∂t^j (t, s) = ∂^j g ∂t^j (t, s), j = 0, 1, . . . , n − 2, na [α, β] × [α, β] a ∂^{n−1}h ∂t^{n−1} (t, s) = ∂^{n−1}g ∂t^{n−1} (t, s), na ´ je − li n > 1.

Poznaámka. Snadno se nahlédne, ¿e Vìta 10 je dùsledkem vìt 25, 26 a 28.

F. Pøíklady.

Pøíklad 1. Vyźetøujme okrajovou úlohu

x^{′′} − 3x^′ + 2x = f(t), x(0) = x^′(0), x(1) = x^′(1). Jest m = n = 2 ℓ(x) = x^{′′} − 3x^′ + 2x, ℓ^+(y) = y^{′′} + 3y^′ + 2y,

X = { z ∈ K^4 ; z1 = z2, z3 = z4^} = a a b b ; a, b ∈ K . T.zn.,¿e dimX= n = 2. Dále ∫_β α yℓ(x)dt − ∫_β α ℓ^+(y)xdt = [yx^′ − y^′x − 3yx]^1_0 =

= [ y(0), y^′(0), y(1), y^′(1) ]

3 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 −3 1 0 0 −1 0 x(0) x^′(0) x(1) x^′(1) = ~y ~E~x, kde ~E = 3 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 −3 1 0 0 −1 0 . Tudí¿ ~E_X = ~E a a b b ; a, b ∈ K = 2a a −2b −b ; a, b ∈ K a Y = ( ~E_X )_⊥ = = { v ∈ K^4 ; a(2v1 + v2) − b(2v3 + v4) = 0 pro vźechna a, b ∈ K^} = = { v ∈ K^4 ; 2v1 + v2 = 0, 2v3 + v4 = 0^} = a −2a b −2b ; a, b ∈ K .

Speciálnì, dimY= 2 a ~y ∈Y právì tehdy, kdy¿ 2y(0) + y^′(0) = 0 a 2y(1) + y^′(1) = 0.

Funkce y je øeźením formálnì adjungované rovnice y^{′′} + 3y^′ + 2y = 0, právì tehdy, kdy¿ existují konstanty c_1, c_2 ∈ K takové, ¿e y(t) = c_1e^{−t} + c_2e^{−2t} na [α, β].

Odtud plyne, ¿e pro prostor N(L^∗) øeźení úlohy

y^{′′} + 3y^′ + 2y = 0, 2y(0) + y^′(0) = 0, 2y(1) + y^′(1) = 0 adjungované k dané úloze platí N(L^∗) = { ce^{−2t}; c ∈ K } . Daná úloha má tedy øeźení právì tehdy, kdy¿ pravá strana f splòuje podmínku ∫_1 0 f(t)e^{−2t}dt = 0.

Pøíklad 2. Nechż jako v pøíkladì 1 ℓ(x) = x^{′′} − 3x^′ + 2x (a tudí¿ také

ℓ^+(y) = y^{′′} + 3y^′ + 2y). Nechż ale nyní X = { z ∈ K^4 ; z1 = z3, z2 = z4^} ,

tj. okrajové podmínky mají tvar x(0) = x(1), x^′(0) = x^′(1).

Matice ~E je stejná jako v pøíkladì 1 a

~E_X = 3a − b a −3a + b −b ; a, b ∈ K ,

Y = { v ∈ K^4 ; 3v1 + v2 − 3v3 − v4 = 0, −v1 + v3 = 0^} =

= { v ∈ K^4 ; v2 = v4, v1 = v3^} .

Adjungovanou okrajovou úlohou je tedy úloha y^{′′} + 3y^′ + 2y = 0, y(0) = y(1), , y^′(0) = y^′(1).

Dosazením obecného øeźení y(t) = c_1e^{−t} + c_2e^{−2t}, t ∈ [α, β] rovnice y^{′′} + 3y^′ + 2y = 0 do okrajových podmínek y(0) = y(1), , y^′(0) = y^′(1) dostaneme, ¿e y je øeźením adjungované okrajové úlohy právì tehdy, kdy¿ c_1, c_2 vyhovují soustavì rovnic (1 − e^{−1})c_1 + (1 − e^{−2})c_2 = 0 (1 − e^{−1})c_1 + 2(1 − e^{−2})c_2 = 0 , tj. c_1 = c_2 = 0, tj. adjungovaná úloha má pouze triviální øeźení y(t) ≡ 0. Daná úloha má tedy øeźení pro ka¿dou pravou stranu f.

Dále, proto¿e je dimX = dimY = 2 a N(L^∗) = {0}, je také N(L) = {0} . T.zn., ¿e pro danou úlohu existuje Greenova funkce g(t, s). Podle Vìty 27, pro ka¿dé s ∈ (0, 1) je g(., s) øeźením rovnice ℓ(g(., s)) = 0 na intervalech [0, s) a (s, 1]. Greenovu funkci tedy budeme hledat ve tvaru g(t, s) = { a_1(s)e^t + b_1(s)e^{2t}, je-li t < s, a_2(s)e^t + b_2(s)e^{2t}, je-li t > s.

Podle Vìty 28 je g(t, s) jednoznaènì urèena vlastnostmi (i)-(iv) z Vìty 27. Vlastnost (iii) jsme ji¿ vyu¿ili. Podle (i) platí pro s ∈ (0, 1) (F1) a_1(s)e^s + b_1e^{2s} = a_2(s)e^s + b_2e^{2s}. Jeliko¿ ∂ ∂t g(t, s) = { a_1(s)e^t + 2b_1(s)e^{2t}, je-li t < s, a_2(s)e^t + 2b_2(s)e^{2t}, je-li t > s, dostáváme dále podle (ii) rovnici (F2) a_2(s)e^s + 2b_2e^{2s} − a_1(s)e^s − 2b_1e^{2s} = 1.

Dosazením za g(t, s) a^∂_{∂t} g(t, s) do okrajových podmínek g(0, s) = g(1, s), ∂ ∂t g(0, s) = ∂ ∂t g(1, s) dostaneme koneènì dalźí dvì rovnice pro koe˛cienty a_1(s),a_2(s),b_1(s),b_2(s)

(F3) a^1(s) + b^1(s) = a^2(s)e + b^2(s)e^2 a_1(s) + 2b_1(s) = a_2(s)e + 2b_2(s)e^2.

Z rovnic (F1)-(F2) plyne b_2(s) = b_1(s) + e^{−2s} a_2(s) = a_1(s) − e^{−s}.

Po dosazení do rovnic (F3) dostáváme systém pro a_1(s), b_1(s) (1 − e)a_1(s) + (1 − e^2) = e^{1−s}(e^{1−s} − 1) (1 − e)a_1(s) + 2(1 − e^2) = e^{1−s}(2e^{1−s} − 1), jeho¿ jediným øeźením je

a_1(s) = − e^{1−s} 1 − e

, b_1(s) = e^{2(1−s)} 1 − e^2 . Odtud plyne a_2(s) = − e^{−s} 1 − e

, b_2(s) = e^{−2s} 1 − e^2 a tudí¿ g(t, s) = { −e^{t e}_{1−e} e^{−s} + e^{2t e2}_{1−e2} e^{−2s}, je-li t < s, −e^{t e}_{1−e} e^{−s} + e^{2t 1}_{1−e2} e^{−2s}, je-li t > s.

Pøíklad 3. Pro úlohu

u^{′′} + u = f, u(0) = u(π) = 0 máme

X = 0 a 0 b ; a, b ∈ K , dimX = 2 a N(L) = {b sin t; b ∈ K } ≠ {0} .

(Obecnì øeźení u rovnice u^{′′}+u = 0 má tvar u(t) = a cos t+b sin t, a, b ∈ K .)

Daná úloha tudí¿ nemá Greenovu funkci.

Pøíklad 4. Pro úlohu

u^{′′} + u = f, u(0) = u^′(0), u(π) = u^′(π) máme X = a a b b ; a, b ∈ K , dimX = 2 a N(L) = {a(sin t + cos t); a ∈ K } ≠ {0} .

Daná úloha tudí¿ nemá Greenovu funkci.

Pøíklad 5. Pro úlohu

u^{′′} + u = f, u(0) = u(π), u^′(0) = u^′(π) máme X = a b a b ; a, b ∈ K , dimX = 2 a N(L) = {0} .

Tato úloha tudí¿ má Greenovu funkci. Podle Vìty 28 má tato Greenova funkce g(t, s) tvar g(t, s) = { a_1(s) cos t + b_1(s) sin t, je-li t < s, a_2(s) cos t + b_2(s) sin t, je-li t > s, kde koe˛cienty a_1(s), b_1(s), a_2(s), b_2(s) splòují rovnice

(cos s)(a_1(s) − a_2(s)) + (sin s)(b_1(s) − b_2(s)) = 0, (sin s)(a_1(s) − a_2(s)) − (cos s)(b_1(s) − b_2(s)) = 1 a a_1(s) + a_2(s) = 0, b_1(s) + b_2(s) = 0.

Odtud plyne, ¿e g(t, s) = {_{sin(s−t)} 2 , je-li t < s, sin(t−s) 2 , je-li t > s.

Milan Tvrdý, MÚ AVÈR, őitná 25,115 67 Praha 1

E-mail address: tvrdy@math.cas.cz