V nasledujicim seznamu nabizim problémy a témata vhodné pro dokto-
randské prace; vétSina z nich ma i snazsi versi vhodnou pro diplomové préce.
Osm z deseti témat spada, vice ¢i méné, do tzv. logické teorie sloZitosti (t.j.
do sloZitosti dikazi a omezené aritmetiky). Uvitdm vSak i zdjemce o zcela
jind témata, zejména pak z moderni teorie modeld.

Par vét o ”slozitosti dikazu”: Fakt, Ze vyrokova formule je tautologii, 1ze
ovéfit jednak postupnym vypoétem jeji pravdivostni hodnoty pro vSechna
ohodnoceni proménnych, jednak jejim dikazem ve vyrokovém pocltu. Za-
kladni, stale otevfenou, otazkou je, zda-li jsou tyto dva pfistupy v zasadé
stejné efektivni & zda-li 1ze v néjakém konkrétnim vyrokovém kalkulu najit
vzdy dikaz podstatné kratsi neZ je pocet vSech pravdivostnich ohodnoceni.

Tento problém souvisi s mnoha na prvni pohled rozli¢nymi oblastmi logi-
ky a matematiky. Zejména je izkém vztahu s otevienymi otdzkami v teorii
vypocetni slozitosti a v aritmetice prvniho fadu (specidlné v tzv. omezené
aritmetice). Diléi vysledky jsou znamy a v fad€ mensich problémi 1ze doufat
v brzky pokrok.
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1. Dikazy prvociselnosti. Pro pfirozené ¢islo n 1ze napsat vyrokovou
formuli A,, ktera je tautologii pravé kdyz n je prvocislem. O délkach
dikazt takovych tautologii se vi velmi malo (jak spodni, tak horni

odhady).

2. Turnajovy princip. Turnaj je orientovany graf na n vrcholech tako-
vy, Ze mezi kazdymi dvéma riznymi vrcholy vede pravé jedna hrana.
Turnajovy princip tika, ze v kazdém turnaji existuje tzv. dominujici
mnoZina D nejvyse logn vrcholy, t.j. takovd mnoZina, Ze pro kaZdy
vrchol u ¢ D existuje vrchol v € D a hrana z v do u.

Vyrokova slozitost souvisejicich kombinatorickych principa (jako napf.
Ramseyovy véty) je znama, ale o turnajovém principu se vi méné. Kon-
krétni problém: ma turnajovy princip polynomialné dlouhé dikazy ve
Fregeho systému omezené hloubky?



. Matematické dikazové systémy. I v matematice mimo logiku se
vyskytuje fada vét, které lze interpretovat tak, %e v podstaté tvrdi,
ze néjaky dlikazovy systém je Gplny a korektni. P¥ikladem je Hilber-
tova véta tzv. Nullstellensatz, ktera charakterisuje nefesitelné systémy
polynomialnich rovnic jako ty, které generuji trivialni ideal. Bylo by
velmi zajimavé sestavit v&tsi soubor podobnych piikladt a navzajem je
porovnat z hlediska sloZitosti dikazd.

. Hranice efektivni interpolace. Tzv. efektivni interpolace je metoda
spodnich odhadd délek dikazi zaloZen4 na Craigové vété o interpolaci.
Hranice jeji pouZitelnosti nejsou jesté zcela jasné, i kdy? existuji na-
déjné hypotézy. Tato otézka téZ souvisi s definovatelnost zakladnich
kryptografickych protokold v omezené aritmetice.

. Komunikaéni sloZitost s realnymi &isly. Jednim z p¥istupt k efek-
tivni interpolaci (viz. pfedchozi problém) je zaloZen na studiu her dvou
hré¢t a mnozstvi informace, kterou si v prib&hu hry predavaji (tzv.
komunikacni sloZitost). Lze formulovat obecna kritéria, ktera redukuji
efektivn{ interpolaci na komunika&ni sloZitost; v této souvislosti je ale
jesté nékolik otevienych problémsi.

. Modely omezené aritmetiky. Diikazy vétsiny spodnich odhad# pro
vyrokovy pocet a vét o nezévislosti v omezené aritmetice lze interpreto-
vat jako konstrukce modelt omezené aritmetiky tzv. modelovyrh forcin-
gem. Existuje celd fada problémt spojenych s rozsifenim této metody
na silnéjsi vyrokové polty & teorie aritmetiky.

. Neklasické vyrokové poéty. SloZitost vyrokovych diikazt se intensiv-
né studuje v klasické logice ale v neklasické (napf. vicehodnotové) je
maélo zndmo. Existuje cel fada problémt od lehé&ich (dokazat véty ana-
logické tém, co jsou znamy v klasickém piipad€) a% po t&zké (vyfesit
né€jaky problém, ktery je v klasickém p¥ipadé otevfeny).

. Turingovy stroje a diikazové systémy nad R. Existuje definice
Turingova stroje nad obecnou strukturou M; obvykla definice se do-
stane pro M = N. Pro M = R byl tento pojem studovin autory
L. Blum(ové), M. Shub a S. Smale, ktef{ vytvofili teorii analogickou te-
orii NP-tplnosti v klasickém pfipadé. M4 tedy smysl definovat vyrokové
pocty nad R. V tom se zatim neudélalo nic.



9.

10.

Eulerovské struktury. Eulerovska struktura je struktura prvého ta-
du, v niZ je mozné pfifadit definovatelnym mnoZindm ”velikost” tak, Ze
obvyklé vlastnosti pocitani s koneénymi mnozinami stéle plati (napf.
velikost disjunktniho sjednoceni je soulet velikosti a pod.). Tato funkce
”velikosti” (tzv. abstraktni Eulerova charakteristika) nem4 nic spole&-
ného s mohutnosti ve smyslu teorie kardinalnich &isel. Tento pojem je

relativné novy a fada pfirozenych otazek je oteviena.

Koneéna teorie modeld. Teorie koneénych modeli se odlisuje od
obecné teorie modelu ve dvou aspektech. Jednak vétsina zakladnich vét
a konstrukci obecné teorie modeld je infinitarni a ve t¥idé koneénych
struktur neplati. Do popfedi se tak dostavaji zajimavé metody zaloZe-
né na ruznych hrach (napf. Ehrenfeucht-Fraisse hry & oblazkové hry) a
pravdépodobnostni konstrukce. Druhym ddleZitym aspektem je pfimy
vztah mezi definovatelnosti v koneénych strukturidch a algoritmickou
rozhodnutelnosti s omezenou vypocetni sloZitosti. Nékteré problémy
teorie sloZitosti se tak daji zformulovat v teorii koneénych modeld bez
pouziti pojmu Turingova stroje. V této oblasti existuje mnoho problé-
mu, od lehéich aZ po tézké.



