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Zakladni imluvy a oznaceni

(i)
(i)
(i)

(vi)

(vii)

N je mnozina prirozenych ¢isel (mezi néz nezahrnujeme nulu).
R je mnozina redinych ¢isel, Rt = (0, 00).

Je-li —00 < a < b < o0, pak [a,b] znaci uzavieny interval {t eR: a <t < b} a (a,b)
je otevreny interval {t R : a < t < b}. Piislusné polouzavrené (resp. polooteviené
intervaly znacime [a,b) a (a,b]. Ve vSech téchto piipadech nazyvame body a, b
krajni body intervalu. V piipadé a = b€ R tikdme, ze interval [a,b] degeneruje na

jednobodovou mnozinu a piseme [a,b] = [a]. Budeme téz uzivat obvyklé znaceni I°
pro vnitfek intervalu 1. Je-li I interval (uzavieny resp. otevieny resp. polootevieny)
s krajnimi body a, b zna¢ime symbolem |I| = |b — a| jeho délku (|[a]| = 0).

Pro A€R znacime AT = max(A4,0) a A~ = max(—A,0). (Pfipomenme, ze plati
AT+ A~ =|Al a AT — A~ = A pro kazdé AeR.)

Koneény systém bodu D = {ag, a1, ..., a,,} intervalu [a, b] nazveme délenim inter-
valu [a, b], jestlize plati a = ap < a; < -+ < a,, = b. Mnozinu véech déleni intervalu
la, b] znac¢ime 2]a,b]. Je-li D € 2]a, b, pak jeho elementy zpravidla zna¢ime «;. Pro
dané déleni D = {ag, a1, ...,y }, znacime v(D)=m a

|D|= max (o —a;_1).
1= v

Bude-li to vyhodné, budeme téz déleni D intervalu [a, b] chépat jako systém podin-
tervalu {/;;7 =1,2,...,v(D)} takovych, ze plati

v(D)

U Iy = [a,b], pficemz I NI =0 jakmile j # k.

j=1
Jestlize déleni D’ a D" € 2a, b] jsou takova, ze vSechny elementy z D’ jsou obsazeny
v D", fikame, ze D" je zjemnéni déleni D’ a znacime D' C D”.

Dvojici (D, €) € Z[a, b] x R*P) nazveme rozsivenym délenim intervalu [a, b], jestlize
plati
a1 <& < provsechnai=1,2 ... ,v(D).

Mnozinu vsech rozsitenych déleni intervalu [a, b] znacime £ [a, b].
Pro libovolné funkce f: [a,0] — R a g : [a,b] — R a redlné ¢islo A souctem f + g

funkei f a g rozumime funkei (f+g)(t) = f(t)+g(t), t € [a, b], a ndsobek X f funkce
f cislem A je funkce (A\f)(t) = Af(t), t €[a,b].

1l



v UMLUVY A OZNACENT

(viii) Pro libovolnou funkci f: [a,b] — R znacime

IfIl = sup [f(£)].
t € [a,b]
(Neni-li funkce f ohrani¢end na intervalu [a, b], pak je ovsem || f]| = o0.)

(ix) Cla,b] je prostor redlnych funkei spojitych na intervalu [a, b] a zobrazeni
fE€Cla,b] — || ]l
definuje normu na Cla, b).

(x) L'[a,d] je prostor realnych funkei integrovatelnych (ve smyslu Lebesgueové) na in-
tervalu [a, b] (s rovnosti f = g€ L![a,b] <= f(x) = g(z) s.v. na [a, ])) a zobrazen{

b
feLle = 17l = [ If)
definuje normu na L*|a, b].

(xi) Pro danou mnozinu M C R symbolem x,; zna¢ime jeji charakteristickou funkci, tj.
funkci R — {0, 1} definovanou predpisem:

{ 1 pro te M,

t) =
xu(t) 0 pro t¢ M.

(xii) Jestlize f: [a,b] — R, t€[a,b) a s€ (a,b] a jestlize existuji koneéné jednostranné
limity lim, ., f(7) a lim,_,_ f(7), pak zna¢ime

fl+) = lim f(7),  f(s—)= lim f(7),

ATF(E) = f(t+) = f(1), A7 f(s) = f(s) = f(s—),
Af(x) = f(z+) = f(z—=) pro z€(a,b).

Déle, budeme uzivat nasledujici tmluvu:

fla=) = fla), f(b+)=f(b), A" f(a)=ATf(b)=0.



Kapitola 1

Funkce s kone¢énou variaci.

Vyklad v této kapitole se opird zejména o monografie V. Jarnika Diferencidlni pocet I1
[3, Kapitola V| a Integrdlni pocet II [4, Kapitola V]| a dale o odstavec I1.6 v monografii
T.H.Hildebrandta Theory of Integration [1] a kapitolu XIII v monografii S.Schwabika
Integrace v R (Kurzweilova teorie) [0].

1.1. Definice. Pro danou funkei f: [a,b] — R a déleni D intervalu [a, b],

D ={ap,01,..., 0} € Z]a,bl,

definujeme
v(d)
V(f,D) =3 1f(a;) = flag) (L.1)
a =
var’ f = sup V(f, D). (1.2)
D€ P [a,b]

Je-li a = b, definujeme var® f = var? f = 0. Veli¢inu var® f nazyvame variace funkce f
na intervalu [a,b]. Je-li var® f < oo, fikdme, ze funkce f mé konecnou variaci na [a,b].
Mnozinu funkei s kone¢nou variaci na [a, b] znacime BV |a, b].

1.2. Cviceni. Dokazte nasledujici vlastnosti variace a funkei s kone¢nou variaci.
(i) Pro kazdou funkci f : [a,b] — R je var® f > 0.
(ii) Pro libovolné dvé funkce f1, f2 : [a,b] — R a redlné cislo ¢ plati
var® (fi + fo) < var® fy +var’ f, a var® (cfi1) = |c|var® fi.
(iii) Je-li [¢,d] C [a, b], pak pro kazdou funkci f : [a,b] — R plati
[f(d) = f(e)| < var( f < varg f.
(iv) Pro kazdou funkei f : [a,b] — R plati
[f @) < IfI < I fllev  pro x € [a,b].

Kazd4 funkce f € BV|[a,b] je tedy ohranic¢end na [a, b|.
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(v) var f =0 < f(z) = f(a) na [a,b].
(vi) Zavedeme-li pro funkce z mnoziny BV |a, b] obvyklym zpusobem operace sc¢iténi a

nasobeni skaldrem (viz 0.(vi)), stane se linedrnim normovanym prostorem vzhledem
k témto operacim a vzhledem k normé ||.||py definované predpisem

f€BV[a,b] — ||fllev = |f(a)| + vary, f.
(vii) Pro kazdou funkci f monotonnf na [a,b] plati var® f = [f(b) — f(a)|.

(viii) Pro libovolna déleni D’ a D" intervalu [a, b] takovd, ze D” C D’ a libovolnou funkci

fila.b] — R je V(f,D") < V(f, D).
(ix) var f =d€eR <= (Ve>03D.€2]a,b]: D.CD = d—e<V(f,D)<d).
(x) vart f =00 <= (VK > 03Dy € 2]a,b]: V(f, D) > K).
(xi) Pro libovolné déleni Dy € 2[a, b] plati var’ f = supp-p, V(f, D).
(xii) Dokazte Veétu (1.3l
1.3. Véta. Pro kazdé c € (a,b) a kaZdou funkci f: [a,b] — R plati:

var? f = var¢ f + var® f.
O

1.4. Véta. f €BV]a,b| tehdy a jen tehdy, kdyz existuji funkce f1 a fo neklesagici na [a,b]
a takové, zZe plati f(x) = fi(x) — fo(x) pro kazdé x € [a, b].

D 1 k a z . Staci dokdzat, ze pro kazdou funkci f€BV]|a,b] existuji funkce f; a fo
neklesajici na [a, b] a takové, ze plati

f(@) = fi(z) = fo(x) na la,b].

Necht tedy f €BV]a,b]. Polozme

file) =varg f o a fo(z) = fi(z) = f(z) pro z€la,b].

Potom f; je evidentné neklesajici na [a, b]. Déle, pro x5 > x; médme vzhledem ke Véte 1.3

fa(x2) = fi(wy) +vary? f — f(x2)

fa(w2) = fa(w1) = Varﬁf — (f(w2) = f(21)) >0,

t.zn., ze fy je také neklesajici na [a, b]. O
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1.5. Cviceni. Necht f € BV][a,b|. Dokazte, ze funkce

v(d)
ple) = sup > (fla) = flaj-1)"
DE@[(LJ}] j=1
v(d)
n(@)= sup Y (flay) = flag)”
D e P a,x] j=1
jsou obé monotonni na [a, b] a plati

f(z)= f(a)+p(z) —n(z) a varif=p(x)+n(z) prokazdé z € [a,b].

1.6. Dusledek. Pro kazdou funkci f € BV|a,b] a pro vsechna t € [a,b) a s € (a,b] existuji
konecné limity

f+) = lim f(r) a f(s—)= lim f(7)

T—1+ T—85—
(tj. f muze mit v [a,b] pouze nespojitosti 1.druhu).

D uk az plyne z Véty 1.4 a z toho, ze uvedené limity existuji pro kazdou funkci
monotonni na [a, b]. Napt. je-li f neklesajici na [a,b], t € (a,b] a t, \, t+, pak

lim f(t,) = inf f(¢,).

n—o00 neN O

1.7. Véta. Kazdd funkce f€BVla,b] md nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti na
intervalu [a, b].

Dukaz plyne z Dusledku 1.6/ a z nasledujiciho Lemmatu. ]

Lemma. Necht J C R je otevieny interval, f: J — R a M je mnoZina bodi nespojitosti
1. druhu funkce f v J. Potom M je nejvyse spocetnd.
D ik az.Oznacme

M =A{zeJ: flz+) # f(x)}, M~ ={xel: f(z—) # f(2)}

M ={zeM": f(z+) > f(x)}, M ={reM": f(z+) < f(x)}.

Potom je M = MT UM~ a M* = M;" U M. Usporadejme mnozinu P raciondlnich ¢isel
tak, aby platilo P = {r;}3°,. Dale, definujme funkci r: M;" — P piedpisem

r(x)=r; < r;e(f(x), f(x+)) A {ri,ro,....rim1 O (f(2), f(z+)) =0

a pro kazdé q € P ozna¢me

roi(q) ={re M :r(x) = q}
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Mdéme

= U r-1(q)

qgeP

Ukéazeme-li tedy, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetnd, budeme mit soucasné také
dokdzano, 7e i mnozina M;" je spocetna.

Necht je tedy déno libovolné g € P. Vzhledem k definici mnoziny M, a zobrazeni r,
pro kazdé x €r_1(q) existuje §(x) > 0 takové, ze x < y < x + d(x) = f(y) > r(z).
Jsou-li 1, xo €7_1(q) takové, ze x1 < xg a r(xy) = r(xz) = ¢, pak musi platit

(1,21 + 6(21)) N (22, 32 + 6(22)) = 0.
Vskutku, kdyby bylo z1 < x5 < x1 + §(z1), bylo by téz (vzhledem k definici ¢)

q=r(x) < f(r2) <r(r2) = q,

spor. Systém intervalu{(z,z + d(x)), z€r_1(q)} je tedy disjunktni. V kazdém z nich
muzeme zvolit jediné raciondlni ¢islo r € (z,z + d(x)) a tim definovat prosté zobrazeni
r_1(q) do P. To znamend, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetna.

b) Protoze My = {ze€J: —f(z) < —f(z+)}, muzeme pouzit ¢dst a) tohoto dukazu
k dikazu spocetnosti mnoziny M,

c) Konetne, M~ = {zeJ: f(—x) # f(—x+)}, takze podle ¢asti a)-b) tohoto dukazu je
také M~ spocetnd mnozina. O

1.8. Cviceni. Presvédcete se, ze dukaz predeslého lemmatu v sobé obsahuje téz dukaz
nasledujictho tvrzeni:

Kazdy disjunktni systém intervaliu v R je spocetny.

1.9. Véta. Necht f € BV]a,b]. Potom

D IATII+ ) AT ()] < oo (1.3)

tela,b) te(a,b]

Dtikaz.Necht S zna¢i mnozinu bodt nespojitosti funkce f lezicich v otevieném intervalu
(a,b). Podle Véty 1.7 je S nejvyse spocetna. Je-li konecna, je tvrzeni véty evidentni. Necht
S = {sk}ren. Predpoklddejme na chvili, ze funkce f je na intervalu [a,b] neklesajici.
Potom

STIATFB+ D IATF(O)] = ATf(a) + > (AT f(sk) + AT f(s) + ATF(D).
tela,b) te(a,b) k=1

Necht n € N U [2,00) je ddno a necht oy, kK = 0,1,...,n + 1 jsou body intervalu [a, ]
takové, ze plati

a=00<o < <o, <o =0b a {op}ty={a}U{sp}i_, U{b}.



STIELTJESUV INTEGRAL 5

Zvolme déle t,, k =1,2,...,n 4+ 1, tak, aby platilo
a<ti <o <ty<og<--- <0, <ty <D.

Potom

n

ATF(@)+ ) (AT f(sk) + A7 f(sk) + AT f(b)

) = fa) + f(or) = flor=) + fon+) = f(on)
+ o flont) = flon) + f(0) = f(b=)
< flat) = fla) + f(t) = flat) + flo1=) = f(tr) + f(o1) — f(o1—)
+ flont) = flon) + f(t2) = flont) + foa=) = [(L2)
+oo At flont) = flon) + f(tn) = flont) + f(b=) = f(tn) + [(b) — f(b-)
= f(b) — f(a).

Pro libovolné n € N tedy plati

o

= f(a+

At f(a) +Z (AT f(s) + A" fsi)) + A7 f(b) < f(b) — f(a)

k=0
a tudiz
DA+ Y AT < f(b) — fla).
t€la,b) te(a,b]

Tvrzeni (1.3) tedy plati pro kazdou funkeci f neklesajici na [a, b]. Dukaz véty nyni muzeme
snadno dokoncit pouzitim Véty [1.4. ]

1.10. Véta. Prostor BV|a,b] je Banachiv prostor (tj. iplng normovany prostor).

D u k a z . Dokdzeme, ze BV|[a, b] je tiplny prostor, tj. ze kazdd posloupnost cauchyovska
v BV|a, b] ma v BV|a, b] limitu. Pfedpokladejme tedy, Ze posloupnost { f,}>>, C BV]|a, b|
je cauchyovska v BV|a, b].

a) Potom plati

(1.4)

Ve>0 dn.:
n,m >n. = |fu(z) = fr(2)| <||fn — fllBv <& pro vSechna z € a,b).

Specidlné je tedy pro kazdé z € [a, b] posloupnost realnych cisel {f,(z)}22, cauchyovska
a tudiz pro kazdé z € [a, b] existuje konec¢na limita

lim f,(x) = f(x).



6 FUNKCE S KONECGNOU VARIACT

b) Necht je déno libovolné € > 0 a necht n. € N m4 vlastnost (1.4). Potom pro kazdé
x € [a, b] mame také

£(@) = Fu(@)] = T |fu(e) = fo.(@)] < 2
a tudiz pro kazdé n > n. a kazdé x € [a, b] plati

[f (@) = ful)] < [f(2) = fo. (@) + [fn.(2) = ful2)] < 26

To ovSsem znamena, ze
n—oo

neboli, posloupnost { f,,}22, konverguje k f stejnomérné na [a, b].

¢) Ciselna posloupnost {var® f,1% je ohranicena. Podle Bolzanovy-WeierstraBovy véty
z ni tedy lze vybrat podposloupnost {var? f, }2°,, pro kterou plati:

ngliig vargfnk =d < 00,
£,
Ve>03k.:k>k.ANDe2]a,b] = V(fn,D)<d+¢

Ve >0VDe2[a,bl: V(f, D)= klim V(fu., D) <d+e.
Odtud ovsem uz plyne, zZe je

var’ f= sup V(f,D)<d< oo,
D€ P [a,b]

tj. f€BV]a,b].
d) Podle (1.4) méme
Ve>0dn,:

n,m >n. = V(fo— fm, D) <var’(f, — fm(z)) < pro kazdé D € Z]a, b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro kazdé D € 2]a, b] plati

V(f = fus D) = lim V(fu = f, D) <2
neboli

varg(f — fm) < e.
To ovSsem znamend, ze

n}LLH;O ||f - meIBV = 07

coz zbyvalo jesté dokazat. L



STIELTJESUV INTEGRAL 7

1.11. Cviceni. Definujme pron €N :

0 pro 0 <z <1
fn(l’) = . T 1
rsin(Z)  pro - <x <1

Ukazte, ze f, € BVI]0,1] pro kazdé n €N, f, = f na [0, 1], kde

’

rsin(X)  pro x>0,
o]
0 pro z =20

a pritom f neméd konecnou variaci na [0, 1].

Nyni se budeme vénovat vlastnostem funkci s konecnou variaci vzhledem k derivovani.
Nejprve pripomenme pojem mnozin s nulovou mirou.

1.12. Definice. Mnozina M C R mé nulovou miru (u(M) = 0), kdyz ke kazdému € > 0
existuje spocetny systém otevienych intervalu{/;, j € N} takovy, ze je

MCG]] a iuj|<6
_ =1

Rekneme, Ze néjaka vlastnost plati skoro vsude (s.v.) na intervalu [a, b], jestlize existuje
mnozina M C [a, b] nulové miry takovd, Ze tato vlastnost plati pro kazdé x € [a,b] \ M.

1.13. Cviceni.
(i)  Kazda spocetnd podmnozina S v R ma nulovou miru.
(ii) Sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin nulové miry ma nulovou miru.

1.14. Veéta. Kazdd funkce f € BV[a,b] md viastni derivaci f'(x) pro s.v. x € [a,b).

Dukaz Véty [1.14 je technicky komplikovany. Odsouvame ho proto do Dodatku [0.1.

1.15. Poznamka. Lze dokonce dokézat (viz [4, Véty 84 a 91]), ze je-li f € BV]a,b], pak
f'€La,b]. ALE ! Obecné neplati pro kazdou funkci f € BV|a, b] zddnlivé evidentni
rovnost

fla) - sy = [ sy

Existujf totiz funkce f € BV]a,b] nekonstantni na [a, b] a pfitom takové, ze plati f'(z) =0
s.v. na |a, b|.

1.16. Definice. Funkce f € BV|a,b] se nazyva singuldrni, jestlize plati f'(z) = 0 pro s.v.
x € [a, b].
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Nejjednodussim piikladem nekonstantnich singularnich funkei jsou funkce tvaru

f(7) = Xjaq (@),

kde c € (a,b). Jejich zobecnénim jsou tiidy jednoduchijch skokovych funkci (anglicky step

functions) resp. skokovych funkei (anglicky break functions).

1.17. Definice. Funkee f : [a,b] — R je konecnd skokovd funkce na la,b] (f €S = Sla, b]),
jestlize existuje déleni D ={ag, a1,..., @} € Z[a,b] takové, ze na kazdém jeho diléim

otevieném intervalu (o_1, ;) je f konstantni.

Funkce f : [a,0] — R je skokovd funkce na [a,b] (f €B = Bla,b]), jestlize existuje

ceR, K C N a posloupnosti

{sktrerx Cla,b], {citrex CR a {dp}rex CR

takové, ze plati

> (lewl +1di]) < o0

ke K

flz)=c+ Z cr + Z di pro x € [a,b].

a<sp<z a<lsp<z

1.18. Cviceni. Pro kazdou f € B tvaru (1.5) plati

varl f = 37 (ex] + [di)

keK
atudizS C B C BV]a,?].
1.19. Véta. Kazda skokovd funkce na [a,b] je singuldrni na |a, b].

Dukaz.Necht ceR, K CN, {sp}rex C[a,b], >y crelcu| +|di]) < 00 a

flz)=c+ Z cr + Z dr na [a,b].

a<sp<z a<sp<x

Definujme pro z € [a, b]:

v(x) = Z lcx| + Z |dx| na [a,b].

a<sp<x a<sp<z
Potom je
v(x) = Z vp(x) mna [a,b)],
ke K

kde

(1.5)
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0 kdyz a <z < s,
vg(x) = ek kdyz x = sy,
lek| + |de]  kdyz s, <z <b.
Kazd4 funkce vy je neklesajici na [a,b] a v} (x) = 0 pro z # s,. Mdme tedy
V'(z) = Z v (z) =0 pro =€ {sp}rer, tj. pros.v.z€la,bl.
ke K
Protoze pro vSechna z,y € [a, b], x # y, zFejmé plati
L= 16 _ [260) o)
r—Yy r—y
plyne odsud tvrzeni véty. O

Y

1.20 . Poznamka. Piiklad funkce, ktera je spojita, neklesajici a singularni na daném
intervalu, je uveden v [4, V.9,cviceni 4].

1.21. Lemma. Necht f € BV[a,b| a necht {sy}rerx, K CN, je mnoZina bodi nespojitosti
funkece f v la,b]. Definujme

fP(z) = Z A™ f(sp) + Z At f(sy) pro z€la,b]. (1.6)

a<sp<zx a<lsp<x
Potom je fP€BVa,b] a funkce f — f” je spojitd na |a,b].
D 1k a z . Podle Véty [1.9 mame
varg f* =Y (|A7 f(sk)| + AT f(si)]) < 00

ke K

a tudiz f® € Bla,b] C BV]a,b]. Déle, pro kazdé z € [a,b) mame

fPlat)= Y A fs)+ Y ATf(s).

a<sp<z a<sp<z

Proto také
fPat) = fP(x) = AT f(x)

(f(at) = f2(a+)) — (f(2) = f(2)) = ATf(z) — AT f(z) = 0.
Podobné, pro kazdé x € (a,b] je
Pla=)= Y A fls)+ Y AT f(sk),

a tedy
(f(z) = f(2)) = (f(z—=) = fP(2=)) = A f(z) = A7 f(z) = 0. 0
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1.22. Definice. Funkce f? pritazend k f podle definice (1.0) budeme nazyvat skokovd
¢ast funkce f. Rozdil f — f® nazyvame spojitd ¢dast funkce f a znac¢ime f€.

1.23. Poznamka. Podle Lemmatu [1.21 1ze kazdou funkci s kone¢nou variaci rozlozit na
soucet funkce spojité a funkce skokové. Takovy rozklad se nazyva Jordaniv rozklad funkce
s konec¢nou variaci. Obecné jsou skokova resp. spojita cast z Jordanova rozkladu urceny
jednoznacné az na konstantu. VSimnéme si jesté, ze pouzitim charakteristickych funkci
podintervalu v [a, b] 1ze definici (1.6) ekvivalentné zapsat téz ve tvaru

o) = Y0 AT (o) X (2) + Y AT F(51) X1 (2)-

keK ke K

1.24. Lemma. Necht f € BV[a,b], K C R, {s;}ren je mnozina bodi nespojitosti funkce
f v intervalu [a,b] a necht f* je definovdna jako v Lemmatu 1.21. Definujme ddle

Py = > A f)Xma@) + Y AT (sk) X (@)

keKN[1,n] keKN[1,n]

proneN a x € [a,b].
Potom je fP €S pro kazdé n € N a plati

lim var® (f% — f?) = 0.

n—oo

Dukaz plyne z nerovnosti

vary (f* = f2) < Y (1A Fse)l + 1A F(se)l).

ke K\[1,n]

1.25. Véta (HELLY). Necht {f,}°2, C BV|a,b], x€R,
|fu(a)] <3¢ a var® f, < pro viechnanée€N.

Potom ezistuji funkce f € BV]a,b] a podposloupnost
{futken C{fulnen

takové, Ze plati

f@) < vabf<s a lim fo ()= f(z) na b

K dukazu Hellyovy véty vyuzijeme nésledujicich dvou lemmat.
Lemma 1. Necht

|fu(x)] < M < oo na [a,b] pro viechna neN.
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Potom pro kazdou spocetnou P C [a,b] existuje podposloupnost {fn,}7>, posloupnosti
{fa}oo, takovd, Ze limita

Jm, o (P)

je konecnda pro vsechna p € P.

Dukaz.Necht P = {p}2,. Mame |f,(pr)|] < M < oo pro vSechna n, k € N. Podle
Bolzanovy-Weierstraflovy véty lze tedy vybrat z {f,};2, podposloupnost {f,, ,}7;, pro
niz existuje konecna limita

Jim fo, (p1) = g1 €R.
Podobné existuji

{friatior C{fantizr a2 @€R
tak, ze

Jim o, (p2) = g2 €R.
Takto pro kazdé 7 € N najdeme posloupnosti

{fowstizs C{fm; o hizs & @ €R
takové, ze plati

khng frwo(Pe) = @ €R pro kazdé £€{1,2,...,j}.
Polozme f,, = fy,, pro k€ N. Potom

I}erolo Jne(P;) = ¢ €R  pro kazdé j e N.

O

Lemma 2. Predpoklddejme, Ze viechny funkce f,, n €N, jsou neklesajici na |a,b] a Ze
existuje M € (0,00) takové, Ze ||full < M plati pro kazdé n € N. Potom existuji podpo-
sloupnost

{fac iz C{futnta
a funkce f: [a,b] — R neklesajici na [a,b] takové, Ze plati

lim f,(r) = f(z) na (o8]

Dukaz.Neht P=(Pn(a,b))UlalU][b je mnozina raciondlnich ¢isel z intervalu
(a,b) doplnénd o body a, b. Body mnoziny P oc¢islujme tak, ze bude P = {p;}?2,. Podle
Lemmatu 1 existuje podposloupnost

{fucdiz: CH{futnia
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a zobrazeni p: P — R takové, ze plati

lim f,, (p) = ¢(p) pro vsechna pe P.

k—o0
Ztejmeé plati
/!

o(p') < @(p”) pro vsechna p’,p" € P,p’ < p".

Déle, definujme pro x € (a,b) \ P

o(x) = sup @(p).
p € PNa,z)

Potom mame

p(z) = lim fo () pro z€P a ¢(r)= lim o(p)

a ¢ je definovand a neklesajici na [a, b]. Ukdzeme, ze v kazdém bodé z € (a, b), ve kterém
je funkce ¢ spojita plati

lim f,, (z0) = ¢(x0). (1.7)

k—o0

Vskutku, bud’ ddno € > 0. Potom existuje §, > 0 takové, ze

Tg— 0 <x <Top+d. = p(x9) —€ < () < p(xg) + €.
Zvolime-li " € PN (xg — de, x9) a 7"’ € PN (29, xo + J:), bude platit

(o) — & < (') < p(x0) < @(r") < p(x0) +¢.
Dale, zvolme k. tak, aby platilo

o)y —e < fu. () <o) +e a ") —e< fu,(r") <) +e¢
pro kazdé k > k.. Potom, pro kazdé k > k. dostaneme také

p(z0) — 26 < p(r') —e < fu, (r') < far(20)

< fu (") < o(r") 4 < plwo) + 2,

¢ili plati (1.7).
Dokézali jsme tedy, ze znaci-li Q mnozinu bodu nespojitosti funkce ¢ v (a,b), pak

lim f, (z) = ¢(x) pro z€la, ]\ Q.

k—o0

Podle Véty [1.7/ je mnozina () spocetna. Muzeme tedy pouzit jesté jednou Lemma 1 a
dokazat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnke }Z.il - {fnk}zozlv
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kterda ma limitu ¥ (x) € R pro kazdé x € Q). Definujeme-li tedy

[ o) kdyz wela b\ Q.
e _{ U(x) kdyz 2€Q,

bude
lim f,,, (z) = f(z) na [o,t]

a protoze funkce, kterd je na intervalu [a, b] bodovou limitou posloupnosti funkei nekle-
sajicich na [a, b], je také neklesajici, lemma je dokazéno. O

Dikaz Veéty [1.25. Pouzitim Véty [1.4 (o rozkladu funkce s kone¢nou variaci na rozdil
dvou funkei neklesajicich) a Lemmatu 2 se snadno ukéze existence funkce f € BV]|a,b| a

podposloupnosti { fn, }ren C {fn}nen takovych, ze je |f(a)| < e alimy_o fo,(x) = f(2)
na [a, b]. Déle, protoze pro libovolné déleni D = {ag, vy, ..., } € Z[a, b] mame

Z %wAmZm% — fun(ajo1)]

= khjgov(fnka) < ’}LIEOVaernk < 7,

plati také var® f < K. ]
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Kapitola 2

Absolutné spojité funkce.

2.1. Definice. Funkce f: [a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu |a, b], jestlize ke
kazdému € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

D_IF(B) = flay)l <

plati pro kazdy systém intervalu [a;, 3], j = 1,2,,...,m, spliujici
t<a < <m< B <P an<Bn<b a Y (f—a)<d (21)
j=1

Mnozinu funkei absolutné spojitych na [a, b] zna¢ime AC|a, b] resp. AC (je-li ze sou-
vislosti jasné, o jaky interval se jednd).

2.2. Cviceni. (i) Kazd4 funkce absolutné spojité na intervalu [a, b] je na tomto inter-
valu stejnomérné spojita.

(ii) Necht funkce f: [a,b] — R splituje Lipschitzovu podminku na intervalu [a, b], tj.
existuje L € R takové, ze
|f(z) — f(y)| < Llx —y| plati pro vSechna x,y € [a, b].
Potom f e ACla,b|.

2.3 . Veéta. Kazda funkce absolutné spojitd na intervalu [a,b] md na tomto intervalu
konecénou variaci.

Dukaz.Necht feAC. Zvolme 6 > 0 tak, aby platilo

NE

1£(8;) — flay)| <1

j=1
pro kazdy systém intervalu |oy, 5;], j = 1,2,,...,k, spliujici (2.1). Déle, zvolme déleni
{zo,x1,..., 2%} intervalu [a, b] tak, aby platilo

O<x;—m;_1<0d prokazdéi=1,2,... k.

Potom pro kazdé i = 1,2,...,k a kazdé déleni D' = {of, o, ..., al, } intervalu [z;_q, x;]
mame

m;

Z(OJ; —a ) =xi—xi1 <0

j=1

15
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a tudiz (podle Vety [1.3)

m k m;
var® f:Zvarij_lf:Z sup Z|f(a;-)—f(oz;_1| <k < o0.
i=1 7j=1

i=1 Die 9 [Iifl,xi} i D

2.4. Veéta. Jestlize f, g€ ACla, b, pak |f|, f + g, g, max{f, g}, min{f, g} € AC[a,b].
Je-li navic | f(z)| > 0 na [a,b], pak také f~' € ACla, b].

Dukaz. Necht f, g€ACla,b].
a) Pro libovolnd x, y € [a, b] plati | f(x)| < |f(z) — f(y)| + |f(y)|. Tudiz

f () = fW)l = |1f ()] = f)]]

D FBI = el < 3 _17(8) = flay)]
j=1 j=1
Odtud uz ovsem okamzité plyne, ze také |f| € ACla, b].
b) Druhé a tieti tvrzeni, tj. f + g € ACla,b] a f g € ACla, ], plynou z nerovnosti

[(f(z) +g(x) = (f(y) + 9| < |f(z) = fy)| + [g(x) — g(y)]

[f (@) g(x) = f(y) 9| < 1F 1 g(x) — g()] + llgll 1f () — F(w)l.

¢) Protoze pro libovolné z € [a, b] mame

max{f(z),g(z)} = = (f(x) + g(z) + | f(z) — g(w)\)

min{f(z), g(x)} = 5 (f(z) + g(z) — [f(z) — 9($)|),
plati v dusledku a) a b) také

max{f, g} € ACla,b] a min{f, g}€ACla,bl.

d) Koneé¢neé, je-li navic |f(x)| > 0 na [a, b], pak existuje p > 0 takové, ze plati | f(z)| > p
na [a,b] a tudiz také

L1 @) = f)l
flx)  fly)! — I '

Nynf uz je snadné ukdzat, ze f~' € ACla, b]. O
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2.5. Poznamka. 7 vét [0.11 a 2.3 okamzité plyne, ze kazda absolutné spojita funkce na
intervalu [a, b] ma s.v. na tomto intervalu konecnou derivaci. Lze dokazat (viz [4, Véty 93
a 94]), ze funkce f: [a,b] — R je absolutné spojita na [a, b] pravé tehdy, kdyz

f(2) — fla) = / “g(®)dt na b

pro né&jakou funkci g € L'[a,b]. (Potom je f'(t) = g(t) s.v. na [a,b].) Specidln¢, plati,
ze je-li fe€ACla,b] a f'(t) = 0 pro s.v. t €[a,b], pak je f(t) konstantni na [a,b]. Déle,
zobrazeni

f€AC[a,b] — (f(a), f') €R x L'[a, b]

(c,g) ER x L a,b] — f(t) := c+/ g(s) ds € ACla, b]

predstavuji vzdjemné jednoznacny vztah mezi AC[a,b] a R x L'[a, b]. Na ACla, b] definu-
jeme normu predpisem

[fllac = [f(@)[+If]lL pro fe€ACla,b]

a ACla, b je pak Banachuv prostor. Obecny spojity linedarni funkcional na ACla,b] ma
tvar:

b
feAC]a,b] pr(a)—i—/ q f'dt,

kde peR a g€ L>[a,b]. (L>°[a,b] znacéi prostor funkei ”v podstaté” ohrani¢enych na
[a, b]).
Dalsi podrobnosti o funkcich absolutné spojitych lze nalézti v monografiich V. Jarnika

Diferencidini pocet II [3, V.9] a Integrdlni pocet II [4, V.5] a S. Schwabika Integrace v R
(Kurzweilova teorie) [0, XI11.4].

Vime jiz (viz Lemma [1.21' a Pozndmka [1.23), Ze kazdou funkci s kone¢nou variaci na
[a, b] muzeme rozlozit na soucet funkce spojité a funkce skokové resp. na rozdil dvou funkei
neklesajicich na [a, b] (viz Vétal.4)). Funkce s konecnou variaci 1ze také rozlozit na soucet
funkce absolutné spojité a funkce singuldrni. Dukaz néasledujiciho tvrzeni je uveden napt.
v [, Véta 125).

2.6. Véta (LEBESGUEUV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACK). Pro kaZdou funkci
f€BV]a,b] ezistuje singuldrni funkce f9N¢ takovd, Ze f — f%™¢ je absolutné spojitd na
la,b]. Funkce "¢ je urcena jednoznacné az na konstantu.

2.7 . Definice. Jestlize f€BV]a,b], pak funkci f™¢ pfitazenou k f podle Veéty 2.6
nazyvame singuldrni ¢dst funkce f. Dale, rozdil f — f5'¢ nazyvame absolutné spojitd cast
funkce f a znacime f*°. Konecné, f5¢ := f — f? — f2¢ = ¢ — f2° je spojitd singuldrni
cast funkce f.
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Kapitola 3

Regulované funkce.

3.1. Definice. Funkce f: [a,b] — R se nazyva regulovand na [a,b], jestlize pro kazdé
t € (a,b] a kazdé s € [a,b) existuji konecné limity

ft=)=1im f(r) a f(s+)= lim f(7),

T—t— T—8+

tj. m&-li na intervalu [a, b] nespojitosti nejvyse 1. druhu. Mnozinu funkei regulovanych
na [a, b] znacime G|a, b].

3.2. Poznamka. Ziejmé plati BV|[a,b] U Cla, b] C G|a,b], pticemz Gla,b] \ Cla,b] # 0 a
Gla,b] \ BV]a, b] # 0.

Podobné jako pro funkce s kone¢nou variaci (viz Lemma z diukazu Véty [1.7) plati pro
regulované funkce: mame:

3.3. Véta. Kazdd funkce regulovand na [a,b] md na |a,b] nejvyse spoéetné mnoho bodi
nespojitosti. O

3.4. Veéta. Jestlize posloupnost {f,}°2, C Gla,b] a funkce f: [a,b] — R jsou takové, Ze

n=1

plati lim,, . fn(z)= f(z) stejnomérné na [a,b] (. lim,_ ||f—fall = 0), pak f € Gla, b].

D uk az . Necht z €[a,b), necht {zx}ren C (,0] je libovolnd posloupnost takovd, ze
2 —  pro k — oo a necht je ddno libovolné € > 0. Zvolme ng €N a ky €N tak, aby
platilo

15 9
Hf - fnoH < g a |fn0(xk‘) - fno(x€)| < 5 pro vSechna k7€ > kO-

Potom budeme mit pro vSechna k, ¢ > kg

|f($k) - f($6)|
< |[f(zr) = fro(@i)| + | fro (@) = fro(@)| + [f(20) = fro(ze)| <&,

tj. existuje konecnd limita f(z+) = limy_.o f(xx). Podobné bychom ukéazali, ze pro kazdé
x € (a,b] existuje kone¢nd limita f(z—). O

3.5. Definice. Pro libovolnou funkei f: [a,b] — R, podinterval [, 5] C [a,b] a déleni
D ={ag,a1,...,an} € 2[a,b] definujeme

wap(f) = sup  [f(2') = f@")] a wp(f)= max wi, .an(f)-

z',z" € (o, 8) 1=1,2,....m

19
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3.6. Véta. Ndsledugici tri turzeni jsou ekvivalentni
(i) f€Gla,].
(i) Existuge posloupnost { fn}nen C Sla,b] takovd, Ze plati f, = f na [a,b] pron — occ.

(#ii) Pro kazdé e > 0 existuje déleni D = {ag, a1, ..., an} € Z2[a,b] takové, Ze wp(f) < e.

Dtk az . a) Implikace (ii) = (i) je dokdzana Vétou 3.4l

b) Predpokladejme, ze plati (i) a necht je dédno libovolné € > 0. Potom pro kazdé z € [a, b]
existuje d(x) > 0 takové, ze plati

x —0(z) > a pro vsechna xz € (a,b], =+ d(x) <b pro vsechna x € [a,b)

a
{ W(a,ats(a)) () <&, Wi—s).0) () <&, (3.1)
Wa—s@)a)(f) <€ a  Waets@)(f) <& pro vsechna z € (a,b).
Intervaly

la,a+d(a)), (x—0(z),z+d(x)), x€(a,b), (b—4(b),b]

tvoii oteviené pokryti intervalu [a, b], ze kterého lze podle Vitaliovy véty (viz napt. [3,
Véta 81]) vybrat pokryti koneéné:

la,a+d(a)), (x; —o(x;), 2+ 0(x;)), i=1,2,...,m—1,(b—4(b), b,
pricemz vzhledem k (3.1) plati

Wiz e (f) <€ & Wy ems@) (f) < e proviechnai=1,2,...m—1.
Oznaéme o = a a a,, := b a necht

D ={ag, a1, ... 1,0, 1, am},
kde
Oé;:l'i a Oéi€<l’i—(5(137;),%'1'_1+5((L’i_1))ﬂ(l‘i_1,l’i), @:1,2,,m—1

Potom

Wia,an) (f) < Waats)(f) <&, Wiamb) () L wp—smyp(f) <e

Wiasa)) () S Wais@)en(f) <€ a Wl ai)(f) < Wz (f) <e

pro kazdé 1 =1,2,...,m—1, tj.

wD(f) <eE.
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c¢) Pfedpoklddejme, Ze plati (iii). Necht je ddno & > 0 a necht
D ={ap,01,...,am} € 2][a,b]

je déleni [a,b] takové, ze wp(f) < e. Pro kazdé i € {1,2,...,m} zvolme &; € (o1, ;) a
definujme

0.(z) = { flay) pro = = aj,

f(&) pro z € (o1, ).

Pro kazdé x € [a,b] mame |f(z) — g.(x)| < € a tudiz také || f — g.|| < . Jestlize tedy pro
kazdé n € N definujeme f,, = g1/5, bude f, € S[a, b] pro kazdé n€N a f, = f na [a,b] pro
n — 00. [

3.7. Dusledky.
(i) KaZdd funkce requlovand na [a,b] je na [a,b] ohranicend. TudiZ také Gla,b|CL"[a, b].

(ii) Pro kazdé € > 0 existuje nejvyse koneéné mnoho x € [a,b] takovych, Ze plati

AT f(z)] > e mnebo |A”f(z)] >e.

D 1 k az. Obé tvrzeni plynou z vlastnosti (iii) z Véty 3.0l ]

3.8. Véta. Gla,b] je Banachiv prostor vzhledem k normé

Iflle = 1If1l = Sup]lf(x)l-

x € [a,b
D u k a z . Pfedpokladejme, ze posloupnost {f,}>>, C Gla,b] je cauchyovskd v G|a, b].
Jako v castech a) a b) dukazu Véty [1.10 dokdzeme, ze existuje funkce f: [a,b] — R
takové, ze plati lim, ., ||fn — f|| = 0. Podle Véty 3.4 ovsem plati f € Gla, b] a tim je véta
dokazéana. O

3.9. Poznamky.

(i) feSla,b] <= f je konetnd linedrni kombinace charakteristickych funkci inter-
valu [a, 7], [a,T), T € (a,b], a charakteristickych funkei jednobodovych intervalu [7],
T € la, b], tj.

S[CL, b] = Lin <X[a,7‘]7 Xla,r) X[r]s T € (a, b], X[a}) )

(Lin(M) znaéf linedrni obal mnoziny M.)

(ii) Mnozina S[a,b] je podle tvrzeni (ii) Véty 3.0 hustda v Gla,b], tj. S[a,b] = Gla, b),
kde S[a, b] znaci uzaver S|a, b v Gla, b].
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3.10. Lemma. Necht {f,}>>, C G a f, = f na [a,b]. Potom plati téz

falz=) = fla=) a fole+) = fla+) nalab],
kde f(a—)=f(a), f(0+)=f(b) a fr(a—) = fi(a) a fe(b+) = fr(b) pro kEN.
Dtk az.PronéeN polozme

~ folz+) kdyz x€la,b),
ful@) :{ b)) kdyz @ —b

- f(z+) kdyz z€]a,b),
flo) = { f(b)  kdyz x=b.

Necht je ddno & > 0. Existuje n. €N takové, ze je |f,(t) — f(t)] < € pro kazdé n > n. a
kazdé t € [a, b]. Odtud ovSem limitnim prechodem ¢ — x4+ dostaneme, ze také pro kazdé
x € la,b) a kazdé n > n. plati

[falz) = fla)] = Jm [f () = f(t)] < e,
tj.

T |, — il =0
neboli

fo(z+) = fla+).
Podobné bychom ukézali, ze plati i f,(z—) = f(z—) na [a, b]. O
3.11. Disledek. MnozZiny

Grla,b] ={f €G: f(z—) = f(z) na (a,b)},

Grla,b) ={f€G: f(z+) = f(z) na (a,b)}

G.yla,b) ={f €G: f(z=) + f(z+) = 2 f(x) na (a,b)}

gsou uzaviené v Gla,b] a tudiz jsou to také Banachovy prostory vzhledem k operacim a

normé indukovanym z Gla, b]. -

3.12. Lemma. Gya,b] NS|a,b] = Grla,b)].

Dukaz.Necht f€Gyla,b] ae > 0. Podle Véty 3.0 (ii) existuje ¢ € S|a, b] takové, ze
[f(x) = ()l < |If — ¢l <& pro vsechna z € [a, ].

Déle, pro kazdé z € (a, b) existuje §(x) > 0 takové, ze © — §(x) > a a

|f(z) — f(t)] <& pro vsechna t € (x — §(x), z|.
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Pro kazdé x € (a,b) a t € (x — §(x), x] tedy mdme

lp(z) — p()] < [p(z) = f(2)| + [f(x) = )]+ [f(t) — p(t)] < 3¢,
t.

lp(z) — p(z—)| < 3e.
Polozme

r— ro x € (a,b),
g(x):{w( ) pro z€(a,b)

o(x) pro = = a nebo x =b.
Potom pro kazdé x € (a, b) plati
(@) - 9(@)] < 1F(@) — 0o)] + 19(x) — ple—)] < de,
tj. mnozina G, N Sy [a, b] je hustd v Gi[a, b]. O
3.13. Poznamka. Gy,[a,b] N S[a,b] = Lin(l, X(rb), T € |a,b), X[b])-

Dalsi podrobnosti tykajici se regulovanych funkci lze nalézti zejména v monografii
Ch. Honig: Volterra Stieltjes-Integral Equations|2, sec.3].
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REGULOVANE FUNKCE



Kapitola 4

Riemannuv-Stieljesuv integral

Text této kapitoly se opird zejména o Hildebrandtovu monografii [I, Chapter I1].

4.1. Definice. Pro libovolné dvé funkee f, g: [a,b] — R arozsifené déleni (D, &) € 2 |a, b
intervalu [a,b], D = {ag, a1, ..., am}, £ = (&1,&, ..., &n) € R™, definujeme

Srag(D,€) ==Y f(&) [g(ey) — gla1)].

Jj=1

(Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme psat zjednodusené S(D, §) misto Spay(D,§).)

Necht f,g: [a,b] — R. Rekneme, ze existuje normouvy Riemanniiv-Stieltjesiv integrdl
((n) RS-integral)

b b
) [ sl =) [ 1) digta)
a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 takové, ze plati
((D,g) e 2] A |D| < 5) — |S(D,&) —I| <.
Rekneme, 7e existuje o Riemanniiv-Stieltjesiv integrdl ((o) RS-integral)
b b
@) [ Fdlg=(0) [ f)dig)
a mé hodnotu I € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D, € 2|a, b] takové, Ze plati
((D,g) e #lab] A D.cC D) — S(D, ) — 1] < <.

Existuje-li integral f: f dlg] (v nékterém z vyse uvedenych smyslu), pak pro libovolné
funkce f, g: [a,b] — R definujeme:

/bafd[g]z—/abfd[g].

Déle, pro kazdé c € [a,b] a pro vSechny funkce f, g: [a,b] — R definujeme:

/:fd[g] 0,

25
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4.2 . Cviceni. Jestlize funkce f : [a,b] — R a g € BV]|a,b]| jsou takové, Ze existuje
RS-integrdl f; fdlg] (v normovém ¢i zjemnovacim smyslu), pak plati:

\Lwﬂﬂswwmw

Pro kazdéd dvé déleni D', D" € 2]a,b] takova, ze D' C D" (D" je zjemnéni D’) plati
|D”| < |D'|. Snadno lze tedy dokézat nasledujici tvrzeni:

4.3. Véta. Je-li (n) fabf dlg] = I € R, pak plati také (o) fabfd[g] =1

4.4. Poznamka. Necht f € Gla,b], 7y € (a,b), c,d € R, cd >0 a

—c pro = < xg,
9(x) = =€ Xfa0) () + d X(@oi(x) = § O pro r = o,

d pro x > xg.

Pro libovolné rozsitené déleni
(D7 g) = ({0507 ag, ... ,Oém}, (517527 e 7€m>) S [0’7 b]
intervalu [a, b] méme

( /(&) (c+d) je-li o € (ay, aj4a), § = & # o,

f(zo) (¢ +d) je-li g € (a, aqa), &5 = o,

S(D.&) =4 f(€)e+f(€)d jeliz=ay & =€ #a0,§=¢" #a,
flxo)e+ f(E€)d  jeli mg =, -1 = o, & = &' # 1,

L f(&) e+ flro)d  jeli xg = ay, {1 =& # 20, & = To.

Odtud vidime, ze pokud je —c = g(zo—) # d = g(xo+), pak k tomu, aby castecné soucty

S(D, &) konvergovaly pro |D| — 0 k néjaké konecné hodnoté I, je nutné, aby funkce
f byla v bodé zy spojita (lime_,, f(§) = f(xo)). Lze tedy ocekdvat, ze pro existenci

normového integralu (n) fab f d[g] bude nutné, aby funkce f a g nemély ziddny spoleény
bod nespojitosti.

Nyni, necht Dy € Z[a, b] je libovolné déleni obsahujici zg. Pro kazdé jeho zjemnéni D
potom mame

S(D,&) € {f(&) e+ f(£")d, f(wo) c+ f(£")d, f(£) e+ fxo) d},

kde & < xg a & > xy. Bude-li tedy funkce f regulovana na [a,b], bude mnozina Q
hromadnych bodi mnoziny {S(D,€): (D,§) € 2[a,b] A Dy C D} nejvyse tiibodova:

Q = {f(zo—) c+ f(wot+)d, f(x0) c+ f(zot)d, f(zo—)c+ f(zo)d}
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To naznacuje, ze pro existenci integrélu (o) fab f dlg] bude nutné (a mohlo by stacit (7)),
aby pro funkce f a g a libovolné = € [a, b] platilo:

(AT f(z) ATg(z) =0) A (A" f(x) A g(x) =0).
Standardnim zpusobem lze dokazat nasledujici tvrzeni.

4.5 . Véta (BoLzANO - CAUCHYOVA PODMINKA). Pro dané funkce f,g: [a,b] — R
existuje normovy integrdl (n)ff f dlg] pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka:

Ve>030>0: ((D’,f’), (D" € e 2[a, b A|D'| <5 A|D"| < 5) @)
— [S(D,¢) = S(D",¢")| <e. |
Podobne, (o) f:f dlg] € R praveé tehdy, kdyz plati
{ Ve>03D.€2(a,b]: ((D’,f’), (D",€") € 2[a,b| AD'>D. AD" > D€> @)
— |S(D, &) — S(D",¢")| < e.

D 1 k a z . Nutnost splnéni uvedenych podminek pro existenci prislusnych integrala je
ziejmé z Definice 4.1.

Predpokladejme, ze je splnéna podminka (4.2). Potom muzeme vybrat posloupnost
rozsitenych déleni {(Dy, &) }52, intervalu [a, b] takovym zpusobem, ze bude platit

1
|S(D, &) — S(Dg, &)| < L pro kazdé D D Dy, a (D,§) € 2][a,b] (4.3)
a pritom soucasné
1
D,cCcD, a |S(Dk,€k) — S(D@,f@)‘ < E pro kazdé ke N a (> k. (44)

Posloupnost {S(Dg, &) 152, je cauchyovskd posloupnost redlnych ¢isel a existuje tedy
realné c¢islo I € R takové, ze

Nyni, necht je ddno € > 0. Zvolime-li k. tak, aby bylo soucasné

a |S(Dks7§k5) - I| < 57 (45)

1<
ke 2

DN ™

bude, vzhledem k (4.3) a (4.5), pro kazdé D D Dy, a kazdé (D, &) € £ |a,b] platit

’S(Daf)_[‘ < ‘S(D>€)_S(kagka)‘+‘S(Dk5a£ks>_[| <g,

neboli
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1= [ i

Implikace:(4.2) = (n) fab f dlg] € R by se dokazovala podobné a ponechéva se ¢tenari
jako cviceni. O

Pokud nebude v nasledujicich tvrzenich explicitné zminéno, zda se jedna o normovy
integrél ¢i o (o)-integrél, bude to znamenat, ze tvrzeni plati pro oba typy integrélu.

4.6. Véta. Jestlize existuje integrdl fab fdlg] ace(a,b), pak existuji také integraly

/acfd[g] . /cbfd[g]

a plati

/abfd[g]z/acfd[g]Jr/cbfd[g]-

D 1 k a z . Existenci integralu

/:fd[g] 2 /bed[g]

dokazeme snadno pomoci predchozi véty.

Déle, necht je ddno & > 0. Zvolme rozsifend déleni (D', &) € #a, c| a (D",£") € 2]c, b
tak, aby platilo

S(D.¢") - / fdlg)| + |S(D",€") — / fdlgl| +|S(D.€) — / fdgl| <= (46)
kde
(D,&) = (D'UD, (&) e 2[a,b].

Potom bude S(D,§) = S(D', &) + S(D",£") a tudiz

[ ra- [ raw- [ rag)

b
<| / fdlg) = S(D.€)| + |S(D.€&) - S(D'.€) — S(D". ")

c b
+\S<D’,f’>—/ fd[gJ|+}S<D,5>—/ fdlgl] <. .

4.7 . Cviceni. Pro oba integrdly (normovy i zjemnovact) podrobné dokazte, Ze z exis-
tence integrdlu f;fd[g] opravdu plyne existence rozsitenych déleni (D',&') € 2 |a,c| a
(D", &") € 2]c,b] takovych, Ze plati (4.0).
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Dalsi tvrzeni plyne piimo z Definice 4.1.

4.8. Cviceni. Necht f, f1, f2, 9,91, 92: [a,b] — R, a necht existuji integrély:

/abf1d[9], /abf2d[9]a /abfd[g]l a /abfzd[g]2

Potom pro libovolna ¢y, co € R plati

/b(01f1+02f2 /f1 +02/ fad
/fd0191+0292—01/fd 1+62/fd

4.9. Véta. Necht g € BV|a,b] a ohranicené funkce f a f,: [a,b0] — R, n € N, jsou
takové, Ze

b
/ fndlg] € R pro vsechnan € N (4.7)
T [~ Sl =0 (45)

Potom existuje také integrdl f:f dlg] a plati

iy fd / £ dig (4.9)

D 1 k a z provedeme pro o integral:

Necht je ddno e > 0. Vzhledem k ptredpokladu (4.8) muzeme zvolit n. € N tak, aby
platilo

g
nZ”a:><||fn—f||< b
var

a

) A (Ul <A1 +1). (4.10)

Déle, za nasich predpokladu (viz Cviceni 4.2) je pro n > n.

b
\/fuMHSWMWQQSWﬂ+Dmd9

Muzeme tedy vybrat podposloupnost {n;}72, v N a I € R tak, ze bude platit

b
i [, dg) =1
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Specialné, existuje k. € N takové, ze

Nk, > Ne & <k>k — ‘/fnk I‘<€> (4.11)
Déle, necht D, = {ag, a1, ...,a,} € 2 je takové déleni intervalu [a, b], ze
b
(0.9 2la) A (D.cD) = [scD.O- [ fu dd]<= @1
kde
Sk.(D,§) = anks &) l9(ay) — gla;-1)].

Protoze je ny. > n. (viz (4.11))), znamend (4.10), ze pro kazdé (D, &) € £ [a,b] splaujici
D.C D je

[S(D,€) = Sk.(D,&)| < If = fur, lIvarg g <e.
Vzhledem k (4.11)-(4.12)) tedy dostdvame

S(D,€)~11 < S(D,) =S (D4 |5 (D)~ [ fus, dll|+] [ fo, dlgl=1] <3

Odtud okamzité plyne, ze plati

/abfd[g]z

Konecné, protoze podle Cviceni 4.2l mame

\/ fud /fd < |lfu— fllvart g,

tvrzeni (4.9) plyne nyni snadno z predpokladu (4.8)). O

4.10. Poznamka. Vsimnéme si, ze podle definice existuje (o) fab fdlg] € R praveé tehdy,
kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D. € 2]a, b] takové, zZe:

v(D)

((D.6) € 2lati A D5 D) = | X (16 lfa) ~gtas-)= [ falg

Jj=1

4.11. Lemma (SAKS-HENSTOCK). Necht f,g: [a,b] — R a necht eristuje (o) fabfd[g]
Bud’ ddno ¢ > 0 a necht D. € 2]a,b] je takové, Ze

~ (o) [ raig] <
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plati pro kazdé rozsirené déleni (D,&) € 2[a,b] takové, ze D D D.. Potom pro kazdé
takové délent

(D7 5) = ({&07 Qg, ... 705m}7 (517527 cee agm))
plati také

Z!f@ 9(ag) — glag ] - /fd | <6e. (4.13)

Duakaz.a) Prokazdou dvojici (D',¢'), (D", £') € #]a,b] takovou, ze je D' O D, a
D" > D, mame

1S(D', ') — S(D",¢")| < 2. (4.14)

Necht (D, &) e 2a,b], D = {ao,qQ,...,am}, & = (&,&,...,&n) a DD D,.. Pro kazdé
j€{1,2,...,m} muzeme zvolit DY e 71, 4] a €9 € R™ tak, aby platilo

(Déj)v f(j)) SR [aj—b aj]

‘S(ng),f(ﬁ) — (o) /aj fd[g]| < %. (4.15)

Necht
UZ{jlana"'ajk}C{1727"'7m}7 1§]1 <j2<"'<jk§m7

je dand podmnozina indexu. Potom pro kazdy vektor & = (&,&s,...,&n) € R™ takovy,
ze (D) € #]a,b], mdme

> <f(€j) [9(;) — g(ej—1) / fdlg] |

jeu

< Z (f(ﬁj) l9(a;) — g(a;-1)] — S(Dij)af(j)))‘
+ Z(S(DU ' / £ dlg] ‘

= |S(D,&) = > f(&) [9(ay) = gl )] = > S(DY, V)

JgU jeu

Z(S(DO / £ dlg] ‘

jelU

= [5(0.6) = 5] + | 3 (5096~ @) [ rala)|

jeu

_|_
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kde (D', &) € #[a,b], D'=DUlJ . Odtud, vzhledem k (4.14) a (4.15), plyne

jEU

jeU

b) Oznacme
— e (L. m): £ l9(ay) — glay) / £ djg) > 0}.

Po dosazeni U = U™ do (4.106) ziskdme nerovnost

> 16 lo(a) - glas-) / il

jeU+
J (4.17)
= 3 (F&)lg(0s) ~ gl 1) / fdlg)) <3e.
jeut
Podobné, pro U = U,
U™ = {j € {120 m}: £(&) lg(ay) — glay) / fdlg] < 0},

dostaneme

S |6 lotey) — gl0s) / 7 dig

jeus " (4.18)

:—Z< ) — gla;_1)] / f d[g] <35

jeU—

Odtud a z (4.17) plyne

Z\f@ ) — glay 1) / fdlg
= Y f(&) [9(ey) — glay) / fdlg]

- Z f(&) l9(ay) = glaj-1) / fdlg]
<|' S (&) loloy) — glag ) / /g
jeut

+ > (&) l9lay) — glaj1)] /fd | <6e,

jeu-

tj. plati (4.13). O
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4.12. Cviceni.
(i) Dokazte, ze za predpokladu Lemmatu 4.11 pro libovolny systém
a<a <G <AL alL Sl S <GS <Db
(muze byt f; < a;41 pro ngjaké i € {1,2,...,k})

plati

k

Bj
IS AE) 903) — 9lan)] - (o) [ Fdlg)] < 3.

i=1 o
(ii) Formulujte a dokazte Lemma [4.11] pro normovy integral.

Dulezitym dusledkem Saks-Henstockova lemmatu je nasledujici tvrzeni:

4.13. Véta (SUBSTITUCE). Necht f,g,h: [a,b] — R, pricemZ f je ohranicend na inter-
valu [a, b] f g d[h] € R. Potom ezistuje jeden z integrali

/fd[/a /fgd (4.19)

pravé tehdy kdyz existuje i ten druhy. V takovém pripadé pak plati

/fd/ /fgd (4.20)

D u k a z provedeme opét pouze pro o integral:

Nejprve si povSimnéme, ze z existence integralu ff g d[h] € R plyne, zZe pro libovolné
x € [a,b] je definovand funkce

w@) = [ gl
(viz Vetal4.0). Déle, pro kazdé rozsitrené déleni

(D,f)EgZ[a,b], D:{a()?ah‘"vam}a 52(517527”‘75771)

mame:

D276 9(6) Ihley) — -] = 32 1) fwle) — wlay-a)]

< A€ [o(6) h(a) — hlay-1) - / 20

j—

j—

< 171 (X lote) i) hiey)— [ gatn]
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Bud' déno libovolné € > 0. Zvolme D, € Z[a,b] tak aby platilo

5.6~ ) [ rata] <

pro kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2[a,b] takové, ze D O D.. Potom podle Saks-
Henstockova lemmatu (Lemma 4.11) bude platit

>~ [ote) i) ~hiey-al — [ g <oe

pro kazdé D € 2]a,b] takové, ze D O D., To ovSem znamend, ze pro integralni soucty
prislusné k integréalum (4.19) bude platit:

‘ > F) 9(&) hlay) — hlay—)] = Y F(&) [wlaj—1) — wlay)]| < || f]| 6.
=1 j=1
Odtud uz dukaz naseho tvrzeni snadno plyne. O]

4.14 . Véta (INTEGRACE PER-PARTES). fffd[g] existuje prdaveé tehdy, kdyzZ existuje
integradl f;g d[f]. V takovém pripadé pak plati

b b
[ rda+ [ gdin=1®)9®) - @) gta) (4.21)
D 1 k a z . Pro libovolné rozsifené déleni

(D,S) = {O./(),(Xl, e ,Q{m}, (fl,gg, e ,fm)} € @[a,b]

platf
Stag(D,§)
= (&) [9(an) = g(a)] + f(&2) [9(a2) — gla)] + - + f(&m) [9(b) — gam-1)]
= —fla)g(a) = [f(&) — f(@)] g(a) = [f(&2) — flan)] g(n)
—[f () = f(&)]glan) = - = [f(&m) — flam-1)] g(em 1)
—[f(am-1) = f(&m-1)] glam 1) = [f(b) = [(&m)] 9(b) + f(b) g(b)
= f(0) g(b) — f(a) g(a) — Sgar (D', €),
kde

5/ = (CL,Oél,Oél,OéQ,OéQ, e ,Oémfl,Oémfl,b) a D/ = {a,ﬁl,al,gg,og, .. .Oémfl,gm,b}
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je zjemnénim D. (Stane-li se, ze {; = a;_ resp. §; = o pro néjaké j, musime ovsem tyto
body &; z D' iz & vynechat.) Necht je ddno e > 0 anecht existuje integral f:g d[f]. Zvolme
déleni D, intervalu [a,b] tak, aby pro kazdé jeho zjemnéni D’ a kazdé (D', ¢') € 2]a,b]
platilo

Seap(D', &) — /abgd[f]‘ <e.

Vzhledem k vyse uvedenému méame tedy pro kazdé D D D, a kazdé prislusné rozsirené
déleni (D, ¢)

Syag(D,€) — F(b) glb) — F(a) gla) + / gdlf] = / g dlf] — S,as(D'.€),

kde D' D D D D, a tudiz
b b
S130(D.) = F0)90) = f(ahgla) + [ gals)] = | [ gdifl = Syas(€)] <=

Odtud uz snadno plyne existence integralu fab f dlg] a platnost vztahu (4.21)).
Druhéa implikace by se dokazovala symetricky. O]
4.15. Lemma. Je-li

a, >0 pro vsechnan € N a Zan:oo,

n=1

pak existuje posloupnost {c,}nen takovd, Ze plati

cn >0 prowvsechnaneN, limec,=0 a Z Cp, Qy, = OO. (4.22)
n=1

Dukaz.Oznacimelis, =3 ,_, a; pron € N, bude {s,}>> neklesajici posloupnost a

lim s, = oco. (4.23)

n—oo

Specidlné, pro dostatecné velkd n (n > ng) bude s, > 0. Muzeme tudiz definovat

1 pro n < ny,
Cn = 1
— pro n = ng.
Sn
Ztejmé je ¢, > 0 pro kazdé n € N a lim,, .o, ¢, = 0. Na druhou stranu, pro libovolna
m,n € N, m >n > ng mame
m m

m
Z Zak _, A Sn—1
Sk Sm

S
k=n k=n m
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Sp— 1
Vzhledem k (4.23), pro kazdé n € N existuje m,, > n takové, ze je L < 2 t]
Mn 1
Ci Qp > 5
k=n
To ovSem znamend, ze musi platit (4.22)). O

4.16 . Lemma. Funkce g : [a,b] — R md konec¢nou variaci na |a,b] pravé tehdy, kdyz
platt

Ve (a,b] 36,€(0,2 —a): var? 5 g < oo

z—01

a (4.24)
Vrela,b) 35 € (0,b—z): var®™2g < oo,

D 1 k a z plyne z Borelovy véty o konecném pokryti a z Véty [1.3. O]

4.17. Véta. Integrdl fab fdlg] ezistuje pro kazdou funkci f spojitou na [a,b] pouze tehdy,
kdyz g ma konecnou variaci na |a, b|.

D 1 k a z . Pfedpokladejme, 7e je var® g = co. Podle Lemmatu 4.16] existuje z € [a, b] pro
které nenf splnéna jedna z podminek (4.24). Necht tedy napt. zg € (a, b] a necht pro kazdé
d € (0,29 — a) plati

o —
varxo_(;f = 0.

Potom také existuje rostouci posloupnost {ay}52, bodu v (0, z¢) takovd, ze

lim Qr =g a Z ’g(Oék) - g<05/€*1)| = 0.
k=1

k—o0

Déle, podle Lemmatu [4.15 existuje posloupnost {c}72; kladnych ¢isel takovd, ze plati

lim g =c0 a Y alglar) — glag)| = oo.
k=1
Polozme
0 pro x < ap resp. & > xg resp. T € {ag i,
f(x) = Q + g1

cr, sign(g(og) — g(aw—1)) pro x =¢, = 5

a ve zbyvajicich bodech intervalu [a,b] dodefinujme funkci f linedrné. Takto definovand
funkce f : [a,b] — R bude zFejmé spojitd na [a, b] a pfitom pro ni bude platit

[e.o]

f(&k) [9(ax) — glag—1)] = oo.

k=1
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Specialné, pro kazdé M > 0 existuje Ny, € N takové, ze

> F&) [9lar) — glag—)] > M.

Pro dané M >0, oznac¢me Dy = {a, ag, o1, - . ., an,, 5 To, b} a Epr = (a, &1, &a, - -, Ny oy D).
Potom je (D, &m) € 2 a S(Dyr, &) > M. To ale znamend, ze integral f:f d[g] nemuze
existovat, a to ani zjemnovaci ani normovy. O]

4.18 . Veéta. Integrdl fabfd[g] existuje pro kazZdou konecnou skokovou funkci f pouze
tehdy, kdyz [ je spojitd na [a,b].

D ukaz. Necht g € (a,b), ¢c,d € R, cd > 0 a necht funkce g : [a,b] — R je definovéna,
podobné jako v Poznamce 4.4:

g(ZE) - _CX[a,:co)<I> + dX(xo,b](‘r) pro x & [(I,b].
Podle Poznamky 4.4 muze integrél (o) fab f d[g] existovat pouze tehdy, bude-li platit
cA"f(zo) =0 a dAT f(z) =0,

tj. A” f(xg) = AT f(x9) = 0, tj. ma-li existovat integral (o) fabf d[g], musi byt f spojita
v kazdém bodé xg € (a, b). Podobné bychom dokézali také, ze v takovém pripadé musi byt
f spojita v bodé a zprava a v bodé b zleva.

Modifikace dukazu pro normovy integral je ziejma. m

4.19. Véta. Jestlize ¢ € [a,b] a jestlize existuji integrdaly

=) [ 7« n=) [ sag),

pak existuje také integrdl I = (o) fff dlg] a plati I = I, + I,.
Dukaz.Bud ddno € > 0. Zvolme déleni D’ € 2[a,c] a D! € Z[c,b] tak, aby platilo

|S(D',¢') — 1| <e pro vsechna (D',¢') € 2[a,c] takovd, ze D' D D.

|S(D",&") — I| <& pro viechna (D",¢") € 2[c,b] takovd, ze D" > D.

Nyni, necht D. = D. U D”. Protoze je c € D,, kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2]a, ]
spliujici D D D, muzeme rozdélit:

D=D'UD" a £=(¢.€"
tak, ze bude platit (D', ¢') € Z]a,c|, (D",&") € 2[c,b], D' D D. a D" O D”. Navic, je

S(D,§) = S(D', &)+ S(D",¢").
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Vzhledem k definici D. a D? tedy pro kazdé (D, &) € 2 |[a,b] spliujici D D D, mame
[S(D,§) = (I + )| < |S(D',€) = I +[S(D".€") — | < 2¢,
tj. dokazali jsme tvrzeni véty. O

Kapitola vénovana RS-integralum bude zakoncena uvedenim nékolika dalsich dulezi-
tych tvrzeni. Pro dukazy zatim odkazuju ¢tenare na kapitolu II jiz zminéné Hildebrandtovy
monografie [1].

4.20. Definice. Rekneme, ze funkce f, g : [a,b] — R spliuji v bodé = € (a,b) podminku
(PA) (podminku pseudoaditivity), jestlize

( Pro kazdé € > 0 existuje o > 0 takové, ze pro viechna

8 €(0,00), 0" €(0,00), E€[x =, x+0"], e[z —08z]a " €lr, v+
{ plati:

|£(€) g(z +8") — g(a — "))
\ —f(€) lg(x) = g(x — &)] = f(€") [g(a + ") — g(a)]| <e.

Nésledujici tvrzeni plyne z [1, Theorem I1.3.10]), kde je ovSem tfeba intervalovou funkci
f(I) nahradit mnohoznacnou intervalovou funkei

Fle,d] — f(©)[g(d) —g(0)],  E€le,d].

4.21. Véta. Normouvy integrdl (n) f; f dlg| ezistuje prave tehdy, kdyz existuje (o) fab f dlg]
a je splnéna podminka (PA).

4.22 . Poznamka. Ve Veéteé 4.21] stac¢i misto splnéni podminky (PA) v kazdém bodé
x € (a,b) pozadovat splnéni ponékud slabsiho predpokladu:

Pro kazdé £ > 0 existuje déleni D, intervalu [a, b] takové, Ze:
|S(D,€&) —I| <e prokazdé (D,§) € Z]a,b] takové, ze D D D,
a
(PA) plati pro kazdé a € D. N (a,b).

4.23 . Véta. Necht z € (a,b). Funkce f, g : [a,b] — R spliuji podminku (PA) v bodé
x € (a,b) prdavé tehdy, kdyz alespor jedna z nich je v bodé x spojitd.

4.24. Poznamka. Je-li f ohrani¢end v okoli bodu x € (a,b) a g spojitd v bodé x, pak
funkce f, g spliuji podminku (PA) v bodé x.

4.25. Dusledek. (]I, Corollary 11,10,6]) (n) f;f dlg] ezistuje pouze tehdy, kdyz funkce
f a g nemagi spolecny bod nespojitosti v (a,b).
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4.26 . Dusledek. Necht c € (a,b) a necht funkce f,g: |a,b] — R splriugi (PA) v bodé c.

Potom, jestlize existuji integrdly:

W [raa=n o o [ ra=n,

pak existuje také integrdl f; fdlg] a plati

n)/ fdlgl =1+ I.

4.27. Véta. Necht f € Cla,b] a g € BV|a,b]. Potom existuji oba integrdly

/abfd[g] j /abgd[f].

4.28. Definice. Necht f, g: [a,b] — R a I C [a,b]. Potom definujeme

w(fi 1) = sup [f(a) — f(z")]

zx!" el

w(SfAg; 1) = sup 1S(D", &) = S(D", €]
(D)(D" e P (1)

(w(f; 1) nazyvame modul spojitosti funkce f na I.)

4.29. Véta. (0) fjf d[g] ezistuje prdvé tehdy, kdyz

Ve>03D. € 2[a,b)| VD ={ag,1,...,a,} D D.: Zw(Sng; a1, 04]) <e.

j=1

4.30. Véta. Jestlize existuje (o f f dlgl], pak pro kazdé e > 0 ezistuje déleni D. € 2|a,b]

takové, Ze plati:

(D,ﬁ)e@[a,b] A D:{Oéo,CYl,...,CYm}DDE

— ZW [aj—1,q5]) [9(y) — glaj—1)] <e.

4.31. Veéta. Jestlize existuje (o) fabf dlg], pak plati obé ndsledujici tvrzeni:

(i) Pro kazdé x € [a,b) je alespori jedna z funkci f, g spojitd v x zprava,

(i) Pro kazdé x € (a,b] je alespori jedna z funkci f, g spojitd v x zleva.
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Kapitola 5

Kurzweiluv-Stieltjesuv integral

5.1. Definice.  Funkce ¢ : [a,b] — RT = (0, 00) se nazyvaji kalibry na intervalu [a, b],
mnozinu kalibru na intervalu [a, b] znac¢ime ¥ = ¢|a, b].

Pro dany kalibr § € ¢, fekneme, ze rozsitené déleni (D, &) € 2 |a, b| je §-jemné (piseme
(D,€) € #(6) = «/(0;[a,b])), jestlize plati

[Oéj,h Oéj] C (fj - 5(5]’)75]’ + (5<§J)) pro Véechnaj = 1, 2, ey V(D)

Pro dané funkce f,g: [a,b] — R a rozsitené déleni (D,§) € 2 ]a,b] definujeme (jako
v kapitole [4))

v(D)

S(D,&)(= Spag(D,€)) =Y f(&) [9(ey) — gla—1)).

J=1

5.2 . Definice (KURzZWEIL). Necht f,g: [a,b] — R a I € R. Rekneme, Ze existuje
Kurzweiluv-Stieltjesiuv integrdal (KS-integral)

b b
«8) [ 7alg) = (K9) [ (o) dlg(o)

a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje kalibr §. € ¥ takovy, ze
‘I—S(D,f)) <e (5.1)

plati pro vSechna §.—jemnad rozsitena déleni (D, §) (tj. pro vSechna (D, &) € #7(d;)).

Jestlize existuje integrdl (KS)fabf dlg], definujeme (KS)[," fd[g] = —(KS) fffd[g].
Déle, (KS) [ f d[g] = 0.

Tato definice ma smysl diky nésledujicimu lemmatu.

5.3. Lemma (COUSIN). Pro kazdy kalibr 6 € 4 je mnoZina /() viech §—jemnych
rozsirenych délent intervalu [a,b] neprdzdnd.

D u k a z . Necht je ddno 6 € ¢. Oznacme M mnozinu vsech c€ (a,b] pro néz je
(85 [a, c]) # 0. Protoze je 6(a) > 0, polozime-li ¢ = min{a + d(a),b}, D = {a,c} a £ = a,
bude c€ (a,b] a (D,§) € «(d;[a,]), tj. c€ M a M # (). Polozme d = sup M. Protoze
je 0(d) > 0, existuje c€ (d — §(d),d] N M. Je-li ¢ < d, pak existuje (D,§) € «(J;[a,c]).
Definujme D = DU {d} a £ = (¢,d) € R Potom (D,€) € 2[a,d] a protoze je
¢, d] € (d—6(d),d+ 5(d)), znamens to, ze (D, &) € «(8;[a,d)), tj. d € M. Konetns, kdyby

41



42 KURZWEILUV-STIELTJESUV INTEGRAL

bylo d < b, pak bychom mohli zvolit ¢ € (d,d + §(d)) N (d,b) a ukézat, ze c€ M, coz by
znamenalo spor s definici d = sup M. To znamen4, ze plati d = sup M = b a dukaz je
proveden. Il

Nebude-li uvedeno jinak, bude mit v nasledujicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS-integralu.

Dukazy tvrzeni uvedenych v této kapitole byly jednak prevzaty z monografické pu-
blikace [5], jednak jsou modifikacemi dukazi analogickych tvrzeni pro specidlni piipad
g(x) = x ze Schwabikovy monografie [0].

5.4. Poznamka. Jsou-li § a dy € ¢ kalibry na intervalu [a, b], pro které je §(z) < do(x)
na [a, b], pak kazdé rozsitené déleni intervalu [a, b], které je 6—jemné je také Jp—jemné, tj.
plati «7(5) C «/(do). Plati-li tedy néjakéd vlastnost pro viechna (D, &) € «7(dp) tim spise
plati i pro vsechna (D, &) € /(). Speciédlné, je-li dy libovolny kalibr na intervalu [a, b],
stac¢i v Definici 5.2 pozadovat existenci kalibru 6., pro ktery kromé vlastnosti v definici
pozadovanych plati navic i d.(z) < dp(x) na [a, b].

Pro existenci KS-integralu plati podminka Bolzanova-Cauchyova typu:

5.5 . Véta (BoLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g: [a,b] — R. Potom
integradl fab f dlg] existuje prdvé tehdy, kdyz je splnéna ndsledugici podminka:

Ve>03dey: ((D,g), (D¢ e d(a)) — \sw,g) 8D, < (5.2)

Dukaz. a) Existujeli integrél f;f dlg] = I € R, pak podle Definice 5.2 pro kazdé
e > 0 existuje kalibr 6, € ¢ takovy, ze je [S(D,&) — I| < § pro vsechna (D,§) € «(0).
Pro vsechny dvojice (D, &), (D',¢') € «/(0.) tedy mame

|S(D7§)_S(D,7£,)| < |S(D7§)_I|+|S(D,7§,) _]l <§g,

tj. je splnéna (B-C) podminka (5.2)).

b) Predpoklddejme nyni, zZe je splnéna (B-C) podminka (5.2). Necht je ddno & > 0. Podle
(5.2) muzeme zvolit kalibr . tak, aby

€

S(D,€) = S(D,¢)] < 5

platilo pro vsechna (D, &), (D',&') € #7(0.). Ozna¢me nyni
M ={m e R: 36, € gsuch that (D,¢) € #(0,,) = S(D,&) > m}

Zvolime-li libovolné (Dy, &) € «/(.), bude pro kazdé (D, ¢) € «/(0.) platit

S(Do, &) = 5 < S(D,€) < S(Do, &) + 5. (5:3)
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Odtud plyne, ze (—o0, S(Dy, &) — 5) C M, a tudiz mnozina M neni prazdna. Dale, pro
kazdé m € M a kazdé (D, &) € o/(d,,), kde
O () = min{d,,(x),0.(x)} na [a,b],

mame také (D, &) € #(0.) a tudiz

m < S(D,€§) < S(Do,&) + 5, ti. M C (=00, S(Do,&) +5):

To ale znamend, ze mnozina M je shora ohranic¢ena, tj. sup M < oo, a plati

£ €
S(Dy, &) — 5 <sup M < S(Dy, &) + 5

Toto spolu s nerovnosti (5.3) implikuje, ze plati
|S(D, &) —sup M| < e pro viechna (D,§) € o(d.)

neboli

b
supM:/ fdlg]. O

KS-integral méa obvyklé linearni vlastnosti:

5.6. Véta. Necht f, fi, f2, 9, 91, g2: [a,b] — R, a necht existuji integrdly:

/abfld[g], /abfzd[g], /abfd[g]l a /abfd[g]2

Potom pro libovolna ci,co € R plati

/b(01f1+62f2 /f1 +02/ fad
/fdclgl—ichgg—cl/fd 1—|—02/fd

D 1 k a z . Ukazme si napi. dikaz prvnfho tvrzeni: Bud déno € > 0. Podle pfedpokladu
existuji kalibry d; € ¢ a d, € ¢ takové, ze plati

b
(D.§) € #(6) = [S525(D.O) = [ fidlgl <= pro i=1.2
Pro x € [a,b] polozme 6.(z) = min{d;(z), J2(x)}. Oznacme h = ¢y fi + ¢2 fo. Protoze pro
kazdé (D, &) € «7(d.) plati

v(D)

Snag(D:E)] =Y (e fi(&) + ¢z fo(&)) [9(a) — gla-1)]

Jj=1

=0 SflAg(DJ f)] + C2 ngAg(Da é)]v
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dostdvame
b b
Sias(D.O) =1 [ frdlgl+ex [ fadlg]

< lel[Sp0(0.801 = [ ]| 1o |Spasa(D. 61 [ ol

< (ler] + lea]) e

Odtud uz ovSsem nase tvrzeni bezprosttedné plyne.

Druhé tvrzeni véty by se dokazovalo obdobné a dukaz lze ponechat ¢tenari jako cviceni.

]

5.7. Véta. Jestlize existuje integrdl ff fdlg] a jestlize [c,d] C [a,b], pak ezistuje také
integrdl fcdf d[g].

D u k a z . Piedpoklddejme, Ze je a < ¢ < d < b. Necht je déno € > 0. Podle (B-C)
podminky (viz Véta 5.5) muzeme zvolit kalibr §. € ¥ tak, aby platilo

S(D.€) = S(D', &) < e (5.4)

pro vSechna 0,— jemnad rozsifena délenf (15, E ) a (15’ , E’ ) intervalu [a, b]. Méjme nyni libovol-
nou dvojici (D, §), (D', ¢£') € #(d.;[c,d]). Déle, zvolme libovolné (D~,£7) € «(d.; [a, cl),
(DT, &) € (0 [d, b)) a doplime jimi (D, §) a (D', ¢’) na rozsitend déleni intervalu [a, b],
tj. polozme

D=D UDUD", §£=(£,6¢0),

D'=D uUDuUD*", &= ,¢¢h).

Ziejmé je (D, &) € o (62;]a,b]) a (D', &) € o(6.;[a,b]) a vzhledem k (5.4) plati

S(D.€) = S(D', &) =|S(D,€) = S(D'.&)| <.

Odtud, vzhledem ke Véteé 5.5] jiz existence integralu fcd f d[g] bezprostiedné plyne. Mo-
difikace dukazu pro piipad, ze ¢ = a resp. d = b je ziejma. n

5.8. Véta. Necht f,g:[a,b] — R ac € [a,b]. Integrdl f: f dlg] existuje pravé tehdy kdyz
existugi oba integrdly [T f d[g] a fcb f dlg]. Potom navic plati také rovnost

[ raa= [ rag+ [ .



STIELTJESUV INTEGRAL 45

Dukaz. a) Existuje-li integral f; f d[g], pak podle Véty 5.7 existuji také oba integraly
c b

[ fdlgla [ fdg].

b) Necht

/:fd[g]Zh a /cbfd[g]ﬂz.

Budiz ddno € > 0. Zvolme kalibry 0. € ¢[a,c] a ! € 9[c, b] tak, aby pro vechna (D', ¢’) €
(0L [a,c]) a (D",&") € o7 (0;[c,b]) platilo

£
2

Definujme nynf{ kalibr ¢, na [a, b] predpisem

3

S(D.€) ~ 1] < :

a |S(D", ") — L] < (5.5)

min {d.(z),(c—2)} kdyz z€a,c),
de(x) = < min{d.(c),d”(c)} kdyz = = ¢,

min {¢7(z), 3(z — )} kdyz z€(c,b).

Potom,

£ <+ gle—&<e jeli £<c

-0 26—~ >c joli £>c

Pro zadné & # ¢ tedy nemuze platit |c — &| < §(§). T.zn., Ze pro kazdé §.—jemné rozsirené
déleni (D, &) intervalu [a, b] musi existovat index k € {1,2,...,v(D)} takovy, ze & = c.
Navic, bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze plati

ap—1 < o =& = &1 = € < Q-

(Kdyby bylo ay_1 < c¢=¢&, < ay, upravili bychom piislusny ¢clen v souc¢tu S(D, £) nésledu-
jicim zpusobem:

f(e) [glar) — glen-1)] = f(c) [g(ar) — g(c)] + f(c) [9(c) — g(aw-1)].)

To znamenad, ze kazdé rozsitené déleni (D, §) € o7 (0.; [a, b]) intervalu [a, b] muzeme rozdeélit:
D=D'uD" &= (¢,¢") tak, ze bude

(D,€) € #(3::[a,d]) € #(8s[ae]) a (D',€") € o(3.:[e,b]) C (305 [e, b]):
Tudiz, vzhledem k (5.5),
S(D,€) = (I + I)| = [S(D,€) + S(D",€") — (I + I)|
<[S(D,€) = L] +|S(D",€") - I| <,

tj. [*fdlg] =1 + L. O
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5.9. Priklady.
(i) Z Definice 5.2 je ztejmé, ze je-li f(t) = f(a) na [a,b], pak
b b
[ 1d= 1@l - g@] o [ gaif=o

pro kazdou funkci g : [a,b] — R.

(ii) Pro libovolnou funkci f : [a,b] — R plati

[ i =50 pro € a,),
/ i) = 707 pro 7€ (a,b),
/ Fdln] = () pro 7€ (a,b),
[ Falanl =50 pro € (a,8],

—f(a) kdyz 7 =a,

b
[rdl={0 e,
‘ fO)  kdyz 7 =b.

Ukazme si odvozeni prvého a druhého z uvedenych vztahu. Zbyvajici se z nich uz
snadno odvodi pouzitim Véty 5.8, Necht g(z) = x(r4(2) na [a, b]. Potom je

/and[g] 0,

Dale, polozme

1 kdyz =71
o(x) = { ) ;
(@ —7) kdyz xec(r,b].
Pro kazdé (D, &) € <7 (0;[r,b]) pak musi platit 7 = ag = & a tudiz
S(D,§) = f(7)[g(ar) — g()] = f(7).

S prihlédnutim k Poznamce 5.4 vidime tedy, ze plati

/T falg) = 7).
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Ditkaz naseho vztahu ted uz snadno dokonéime pouzitim Véty [5.8.

Druhy vztah se dokazuje podobné. Tentokrat ovsem mame g(x) = -5 () na [a, b],
fTb fd[g] =0 a polozime

() 1 kdyz x=r71
€Tr) =
1(r—2z) kdyz z€la,T).

Pro kaidé (D, £) € o#(8; [a,7]) pak méme T = ay = & & tudfz
S(0.9) = FD )~ olom ] = 10) [ s = 505
(i) Pro libovolnou funkci g € Gla, 8] platf
[ el = o)~ gtr4)pro €0
/abX[T,b] dlgl = g(b) —g(r—) pro 7€ (a,b),
[ X = gt 4) ~ @) o 7€ @)

/ Xian dlg] = g(7—) — g(a) pro 7€ (a,b]

g(a+) — g(a) kdyz 7 = a,

b )
/ e dlgl = 4 gr4) —g(r—)  Kkdyz 7€ (ab),
‘ g(b) —g(b—)  kdyz 7 =b.

UkaZeme si zase jen odvozeni prvého a druhého z uvedenych vztahii. Necht tedy
f(x) = x(rp)(2) na [a,b]. Potom je

/;fd[g] 0,

Bud'iz déno kladné e. Zvolme nyni > 0 tak, aby platilo g(7+) — g(t) < € pro kazdé
t € (1,7 +n) a definujme

() n kdyz x=r71
€Tr) =
Hz—71) kdyz ze(r,b.
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Pro kazdé (D, &) € «/(0;[r,b]) musi platit 7 =ap =& a
1S(D, &) = [g(b) = g(7+)]|
— g(am-1)] + [g(am-1) — g(m—2]

+ -+ [g(a2) — g(ea)] = [g(b) — g(7+)]|

Protoze 7 < ay < 7+ 0(7) = 7+ 1, plyne odtud, ze

1S(D,€) = [9(b) — g(r+)]| <& pro kazdé (D,¢§) € «(3;[r,b]).
Tudiz

‘Abfd /‘fd /‘fd — g(r).

V druhém piipade, f(z) = x4 (x) na [a,b], madme

b
/ £ dlg = g(b) — g(r).

Pro dané n > 0 definujeme opét

5(2) n kdyz z =171
€Tr) =
H(r—=x) kdyz z€la,7).

Tim si opét vynutime, ze pro kazdé (D,§) € «/(6;[a,7]) musi byt 7 = a,, = &, a
tudiz

S(D,&) = lg(7) — glam-1)],

kde a,,—1 € (1 —n, 7). Jako v predchozim ptipadé, odtud plyne, ze plati

/fd ~ g(r-),
/fd /fd /fd —g(ro).

5.10. Dusledek. Jestlize g € Gla,b] a f €Sla,b], pak oba integrdly

/abfd[g] j /abgdm

existugi.
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5.11. Poznamka. Je-li D € 2[a,b] a (z) = |D| na [a,b], pak je (D,§) € «(d) pro
kazdé ¢ € R"P) takové, ze (D,€) € #[a,b]. Na druhou stranu, je-li § € ¢[a,b] takovy
kalibr, ze §(z) > % > 0, pak pro kazdé (D, ) € 2 [a,b] plati |D| < A. Specidlné, jestlize
existuje normovy RS-integral (n)fabf d[g], pak také existuje KS-integral f; fd[g] a m4
tutéz hodnotu. Naopak, jestlize existuje KS-integral f; fdlg] = I, pricemz pro kazdé
€ > 0 lze najit kalibr § € ¢[a, b] takovy, ze plati inf,cjo ) d(x) > 0 a
|S(D,€&) —I| <e prokazdé (D,€) € #(9),

pak existuje také (n)f; f d[g] a plati rovnost (n)f; fdlg] =1

Nésledujici véta popisuje vztah (o)RS-integralu a KS-integrélu.

5.12. Véta. Jestlize existuje (0)RS-integral (o) fabfd[g], pak existuje také KS-integrdl
f;f dlg] a plati

/:fd[g]=<a>/:fd[g].

D uk az . Ozatme (o) = fabfd[g]. Bud ddno libovolné e > 0. Z predpokladu o
existenci (o)RS-integralu plyne, ze existuje déleni D. = {sg, s1,...,Sm} € Z]a,b] takové,
ze pro kazdé rozsirené déleni (D, &) € 2 [a,b], kde D je zjemnénim D, plati (5.1)). Polozme
nyni
T min{|z — s;;7=0,1,...,m} kdyz x=¢ D.,
0c(z) =
€ kdyz ze€ D..

Potom (D, &) € «/(6.) pouze tehdy, kdyz

D. Cc{&, %, % m) - (5.6)

Navic mame jesté

=)

v(D)
S(D,¢) = [f(ﬁj) [9(a;) = g(§)] + £(&) [9(&5) — g9(a;1)]| = S(D',§), (5.7)

j=1

kde D' = {040,51,041,52, s 7£V(D)7041/(D)} af = (51,517527527 s afv(D)agu(D))- Podle (5~6)
je

D€ C {fl,fg, - ;fu(D)} cD
a vzhledem k (5.7) odtud plyne

b
S(D,6) — 1| = |S(D.€) —I| <<t / fdgl =1
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5.13. Priklad. V pripadé g(z) = x budeme misto o KS-integralu mluvit o K-integralu
(Kurzweiluv integral). K-integral je zfejmé zobecnénim klasického Riemannova integralu.

(i) Necht f(z) = 0 na [a,b] \ W, kde W je spocetnad podmnozina [a,b], W = {w;}32,.
Bud déno libovolné € > 0. Definujme
1 kdyz = ¢ W,
de(x) = ¢
25 (1 + | f (we)])
Pro kazdé (D,§) € #[a,b] se v prislusném integralnim souctu S(D,§),

foj —ajl,

uplatni pouze takové scitance, pro které existuje k € N takové, Ze plati ; = w, € W. Pro
kazdé .- jemné rozsitené déleni (D, &) intervalu [a,b], (tj. (D,€) € «(4.), kde D =
{ag,00,...,ant€2]a,blal = (&1,8&,...,&n) € R™) akazdy takovy index j ovSem musi
platit

kdyz x =wpeW.

3
S SR )]

Oéj—

a tudiz je

Podle Definice 5.2 je tedy f f(z)dx =0.

(i) Necht existuje Newtonuv integral (N)f:f(x) dz = F(b) — F(a), kde funkce F je
spojitd na [a, b] a plati

F'(z) = f(z) pro kazdé x € (a,b), F'(a+)= f(a), F'(b—)= f(b).

Ukéazeme, ze pak existuje také K-integral ff f(z) dz a rovnd se také F'(b) — F(a).
Necht je déno € > 0. Pro kazdé & € [a, b] zvolme §.(£) > 0 tak, aby platilo

[F(2) = F(§) = f(€)(x = O] < 7— o —¢

pro vSechna z € [a,b] N (§ — 6-(§), € + 6:(€)).

Pro kazdé (D,f) S %((5‘5) (D = {O[(],Oél,...?Oém}, f = (51,52,...,51»,1) S ]Rm) a kazdé
j€{1,2,...,m} tedy plati

|F(aj) — Flaj1) — f(&) [aj — aj]]
< [Flay) = F(&) = f(&) [ = &l + [F(&) — Faa) = f(§) [§5 — ajl

<

€ 9

b_a(|aj—§j|+lfj—04j—1’) -

[ — aj1]
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a tudiz

tj.

5.14. Véta. Jestlize g € BV|a,b] a f: [a,b] — R je takovd, Ze integraly

[ o [ 15w dverz

existugi, pak plati

\/abf(x) d[g(x)]‘ < /ab |f ()] dlvargg] < |[f] varg g. (5.8)

D u k a z . Pro kazdé rozsirené déleni (D, &) intervalu [a, b] plati
v(D)

1S(D,8)] < Z [F ()l g(as) = gla)]

v(D)

< IfE)vargs g < || f| var’ g.
j=1

]

5.15. Véta. Necht g € BV|a,b|, f : [a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {f,}2,
je posloupnost funkci definovanijch na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

tim £~ £ =0 (59)

a existuji viechny integrdly ff fndlg], n € N. Potom existuje také integrdl f; fdlg] a plati
lim fn / fdlg (5.10)
Dukaz. a) Zptredpokladu (5.9) plyne, ze existuje ny € N takové, ze plati

|l full < [IfIl+1 pro vSechna n > ny.
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Podle Véty 5.14' tedy mame

/ fadlgll < (IIf]l +1)var® g pro véechna n > nyg

a podle Bolzanovy-Weierstralovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}32, vNarl € R
takové, ze plati ny > ng a

Qn /abf"k dig] =1 (5.11)
Ozna¢me
Iy —/ fo A pro k € N,
Su(D,€) =Sy, ag(D,§)  pro k€N, (D,§) € 7a,b], (5.12)
S(D,€) == Sraq (D, ), pro (D, &) € 2[a,b].

b) Bud ddno & > 0. Vzhledem k (5.9) a (5.11) muzeme zvolit ky € N tak, Ze plati
=1 <&, |fu.—fll<e pro k>ky a |S(D,&) — Sk (D,€)| <evar’g.

Déle, necht &y € ¢[a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro vsechna dp—jemnd rozsifend délent
(D, &) intervalu [a, b] plati

|Sk0(D7§)] - ]ko‘ <Eé.
Pro kazdé (D, &) € o/(dp) tedy mame

S(D, &) = I| < |S(D,€) = Sk, (D, )]l + Sk (D, §)] = Io| + [Tk, = 1] < € (varg g +2).
Odtud

/fd hm bfnk dlg].

c Konecné, opétnym pouzitim Véty [5.14,

/fn /fd <\ fn — fllvar® g pro kazdé n € N.
Plati tedy i (5.10). O

5.16. Véta. Necht f € G a g € BV. Potom f;f dg] ezistuje a plati (5.8).

D i k az . Podle Véty [3.0 (i) existuje posloupnost {f,,}°; koneénych skokovych funkef,
ktera konverguje stejnomérné na [a, b] k funkci f. Podle Vety .6 a Prikladu[5.9(iii) integral
fa fn d[g] existuje pro kazdé n € N. To znamenad, ze podle Véty [5.15 existuje také integral

f;f d[g a plati (5.10) a, navic, podle Véty [5.14 plati také (5.8). ]
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5.17. Véta. Necht g € BV, f : [a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {g,}5%, je
posloupnost funkci definovanijch na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

lim var® (g, —g) =0

a ezistugi vSechny integrdly f; f dlg]n, n € N. Potom existuje také integrdl f; f dlg] a plati
lim f dlg / fdlg (5.13)

Dtk az . Zavedme opét znaceni (5.12). Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat
gn(a) = g(a) =0 pro vSechna n € N.

Déle je dukaz podobny dukazu Veéty 5.15. Existuje ng € N takové, ze plati
| gnllay = var® g, < var’ g+ 1 pro viechna n > n.

Podle Véty 5.14 tedy mame

[ ra

a podle Bolzanovy-Weierstralovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}32, vNal € R
takové, ze plati n; > ng a

(var® g4 1) pro viechna n > ng

b
klim I, = klim fdlgl., =1

a

Pouzijeme opét oznaceni zavedené v (5.12). Bud déno € > 0. Zvolme ko € N tak, aby
platilo

I, —I|<ec a varl(g,, —g) <e pro k> k.

Dale, necht &y € ¢]a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro vsechna &y jemnd rozsifend délent
(D, &) intervalu [a, b] plati

|Sk0(D7£>] - ]k0| <E.
Pro kazdé (D,§) € o/(dp) tedy mame
’S(D,f) - I‘ < ‘S<D7£) - Sk0<D7£)| + ‘Sko(D7£) - [kol + uko - [’ < 8(”f” +2)

Odtud

b b
[ rdg=1=jm [ fdlgl.
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Koneéné, opétnym pouzitim Véty [5.14]

/fd /fd < |Iflvar® (gn — g) pro kazdé n € N.

Plati tedy (5.13). O

Podle Véty 5.16 integral

/abfd[g]

existuje pro vSechny f € G a g € BV. Chtéli bychom ukazat, ze tento integral vzdy
existuje i v symetrické situaci: f € BV a g € G. Rozlozime-li funkci f na soucet spojité
casti f© a skokové ¢dsti f? (viz Lemma(l.21a Definice 6.9) a vzpomeneme-li si na Lemma,
1.24, podle kterého existuje posloupnost konecnych skokovych funkei fP € S[a, b] takova,
ze plati

Tim | f® = f2llsv =0

zjistime, ze ke svému cili dospéjeme, budeme-li umét dokéazat existenci integralu

/abfd[g]

pro kazdou funkci f € BV N C a kazdou g € G a budeme-li mit k dispozici konvergenéni
vétu, ze které by plynulo, ze plati

lim fd /fd

Tyto ukoly splnime v néasledujicich tfech krocich.

5.18. Lemma. Integral fabf dlg] ezistuje pro kazdou funkci f € BVNC a kazdou funkci
g €G.

Dukaz.Necht f € BVNC a g € G. Podle Véty 5.12 a Véty [4.14/ (o integraci-per-partes
pro RS integral) nam bude stacit, ukdzeme-li, ze pak existuje (o) RS-integral (o) f: gd[f]
Necht 7 € [a,b], g = Xjo,7]. ZEejmé je

[ gl =r0) - (@)
Pro kazdé rozsitené déleni (D,§) € 2[1,b], D = {ag, a1, ..., a4, }, mame

S(D 5) { 0 je—li 51 > T,
o flar) = f(7) jeli & =1
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Diky spojitosti funkce f muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni D, takové, ze
bude

|S(D, )| <e pro vsechna (D,¢) € 2[r,b] takova, ze D D D,
t.

() / N dlf] = £(r) = f(a) pro 7€ (a,],
() / Yoy L] = FO) = f(7)  pro 7€ [a,b),
() / e dlf1 = £B) — £(r)  pro r€la.b),

b
©) [ xmdif] =0 pro 7 € [a,1].

To znamend, ze (o) fabg d[f] existuje pro kazdou funkci f € BV]a,b] N Cla,b] a kazdou
g € Sla,b]. Dukaz lemmatu tedy plyne z Véty [3.6(ii) a z véty o limitnim pfechodu pfi
stejnomérmé konvergenci pro (o) RS-integraly. O

5.19. Véta. Necht funkce g ohranicend na [a,b] a f € BV jsou takové, Ze existuje integrdl
fabf dlg]. Potom plati

a)l +1f(b)] + varg f) lgll. (5.14)

D u k a z . Pro libovolné (D,§) € 2[a,b], D = {ap,a1,...,an}, & = (&1,&, -, &n),

mame

S(D,&) = f(&) [9(en)—g(a)] + (&) lg(az)—g(ar)l+. . -+ f(&m) [9(b) —g(am-1)]
= [(b) g(b) = f(a) g(a)
—[f(&)—f(a)] g(a) = [f(&)—f (&)l glar)—.. .= [f(b)=f(&n)] 9(b)

= f(b) g(b) )= 2 (&)= (&) gley).
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kde & = a a &,,11 = b. Odtud plyne, Ze pro kazdé (D, &) € £ |a,b] plati

SD.&)] < (If@]+1FO) + D 1F(Ee1) = FE)) gl

neboli
[S(D, I < (If(@)] + [ £(B)] + varg f) [lg]
odkud uz tvrzeni Véty okamzité plyne. ]

5.20. Véta. Necht funkce g je ohranicend na [a,b], f € BV a necht {f,}>2, C BV je
posloupnost takova, Ze

/b fndlg] existuje pro kazdé n € N a plati nlggo | fn — fllBv = 0.
Potom existuje také integrdl fbf dlg] a plati

i [ gt = [
D 1 k a z . Podle Vety [5.19 plati

| [ g ] <21l U~ Sl pro ibovolni mm € B

Posloupnost { fa fndlg]}oe, je tedy cauchyovskd a existuje tudiz I € R takové, ze plati

b
lim fadlgl = 1.

n—oo

Ukazeme, ze fab fdlg] = I. Budiz déno libovolné € > 0. Zvolme ny € N tak, aby platilo

| / fodlgl = 1| <2 & lfua = fllsw <.

Déle, zvolme §. € ¢ tak, aby pro kazdé (D, §) € «/(d.) platilo

$(D.6)~ [ ] <=

kde znacime Sy, (D, &) = St aq (D, §). Potom pro libovolné (D, §) € «/(J.) mame

S(D,) -1
50,0~ [ fugata] +| [ a1

< [S(D, &) = Sno(D, )| +

<2e(llgl+1)
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odkud uz snadno odvodime, ze plati

/abfd[ [ = lim bfn dlg].

n—oo

5.21. Véta. Jestlize f € BV a g € G, pak integral fabf dlg] ezistuje a plati (5.14).

Dukaz. Necht f = fc + fB je Jordanuv rozklad funkce f. Potom fab f¢ dlg] existuje
podle Lemmatu 5.18 a f f? dlg] existuje podle Lemmatu [1.24 a Véty 5.20. Podle Véty
5.0l tedy existuje také fa fdlgl. Koneéné, podle Vety 5.19 plati (5.14). O]

5.22. Dusledek. Jestlize g, € G, n€N, a g, = g na |a,b] pron — oo, pak g € G a pro
kazdou funkci f € BV plati

lim f dlg f dlg (5.15)

5.23. Véta (VETA O INTEGRACI PER-PARTES). JestliZe f € G a g € BV, pak existuji
oba integraly

/abfd[g] a /abgd[f]

a plati
[ 1+ [ gain = 1®)90) - fla) sta) (5.16)
+ Y (ATFm ATt - ATF(H) A(1)).

t€la,b]

D 1 k a z . Dukaz povedeme tak, ze bude soucasné alternativnim dikazem existenc¢niho
tvrzeni z Véty 5.21.

Necht je tedy f € Gla,b] a g € BV]a,b] a necht je ddno € > 0. Podle Véty 5.16 existuje
integral fab f d[g] a muzeme tedy zvolit kalibr §; tak, aby pro kazdé (D, &) € «/(9;) platilo

b
S(D,g)—/ fdg]| <e. (5.17)

Déle, pro kazdé = € [a,b] muzeme zvolit dy(x) > 0 tak, aby platilo

s€(x—do(z),x)N[a,b] = |f(s)— flz—)|<e a |g(s)—glz—)| <e¢,

s€(x,x+d2(x))Nla,b] = |f(s) — flz+) <e a |g(s)—glz+)| <e.

(5.18)
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Podle tvrzeni (ii) Dusledku [3.7/ m& mnozina
M. = {2 € [ab]: |A* () 2 2 VIAf(@) 2 <)

nejvyse konecny pocet prvku. Pro kazdy bod z € [a, b]\ M. je tedy kladna jeho vzdélenost
dist (x, M.) = min{|z — y|: y € M.}

od mnoziny M.. Definujme

dist (z, M.) kdyz x € [a,b] \ M.,
%(w) = { 5 () kdyz o€ M. (5:19)
d:(x) = min{dy (), d2(x),d3(x)} pro z € [a,b]. (5.20)
Necht

(D,f) = ({CVOaal;---aO‘m}’ (517527---a€m)) € JZ{(65)

Potom, vzhledem k (5.19) a (5.20), musi byt M. C = = {&,&, ..., &} Jednoduchymi
upravami zjistime, ze plati

Sng(D 5) + SgAf(D f)

Z = J(&) 9laj-1) + fley) 9(&5) — flaj-1) 9(&5))

= f(b) g(b) + Z(f(é“j) glay) + f(ay) 9(&)—F(&) 9(&) — fey) g(ay))
a)— > (£(&) glaj1) + Floj1) 9(&)—F(&5) 9(&5) — Flayr) g(ejn))

J=1

=) (fley) = (&) (g(ey) — 9(&))

j=1

f(b) g(b
"‘Z (&) = fley-1)) (9(&5) — g(ey-1)).
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Dale,
Y Atr@atee) - Y ATf© A )
a<€<b a<&<b
< S AtOlAtEl+ Y IATFE1AT(E)]
&€ M:N[a,b) £ €la,b)\M:
+ ) 1ATFONA TGO+ D [ATFEOIA g9
€€ M.N(ab] £ € (a,b)\ M.
<( X at@+ X 1ATSEI+2e) varhg < oo,
€€ M.N[ab) &€ M.N(ab]
Mame tedy
b
Syas(D,€) = F(b) g(b) + f(a) gla) + / f dlg) (5.21)
£ AT AT~ D ATSE© A ()
a<€<b a<é<b
<| [ rdg - SraD.c)
| D) = Flay) (9(6) = glag1)) = D ATF(©) Ag(¢)|
j=1 a<g<b
+| Do (an) — FEN (9 > Aty |
j=1 a<g<bh
Dale,

() = ) (alas) — 9(&)) = 0 ATFE) ATg(e)

j=1 a<&{<h

= [ D7) = F(&+) + A () (9lay) — 9(&+) + Atg(&,)

=1

— D ATHE)ATg(G) - Y ATAO AT

£ €a,b)\E
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m

= | 2o (F ) = (&) (9(e) = 9(6+) + D (@) = F&+) ATg(&,)

j=1

Y ATFE) (9(ey) —g(GH) = Y ATFE AT(E)

j=1 £ela,b)\E

Predposledni soucet pritom muzeme rozdélit do dvou souctu: jeden, ve kterém se scitd
pies ta j, pro kterd je ; € M. a druhy, ktery obsahuje vSechny ostatni s¢itance. Odtud,
vzhledem k (5.18)) a vzhledem k definici mnoziny M., plyne, Ze je

| () = ) (aley) — 9(&)) — - ATFE) Atg(e)]

j=1 a<é<b

< (2 X lglay) = g(&+) +2 D IATgE) + Y IATF(g)]) e < K e,

Jj=1 J=1 §€Me
kde
Kt =4dvarlg+ Z AT ()] < o0.
€€ MeN(ab]

Podobné bychom ovérili, ze plati

‘Z flaj-1)) (9(&) — g(aj-1)) ZAf 9O < Kk

Jj=1 a<&<b

kde
K~ =d4varlg+ Z AT f(§)] < o0.

&€ M:N(a,b]

Dosazenim do (5.21)) a vyuzitim jesté (5.17) konecéné ziskdme odhad

Sons(D,€) — F(b) g(b) + f(a) g(a) + / f djg)
T ATOATO) ~ D ATTEOA GO < (14 KK e
a<€&<b a<é<h

Protoze (D, &) bylo libovolné d.— jemné déleni, plyne odtud uz, ze existuje integral f: g d[f]
a plati (5.16)). O

5.24 . Lemma (SAKS-HENSTOCK). Necht f, g : [a,b] — R jsou takové, Ze integrdl
f;fd[g] ezistuje. Necht € > 0 je ddno a necht 6 € ¢la,b] je kalibr na [a,b] takovy, Ze
plati

‘S(D,é) — /bfd[g]‘ < e pro viechna (D,§) € (9).
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Potom pro libovolny systém {([s;,t;],7;), j =1,2,...,k} takovy, Ze

a<s5; <7 <t;<s59< <5, <7 < g <D, (5.22)
[sj: 5] C [ = 6(m5), 7+ 6(y)], J=12,....k, |
plati nerovnost
k t;
§j[ﬂn>w@»—gw»«—/‘fdm] (5.23
3=1 K

Dtk az.Bud dino n > 0. Oznac¢me ty = a, s = b. Je'li 7 € {1,2,...,k} a
t; < sj11, pak muzeme najit kalibr &7 a rozsifené déleni (D7, &%) € o7 (875 [t;, sj41]) takové,
ze 87 (x) < §(x) pro kazdé x € [a,b] a

S(D, ) - /t - fdlgl| < kLH (5.24)

Nyni sestavme d—jemné rozsfiené déleni (D, €) intervalu [a, b] tak, aby platilo

k k
> F) [9(t) = gs)] + Z S(DY,¢&) = S(D,¢).

j=1

(Je-li t; = sj41, klademe S(D7,&7) = 0.) Vzhledem k predpokladim lemmatu tedy mdme

\}j(ﬂnnmm»—m%ﬂ—/¢ )+§3( S(D%.¢) /%“fﬂﬂﬂ

J=1 Sj 7=0

Odtud a z (5.24) dostdvame pro libovolné n > 0

\ﬁ?f@»@@»—g@ny—[7fdm\
3 —/jfd[g](+]i(S<Df‘,e‘>—/:Mfd[gJ))
<e—+ k:k——ij?l <e—+n,
tj. plati (5.23). O

5.25. Véta. Necht fbfd lg] existuje a ¢ € [a,b]. Potom plat{

lim /fd + £(0) [g(c /fd (5.25)

x—c, € |a,b]
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Dukaz.Bud ddno € > 0 a necht 6. € %[a, b] je takovy kalibr, ze

\S(D,@—/abfd[g]\m

plati vSechna (D, §) € #7(d.). Pro kazdé x € (¢, ¢+ 6-(c)) N [a,b] systém {[s1,t1], 71}, kde
sy =1 = ¢ at; = x, vyhovuje podminkdm (5.22)). Podle Saks-Henstockova lemmatu
(Lemma 5.24) tedy méame

£ o() ~ 9] = [ ] <= (5.26)

Podobne, je-li x € (c—d.(c),c) N [a,b], pak pouzitim Lemmatu 5.24 na systém {|x, c], c}
dostaneme nerovnost

£ lo() ~gta)) = [ falg] <

Pro kazdé x € (¢—d.(c), c+d.(c)) N [a,b] tedy plati nerovnost (5.26) a tudiz také nerovnost

| /:f dlg] - / Fdlg] - £ lgle) ~ a(a)]| = / fdlg] - £(0) @) — 9(0)]| <.

tj. plati (5.25). [

5.26 . Dusledek. Necht fffd[g] existuje, g € Gla,b] a necht funkce h : [a,b] — R je
definovdna predpisem

h(x)—/zfd[g], 2 € [ab.
Potom h € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(t)ATg(t) a h(s—) = h(s)— f(s)A7g(s) pro t€]|a,b), s€(a,b].
O

5.27. Véta (HAKE). (i) Necht [* fdg] existuje pro kazdé x € [a,b) a necht

iy ([ 7 dlgl + 70) 9(b) - g(a)]) =T € R

r—b—

Potom také

/abfd[g] -1
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(71) Necht f; fdlg] existuje pro kazdé x € (a,b] a necht

i, ([l + 50 o(0) ~ o(@)]) =1 € R

r—a+

Potom také

/abfd[g] -1

Dukaz. (i) Bud ddnoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

‘ /I fdlgl+ f(b)[g(b) —g(x)] —I| <e prokazdé xe[b—A,b). (5.27)

b—
Polozme zj, = b — k—ﬁ pro k € N. Posloupnost {z;}32; je rostouci a limy_,o, =0 a

VEeN Jo,€Y[a, xy]: (D,§) € (0, la, zx]) = )S(D,f)—/xkfd[g]‘ <% (5.28)

Pro kazdé 7 € [a, b) oznacme symbolem £(7) jednoznacné urcené prirozené ¢islo k takové,
7e T € [Tg_1,xk).
Déle, definujme kalibr dy na [a, b) tak, aby platilo

do(7) < k(1) a [1=00(T), T+0(7)] C [a,z] pro kazdé keN akazdé 7€ [xg_1,xx).

Nyni, necht je ddno x € [a,b) a necht p € N je takové, ze z € [x,_1,7,) (tj. p = K(x)) a
necht

(B.n) = ({507517 s B}, (M5 m2,-- JIm))

je libovolné dg—jemné délen{ intervalu [a, x]. Pro kazdé k€ NN[1, p] a kazdé j € NN[1,m)]
takové, ze r(n;) =k pak mame

n; = 0k(n;) < mj — o(ny) < Bj1 < By <y + do(ny) < mj + ().

Vzhledem k (5.28)) a definici kalibru dy, tedy vidime, ze pro kazdé k € {1,2,...,p} systém

{{[5j—17ﬁj]777j}7 ] = 1727‘ <., M, ’i(nl) = k}

splnuje predpoklady Saks-Henstockova lemmatu 5.24). Pro kazdé ke€{1,2,...,p} tedy
plati nerovnost

Bj €
> Fm) e - 980l - | rdlgl| < o

Kny)=F fimt
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Tudiz

> (s

Jj=1

/N

£015) 1955) — 9(8;-1)] /fd

( Z Fn3) 19035) — 9(8;-1)] - /ﬁ " fay

1 k( J—1

M@

N—

<SS (Fm o) - 901 [ sag)| <35 ==
k=1 r(n;)=k i1 k=1
tj.
|S(B,n) — /xf d[g])\ < e pro vsechna (B,n) € o (d, [a,z]) (5.29)

Nyni, polozme
min{b — z, 8°(z)} pro =€ la,b),
0"(x) =9 A
Bl pro x =b.

Pak pro kazdé 0*—jemné déleni

(Eag) = ({a07a17 cee 7am}7 (517527 ce afm))

intervalu [a,b] musi platit &, = a, = b, a1 € (b — A,b) a tudiz, vzhledem k (5.27) a
(5.29),

tg. [ fdlg] =

Dukaz tvrzeni (ii) se provede analogicky a ponechdvam ho ¢tenafi jako cviceni. ]

5.28. Lemma. Necht ff f dlg] ezistuje. Potom pro kazdé € > 0 existuje kalibr 6 € ¥|a, b]
takovy, Ze plati

i: ’f(fj) [9(ay) = g(ay-1)] = /: f d[g]) <e (5.30)

pro kazdé (D,§) € «7(0), D = {ag,aq,...,am}, £ = (&1,&, ..., &m)-
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Dukaz.Bud ddno e >0 a necht 6§ €4 ([a,b]) je kalibr takovy, ze

5.9~ [ rata] <

DO ™

plati pro vSechna —jemnd rozsirend délent (D, €) intervalu [a, b]. Nyni, necht
(D, 5) = ({Oéo, aq, ... ,O[m}, § = <€1,§27 e ,m)) € f,Qf((S)

Oznacme

I = (e L2 b 1) alas — gl - [ g 20}

Jo={12,...,m}\ J".

Systém {([oj_1,;],&;), j€ J} spliuje predpoklady (5.22) z Lemmatu 5.24 na misteé
{([s;,t;],7;)}. Podle Lemmatu 5.24 tedy plati

> (#&lotas)=g(as-))- [ £ i)

= ¥ @ lstes) ~ o= | f <3

Podobné

> (4() ato)=gfa,-) = [ 1 i)

e J-

= 3 |6 latas)=gtos-) - | f ] <

jeJ—

Do M

Odtud uz nerovnost (5.30) okamzité vyplyva. O

5.29. Véta (VETA O SUBSTITUCI). Je-li funkce h : [a,b] — R ohranicend a integrdl
f: f dlg] existuje, pak oba integrdly

/abh(a:)d[/;fd[g]] /abh(x)f(x)d[g(x)]

existugi jakmile existuje alespon jeden z nich a v takovém pripadé pak plati:

/:h(x) d{/:fd[g]} = /abh(a:)f(x) dlg(z)].



66 KURZWEILUV-STIELTJESUV INTEGRAL

D 1tk a z . Podle Véty 5.7 je funkce

ko) = [ 7 dlg

definovand pro kazdé = € [a, b].

a) Predpokladejme, ze existuje integral

/abhfd[g].

Necht je ddno € > 0 a necht ¢, je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro kazdé d.—jemné délent

(D,¢) = ({ao, aty by (6,6, ... ,fm)) intervalu [a, b] plati

i ‘h(fj) f(&) lg(ay — gla;—1)] = /

a1

v hfd[g]‘ <e

Jj=1

> |#t€totas ~ gty - [ " | <

(Takovy kalibr existuje podle Lemmatu 5.28.) Pro kazdé §.—jemné déleni

(D,g) = ({Ozo,Oél, N ,Oém}, (51,62, PN 7§m))

intervalu [a, b] tedy méme:

> 06 o) ~ kel [l
<3| [ - ) e bfe) - sta)
+ 3 [ve) 16 lta) ~ otas-l = [ sl

Il So| [ el = 516 lo(a) - gl

j=1 “aj-1

+ Z ‘h(fj) f(&) lg(a;) = glej-1)] = /

o1

Qj

< ([Ipll+1)e,

tj. existuje integral fab hd[k] a plati

/abhd[k]:/abhfd[g].

b)  Obracend implikace by se dokazovala podobné — opét za vydatné pomoci Lem-

matu H.23.

]
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5.30. Véta (VETA O DOMINOVANE KONVERGENCI). Necht f, f,€ Gla,b],

fu@)|<C<oopro neN o lim fu(x) = f(x) na [a,b].

Potom
b

b
lim fadlg] = / fdlg] pro kazdou funkci g € BV|a,?].

5.31. Dusledek. Necht A€BV|[a,b]. Potom operdtor
r€BV|a,b] — Lz eBV]a,b],

kde (Lx)(t):/ d[A(s)] xz(s) pro te€]a,b]

je kompaktni (totdlné spojity) linedrni operdtor.

67

Diikaz. Je tteba dokézat, ze pro kazdou posloupnost {z,} ohranicenou v BV]a,b], jeji

obraz {L x,} C BV|[a, b] obsahuje podposloupnost, ktera konverguje v BV |a, b].

Necht je tedy {z,} CBV]a, b] posloupnost takovd, ze ||z,||py < C <infty pro viechna
n € N. Podle Hellyovy véty (Véta [1.25) pak existuje podposloupost {n;} CN a funkce

x € BV|a, b] takové, ze
|z|lpv <C and klim Tp, (t) = x(t) pro kazdé tela,b|.
Oznacéme 2, (t) =, (t) —z(t) pro k€N a t € [a,b]. Potom
|2k(t)| <2C pro keN a t€]a,bl.

Pro libovolnou funkci w € B[a,b] a libovolnou dvojici ¢, to bodu z [a,b] takovych, ze

a <ty <ty <b mame podle Véty [5.14

/: d[A]u s/t2 d[var; A] fu(s)| :/t2 dvars A] Ju(s)] .

t1 t1
Pro libovolné D ={ag, a1, ...,an} € Z2[a,b] a kazdé k €N tedy plati

Sl — (Laas )l = | [ a0
. Z/% d[vars A] |z(s)] < / d[var® A] |zx(s)],

neboli
b

I|L zx||gv = VaI‘Z (Lz) < / dlvar® Al |zx(s)| .

a

Pouzitim Véty 5.30 dostaneme konecéné

b
i [[Zity, — Lallay = Jim | sl < Jim [ dfvarsA) fa(s)| = 0.
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Kapitola 6

Dodatky

6.1 Dukaz Veéty 1.14

Pro diukaz Veéty [1.14 je ucelné zavést nasledujici definice.

6.1. Definice. Funkce F': [a,b] — R je shora (zdola) polospojitd v bodé xy € [a, b], jestlize

pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro vSechna x € [a,b] N (xg — &,z + §) plati
F(z) < F(xo) + ¢ (F(x) > F(xo) — €).

Je-1i funkce f shora resp. zdola polospojitd v kazdém bodé intervalu [a, b], fikdme, Ze je

shora resp. zdola polospojitd na intervalu [a, b].

6.2. Poznamka. Je ziejmé, ze funkce f je spojitda v bodé xg pravé tehdy, kdyz je v ném
soucasné polospojita shora i zdola.

6.3 . Cviceni. Kazda funkce polospojitd shora (zdola) na ohraniceném a uzavieném
intervalu je na tomto intervalu ohrani¢end shora (zdola).

Dalsi pifjemnou vlastnosti funkei shora polospojitych na intervalu [a, ] je to, ze tyto
funkce nabyvaji na tomto intervalu svého maxima:

6.4 . Tvrzeni. Je-li funkce F : [a,b] — R shora polospojitd na intervalu [a,b], potom
existuje bod xg € [a, b] takovy, Ze

F(z) < F(xg) pro kazdé x € [a, ).
D ik a z. Oznacme

M = sup F(x).

z € [a,b]
Podle Cviceni 6.3 je M < oo. Mnozina
1
Qk:{xe[a,b]:F(x)zM—E} (6.1)

je pro kazdé k € N neprazdna. Ukazeme, ze je také uzaviena:
Necht z* je hromadny bod mnoziny Q. Ztejmé z* € [a, b]. Predpoklddejme, ze z* ¢ Qy.
Plati tedy F(z*) <M — % Déle, z polospojitosti shora funkce f plyne, ze k danému

ezM—%—F(x*) > 0 existuje 0 > 0 takové, ze plati
1 1
F(a:)<F(:E*)+5:F(x*)+M—E—F(x*):M—E

pro vSechna z € (z* — d0,2" + §) N [a, b],

69
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coz je ovSem spor s tim, ze x* je hromadny bod mnoziny @);. Kazda mnozina Qy, k € N,
je tedy uzaviena. Déle, vzhledem k tomu, ze posloupnost { M — %}Zo:l je rostouci, plyne
z (6.1), ze plati

[@,b] DQ1 D Q2+ D QD Q1 -
Podle Cantorovy véty (viz napi. [3, Véta 157]) je tudiz mnozina (-, Q) neprazdna.
Budiz zq jeji libovolny prvek. Potom
1
M — z < F(xg) < M plati pro kazdé k € N,
coz je mozné pouze, kdyz

F(zg) =M = sup F(x).
z € [a,b] O

6.5. Cviceni. Je-li funkce F': [a,b] — R zdola polospojita na intervalu [a,b], potom
existuje bod xg € [a, b] takovy, ze

F(z) > F(xy) pro kazdé z € [a,b].
6.6 . Tvrzeni. Necht funkce f : [a,b] — R je takovd, Ze pro kazdé t €[a,b) a kazdé
s € (a,b] existugi limity

fl+) = lm f(r) @ f(s=)= lm f(r)

Definugme funkci F': [a,b] — R predpisem
F(r) = max{f(z—), f(z), f(z+)} proz€(a,b), Fla)= flat+) a F(b) = f(b-).
Potom je funkce F' shora polospojitd na intervalu |a, b].

D uk az. Budiz dan libovolny bod xg € (a, b). Potom plati f(z) < F(z0). Dale, vzhledem
k predpokladu o existenci limit f(xo—) a f(zo+), pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové,
ze plati

f(z) < f(xo—) +e < F(zg) + & pro vsechna x € (xg — 0, x9),

f(z) < f(xo+) +e < F(zg) + € pro vsechna z € (xg, xo + 0).
Mame tedy

flz) < F(xo) +¢ pro vSechna z € (g — d, 29 + ).
Odtud plyne dale, ze plati

flz=) < F(xg)+e a f(x+) < F(xg) +¢ pro viechna x € (xg — 0,9 + 0),
cili

F(z) < F(xg) +¢& pro vsechna z € (xg — d, 29 + 9).

T. zn., ze f je polospojita shora v bodé zy. Podobné bychom postupovali také v pripadech
To = a resp. xg = b. O
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6.7. Lemma (RIESZ). Necht funkce f a F: [a,b] — R splniuji predpoklady Tvrzeni 6.6.
Potom je mnoZina

E ={z€(a,b): existuje £ > x tak, ze f(§) > F(x)}

otevrend. Kdyz je E # 0, pak E sestdvd z nejvijse spocetného systému po dvou disjunktnich
otevrenych intervali (ax,by) a pro kazdy z nich plati

flart) < F(b).

Dukaz.Jeli E =0, neni co dokazovat. Necht tedy zo € E. Potom existuje £ € (o, b]
takové, ze plati

e:= f(§) — F(xy) > 0.

Vzhledem k polospojitosti funkce F' v bodé xq existuje § > 0 takové, ze (xg — 0,29+ 0) C
la,b] a

€ (xg— 0,20+ 0) = F(x) < F(xg) +e = f(§).
To ovsem také znamena, ze je
(CEO —5,&30+5) C E,

tj. mnozina FE je oteviena.

Je znamo (viz [3, Véta 69]), ze kazdd neprdzdnd oteviend mnozina je sjednocenim
nejvyse spocetného systému po dvou disjunktnich otevienych intervalu. Tedy také mno-
zina E je sjednocenim takového systému {(ag,bx)}. Zvolme libovolny interval (ay,by)
z tohoto systému a v ném libovolny bod (. Podle Tvrzeni 0.4/ existuje x; € [xg, b] takové,
ze

F(z1) = max F(z). (6.2)

z € [z0.b]
Kdyby bylo 21 < by pak by také bylo z; € E' a tudiz by pro néjaké £ € (z1, b] bylo
F(&) = f(§) > F(xy),
coz je ovsem spor s (0.2). Mame tedy
T > by.
Vzhledem k (6.2) mame také F'(by) < F(z1). Predpoklddejme, zZe je
F(by) < F(a1) = max{f(z1—-), f(z1), f(z:1+)}.

Potom také musi byt x; > by a musi existovat £ € (bg,b) takové, ze je f(&) > F(by) ¢ili
by € E, coz ovsem neni mozné. Je tedy

F(by) = F(z1) = max F(x)> F(zo) > f(w0)

T € [z0,b]
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pro kazdé zy € (ay, by). Limitnim prechodem zy — a;+ dostaneme koneéné
coz uzavira dukaz lemmatu. O

6.8 . Poznamka. Funkce splnujici predpoklady Tvrzeni 6.0 a Lemmatu 6.7 nazyvame
requlované funkce. Podrobnéji o nich pojedname v kapitole 3.

6.9. Definice. Necht f: [a,b] — R je dané funkce. Pro z € (a, b] definujeme horni resp.
dolni Diniho derivovand ¢isla zleva D~ f(x) resp. D_ f(z) takto:

D~ f(x) = limsup M a D_f(r) =liminf M

s —x t—ar— —x

Podobné se definuji horni resp. dolni Diniho derivovand ¢isla zprava v bodech x € [a,b):

D* f(x) = limsup JE) = J(@) a Dy f(r) =liminf M

E—a+ - SaEas -

6.10 . Poznamka. Pro libovolnou funkci f : [a,b] — R a body z € (a,b] a y€ [a,b)
jsou jeji derivovand ¢isla D~ f(x), D_f(x), DV f(y), D4 f(y) jednoznaéné uréena. Mohou
ovSem nabyvat také hodnot oo resp. —oo. Funkce f méa v bodé x vlastni derivaci zleva
prave tehdy, kdyz D~ f(z) = D_f(z) €R. Podobné, f ma v bodé x vlastni derivaci
zprava prave tehdy, kdyz DT f(x) = D, f(z) €R, a vlastni derivaci pravé tehdy, kdyz
D~ f(z) = D_f(z) = D" f(x) = Dy f(x) €R.

Z Definice 6.9 ihned plyne, ze pro x € (a,b] a y € [a, b) plat{
—00< D _flx) <D f(z) <+o0 a —oo<Dyf(y) <D f(y) < +cc.

Podle Dusledku [1.6 a Lemmatu obsazeném v dukazu Veéty [1.7 jiz vime, ze kazdd
monotonni funkce na intervalu [a, b] ma na tomto intervalu nejvyse spoc¢etné mnoho boda
nespojitosti. Nyni si ukazeme, ze kazdda monotonni funkce ma vlastni derivaci ”témeér
vsude” na definiénim intervalu.

6.11 . Véta. Kazdd funkce f : [a,b] — R monotonni na [a,b] ma pro s.v. x € [a,b]
konecnou derivaci f'(x).

D u k a z . Predpoklddejme napf., ze f je neklesajici. Potom pro vsechna z,€ € [a, b,
x # &£, mame

1O~ )
§—x
a vzhledem k Definici 6.9 tedy také

0<D_f(x) <Dif(z)<oo a 0< D f(x) <D f(x) < oo (6.3)
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pro vsechna z, € (a,b).
Dukaz véty bude rozdélen na 3 kroky:
e [. Nejprve ukazeme, ze plati:

DY f(z) < oo pros.v. x€(a,b). (6.4)
e I[I. Poté ukazeme, ze plati
DY f(z) < D_f(x) pros.v. x€(a,b). (6.5)

e III. Konecné, ukizeme, ze dukaz véty je uz snadnym dusledkem tvrzeni (6.4) a (6.5).

» [. Nejprve tedy dokdzeme platnost tvrzeni (6.4). Oznacme symbolem S mnozinu bodu
nespojitosti funkce f v (a,b) a

Ey ={z€(a,b)\ S: D' f(z) = 0o}

Podle Véty (1.7 je mnozina S nanejvyse spocetnd a tedy (viz Cviceni 1.13/ a)) mé nulovou
miru (u(S)=0). Je-li E, =0, neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, ze je E, # 0.
Necht je ddno libovolné ¢ > 0. Mame

Ew CE.={z€(a,b)\ S: D" f(x) > c}. (6.6)

Jestlize = € E., pak podle Definice 6.9 existuje £ € (z, b) takové, ze plati

£~ f@) _
§—x 7
.
pro kazdé z € E.existuje £ € (a,b)takové, ze g(&) > G(x), (6.7)
kde
g(x) := f(x) —cx pro z€la,bl, (6.8)
a
g(a+) pro x = a,
G(z) :={ max{g(z—),g(z),g9(x+)} pro z€(a,b), (6.9)
g(b—) pro x =b.

(Zde jsme vyuzili toho, ze E.NS =0 a tudiz G(z) = g(z) pro kazdé x € E..) Podle (6.7)
mame dale

E.C E :={x€(a,b): existuje £ > x tak, ze g(&) > G(z)}. (6.10)

Protoze funkce f je neklesajici na [a,b], je také g na tomto intervalu neklesajici a tudiz
také regulovand (viz Dusledek [1.0). Podle Tvrzeni 6.6/ je G polospojita shora na [a,b] a
tudiz podle Lemmatu 0.7 je mnozina E z (6.10) sjednocenim nejvyse spocetného systému
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po dvou disjunktnich otevienych intervalu(ay,by), k€ K C N a pro kazdy z nich plati
g(ar+) < G(bg). Vzhledem k (6.8) a (6.9) a vzhledem k tomu, ze funkce f je neklesajici
na [a, b], tedy mame

flap+) — car < G(by) = max{ f(by—), f(bx), f(bx+)} — cbr < f(br+),
neboli

¢(bk — ar) < fbxt) — f(ant).

Sectenim pies vSechna k odtud dostaneme

e ) (b —ar) < > [f(bet) — flaxt)] < f(b) — fla),

keK ke K
neboli
S0 1)~ fta)

Pokud tedy k danému ¢ > 0 zvolime ¢ > 0 tak velké, aby platilo

docilime toho, ze bude

Z(bk —ak) < g,

ke K

coz ovSem znamend, ze mnozina F a tudiz také mnozina F., U S U [a] U [b] maji nulovou
miru (viz (6.0), (6.10) a Cvic¢eni[1.13b)). Tvrzeni (6.4) je tedy dokézano.

» II. Pro dana cisla «, § € R takova, ze
a>0 a [§>a, (6.11)
definujme

Eos={z€(a,b)\ S: DY f(x)a a D_f(z) <}

Ez={z€(a,b): Ds(z) < B}
Necht y € Ej. Pak existuje n € (a, z) takové, ze

f(n)—=B8n> fly) - By.

Pro z € [-b, —a] definujme

g(x) = f(=x) + P
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Je-li y = —z € (a,b) N B, pak podle vyse uvedeného existuje £ > z (£ = —n) takové, ze
je

9(&) > G(x) = g(x),

kde funkce G je piifazena k g opét relaci (6.9). (Jelikoz je SN Ez = 0 a € Eg, je
G(z) = g(z).) Pouzitim Lemmatu [6.7 pro funkci g na intervalu (—b, —a) dostaneme, ze
existuje nejvyse spocetné mnoho otevienych a navzajem disjunktnich intervala (—by, —ay),
které obsahuji ty body z € (—b, —a), pro které je —x € E3 a plati

g(=br+) < G(—ax).

Protoze f je neklesajici na [a,b], funkce g je nerostouci na [—b, —a]. To m4 za néasledek,
ze g(x—) > g(x) > g(z+) pro kazdé x € (a,b). Méme tedy

G(—ar) = g(—ax—) atudiz f(bpy—) — Bbx < flax+) = Bay,
tj.

f(br—) = flax+) < B (b — ax) pro kazdé k.
(a) Nyni, pro a > 0 ozna¢me

Ey={zcla,b]\ S: D" f(z) > al}.

Podobné jako v analogické situaci vyse, pro kazdé y € Ea muzeme najit n € (a,y) takové,
Ze je

ﬂm—f@)<m (6.12)
n—y
£,
fn) —an> fly) —ay. (6.13)
Definujme
g(x) = f(—z) —a(—z) pro z€[-b,—d]
g(—b+) pro x = —b,
G(z) = max{g(z—),9(x),g9(z+)} pro z€(=b,—a),
9(—@—) pro x = —a.

Vzhledem k (6.13), pro kazdé = € (a,b) takové, ze —x € E, existuje £ € (x, —a), pro které
plati g(§) > G(z). (Staci najit k y = —x n € (a,y) spliujici (6.12) a pak polozit & = —n.)
Pouzitim Lemmatu 6.7/ tedy muzeme ukéazat, ze existuje nejvyse spocetny systém po dvou
disjunktnich otevienych intervalu(ay, by), k € K C N, takovy, ze plati

Ea - U (—bk, —ak)

ke K
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g(=brt+) = f(br—) — aby < G(—ax) < flapt+) — aay.
Posledni nerovnost ovSem znamena, ze pro kazdé k € K plati

fos—=) = flagt) < (b, — ax). (6.14)

(b) Necht k€ K a x € EgN (ay, b). Potom mdme D7 f(z) > [ a tudiz existuje £ € (x, by,)
takové, ze plati

(&) —B&> flx) - P

Pouzijeme-li opét Rieszovo lemma (Lemma/6.7), dostaneme odtud existenci nejvyse spo¢etného
systému po dvou disjunktnich otevienych intervala (ayy, br¢), £ € L C N, takového, ze plati

Es N (ag, by) C U (e, b o)

teL
flaket) = Bake < f(bre+) — Bbis,
.
B (ke — are) < f(bret) — flaget) pro kazdé £€ L.

Po secteni ptes vSechna ¢ € L odtud a z (6.14) ziskdme vztahy

BY (e —are) <> (flbeet) = flawet)) < flbe—) — flant) < o (b — ax)
el (el
a (sectenim pfes vsechna k € K)
B Z (bre — axe) < Z (b, — ag). (6.15)
KEK(EL keK

Oznacime-li tedy

L1l = (h—a) a |Sl= Y (bee—ar),

ke K keKteL
budeme moci nerovnost (6.15) pfepsat ve tvaru
Q
€] < = | €]
5
Kdyz vyse uvedené procedury (a) i (b) budeme provadét stiidavé v postupné vznikajicich
intervalech, dostaneme posloupnost systémuintervala £, > £, D --- D £, D ..., z nichz

kazdy obsahuje E, g = EgN E,, pficemz

00| < %wzn_u < %|£2n_2|
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plati pro kazdé n € N. Odtud pak déle odvodime, zZe je

[Lan| < (%)n 2] < (%)n (b—a).

Protoze mame 0 < § < 1, plyne odtud, Zze je |Lo,| — 0 pro n — 0.

Nyni, k danému € > 0 zvolime n € N tak, aby bylo

() (b —a) < e.

s

Potom bude E,z C £9, a piitom také |£y,| < €, coz podle Definice [1.12] znamenad, ze
1(Ey3) = 0 pro libovolnou dvojici a, f € R splaujici (6.11).
Oznacéme

B, ={we(ab)\ S: D_f(z) < D* f(x)}
Potom pro kazdé x € E, existuji racionalni ¢éisla «, 5 € P splaujici (6.11) a
D_f(z) <a<f < D f(z).

To znamena, ze je E, obsazena v mnoziné

<E:=: LJ AEbﬁ,

0<a<p
a,BEP

ktera je sjednocenim spocetné mnoha mnozin nulové miry a tudiz ma také nulovou miru
(viz Cviceni [1.13b). Tim spise je u(E,) = 0 a tedy také

u(E, U S Ula] Ub]) =0,
coz dokazuje platnost tvrzeni (6.5).
» III. Funkce
Fruel=b—a - —f(-2)
je ziejmeé neklesajici na [—b, —a] a plati
D_f(=x)=Dif(x) a D*f(-y)=D"f()
pro viechna z € [a,b)] a y € (a, b]. Pouzijeme-li tedy (6.5) na funkei f, dostaneme
D™ f(z) = D* f(—z) < D_f(—x) = D, f(z) pros.v. z € [a,b].
Vzhledem k (6.3) a (6.4) tedy pro s.v. x € [a, b] budeme mit
0< D" f(x) < D_f(z) < D" f(z) < Dy f(x) < D" f(z) < oo,
tj.
0< D f(x) = D_f(z) = D" f(z) = D_f(z) = f'(z) < cc.

Véta 1.14] je primym duisledkem vét 6.11/ a [1.4.
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