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ProC se zabyvame touto ulohou?

Vyvoj efektivnich metod pro simulaci proudéni v ficnich korytech a
pro simulaci povodni (FLOREON — Floods Recognition on the
Net).

Aplikace vytvorenych algoritmu na fadu jinych probléma
(bio)mechaniky

Studium uloh pro PDR hyperbolického typu se zdrojovymi ¢leny
nebo s PDR v nekonzervativnim tvaru.

Rad neni véechno.
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Formulace problému — obecny pripad

at +qz = 07
a+ (ﬁ + gIl) = —gaBy + gl
a . x ’
h(z,t) h(z,t)
Oo
b= [ w0~ iotenydn b= [ G0~ dy
0 0
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Formulace problému — koryto s obdélnikovym
prufezem

Proménny prufez koryta (moznost ziskani dat, drsnost koryta)

ar + qz =0,
2 2 2
a+ (5 +%) = %l — gab..
x

Konstantni prufez koryta (vazba na 2D pfipad)

ht + (hu)m = O,
(hu); + (hu? 4 5gh*), = —ghB,.

B, = 0 klasické Saint Venantovy rovnice

Cerven 2008

5)

47



Rozsirené formulace

Homogenni, autonomni, konzervativni pfipad (standardni pfipad —
Eulerovy rovnice, proudéni v kanale s konstantnim prifezem a
rovnym dnem)

q+[f@. = 0, zeR, te(0,T),
q(z,0) = qo(x), z € R,

kde q = q(z,t): Rx(0,T) — R™, qo = qo(z) : R— R™,
f=f(q: R™ — R™.
Homogenni, neautonomni, konzervativni pfipad

a +[f(qw(@))l. = 0, zeR, te(0,T),

kde w = w(z) : R — R®.
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Rozsirené formulace

RozSifena, homogenni, autonomni, konzervativni formulace
(pfidame w; = 0, bohatsi struktura reseni)

(@). = 0,z€eR, te(0,7),

qr + [N
a(xz,0) = qo(x), z € R,

kde q = [q,W]", £(&@) = [f(q, W), 0]", Go() = [qo(z), w(=)]".
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Rozsirené formulace

Nehomogenni, neautonomni pfipad

a: + [f(a, w(z))]. = Bl(a,w(z))ws, v € R, t€(0,T),
q(z,0) = qo(z), z € R,

kde B = B(q, w) maticova funkce typu m x s.
RozSifena, homogenni, autonomni, kvazilinearni formulace

@+C@a = 0,zeR, te(0,7),
(i(:U’O) = QO(ZB% HAS R)

| fq fw—B(q,W)

plati f, = f4q, + fww,. Slabé fedeni?
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Rozsirené formulace

Dal&i rozsifeni (fq x rovnice, konstrukce algoritmu — numerické

potieby)
[f(@)l: + fq[f(q, w(2))]e — fqB(q, w(z))w. = 0,

4 +D(@d. = 0, zeR, te(0,T),
a(z,0) = qo(z), v € R,
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Rozsirené formulace — model proudéni v ficnim
korytu)

at + gz =0,
q + (% + %)m = %Zx — gaby,
q=la,q", wlz)=1[(x)b)
f(a,w) = [q, % + 227,

B(q,w(z)) = ! ga?

oz — 90

)
)
I
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Rozsirené formulace — model proudéni v ficnim

korytu)

I
[
S <@

0
—ga?
22
—g9a

L 12

oS o O o
(e

0 0
ga 0 0
0 0 0
0 0 0 |’
ga 0 1
299 Gk +

kde q = [a,q,1,b,q, % + %}. Druha a pata rovnice maji stejnou

neznamou. Patou rovnici vyradime.

cerven 2008

11/47



Rozsirené formulace — model proudéni v ficnim
korytu)

Rozsitena formulace

a+D(@a. = 0, ze€R, tc(0,T),
q(z,0) = qo(z), = € R,

kde
[ 0 1 0 0 0]
v W ga 0
D(q) = 0 0 0 0o 0 |,
0 0 0 0 0
2 _
[0 SEH 299

q=la,q.1,b,% + %",
Ustaleny stav D(q)q. = 0.
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Rozsirené formulace — model proudéni v ficnim

Vlastni Cisla a vlastni vektory (rychlost gravitacnich vin x rychlost

zvuku):

A =0, A =0, A3 = 2u, A4:u+,/%, )\5:u—1/%,

r
ro
r3
ry

Is

[ ,\4)\5 -1 ga]T
[ l2>\4>\5 0,1,0, 92?2] )
[0,0,0,0,1]7T,
[1,M4,0,0, M7,
[1,X5,0,0, A2]T.
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Jaka schémata chceme?

Konzistentni — konzistence je minéna ve smyslu metody konecnych
objem0 (nikoliv konzistence s rovnici, ale konzistence s tokovou
funkci).

Konzervativni — pokud Ize problém prepsat do konzervativniho
(divergentniho) tvaru, pozadujeme, aby i pfislusné numerické schéma
bylo v konzervativnim tvaru.

Udrzeni ustalenych stavu — pozadujeme, aby diferen¢ni schémata
udrzovala diskrétni analogie teoretickych ustalenych stav (metody
Stépeni nevhodné).

Pozitivni semidefinitnost schémat — nékteré fyzikalni veli€iny
(priifez, hloubka) jsou nezaporné; nékteré neznamé funkce v prislusné
Uloze jsou nezaporné; pozadujeme, aby priblizné feSeni zachovavalo
tuto vlastnost.
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Jaka schémata chceme?

Rad metody — cilem je navrhnout schéma vy$$iho fadu (pro hladké
pripady); v fadé pfipadul je problémem dosahnout vyssiho fadu nez
formalné druhého; presto schémata vysokého fadu davaji v radé
pfipadl zajimavé vysledky.
Vysokeé rozliSeni — pozadujeme déle nasleduijici:
schémata jsou vy$Siho fadu v bodech, kde je feSeni hladké;
schémata dobfe aproximuji feSeni v okoli razovych vin a
kontaktnich nespojitosti;
schémata negeneruji umélé oscilace;
k dosazeni stejné presného feseni je treba méné diskretizaCnich
bodl nez u schématu prvniho fadu.
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Jaka schémata chceme?

Stabilita a konvergence — otazkami stability a konvergence se
nebudeme zde zabyvat. Konvergence k jakému feseni? CFL
podminka. Upwind schémata.

Kontext — néktera vstupni data jsou vypoctena. Data mohou byt
ovlivnéna néjakymi predpoklady.
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Metody s vysokym rozliSenim

schémata typu shock capturing, shock fitting
diskrétni, semidiskrétni;

centralni, jednostranné, jednostranné-centraini;
slope limiters, flux limiters, TVD limiters;

TVD, (W)ENO, Godunovova metoda (se zobecnénymi
Riemannovymi fesici), metody typu lattice Boltzmann;

rozklad viny, rozklad tokové viny.
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Diskretizace

xj=jAz,j € Z, Az >0,

tn, = nAt,n € Ny, At >0,

Tjy1/2 = Tj + Azx/2, tn+1/2 = t, + At/2,
aj = a(zj,tn), Qf = Q(z;, tn) = qj,

a; (1) = alz;. 1), Qj() = Q. 1) ~ (1),
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Diskrétni metody — konzervativita, konzistence

Tjr1/2
_ 1
q; = Ar / q(x,tp,) dr
Tj—1/2
1 tnt1
en+1/2
JnJrl/Q - At / f(q(x]+1/27t)) dt,
tn

At - -
—n+1 —n n+1/2 n+1/2
j (fj+1/2 o f3'71/2 ),

An o =n Entl/2 _ gn+l/2
Qj~aj, ¥y ~f ),

_ ~n At _
n+l _ AN n+1/2 n+1/2
Qi =Qj - - Fiae —Fil))-
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Semidiskrétni metody — konzervativita, konzistence

. Tjr1/2
QJ = Q](t) ~qj = 7J(t) = ?x q(x,t) dz,
Tj—1/2
d _ 1
7= —Tx[f(Q($j+1/27t)) —fla(zj_1/2,1))],
d - 1

an = —E[F]‘Hﬂ - Fj—1/2]-
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Ustélené stavy — klid v jezefe

Klid v jezefe
q(z,t) =0, h(x,t)+b(x)=konst.

2 2 2

(. t) =0, (qa+ga) sl + gabs
x

21 ), 2%

U
ghl(h +b); = 0.

Diskrétni verze klidu v jezete

=0
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Ustalené stavy — obecny pripad (pro hladké resenti)

2 2 2
—o (L 9% 9%, _
U
2 2 2
(L R L P
<a+2z>$ W)t el
U

2
<_u2 + %) Ay = %l$ - gabxa

Bernoulliho rovnice: (su? + gb+ %) = 0.
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Ustélené stavy — obecny pripad (véetné klidu v jezere)

QL=Q;,Qr=Qj+1, AL=Lgr — Ly,
AQ=Qr—Qr=AgUr — AU, AB=Br— B, A = -9,

po (G BN o (4 4
Ap Ay 2 \ Lg Ly,
Qr=Qr=Ad = <—!ULUR\ +g%) AA — %Lf—zRAL, kde
E:(LL—}—LR)/Q,A:(AL—{—AR)/Q,AQ:(A%—FA%)/Q

gArL
Lp

1 2 1 2 QAR
- B == B + =",
2UL+g L+ 2UR+g R+ Iy
I
_ A _ gA?
—U?+g=L;.Lr | AA=—AgAB AL
( +gL g R) g +LLLR
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Centralni schémata

Laxovo-Friedrichsovo schéma (Ize implementovat po slozkach,

konvergence k entropickému feseni):

~ 1 At _ _
Q! = 5( 1+ Q) — E[f( 1) — 1(Qj1)]

Tokova funkce pro konzervativni schéma:

n+1/2 1 A A7 Az A" A
Filifs = 5lHQ) +£(QF )] - o1 (QF - Q)
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Centralni schémata — konstantni obdélnikové koryto

hi + g =0,

a+ (% + %ghQ)x — —ghb.

Dale zavedeme substituci y = h + b. Pak Ize psat
Yt + 4z =0,

2
g + (ﬁ +39(y — b)Q)x = —g(y — 0)bs.

Klid v jezefe y(x,t) =konst., ¢(x,t) = 0.
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Centralni schémata

n,1
Fitiy

n,2
Fj+1/2

1,n
Sj

n,2
Sj

3(QF + Q1) — a8 (Vi = V7).
{ (@2 (@)

lo(yr — B.
VB, T Yii—Bin +29(Y)" = By)+

1
2
Lo(Vfi = Bya)| - £85(@Qp - Q).
0

— 34 (Bjt1 - B))
(Vi1 = Bjs1 + V" = B+ Y] = B; + Y] = Bj1).

Lze udrzet pouze specialni ustalené stavy (nezndmeé konstantni v ase
i prostoru). Metoda vSak neni obecné vhodna.
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Jednostranna schémata — skalarni pfipad

g +aqg: = 0, z€ R, te(0,T), a€R,
q(z,0) = q(z), x€R

Reseni: q(z,t) = qo(x — at). UZiti algoritmi RSA (REA). Rekonstrukce
feseni v Case ¢ z hodnot Q;(¢): Qj(x, t) pro = € (zj_1/2,Tj11/2)- Tuto
rekonstrukci povazujeme za po¢ateéni podminku. Redeni sady
Riemannovych problémU (v nasem pfipadé vyuziti tvaru reSeni).

Q j+1/2 — Q]+1( ]+1/2+7t)7 Q;—H/Z = Qj(xj—&-l/Q_at)a

1 _ 1 _
Fj+1/2 = §G(Qj+1/2 + Q;__H/Q) - §|a’(Q;_+1/2 - Qj+1/2)'

Toto konzervativni schéma Ize pfepsat do tzv. fluktuacniho tvaru.

cerven 2008 27 /47



Jednostranna schémata — skalarni pfipad

dQ -1
6% = Ax(“ AQjt1/2 + aAQj + aTAQ;_1 ),

kde
aAQ; = a( 12~ Qg 1/2)
a_AQj+1/2 = a’_(Q;‘:_l/Q Q]_|_1/2)
a+AQj—1/2 = a+(Q;r_1/2 - Q;_l/g)a

kde at = max{a 0}, a= = min{a,0}. Pro po Castech konstantni

rekonstrukci Q" 2= = Qj+1, 12 = Q; dostavame pro a > 0

d - L

2= —5-(Q; = Q)
proa <0

d -~ _

—Qj = (Q]-I—l Qj)
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Jednostranna schémata — soustava linearnich rovnic,
konzervativni tvar

a+Aq, = 0,z€eR,te(0,7),
q(z,0) qo(z), z € R,
A realna matice fadu m. Predpokladame, ze matice A ma navzajem

riznd redlna vlastni Cisla a je diagonalizovatelnd, tj. existuje regularni
matice R takova, Ze plati A = R"'AR, kde A je diagonalni matice.

e + Ay, =0,
kde v(z,t) = R~ q(x, t).

1 _ 1 _
Fj+1/2 = §A(Qj+1/2 + Q;F_H/g) - §|A|(Q;_1/2 - Qj_l/z)
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Jednostranna schémata — soustava linearnich rovnic,
fluktuacni tvar

aQ; -1

I = Ax (ATAQ 112 + AAQ; + ATAQ;_y)0),
kde B N
AAQ] = A(Qj+1/2 - Qj_l/g)v
ATAQj iy = p;x’mﬁﬂ/zrp’
ATAQj1p = p§1 )‘+’pA7§—1/2rp’
AQjrijz = X AY

3
Il
—

AQ; = Q;+1/2_ j+—1/2’

At =RA*R™!, A~ = RA-R!, At = diag(max{\?,0}),

A~ = diag(min{A, 0}), [A| = diag(|A\P]), Ay 12 = Rj_.lil/QAQj-‘rl/Q'
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Jednostranna schémata — soustava nelinearnich
rovnic, fluktuacni tvar, konzervativni tvar

T A (AQu ) T ABQ) +AT(AQ, )]
A(AQ]) = f(Qj:,_l/Q) - f(Q;r_l/Q)a
AT(AQjup) = Fiyn —£(Q, ),
A+(AQj71/2) = f(Q;__l/Q) - F;__1/2'
Podminka konzervativity:
(QJ+1/2) £(Q),1/0) = AT(AQj11/2) + AT (AQj11)2) =

+
F]+1/2 F]+1/2'
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Jednostranna schémata — Roelv fresi¢, po ¢astech
konstantni rekonstrukce

dQ; 1.

ditj = —E[A (AQjt1/2) + A+(AQJ'—1/2)]
Linearizace (pokud mezi Q;, Q1 rdzova vina, zachova linearizace
rychlost jejiho Siteni): £(Q;+1) — £(Qy) = Aj11/2(Qj41 — Qj),

1 _ _ 1 _ _
Fif10= §[f(Qj) + £(Qj+1)] — §|Aj+1/2|(Qj+1 -Qj),

A" (AQj412) pzzzl )‘j_frpl/2r§+1/2A7§')+1/2
m +,
AT (AQji1/2) = = )‘j+p1/2r§+1/2A7§'3+1/27
r%, 1o isou V. vektory A, D, VI Cisla a

A‘)lj—i-l/2 = Rj.&l/zAQj-i-l/Q
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Jednostranna schémata — Harten, Lax, Leer

Nezavisle na rozméru soustavy rozklad na dveé viny:

f(QjH) - f(Qj> = 3]2'+1/2(Qj+1 - Qj+1/2> + S;+1/2(Qj+1/2 - Qj)7

£(Qjt1) — f(Qj) ]+1/2QJ+1 + 5]+1/2QJ

Qji1)2 =
+1/2 +1/2
8]1+1/2 = mln{mln{)\j,)\jH/Q}},
8?+1/2 mgx{max{Ap /\§+1/2}},

kde A7 jsou vlastni Cisla matice A; = f'(Q;).
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Jednostranna schémata

Kvazilinearni pfipad
a: +A(q)g: =0,

AT(AQj11p2) = p;)‘?_r?AﬁH/?’
AT(AQj 1) = Z )\p’JrrpAV 41/2)

kde /\§ jsou vlastni Cisla matice A(Qj), rj jsou vlastni vektory této

matice a
Avji10 = Rj_lAQj—i-l/Q-
Obecnéjsi rozklad (rozklad tokové funkce — f-viny)

(QJ+1 - f Q] Z Z]+1/27

D
kde Z7, | o = 55,1 o] -
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Jednostranna schémata — rozklad pro rozSifenou
formulaci

Rozklad pro rozSifenou kvazilinearni formulaci (soustava péti rovnic):
s1 =0, s9 =0,s3 = s4 + s5,

s4 = min{min{\} , X ,}}, s5 = max{max{/\p AL}
P

r o~ [£4,0,0,-1, 94557

5485 ) S485
rz = [LLgAR;ss 0,1,0, LgLAL;ing, 25242R]T7
rs 0,0,0,0,1]7,
ry ~ [1,54,0,0,547,
r; ~ [1 s5,0,0, s2]7,
kde 5455 = —U* + #4515 = —|ULUR| + L-‘JALL , AP a NP jsou viastni

¢isla Jacobiho matic pro hodnoty zleva a zprava a )\iR jsou vlastni
Cisla Roeovy matice.
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Jednostranna schémata — konstrukce

AA

AQ 5

AL | = Z apr?.
AB p=1

A

Vlastnosti rozkladu
mame k dispozici 5 linearné nezavislych vektoru;
vektory jsou zvoleny tak, Ze Ize dokazat konzistenci a zajistit
stabilitu;
rozklad je volen tak, ze schéma je ve specialnich pfipadech
konzervativni;
za jistych dodate¢nych predpokladu Ize zajistit pozitivni
semidefinitnost schématu (pozor: narozdil od standardniho HLL
rozkladu mame dva mezistavy).
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Jednostranna schémata — konstrukce

dQ; 1.
A_(AQ]'+1/2) = Z a§+1/2r§+1/2
p=1
S41/2<0
AT (AQji1p2) = Z a§+1/2r§.’+1/2.
p=1
s?f1/2>0

cerven 2008

37/ 47



Jednostranné-centralni schémata

|

Q) = — a5 [F(Qj+1) — F(Qy-1)] + 525 [a541/2(Qj41 — Q) —
—aj_1/2(Qj — Qj-1)l,

<

t

kde
aji1/2 = mgx{max{)\f;, At
1 _ _ 1 _ _
Fij10= §[f(Qj) + £(Qj+1)] — §|dj+1/2|(Qj+1 - Qy)
AT(AQji12) = 3[E(Qjr1) — F(Q))] + ajs1/2(Qj1 — Qj)
AT(AQji1p0) = 3[F(Qj1) — £(Q))] — djy1/2(Qjr1 — Qj)
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Jednostranné-centralni schémata

#Q = —a:(Fipp—Fj1p) +S;,
Fliig = 3@+ Q1) — 3a5410(Yin = Y)),
2 _ 1 Q3 23 \/ \/ ® R .\2
Fj+1/2 -2 Yj*JBj Yj+1]:§j+1 T %(YjJrl +Y¥; = Bjy1 - Bj)°| -
— 3041/2(Qj11 — Q)
Si =0
S? = 2% (Bjy1—Bj1)

(Vi1 +Y; = Bja — Bj +

<
+
<
=
|
<
[
H
L
~—
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Jednostranné-centralni schémata

Schémata opét udrzuji opét pouze specialni ustalené stavy (klid
v jezefe).
Jsou vsak pro tyto ustalené stavy pouzitelna.

Lze zkonstruovat jednostranné-centralni schémata s vysokym
rozliSenim.
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Numerické experimenty — jednostranné schéma 1D

h+B,q,u,B

t=0s
15
= hladina
= dno
rychlost
= prutok
1
0.5 /\
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x
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Numerické experimenty — jednostranné schéma 1D

t=2s
15
= hladina
= dno
rychlost
= prutok
1
@
3
LR
o
el
<
0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Numerické experimenty — jednostranné-centralni
schéma 2D
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Numerické experimenty — jednostranné-centralni
schéma 2D
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Numerické experimenty — jednostranné-centralni
schéma 2D
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Numerické experimenty — jednostranné-centralni
schéma 2D
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Numerické experimenty — jednostranné-centralni
schéma 2D
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Otevrené otazky

Problematika pozitivni semidefinitnosti pro speciélni typy koryt;
feSi¢ pro obecny tvar koryta;

problematika siti ficnich tokd (véetné moznosti zpétnych vin);
vazba 1D modelu (ficni toky) a 2D modell (rozlivy);

ustalené stavy a pozitivni semidefinitnost v modelech s drsnosti

koryta.
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