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Formulace alohy

@ Formulace alohy
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Spojita aloha

Hledame funkci u = u(r), kterad je feSenim BVP
Ag(u) +¢(u) = F

pro r € (a, b)

A\ LY/ B o T TV EPEAVA 6 IR IV BT [E)] Numericka realizace nelinearniho modelu 4 /26



Spojita aloha

Hledame funkci u = u(r), kterad je feSenim BVP
Ag(v) +v(u) = F

pro r € (a, b)

As(w) = a(h.0) b (Irt' - [ o)

A\ LY/ B o T TV EPEAVA 6 IR IV BT [E)] Numericka realizace nelinearniho modelu 4 /26



Spojita aloha
Hledame funkci u = u(r), kterad je feSenim BVP

Ag(w) + () = F
pro r € (a,b) s obecné nestabilnimi okrajovymi podminkami Neumannova
typu

Mz(u(r)) = f,,

73(”(”)) =&

pro r € {a, b}

As(w) = a(h.0) b (Irt' - [ o)
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Spojita aloha
Hledame funkci u = u(r), kterad je feSenim BVP
Ag(u) +9(u) =

pro r € (a,b) s obecné nestabilnimi okrajovymi podminkami Neumannova
typu

pro r € {a, b}

As(w) = a(h.0) b (Irt' - [ o)

Mo (u(r)) == co(h, D) [r u" + o],
T3(u(r)) == co(h, D) [r " + v — %u/].
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Spojita aloha
Hledame funkci u = u(r), kterad je feSenim BVP

Ag(v) +v(u) = F

pro r € (a,b) s obecné nestabilnimi okrajovymi podminkami Neumannova

typu
Mg(u(r)) = ﬁ’lr,
73(”(”)) =&
pro r € {a,b}, kde a,b € R, 0 < a < b < +c0.

As(w) = a(h.0) b (Irt' - [ o)

Mo (u(r)) == co(h, D) [r u" + o],

T3(u(r)) == co(h, D) [r " + v — %u/] :
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Operator v

Operator 1) popisuje elastické prostredi desky:
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Operator v

Operator 1) popisuje elastické prostredi desky:

o linearni prostredi ¢ (u) = ke u,
o nelinearni prostredi Yyp(u) = knyut — kpu™,

@ nelinearni jednostranné prostfedi ¢y (u) = kyu™  nebo
Yp(u) = —kpu™,
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Operator v

Operator 1) popisuje elastické prostredi desky:

o linearni prostredi ¢ (u) = ke u,
o nelinearni prostredi Yyp(u) = knyut — kpu™,

@ nelinearni jednostranné prostfedi ¢y (u) = kyu™  nebo
Yp(u) = —kpu™,

@ jednostrannou prekazku ¢y (u) = ky(u — L) nebo
Qﬂpp(U) = —kp(u - L)_.
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Operator v

Operator 1) popisuje elastické prostredi desky:

o linearni prostredi v, (u) = kyu,

o nelinearni prostredi Yyp(u) = knyut — kpu™,

e nelinearni jednostranné prostredi | ¥y (u) = kyu™ | nebo
Yp(u) = —kpu™,

@ jednostrannou prekazku ¢y (u) = ky(u — L) nebo
Qﬂpp(U) = —kp(u - L)_.
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Slaba formulace

Jako prostor kinematicky pfipustnych posunuti V' uvazujme cely prostor
funkci s konegnou energii, proto
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Jako prostor kinematicky pfipustnych posunuti V' uvazujme cely prostor
funkci s konegnou energii, proto

V= H2((a, b); r, %, r) , kde
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funkci s konegnou energii, proto

V= H2((a, b); r, %, r) , kde
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Slaba formulace

Jako prostor kinematicky pfipustnych posunuti V' uvazujme cely prostor
funkci s konegnou energii, proto

V= H2((a, b); r, %, r) , kde

H2((a,b);r, 2, r) = {v = v(r) | v,v" € [X(a,b) A V' € [3(a, b)} .

Hledame Feseni alohy

?PuecV tak, ze
ao(u,v) + (knu™,v), = F(v) YveV
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Slaba formulace

Jako prostor kinematicky pfipustnych posunuti V' uvazujme cely prostor
funkci s konegnou energii, proto

V= H2((a, b); r, %, r) , kde

H2((a,b);r, 2, r) = {v = v(r) | v.v" € LX(a,b) A V' € Li(a, b)} .
Hledame Feseni alohy
?PuecV tak, ze

ao(u,v) + (knu™,v), = F(v) YveV

pro (kyut,v), = Cz(h)/ k,\/ Hu(r)| + Su(r )) v(r)rdr
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Podminky existence reseni

volba podminka resitelnosti
prostfedi nutnost | postacitelnost

Y (v)
Yp(u) = —kp(r)u=(r)
Ynp(u) = Yn(u) +1pp(u)
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Formulace alohy

Podminky existence reseni

volba podminka resitelnosti
prostfedi nutnost | postacitelnost
P(u) =0 F(1)=0 F(1)=0
P1(u) = ka(r)u(r)
U (u) = kn(r)u™(r)
vp(u) = —kp(r)u=(r)
¢NP(U) Yn(u) + Yp(u)
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Formulace alohy

Podminky existence reseni

volba podminka resitelnosti
prostfedi nutnost | postacitelnost
P(u) =0 F(1)=0 F(1)=0
P1(u) = ka(r)u(r) - -
U (u) = kn(r)u™(r)
vp(u) = —kp(r)u=(r)
¢NP(U) Yn(u) + Yp(u)
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Podminky existence reseni

volba podminka resitelnosti
prostfedi nutnost | postacitelnost
Y(u) = F(1)=0 F(1)=0
P1(u) = ka(r)u(r) - -
Yy(u) = kn(r)u™(r) F(1)>0 F(1)>0
vp(u) = —kp(r)u=(r)
Ve (u) = n(u) +Pp(u)

AN\ LY/ o T I TV EPEAVA 6 IR IV ERP L [oE)] Numericka realizace nelinearniho modelu 7/ 26



Podminky existence reseni

volba podminka resitelnosti
prostfedi nutnost | postacitelnost
Y(u) = F(1)=0 F(1)=0
P1(u) = ka(r)u(r) - -
Yy(u) = kn(r)u™(r) F(1)>0 F(1)>0
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Podminky existence reseni

volba podminka resitelnosti
prostfedi nutnost | postacitelnost
Y(u) = F(1)=0 F(1)=0
P1(u) = ka(r)u(r) - -
Yy(u) = kn(r)u™(r) F(1)>0 F(1)>0
Yp(u) = —kp(r)u=(r) F(1)<0 F(l)<o0
Yp(u) = Pn(u) + Yp(u) - -

AN\ LY/ B o T TV EPEAVAR 6 IR IV BT [oE)] Numericka realizace nelinearniho modelu 7/ 26



© Diskretizace
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Diskretizace slabé formulované alohy

Ekvidistantni triangulace oblasti (a, b) na N &asti
Pro parametr h = b;N"” oznalime uzly triangulace

O<a=n<n<---<m<rmi1=b<o.
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Diskretizace slabé formulované alohy

Ekvidistantni triangulace oblasti (a, b) na N ¢asti
Pro parametr h = N oznalime uzly triangulace

O<a=n<n<--<mpy<rmp=b<oo.
Aproximace prostoru funkci
Definujeme prostor V,,
Vi :={ va=va(r) : vh € C'(a,b) A Vhl(s ) EP3Vi=1,...N(h) } ,
kdy dim Vy, = 2N(h) + 2.
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Diskretizace slabé formulované alohy

Ekvidistantni triangulace oblasti (a, b) na N ¢asti
Pro parametr h = N oznalime uzly triangulace

O<a=n<n<---<m<rmi1=b<o.

Aproximace prostoru funkci
Definujeme prostor V,,

Vh Z:{ vh:vh(r) vy € Cl(a b) VAN Vh| (risrit1) €P3 Vi:1,...N(h) } R
kdy dim Vj, = 2N(h) + 2. Tedy vj, — v € R2N*2 tak, ze vy, (r) = (¥, F(r)),.
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Diskretizace slabé formulované alohy

Ekvidistantni triangulace oblasti (a, b) na N ¢asti

Pro parametr h = N oznalime uzly triangulace
O<a=n<n<---<m<rmi1=b<o.

Aproximace prostoru funkci

Definujeme prostor V,,

VhZ:{ vh:vh(r) : VhECI(a,b) VAN Vh|ff+1 €P3Vi:1,...N(h)},

kdy dim Vj, = 2N(h) + 2. Tedy vj, — v € R2N*2 tak, ze vy, (r) = (¥, F(r)),.
Formulace diskrétni alohy

€ R2V+2 tak, ze

KU+(kN(nglul) y P ) (7?7 SE)
pro f e R2N+2,
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Nehladkd Newtonova metoda

© Nehladka Newtonova metoda
@ Formulace alohy pro nehladkou Newtonovu Glohu
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Vyhlazovaci funkce

Definice
Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Funkce F : X — Y je
vyhladitelnou funkci v bodé x € X, jestlize IF® : X  Lin{X, Y}
stejnomérné omezena takova, ze

_||F(x+ h) — F(x) — F°(x + h)h||

|
Pl A

0.

Funkce F° se nazyva vyhlazovaci funkci.
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Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Funkce F : X — Y je
vyhladitelnou funkci v bodé x € X, jestlize IF® : X  Lin{X, Y}
stejnomérné omezena takova, ze

_||F(x+ h) — F(x) — F°(x + h)h||

|
Pl A

0.

Funkce F° se nazyva vyhlazovaci funkci.
Priklad
Necht F : L9(Q) — LP(Q) tak, ze u £ max{0, u}. Potom
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Vyhlazovaci funkce

Definice
Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Funkce F : X — Y je
vyhladitelnou funkci v bodé x € X, jestlize IF® : X  Lin{X, Y}
stejnomérné omezena takova, ze

_||F(x+ h) — F(x) — F°(x + h)h||

|
Pl A

0.

Funkce F° se nazyva vyhlazovaci funkci.
Priklad
Necht F : L9(Q) — LP(Q) tak, ze u £ max{0, u}. Potom

0 na mnoziné {r € Q : u(r) <0s.v. },
Fo(u)={1 na mnoziné {r € Q : u(r) >0s.v. },
o € R jinak

je VthaZOVaCi funkci funkce u, JeStllfe p < (. (Hintermiiller,-lto, Kunish - 2003)
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Nehladkd Newtonova metoda

Konvergence

Veta (X.Chen, Z.Nashed, L.Qi - 2000)

Necht F je vyhladitelnou funkci na oteviené podmnoziné O C X' s
vyhlazovaci funkei FO : O — Lin{X, Y} a necht u* € O ¥esi nelinearni
rovnici F(u) = 0.

Jestlize FO je nesingularnina O a {||F°(u)*1|] LU € X} je omezena

M € Ry a jestlize ||u® — u*|| je dostatetn& malé,
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Nehladkd Newtonova metoda

Konvergence

Veta (X.Chen, Z.Nashed, L.Qi - 2000)
Necht F je vyhladitelnou funkci na oteviené podmnoziné O C X' s
vyhlazovaci funkei FO : O — Lin{X, Y} a necht u* € O ¥esi nelinearni
rovnici F(u) = 0.
Jestlize FO je nesinguldrnina O a {||F°(u)*1|| Tu€E X} je omezena
M € Ry a jestlize ||u® — u*|| je dostatetn& malé, potom newtonovské
iterace

uk—l—l — Uk _ FO(uk)—lF(uk)
[luktt—u|

konverguji tak, ze I-———1
gl TuF =]

— 0 pro k — oo.
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Formulace tlohy pro nehladkou Newtonovu filohu
Ekvivalentni formulace slabé alohy

Necht A := VT, coz je mnozina vdech kladnych &asti funkci z V, potom Ize
pavodni slabou tlohu formulovat ekvivalentné jako
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Formulace tlohy pro nehladkou Newtonovu filohu
Ekvivalentni formulace slabé alohy

Necht A := VT, coz je mnozina vdech kladnych &asti funkci z V, potom Ize
pavodni slabou tlohu formulovat ekvivalentné jako

?(u,\) € VXA tak, ze

ao(u,v) + (knA,v)r = F(v) YveV
A=ut.
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Nehladkd Newtonova metoda Formulace tlohy pro nehladkou Newtonovu filohu

Diskretizace ekvivalentni formulace

Pro diskretizacni parametr h mé&me prostory V}, a A, tak, ze Vj, - V a
Ap — A pro h — 0+. Regeni diskrétni alohy hledame ve tvaru
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Diskretizace ekvivalentni formulace

Pro diskretizacni parametr h mé&me prostory V}, a A, tak, ze Vj, - V a
Ap — A pro h — 0+. Regeni diskrétni alohy hledame ve tvaru

? (uh,)\h) e Vp x Ny tak, ze

ao(uh, Vh) + (k/\/)\h, Vh)r = .7:(Vh) Vv, € V)
Ay = (Zuipi)™ .
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Nehladkd Newtonova metoda Formulace tlohy pro nehladkou Newtonovu filohu

Diskretizace ekvivalentni formulace

Pro diskretizacni parametr h mé&me prostory V}, a A, tak, ze Vj, - V a
Ap — A pro h — 0+. Regeni diskrétni alohy hledame ve tvaru

? (uh,)\h) e Vp x Ny tak, ze

ao(uh, Vh) + (k/\/)\h, Vh)r = ]:(vh) Vv, € V)
Ay = (Zuipi)™ .

Jak definovat rovnost A\ = (Zujp;)™?
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Metoda postupnych aproximaci

@ Metoda postupnych aproximaci
@ Numerické vysledky
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Metoda postupnych aproximaci

Jina ekvivalentni formulace slabé alohy
Jednoduchou Gpravou - odectenim soucinu se zapornou Casti -
preformulujeme pévodni dlohu na
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Metoda postupnych aproximaci

Jina ekvivalentni formulace slabé alohy
Jednoduchou Gpravou - odectenim soucinu se zapornou Casti -
preformulujeme pévodni dlohu na

TueV tak, ze
ag(u, v) + (kyu,v)r = F(v) — (kyu—, v), YveV

Diskretizace metodou postupnych aproximaci
Pro pocatecni odhad iy se v n-té iteraci fesi tloha
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Metoda postupnych aproximaci

Jina ekvivalentni formulace slabé alohy
Jednoduchou Gpravou - odectenim soucinu se zapornou Casti -
preformulujeme pévodni dlohu na

TueV tak, ze
ag(u, v) + (kyu,v)r = F(v) — (kyu—, v), YveV

Diskretizace metodou postupnych aproximaci
Pro pocatecni odhad iy se v n-té iteraci fesi tloha
? U, € R2V+2 tak, ze

(K + kNM)ﬁn = 7?— (kN(Un—l)_7cﬁ)f

A\ LY/ o T TV EPEAVA 6 IR IV ERP L [oE)] Numericka realizace nelinearniho modelu 16 / 26



Jednotlivé kroky algorimu

@ sestaveni matice Ky = K + kyM (Gprava vzhledem k okrajovym
podminkam) a vektoru pravych stran f
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Jednotlivé kroky algorimu

@ sestaveni matice Ky = K + kyM (Gprava vzhledem k okrajovym
podminkam) a vektoru pravych stran f

@ pocatecni volba iy (iU = 0)

@ v n-té iteraci:
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Metoda postupnych aproximaci

Jednotlivé kroky algorimu

@ sestaveni matice Ky = K + kyM (Gprava vzhledem k okrajovym
podminkam) a vektoru pravych stran f

@ pocatecni volba iy (iU = 0)
@ v n-té iteraci:

e Gprava vektoru pravych stran 1_“;, =f- (kn(un—1)=,d)r
(vypocet integralu Legendre-Gaussovou kvadraturni formuli)
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Metoda postupnych aproximaci

Jednotlivé kroky algorimu

@ sestaveni matice Ky = K + kyM (Gprava vzhledem k okrajovym
podminkam) a vektoru pravych stran f

@ pocatecni volba iy (iU = 0)
@ v n-té iteraci:

e Gprava vektoru pravych stran 1_“;, =f- (kn(un—1)=,d)r
(vypocet integralu Legendre-Gaussovou kvadraturni formuli) a Gprava
vzhledem k okrajovym podminkam
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e Gprava vektoru pravych stran 1_“;, =f- (kn(un—1)=,d)r
(vypocet integralu Legendre-Gaussovou kvadraturni formuli) a Gprava
vzhledem k okrajovym podminkam

o feseni soustavy Kyii, = f, (Choleského rozkladem)
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Metoda postupnych aproximaci

Jednotlivé kroky algorimu

@ sestaveni matice Ky = K + kyM (Gprava vzhledem k okrajovym
podminkam) a vektoru pravych stran f

@ pocatecni volba iy (iU = 0)
@ v n-té iteraci:

e Gprava vektoru pravych stran F;, =f- (kn(un—1)=,d)r
(vypocet integralu Legendre-Gaussovou kvadraturni formuli) a Gprava
vzhledem k okrajovym podminkam

o feseni soustavy Kyii, = f, (Choleského rozkladem)

”l_jn - ’_jn—1||

o test: -
|| dnl|

< tol
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Wz okils
Uloha bez nadlozi

..................................... Mezikruhova tenka rotacne-symetricka deska
Rozmery desky

tloustka h = 1.000e-002 metru
vinitrni polomer a = 1.000e+000 metru
vnejsi polomer 5.000e+000 metru

Ciselne charakteristiky materialu
Younguv modul E = 2.140e+011 N/m"~2
Poissonovo cislo sigma = 2.900e-001

Zatizeni ve smeru osy z

o'
1]

f(x) = 0+0%*x
kontrola postacujici podminky
existence reseni (f,1)+Tu(b)-Tu(a) = 0
Jsou predepsany stabilni okrajove podminky. Existence reseni je zajistena.

Upravy vzhledem k okrajovym podminkam.

---> pokles podpor v r=a o velikosti u(a) = 0.000e+000 metru
---> moment pro r=a ve tvaru M(u(a)) = -5.500e+003

---> pricna sila pro r=b ve tvaru T(ub)) =0

--->  moment pro r=b ve tvaru M(u(b)) = 9.000e+003
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Wz okils
Uloha bez podlozi ¢i nadlozi

w10® Pruhyb mezikruhove tenke desky
10

=

£ &

£

£ 0

=

=

S 5

1 1 1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
- 1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky
2 om
=
=
» 0005
(&}
g TR TI AR IEEREERN]
= ar T
=
% -Doos
=}
=
@ 00 L 1 L
= wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
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Metoda postupnych aproximaci Numerické vysledky

Uloha véetné nadlozi s koeficientem odporu k, = 103

Ke konvergenci doslo ve 2. iteraci

w10” Pruhybh mezikruhove tenke desky
10
=
= &
£
£ 0
=
=
S 5
1 1 1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
= 1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky
= 0.0
=
=
» 0005
o [
g RUTTTTTTRTTIIRIEY et e
= ar el =
3
= -000s
=}
=
= 001 L L L
= wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
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Wz okils
Uloha véetné nadloZi s koeficientem odporu k, = 107

Ke konvergenci doslo ve 103. iteraci

pruhyh (metry)
=

-10

0.0

0.005

-0.005

0.01

velikost 1.derivace pruhybu
=

w10” Pruhybh mezikruhove tenke desky

—~—

1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky

1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
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Wz okils
Uloha bez podlozi ¢i nadlozi

velikost 1.derivace pruhybu

10

a

pruhyb (metry)

0.0

0.005

1]

-0.005

0.01

w10® Pruhyb mezikruhove tenke desky

\-—/

1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky

1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
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Wz okils
Uloha véetné podlozi s koeficientem odporu k, = 103

Ke konvergenci doslo ve 3. iteraci

w10° Pruhybh mezikruhove tenke desky
10
=
= &
£
£ 0
=
=
S 5
1 1 1
wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
= 1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky
= 0.0
=
=
» 0005
o [
g RUUTTTTTRTTIIEY TR
= ar el =
3
= -000s
=}
=
= 001 L L L
= wnitrni okraj a = Tm stred = 3m vnejsi okraj b =am
re{l, ad
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Wz okils
Uloha véetné podlozi s koeficientem odporu k, = 107

Ke konvergenci doslo ve 633. iteraci

x10° Pruhyb mezikruhove tenke desky
1o
=
=
= 0
5
= -5
1 ) I
wnitrni okraj a = 1m stred = 3m whejsi okraj b= arm
redl, A}
s o’ 1.derivace pruhybu mezikruhove tenke desky
=10
=
=
@ &
- PP PP T LA L LR el
=T PP R T T TR LR EEEEE R
Eol e
% 5
£
= , . |
) wmitrni okraj a = 1m stred = 3m vnejsi okraj b = 5m
redl, A}
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Zavérecné shrnuti

e Zavére€né shrnuti
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Zavérecné shrnuti

Byla studovana aloha s nehladkym potencidlem, ktery obsahoval kladnou,

. ~z 2 1
resp. zapornou ¢ast funkce z H*((a, b); r, +,r).
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Zavérecné shrnuti

Byla studovana aloha s nehladkym potencié/em, ktery obsahoval kladnou,

resp. zapornou &ast funkce z H?((a, b); r, 1, r).

o Ukolem bylo nalézt vhodny zpiisob diskretizace a nasledné sestavit
vypocetni program.
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Byla studovana aloha s nehladkym potencié/em, ktery obsahoval kladnou,

resp. zapornou &ast funkce z H?((a, b); r, 1, r).

o Ukolem bylo nalézt vhodny zpiisob diskretizace a nasledné sestavit
vypocetni program.

@ Nehladkd Newtonova metoda nebyla shledana zjednodusujici.
Problematika absolutni hodnoty nebyla vyresena.
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Zavérecné shrnuti

Byla studovana aloha s nehladkym potencié/em, ktery obsahoval kladnou,

resp. zapornou &ast funkce z H?((a, b); r, 1, r).

o Ukolem bylo nalézt vhodny zpiisob diskretizace a nasledné sestavit
vypocetni program.

@ Nehladkd Newtonova metoda nebyla shledana zjednodusujici.
Problematika absolutni hodnoty nebyla vyresena.

@ Byl vytvoren navrh algoritmu postupnych aproximaci a byly shrnuty
vysledky numerickych vypocti pomoci zvolené metody.
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