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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Formulace optimalizaéni Glohy

Uloha
3
Necht jsou m; € N, i = 1,2,3 takové, ze mp = m3 a Y, m; = m. Ozname
i=1
N:={1,2,...,m;} proi e {1,2}.
Hledame feseni alohy:
. . 1 T T
minimalizovat 5X Ax—x'b (1a)
za podminek x)? 4 x3? < g? pro i € N (1b)
x1; > I; pro i € Nq (1c)

kde vektor x € R™ je tvaru
-
T, T .7
X = <X17X2,X3>

pricemz x; = (i1, X2, - - - ,x,-ml.)T pro i € {1,2,3}.
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Lagrangeova funkce

Lagrangeova funkce

Definujme funkci
1
L(x, A p) = ExTAx —x'b+puT(x2Ox+x30%x3 —g0Og)
+AT(1=x1) (2)

kde A = (A1, A2, .-, Amy )T @ o= (p1, g2, - -, ftm,) ' jsou nezaporné
vektory Lagrangeovych multiplikatord a | = (h, bk, .. ., /ml)T,

T
g=(81.8---,8m) -
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Lagrangeova funkce

Lagrangeova funkce

Definujme funkci

1
L(x, A p) = ExTAx —x'b+puT(x2Ox+x30%x3 —g0Og)
+AT(1=x1) (2)

kde A = (A1, A2, .-, Amy )T @ o= (p1, g2, - -, ftm,) ' jsou nezaporné
vektory Lagrangeovych multiplikatord a | = (h, bk, .. ., /ml)T,
g=1(g1,8,.-- ,gmz)T. Symbol ® znaéi Hadamardav soucin, tj. je-li
ueR™" veR"” pakw=uGv,weR”aw =uyvproic{l,..., m}
Dale necht

Ain A A by
A= Ax Axn Ax b=| b
Az; Az Ass bs

kde A € R™Mi*Mi 3 by € R™ pro i,j € {1,2,3} .
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

KKT podminky

Jelikoz se jedna o alohu konvexniho programovani, tak nutnymi a
postacujicimi podminkami jsou KKT podminky, které |ze zapsat ve tvaru

A11x1 + Araxo + Agzxz — b — A
Az1x1 + Aoxz + Axzxz — by + 21 O x2
A3z1x1 + Azoxo + Assxs — by + 2 © X3

|—X1

/\®(I—x1)
X20X2+X30OX3—gOg

pO (X2 O%x2+X3O X3 — g0 g)
p=>0 A
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

Oznaceni matic

K podminkam pfipustnosti primarni tlohy pfidame do KKT podminek
doplhkové proménné oznacené

d = (d,db,...,dm,)"
s = (51,52,...,Sm1)T
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky

Oznaceni matic

K podminkam pfipustnosti primarni tlohy pfidame do KKT podminek
doplhkové proménné oznacené

d = (d,db,...,dm,)"
s = (51,52,...,Sm1)T

Predtim jesté oznacme

= (1,1,...,1)T €RM proi=1,2
= diag()\l,)\g,...,)\ml)
d’.ag(ﬂlnubu-numz)
diag(si, 2, .-, Smy)
= diag(dl,dg,...,dmz)

On<s>0
1
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Jiny prepis KKT podminek

Jiny prepis KKT podminek

Upravena soustava KKT podminek pak odpovida feseni soustavy nelinearnich
rovnic

F(x1,%2,%3,A,s,,d) =0 za podminek A>0,s>0, x>0, d>0 (3)
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Upravena soustava KKT podminek pak odpovida feseni soustavy nelinearnich
rovnic

F(x1,%2,%3,A,s,,d) =0 za podminek A>0,s>0, x>0, d>0 (3)
kde

Ai1x1 + A1oXxp + Aizxs — A — by
As1x1 + (A + 2M)x; + Agsxs — by
Az1x1 + Azpxo + (A33 + 2M)X3 —bs
F(x1,%2,X3,A, s, pt,d) = —x1+s+1
I\Se1
X2OX2+x30x3—gOg+d
MD62
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Jiny prepis KKT podminek

Jiny prepis KKT podminek

Upravena soustava KKT podminek pak odpovida feseni soustavy nelinearnich
rovnic

F(x1,%2,%3,A,s,,d) =0 za podminek A>0,s>0, x>0, d>0 (3)
kde

Ai1x1 + A1oXxp + Aizxs — A — by
Aoix1 + (A2 + 2M)x2 + Agzxz — bo
Az1x1 + Azpxo + (A33 + 2M)X3 —bs
F(x1,%2,X3,A, s, pt,d) = —x1+s+1
I\Se1
X20%x2+x30x3—goOg+d
MD62

Zakladem metod vnitfnich bodi je feSeni soustavy (3) upravenou
Newtonovou metodou zachovavajici podminky nezapornosti.
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Jiny prepis KKT podminek

Jakobian funkce F

Oznaéme X; = diag(x]) pro i € {1,2,3}, pak Jakobian funkce
F(x1,%2,X3, A, s, pu,d) ma tvar

J(x1,%2,%3, A, 8, u, d) =

Aqx A A3 -1 0 0 O

Ay Axp +2M Ars 0 0 2X, O

Az Az, As3+2M 0 0 2X3 O

= —I 0 0 0o | 0 O
0 0 0 S AN O 0

0 2Xo 2X3 0 0 O |

0 0 0 0 0 D M
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Jiny prepis KKT podminek

Regeni KKT Newtonovou metodou

Vektor prirtistkti nové iterace (Axy, Axp, Axz, AN, As, Ap, Ad) je tedy
feSenim soustavy linedrnich rovnic

Axl —r

AX2 —ro

AX3 —r3
J(x1,%2,x3, A, 8,0, d) | AX | = x1—1—s

As —N\Se;

Ap EOE—X2O%x2 —x3Ox3—d

Ad —MDe,
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Jiny prepis KKT podminek

Regeni KKT Newtonovou metodou

Vektor prirtistkti nové iterace (Axy, Axp, Axz, AN, As, Ap, Ad) je tedy
feSenim soustavy linedrnich rovnic

Axl —r

AX2 —ro

AX3 —r3
J(x1,%2,x3, A, 8,0, d) | AX | = x1—1—s

As —N\Se;

Ap EOE—X2O%x2 —x3Ox3—d

Ad —MDe,

Plny krok ve vypocitaném sméru neni obvykle mozny, nebot délka kroku
0 € (0,1] je urcena tak, aby platily podminky nezapornosti. Bohuzel je
Casto délka kroku v této metodé velmi mala a zlep3eni smérem k
optimalnimu Fedeni je tak velmi pomale.
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Centralni cesta

Centralni cesta C je mnozina bodil (x],x%,x3,A7,s™, u”,d") fesicich pro
kazdou hodnotu parametru 7 = (7, 74)T, 7/ > 0,7, > 0 nasledujici tlohu,
ktera vznikne drobnou zménou KKT podminek:
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Centralni cesta

Centralni cesta C je mnozina bodil (x],x%,x3,A7,s™, u”,d") fesicich pro
kazdou hodnotu parametru 7 = (7, 74)T, 7/ > 0,7, > 0 nasledujici tlohu,
ktera vznikne drobnou zménou KKT podminek:

Najit FeSeni nelinearni soustavy

o oo

F(Xl,X2,X3,)\, Sauvd) = 0 (43)
Tie1

Tke2
za podminek

A>0 s>0 pu>0 d>0 (4b)
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Miry duality a centrujici parametry

Dale zavedeme miru duality o v linearnich podminkach a miru duality 8 v
kvadratickych podminkach, které maji tvar:

AT Td

my my
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Dale zavedeme miru duality o v linearnich podminkach a miru duality 8 v
kvadratickych podminkach, které maji tvar:

AT Td

my my

S jejich pomoci a s pomoci centrujiciho parametru o, pro linearni podminky
a centrujiciho parametru o pro kvadratické podminky, pfiéemz volime

0’/6[0,1] UkG[O,l]
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Miry duality a centrujici parametry

Dale zavedeme miru duality o v linearnich podminkach a miru duality 8 v
kvadratickych podminkach, které maji tvar:

AT Td

my my

S jejich pomoci a s pomoci centrujiciho parametru o, pro linearni podminky
a centrujiciho parametru o pro kvadratické podminky, pfiéemz volime

0’/6[0,1] UkG[O,l]
pak parametry centrujici cesty piseme jako

T = o|Q0 Tk = ok
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Princip metody sledovani cesty

@ P¥i hledani pouze v Newtonové sméru rychle dojdeme k hranici oblasti
(daleko od feseni) a krok v dalSich iteracich je velmi maly.
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@ P¥i hledani pouze v Newtonové sméru rychle dojdeme k hranici oblasti
(daleko od feseni) a krok v dalSich iteracich je velmi maly.

@ V klasické bariérové metodé s logaritmickou bariérou se hledaji pfimo
body na centralni cesté.
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Princip metody sledovani cesty

@ P¥i hledani pouze v Newtonové sméru rychle dojdeme k hranici oblasti
(daleko od feseni) a krok v dalSich iteracich je velmi maly.

@ V klasické bariérové metodé s logaritmickou bariérou se hledaji pfimo
body na centralni cesté.

@ V metodé sledovani cesty hledame body, jejichz trajektorie H je
.blizka" centralni cesté, smér hledani je tedy kompromisem mezi
Newtonovym smérem a tzv. centrujicim smérem.

C H
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Metoda sledovani cesty

Oznaéme

Fr = {(x1,%2,%x3,\, 8, t,d) € R*"T™ | X > 0,5 > 0, > 0,d > 0}
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Metoda sledovani cesty

Oznatme
Fr = {(x1,%2,%x3,\, 8, t,d) € R*"T™ | X > 0,5 > 0, > 0,d > 0}

Pak rovnici (4) resime modifikovanou Newtonovou metodou zachovavajici
omezeni, tj. novou iteraci (X1, X2,X3, A, 8, [, d) pocitame podle vzorce
(X1,%2,%3, A5, i, d) =(x1,%2, %3, A, 5, p, d) +
+ 0(Axy, Axp, Axz, AN, As, Ap, Ad)
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Metoda sledovani cesty

Oznatme
Fr = {(x1,%2,%x3,\, 8, t,d) € R*"T™ | X > 0,5 > 0, > 0,d > 0}

Pak rovnici (4) resime modifikovanou Newtonovou metodou zachovavajici
omezeni, tj. novou iteraci (X1, X2,X3, A, 8, [, d) pocitame podle vzorce
(X1,%2,%3, A5, i, d) =(x1,%2, %3, A, 5, p, d) +
+ 0(Axy, Axp, Axz, AN, As, Ap, Ad)

kde krok & uréime tak, aby platilo (X1, X2, X3, A, 5, ﬁ,c_i) € ]-',(\),.
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Soustava v metodé sledovani cesty

Vektor prirtistkti nové iterace (Axy, Axp, Axz, AN, As, Ap, Ad) je tedy
feSenim soustavy linedrnich rovnic

Axl —r

AX2 —ro

AX3 —r3
J(x1,%2,x3, A, 8,0, d) | AX | = x1—1—s

As —N\Se; + oj0€1

Ap EOE—X2O%x2 —x3Ox3—d

Ad —MDe; + o fes
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Vypocet centrujicich parametri podle pravidla LOQO

Volbu centrujicich parametrii provadime podle pravidla uzitého v softwaru
LOQO, které velikost centrujiciho parametru pocita na zakladé odchylky
individualnich podminek komplementarity od jejich priméru (tj. miry
duality).

PANM 2008, Dolni Maxov
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Metoda sledovani cesty

Vypocet centrujicich parametri podle pravidla LOQO

Volbu centrujicich parametrii provadime podle pravidla uzitého v softwaru
LOQO, které velikost centrujiciho parametru pocita na zakladé odchylky
individualnich podminek komplementarity od jejich priméru (tj. miry
duality).

Pocitame tedy

a,zO.l(min{OOS —& }) a ok:0.1<min{005 — & 2})
&1 Ek

kde

¢ = minjen; AiSi 2 £ = minens, fid;

o g
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Motivace Mehrotrovy metody

/’ \
\ linearni aproximace
krok Newtonovy 4/ _trajektorie v Mehrotrové
etedy / & metods
\ ~
/ \*~
/"// / \\ \\
e \ - \_— aktualni
yd N \ (______—— trajektorie

— 4 \ smérem
— k feseni

kvadraticka aproximace trajektorie
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Motivace Mehrotrovy metody

/\

\

Z \

/ \ linearni aproximace

krok Newtonovy 4/ _trajektorie v Mehrotrové
—— / <~ metodé
s \ ~
\ <~
/'/ \ N\
e \ ' \— aktualni
& N <\ (______—— trajektorie
T ; \ smérem
krok v korektoru k feSeni

kvadraticka aproximace trajektorie

@ Newtoniiv smér je linearni aproximace aktualni trajektorie
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Motivace Mehrotrovy metody

/\

\

Z \

/ \ linearni aproximace

krok Newtonovy 4/ _trajektorie v Mehrotrové
—— / <~ metodé
/// \\ //
4 \\ \
v \ - aktualni
& AN (______—— trajektorie
T A smérem
krok v korektoru [~ k feSeni

/ =
kvadraticka aproximace trajektorie
@ Newtoniiv smér je linearni aproximace aktualni trajektorie

@ chybu této linedrni aproximace trajektorie pouzijeme ke korekci, ktera
vyuzije i kvadratickou informaci
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Motivace Mehrotrovy metody

/\

\

Z \

/ \ linearni aproximace

krok Newtonovy 4/ _trajektorie v Mehrotrové
metody "/ <~ metodd
// \\ o
y \ \
e \ — aktualni
& AN (______—— trajektorie
T N i smérem
— —+ k feSeni

/ —-

kvadraticka aproximace trajektorie

@ Newtoniiv smér je linearni aproximace aktualni trajektorie

@ chybu této linedrni aproximace trajektorie pouzijeme ke korekci, ktera
vyuzije i kvadratickou informaci

@ v kazdé iteraci musime vypocitat Feseni dvou soustav linearnich rovnic
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Prediktor

Vektor (Ax2™, Ax3f, Ax3T, AN As?® Ap™ | Ad?) je Fesenim soustavy
linearnich rovnic

ax3f —r
Ax3f —r
Angf —r3
J(x1,%2,x3, A, 8, ,d) | AN | = x31—1—s
Asaﬂr 7/\591
Apeff EOB—X2Ox2—Xx3Ox3—d
Adaff —MDe,
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Prediktor

Vektor (Ax2™, Ax3f, Ax3T, AN As?® Ap™ | Ad?) je Fesenim soustavy
linearnich rovnic

ax3f —r
Ax3f —r
Angf —r3
J(x1,%2,x3, A, 8, ,d) | AN | = x31—1—s
Asaﬂr 7/\591
Apeff EOB—X2Ox2—Xx3Ox3—d
Adaff —MDe,

a krok 52 urcime tak, aby platilo

aff ff aff v aff ff aff qaff 0
(Xl ,Xg 5X3 7A 7Sa y K 7d )6.7:[\/
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Vypocet parametrd pro korektor

Vypocitame, jak by vypadala mira duality, pokud bychom provedli krok ve
sméru vypocitaném v prediktoru:

T
()\ I 5affA)\aff> (s + 6afFAsaff)

m

Qaff =

(N + 5affA'uaff)T (d+ 5affAdaff)
my

Baff =
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Vypocet parametrd pro korektor

Vypocitame, jak by vypadala mira duality, pokud bychom provedli krok ve
sméru vypocitaném v prediktoru:

T
()\ I 5affA)\aff> (s + 6afFAsaff)

Qlaff =
my
(N + 5affA'uaff)T (d + 57 Ad°f)
Bafr =
my
Pfedpovézenou a soucasnou miru duality pouzijeme pro odhad centrujiciho
parametru:
3
_ (aaff>3 _ <ﬂaff>
o= ; Ok =
o B
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IPM a kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi Mehrotrova metoda typu prediktor-korektor

Korektor

Vektor prirdstka nové iterace (Axy, Axa, Axs, AN, As, Ay, Ad) je FeSenim
soustavy linearnich rovnic

Axq —r
Axo —rn
Ax3 —r3

J(x1,%x2,x3, \,5,0,d) | AN | = x1—1—s
As —NSe; — AN © As?T 4 500,
Ap EOE—X2Ox2—x30Ox3—d
Ad —MDe; — Ap®™ o Ad®T + o4 Bes
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Vektor prirdstka nové iterace (Axy, Axa, Axs, AN, As, Ay, Ad) je FeSenim
soustavy linearnich rovnic

Axq —r
Axo —rn
Ax3 —r3

J(x1,%x2,x3, \,5,0,d) | AN | = x1—1—s
As —NSe; — AN © As?T 4 500,
Ap EOE—X2Ox2—x30Ox3—d
Ad —MDe; — Ap®™ o Ad®T + o4 Bes

a krok & urcime tak, aby platilo (X1, X2, X3, A, §, f1,d) € Fy.
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Formulace alohy linearni elasticity s danym tfenim

Uloha linearni elasticity s danym tienim

Je dalo elastické téleso: Q € R3, 6Q =T, U Fp UT. kde

na I, je predepsano nulové posunuti,

na I, je dano plosné zatizent,

na Ic je jednostranna podpora s pocatecni vzdalenosti d € L>(T)

c
()
W — > > >

0 I 3

c
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Formulace alohy linearni elasticity s danym tfenim

Diskretizace tlohy

Ulohou je najit u € K takové, ze

J(u) = min J(v)

velkl

kde 1
J(v) = EVTKV —vf4+ gT”TV”vect

K={veR"|Nv<d}

Symbol || Tv||ect je definovan jako

ITvllvece := (I(TW)allgz, [(TV)allzz, - [(TV)m, [lr2)T € R™
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Formulace alohy linearni elasticity s danym tfenim

Dualni tloha

Dualni Gloha vede na minimalizaci funkcionalu

1
D(x) = ixTAx —x'b

na mnoziné

{x= (I xE )T €R™ 3120, [0, x)I2 < g i = 1,00 mo |

kde
N NK-1—d
A=BKB", B=(T:|, b=| T:K1
T, T2K_1
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Formulace alohy linearni elasticity s danym tfenim

Reseni dualni alohy

Predchozi postup vychazi z ¢lanki

E Haslinger J, Dostal Z., Kucera R.: An algorithm for the numerical
realization of 3D contact problems with Coulomb frictions, Journal of
Computational and Applied Mathematics, 164-165, 2004, pp. 387-408

[§ Kucera R.: Convergence rate of an optimal algorithm for minimizing
quadratic functions with separable convex constraints, 2007
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Formulace alohy linearni elasticity s danym tfenim

Reseni dualni alohy

Pfedchozi postup vychazi z ¢lanki

E Haslinger J, Dostal Z., Kucera R.: An algorithm for the numerical
realization of 3D contact problems with Coulomb frictions, Journal of
Computational and Applied Mathematics, 164-165, 2004, pp. 387-408

[§ Kucera R.: Convergence rate of an optimal algorithm for minimizing
quadratic functions with separable convex constraints, 2007

V ¢lancich je také uveden algoritmus nazvany QPC pro feseni problému,
zalozeny na

@ metodé aktivni mnozniny
@ projekci gradientu

@ metodé konjugovanych gradienti
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim IPM s pfimym vypoctem matice A

IPM s pfimym vypoctem matice A

V IPM potiebujeme znat matici A, danou vzorcem A = BK™1BT.
Vypocet matice A = BK™IBT miizeme provést uzitim Choleského rozkladu
matice K, tj. uzitim A = B (LLT)_1 BT podle schématu:
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Najdeme feSeni m soustav rovnic s dolni trojahelnikovou matici

LY =BT

Najdeme FeSeni m soustav rovnic s horni trojihelnikovou matici

L'z=Y
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim IPM s pfimym vypoctem matice A

IPM s pfimym vypoctem matice A

V IPM potiebujeme znat matici A, danou vzorcem A = BK™1BT.
Vypocet matice A = BK™IBT miizeme provést uzitim Choleského rozkladu
matice K, tj. uzitim A = B (LLT)_1 BT podle schématu:

Najdeme feSeni m soustav rovnic s dolni trojahelnikovou matici

LY =BT

Najdeme FeSeni m soustav rovnic s horni trojihelnikovou matici

L'z=Y

Nakonec vypocitame
A=BZ
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim IPM s primym vypoétem matice A

Pouzitelnost IPM s pfimym vypoctem matice A

n m QPC LOQO Mehrotra
Cas | Av| Cas [CasA [ % | Cas|[CasA | %

162 54 0.29 | 203 | 0.07 0.03 | 45 | 0.12 0.03 | 26
900 180 2.08 | 311 | 0.68 0.34 | 50 | 1.07 034 | 31
2646 | 378 || 1291 | 347 | 5.85 3.46 | 59 | 7.00 3.26 | 47
5832 | 648 534 | 384 | 27.1 18.1 | 67 | 27.0 15.8 | 59
10890 | 990 || 126.2 | 408 | 79.7 585 | 73 | 90.0 60.5 | 67
18252 | 1404 || 361.9 | 493 | 246.2 | 1925 | 78 | 274.0 184 | 67
28350 | 1890 || 809.4 | 478 | 620.5 | 493.0 | 79 | 677.6 | 4935 | 73
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Co plyne z tabulky
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim IPM s primym vypoétem matice A
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28350 | 1890 || 809.4 | 478 | 620.5 | 493.0 | 79 | 677.6 | 4935 | 73

Co plyne z tabulky
@ IPM jsou ve vsech pripadech rychlejsi nez QPC, ale vypocet matice A

v IPM vyzaduje fesit m soustav linearnich rovnic s matici K, kdezto
QPC jich pro vétsi ulohy vyzaduje mnohem méné
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Co plyne z tabulky
@ IPM jsou ve vsech pripadech rychlejsi nez QPC, ale vypocet matice A

v IPM vyzaduje fesit m soustav linearnich rovnic s matici K, kdezto
QPC jich pro vétsi ulohy vyzaduje mnohem méné

@ z podilu €asu potfebného pro vypocet A na celkovém Casu je zfejmé,
ze IPM nejsou tak dobre skalovatelné jako QPC
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

IPM bez pfimého vypoctu matice A

V IPM fesime soustavu s Jakobiho matici J(x1, X2, X3, X4, A, s, pt, d). Pokud
vyeliminujeme As aAd dostaneme soustavu s tzv. rozsirenou matici

A1l A JAVE! —I 0
Ay Axp +2M Axs 0 2X>
R = As; A3 A3z +2M 0 2X3
—I 0 0 —A1s 0
0 2X5 2X3 0 -M~ID
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Tuto matici blokové piseme nasledovné

AR BR>
R =
<35 Dr
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IPM bez pfimého vypoctu matice A

V IPM fesime soustavu s Jakobiho matici J(x1, X2, X3, X4, A, s, pt, d). Pokud
vyeliminujeme As aAd dostaneme soustavu s tzv. rozsirenou matici

A1l A JAVE! —I 0
Ay Axp +2M Axs 0 2X>
R = As; A3 A3z +2M 0 2X3
—I 0 0 —N'S 0
0 2X2 2X3 0 -MD

Tuto matici blokové piseme nasledovné

Ar Bgr )
R =
< Bk Dr
Resenim soustavy pak vypocitame Axy, Axz, Axz, AN, Ap, zbylé
priristky As aAd pak dopocitame z eliminovanych rovnic.
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Pouziti iteracnich metod pro soustavy linearnich rovnic

Pfi FeSeni soustavy s matici R pouzitim iteraénich metod, je tfeba pouze
vypocitat nasobeni matice R vektorem y.
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Pfi FeSeni soustavy s matici R pouzitim iteraénich metod, je tfeba pouze
vypocitat nasobeni matice R vektorem y. Toto nasobeni se realizuje po
Castech:

@ piimo vypocitame soucin matice R (vznikne z matice R odectenim
matice A od bloku AR) s vektorem y
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matice A od bloku AR) s vektorem y
@ soucin matice A s pfislusnou &asti (ozn. y1) vektoru y vypocitame
uzitim vztahu Ay; = BK™1BTy;, kde se misto nasobeni matici K1
fesi soustava linearnich rovnic s matici K pomoci jeji Choleského
faktorizace
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© oba vysledky ,se¢teme”
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Pouziti iteracnich metod pro soustavy linearnich rovnic

Pfi FeSeni soustavy s matici R pouzitim iteraénich metod, je tfeba pouze
vypocitat nasobeni matice R vektorem y. Toto nasobeni se realizuje po
Castech:
@ piimo vypocitame soucin matice R (vznikne z matice R odectenim
matice A od bloku AR) s vektorem y
@ soucin matice A s pfislusnou &asti (ozn. y1) vektoru y vypocitame
uzitim vztahu Ay; = BK™1BTy;, kde se misto nasobeni matici K1
fesi soustava linearnich rovnic s matici K pomoci jeji Choleského
faktorizace
© oba vysledky ,se¢teme”
Iteraéni metody bez pfedpodminéni funguji pro matice produkované IPM
velmi Spatné a pomalu, proto je nutné pouzit dobré a zaroven vypocetné
jednoduché a rychlé predpodminéni. V nasem pripadé budeme k
predpodminéni pouzivat matici R ~ R,
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Co plati pro R™1

Pokud vyjdeme z blokového zapisu
Ar Bg
R =

(e on)
tak maizeme matici R™1 uzitim Schurova komplementu podmatice Agr
vyjadfit nasledovné

R-L — ARl — AR 7!BRF —AR'BgH!
F H-?

kde H=Dgr —Br"AgR 'Bra F=—-H!BgrTAgR L
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Co plati pro R™1

Pokud vyjdeme z blokového zapisu
_( AR BRr
*~ (5} or)

tak maizeme matici R™1 uzitim Schurova komplementu podmatice Agr
vyjadfit nasledovné

R-1_ ARl — AR 7!BRF —AR'BgH!
- F H-!

kde H=Dgr —Br'AR 'Bra F = —H !Bg'Agr %

Pfi vypoctu IPM nemame pfimo k dispozici matici A a tim ani matici Ag.
Proto budeme pocitat pouze s jejich aproximacemi (resp. s aproximacemi
jejich inverzi).
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Postup provadéni predpodminéni

@ Na pocatku vypoctu vypocitame matici A ~ A1
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Postup provadéni predpodminéni

© Na pocatku vypoctu vypocitame matici A~A-l

@ V kazdé iteraci IPM (tj. ve vnéjsi iteraci) vypocitame aproximaci Ar
matice AEl feSenim soustavy

(|+/S(AR—A)) AR = A (5)

vzniklé uzitim vztahu pro rozdil dvou inverznich matic.
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Postup provadéni predpodminéni

© Na pocatku vypoctu vypocitame matici A~A-l
@ V kazdé iteraci IPM (tj. ve vnéjsi iteraci) vypocitame aproximaci Ar
matice AEl feSenim soustavy

(|+/S(AR—A)) AR = A (5)

vzniklé uzitim vztahu pro rozdil dvou inverznich matic.
© V kazdé iteraci IPM vypocitame také matici H = Dg — BRTKRBR

Q V kazdeé iteraci iteracni metody pro feseni soustav linearnich rovnic (t;.
vnitfni iterace) provadime predpodminéni matici R danou predpisem

5 '&R — ;&RBRF —RRBRH_1

kde F = —H !Br'Ag.
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Co plati pro matici A

Pro matici B plati

BP = (B1,0)
kde matice B; je obecné Ctvercova matice s plnou hodnosti (v nasem
pripadé dokonce diagonalni) a P je permutacni matice.
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Co plati pro matici A

Pro matici B plati
BP = (B1,0)
kde matice B; je obecné Ctvercova matice s plnou hodnosti (v nasem
pripadé dokonce diagonalni) a P je permutacni matice.
Matici PTKP pak rozdélime na bloky oznagené takto

( Kii K >
Ko1 Ko
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Co plati pro matici A

Pro matici B plati
BP = (B1,0)

kde matice B; je obecné Ctvercova matice s plnou hodnosti (v nasem
pripadé dokonce diagonalni) a P je permutacni matice.
Matici PTKP pak rozdélime na bloky oznagené takto

( K1 K2 >

Ko Ko

Uzitim Schurova komplementu podmatice Kx, dostavame ze vztahu
A = BKIBT vyjadreni

A=DB; (K11 — Kiz K;21 K21)_1 B-lr
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Vypocet A~ Al

Z predchoziho pro matici A~ plati

A =B1" (Ki1 — KioK3, Kop) By T (7)
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Vypocet A~ Al

Z predchoziho pro matici A~ plati
A =B1" (Ki1 — KioK3, Kop) By T (7)
Pro vypocet A~ Al pak pouzijeme jeden ze vzorci

A = Bl_l (K11 — K12 (dlag K22)_1 K21) Bl_T (83)
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IPM v dloze linearni elasticity s danym tfenim Pouziti iteraénich metod pro soustavy linearnich rovnic

Vypocet A~ Al

Z predchoziho pro matici A~ plati
Al =Bl (Kip — KoKy Ko ) BT T
Pro vypocet A~ Al pak pouzijeme jeden ze vzorci

A= B;! (K11 — K12 (diag K) ' Kai) B, '
~ _ — S T S _
A=B;' (K — K2 (Uir — UV 10x1) " K1) BT
kde pIati V= Vi1 — V1o (diag Vzg)_l Vo1
a kde P1 resp. P> je permutacni matice takova

Uiy U12>

ze K12P1 = (ng,O) a P;_I—K22P1 = <U U
21 22

— V \/
resp. U12P2 = (U12,0) a P;—U22P2 = (Vz VZ)
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Numerické testy iteracni metody Nastaveni v numerickych testech

Nastaveni v numerickych testech

Pro numerické testy byly pouzity alohy o rozmérech

n || 162 | 900 | 2646 | 5832 | 10890 | 18252 | 28350
m 54 | 180 | 378 | 648 990 | 1404 | 1890

Tolerance pro vn&jsi fesic je nastavena 1071* pro velikosti residui KKT a
10717 pro podminky komplementarity.

Jako vnit¥ni Fesi¢ byla pouzita metoda predpodminénych konjugovanych
gradientd.

VSechny testy byly provedeny na pocitaci s procesorem P4, 2.8 GHz a s
1GB paméti.
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Numerické testy iteracni metody Naroénost jednotlivych &asti vypoétu
Podil ¢asti vypoctid na celkovém case

Metoda LOQO verze(8a) letoda LOQO verze (8b)

45 58:
n (potet neznamych) n (poget neznamych)
Metoda Mehrotra ve ) Metoda Mehrotra verze (8b)
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Numerické testy iteracni metody

Srovnani IPM s iteraénim resicem a QPC

Srovnani IPM s itera¢nim reSicem a QPC

Cas ()

Potet nasobeni

Porovnani tast IPM (LOQO) a QPG

Porovnani ¢ast IPM (Mehrotra) a QPG

—&— metoda 8a

——&— metoda 8a

800 || —— metoda 8b
--©--QPC
700
600
500
400
300
200
100
62 900 2646 5832 10890 18252 28350 62 900 2646 5832 10890 18252
n (pocet neznamych) n (pocet neznamych)
Potty nasobenl maticl A v IPM (LOQO) a QPC Potty nasobenl maticl A v IPM (Mehrotra) a QPC
500 . . . . 500 . . . 5
—e— metoda 8a Ve —e— metoda 8a
—o&— metoda 8b 450] —©— metoda 8b
--©--QPC %
400 D’
= 350
2
g
8
€
2
g
&

PANM 2008, Doln

900

18252

10890
n (poget neznamvych)

2646 5832 28350

Maxov

100

162 2646 5832 10890 18252

n (poget neznamvych)

900

Cerven 2008

28350

28350
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