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1. NOVA TRIDA METOD

Popis: nova tfida VM (kvazinewton.) LS metod pro nepod-
minénou minimalizaci s vlastnosti kvadratického ukonceni.

VM LS metody: zp € RN, Tpi1 = T St, Sp = trdy,
dp. = —Hpgr. jSou smerové vektory, déelky kroku tp > O splnuji

fxpa1) — flxp) < erty gidy, gty 1dy > €2 gidy,

k>0, 0<e1<i, e1<en<1, f je Gtelova funkce, gp =V f(z).
Matice H, : aprox. inv. Hessovy matice, obvykle spd, Ho=1,
Hyy41 = Hp+ aktualiz. hodn. < 2, splnujici QN podminku

Hypi1Yyp = Sk Yk = 9k+1 — 9k, Kk > 0.



Standardni VMM - pracuji s plnymi maticemi H, (Hk_l).

Mezi nejlepSimi jsou metody patrici do Broydenovy tridy.

o~ -~

Z nich nejznameéjsi jsou:
e BFGS (1970)
e DFP (1959-1963)

e SR1 (1967-1969) - aktualizace hodnosti 1

LMM - pracuji s radové mensimi maticemi nebo bez matic.
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PRINCIP: Misto H, bereme H, = U,U!, k>0, Hy = 0,
(kde U jsou N xmin(k,m) matice, 1 <m <« N ), které aktu-
alizujeme tak, aby splnovaly kvazinewtonovskou podminku

Ek—l—lyk — Sk

a byly invariantni vuci linearni transformaci, cozZz ma vyznam

pro 3patné& podmin&né dlohy. Pro d; pak Hj korigujeme.

Znaceni: Casto vynechame index k, nahradime index k41
resp. k—1 symbolem 4 resp. — a oznaCime:

Vi =1 —ry!/rly (matice projekce), r € RY, rly #£ 0,
B=H_1, b=STy>O, azyTﬁy, EstBﬁy, c=s!'BHBs.
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Standardni VM aktualizace lze odvodit z principu minimalini
zmeny VM matic (ve smyslu ngjaké normy). To lze i pro LMM

nahradou QN podminky UjUly = Hyy=s ekvivalentng:

U_|T_y =z, Ujz=s, 212 =b. (1)

Vétal. Bud T spd, ze€ R™, 1 <m <N, p=Ty al

mnoZina N x m matic. Pak jediné reseni tlohy min{e(UL) :
Utp €U} st. (1), o(Uy) =y Ty |T712(U4 — U)||%, je
T

T T T
S< Vs — SS Vs
U_|_:b—|—VpU< —), H+=+VpU< —)UTVPT.

21 b 21
(2)



Lze ukazat, Ze tyto aktualizace mohou byt invariantni vuci
linedarni transformaci, tj. mohou zachovavat transformacni

viastnost A = UU?', tutéZ jako ma inverzni Hessova matice.

Véta 2. UvazZujme transformaci x = Rx+r, kde R je N x N
regularni matice, r € RN. Bud p € span{s, Hy,Uz} a nechft z
a koeficienty linearni kombinace vektori s, Hy a Uz tvoFicri
p Jsou invariantni vuci transformaci x — x, tj. neméni se
touto transformaci. Pak jestliZze U = RU, transformuje se

matice Uy dana (2) rovnéZ na Uy = RU,.



Ve specialnim pripadé (spliujicim predpoklady véty 2)

A 1 — X 1
p=s | Hy pro a# 0, P=_s A=1 jinak, (3)
a

Ize snadno porovnat aktualizaci (2) matice H s aktualizaci

ze znamé Broydenovy tFidy s parametrem n = \2;

T T
BC VpU Z(VpU z) =~BC __ SS T
H+ H| — T : H| —-|-VpHVp.

Aktualizace H_|_ je uziteCna pro startovaci iterace: polozi-
me Ui = [\/1/b1 s1] Vv prvé iteraci a kazda aktualizace H+
modifikuje U a prida sloupec /1/bs. Budeme predpokladat,

Ze kKroméeé startovacich iteraci ma matice U m > 1 sloupcu.
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Volba parametru z: Z analogie se standardnimi VMM,
Polozime H = SST, nahradime U Ctvercovou matici S radu

N, uzijeme vetu 1 pro standardni Broydenovu tfidu a lemma:

Lemma 1. Kazda aktualizace (2) s S, Sy misto U, Uy,
z = a(STBs + 051y) spiiujici z1'z = b s vektorem p podle
(3) patfi do Broydenovy tridy s parametrem
A1-— A)Q

2 2. T
n=\ —ba«a yHy(@—
b ylHy




Nasledujici lemma dava jednoduchou podminku pro to, aby
toto z bylo invariantni vucCi linearni transformaci.

Lemma 2. Bud 0/t invariantni viiCi transformaci T = Rx +r,
kde t je délka kroku, R je Nx N regularni matice a re R,
a predpokladejme, Ze U = RU. Pak vektor z uvedeny v
lemmatu 1 je invariantni vuaci této transformaci.

V numerickych experimentech uZivame volbu 0§ = —b/a (lze
-li pocCitat z - jinak neaktualizujeme), ktera minimalizuje
UTBs + 0UTy|. Pak je 0/t invariantni, plati y!Uz = 0 a
VoUz=Uz a podminka z!z = b dava (je vzdy ac > b°)

2 = +\/b/[a(ac — b)) (@UTBs — bUTy).



2. JEDNODUCHA KOREKCE

UZivané aktualizace sice zajistuji invariantnost matic Elk., ale
— H,.gr nelze pouZit jako smérovy vektor d; = pridame k Hy
¢I, ¢ > 0, korekce této matice da Hy a poCitame dp,=—Hgj..

Vysledna korekce matice Hy + (I spolu s aktualizaci (2)
bude tvorit novou tridu LM VMM.

Budeme hledat minimalni korekci (ve smyslu Frobeniovy
maticové normy) matice Hy + ¢I, ¢ > 0, aby vyslednd
matice H, splhovala QN podminku H,y = s. Nejprve
uvedeme novou projektivni variantu Greenstadtovy véty
(Math. Comp. 24 (1970) 1-22).



Veéta 3. Budte matice M,W symetrické, W spd, q=Wy a
oznacme M mnozinu N xN symetrickych matic. Pak jediné

reseni udlohy
1 1
min{|[W=2(My. — M)W 2| p: My €M} st. Myy=s
je urteno vztahem V4 (M4 — M) VqT — 0 a Ize ho psat jako

T T T,
wq* 4+ qw WY T
My=E+V,(M—E)V! = M- — qq*

+ ! ! C qly (@'y)?

kde w=(M—M)y=s—My, E je libovolna symetricka matice

T
spinujici podminku Ey = s, napr. E = -

(4)
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Pfipad M = H, 4+ ¢I = zjednodusent:

Véta 4. Bud W spd, ( >0, g=Wy a oznacme M mnoZinu
N x N symetrickych matic. Necht matice Hy spliiuje QN
podminku Hyy = s. Pak jediné FeSeni dlohy

1 — 1
min{||W_§(H_|_—H_|_—CI)W_§||F: H_|_€M} S.T. H_|_y:S
je Hy=Hi+ Vv,
Volba ¢: Pro 1.iteraci VMM se velmi Casto uZiva ¢=b/yly,
minimalizujici |(H4 — ¢I)y|. O malo lepsi vysledky dava

¢ =0b/(y'y + 4a).
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Volba parametru g - porovnanim s Broydenovou tridou:

Lemma 3. Bud A symetrickd matice, a = y! Ay. Pak kazda
aktualizace (4) s M = A, My = Ay, ¢q = s — adAy, a # 0,
aa # b, patfi do Broydenovy tFidy s n = [b°—a?ab]/(b—aa)?.

a =0 (¢ = s) da aktualizaci BFGS (n=1), a =1 da SRI1.

Lemma 4. Budn > —1/(1+«k), k = Cyly/b a necht matice
H spliiuje QN podminku Hyy=s. Pak korekce H AV VI,
g=s—oy, c =b(l=t \/(1 + k) /(1 4+nr))/yly, je aktualizaci
(matice Hy + ¢I) z Broydenovy tFidy s parametrem 1.
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3. KVADRATICKE UKONCENI

Vvéta 5. Budm e N, f: RN — R ryze konvexni kvadraticka,
(>0, t,>0, k>0, zgeRY. M&me metodu x4 1 = x, + sy,
s, = —tiHygp, k >0, s presnymi LS, tj. gi_ s, =0, kde

Ho=1, Hyy1="Uep1Ujipq+ Cququj,;, k>0,

N x min(k,m) matice U, k > 0, spliuji

T
[ SO T _ SESE T~,T
Uy = U UL = LV, ULULVE . 0<k<m,
1 (\/%> k4+1YEk+41 b, mVprUkUE Vp, m
T Sksf. zkz}f T~,T m
Up 41Ul 1= ,VpkUk(I—ZTZk)Uk VL, 2, €R™, k>m,
k

vektory pr, qr, Piyr = O, _q,fyk + 0, lezi v range([Ug, si]),
k>0, gg=s0. Pak existuje k < N, Ze g =0 a zy = z*.
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4. KOREKCNI FORMULE

Jednoducheé korekce respektuji jen posledni vektory s, yi.
. . . = T

Proto znovu korigujeme rrlatlce Hip41 + GV Vg, k£ > 0,

(Jednoduché korekce matic Hyy 1+(;I) pomoci pfedchozich

vektoru s;, y;, 1 = k—3,....k—1, 5 < k. Neveétsi zlepSeni

davala volba j =1 = formule (V,” =1 —s_yL/b_)

T T

S_S

SS _ — [ = —
Hy == Ve | == Vo (Hy vVl ) (V)T v
ktera je méné citliva na volbu (.
K vypoCtu smeé&roveho vektoru dy = —H_ gy muzZeme

vyhodné pouzit Strangovy rekurence (Nocedal: Updating...,
Math. Comp. 35 (1980) 773-782).
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5. NUMERICKE VYSLEDKY

Nejprve testy pomoci sbirky ridkych, obvykle Spatné pod-
minénych velkych uloh aproximace metodou nejmenSich
Ctverch (zprava Ul V-767, test 15, 21 uloh) pro N = 500 a
1000, m = 10, presnost ||g(z*)||cc < 1072 a ¢ =b/(yly+4a).

V tabulkach je n, = \? parametr n Broydenovy tFidy pro

zakladni aktualizaci (uzitim vektoru p), ng tento parametr

pro jednoduchou korekci (uzitim vektoru ¢ = s — oy).
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V tabulce 1 porovname naSi tfidu s metodou BNS (Byrd,

Nocedal, Schnabel, MP 63(1994),129-156) pro ruzna n, a korekce:

Corr-0 — pouhé pricteni matice ¢I k H,

Corr-1 — jednoducha korekce, ng =1 (i.e. ¢ = s),

Corr-2 — korekeni formule, n = 1.

Corr-g — korekCni formule, ny z analogie s posunutymi VMM

1/ 1\ /(1.2¢_ _yly
0143 (141) (12 ] o

nqzmin{l,max

Uvadime celkovy pocet vycisleni funkZnich hodnot (a také
gradientd), s pripadnym pocltem nevyreSenych uloh - kdy
pocCet vycCisleni presahl 19000 (pred -):
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N = 500 N = 1000

Mp Corr-0 Corr-1 Corr-2 Corr-q| Corr-0 Corr-1 Corr-2  Corr-q
0.0 |[2-76916 32504 22626 24016|3-99957 1-58904 44608 1-47204
0.1 |3-99032 36058 21839 35756|3-98270 1-54494 42649 1-47483
0.2 |2-97170 29488 23732 29310|3-89898 1-52368 36178 1-44115
0.3 |1-79978 28232 18388 18913|3-80087 47524 33076 38030
0.4 | 170460 24686 18098 17673|3-78498 44069 32403 34437
0.5 60947 22532 17440 17181|3-88918 41558 32808 31874
0.6 56612 21240 17800 17164|2-76264 38805 31854 30784
0.7 52465 20289 17421 17021|2-72626 39860 32345 30802
0.8 51613 20623 17682 17076|1-69807 37501 32292 32499
0.9 50877 20548 18102 17424|2-69802 38641 32926 31385
1.0 49672 20500 18109 17913|1-68603 38510 33539 32456
1.1 52395 20994 18694 18470|1-65676 41284 35103 33053
1.2 51270 21444 19230 18372|1-68711 41332 35649 34028
1.5 11-51094 22808 20487 20060 |2-66220 42906 36775 36323
2.0 |1-50776 24318 21710 21639|2-66594 46139 40279 39199
3.0 |1-54714 28641 24634 24675|2-68680 1-54531 45366 44785
BNS 18444 33131

Tabulka 1. Porovnani ruznych typu korekce.
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V tabulkach 2,3 uvadime rozdily npqs — npyg, Kde npq je
celkovy pocet vycCisleni funkZnich hodnot (a také gradient()
pro vybrané hodnoty n, a nq uzitim korekCni formule a npyg
je pocet vycisleni pro metodu BNS (zaporné hodnoty znadi,

Ze nasSe metoda dava lepsi vysledek nez BNS).

V poslednim radku je uveden tento rozdil pro n; dane tymz

vzorcem jako u tabulky 1.
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Tp

Nq 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 -343 -394 -967 -813 -538 32 141
0.1 211 -1154 -1028 -1100 -880 -585 -188
0.2 2424 1902 1759 2088 1869 2268 2746
0.3 -492 -1064 -1136 -992 -1036 -901 -939
0.4 -599 -1069 -718 -1160 -668 -934 -512
0.5 -493 -722 -727 -665 -487 -516 -399
0.6 -251 -648 -798 -965 -750 -176 -371
0.7 -342 -764 -441 -320 -474 -749 -284
0.8 -481 -706 -857 -579 -449 -497 -606
0.9 -872 -759 -370 -559 -820 275 -135
1.0 -346 -1004 -644 -1023 -762 -342 -335
1.1 1939 1265 2326 791 2444 1958 1910
1.2 1024 700 719 1452 967 1479 1982
1.5 -506 -436 -912 -937 -770 -285 307
2.0 150 -396 85 259 336 222 634
3.0 7698 5036 4903 4337 4218 3577 3541

vzorec | -771 -1263 -1280 -1423 -1368 -1020 -531

Tabulka 2. Srovhani s BNS pro N=500.
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Tp

Nq 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 1916 -912 -681 -876 -119 -744 116
0.1 1062 -732 -974 -164r7 -1043 -1215 320
0.2 903 -187 -1669 -1708 -1219 -28 -567
0.3 793 -363 -975 -1731 -289 360 -484
0.4 925 -1398 -1708 -1554 -1184 -498 -482
0.5 -(57 -644 -965 -1729 -1380 -926 -207
0.6 1 -1396 -1291 -835 -1044 -767 190
0.7 -195 -901 -356 -1019 -1482 -398 -454
0.8 -r70 -690 -1763 -886 -1009 -256 -977
0.9 8 -821 -939 -674 -696 -764 657
1.0 -728 -323 -1277r -786 -839 -205 408
1.1 -773 115 183 48 -411 -619 736
1.2 269 155 -670 295 -649 -113 647
1.5 377 -181 -29 908 1323 441 1310
2.0 2164 767 994 2035 2577 2869 3036
3.0 4570 4457 3423 4106 5172 4430 4818

vzorec | 1306 -12b7 -2347 -2329 -632 -1746 -675

Tabulka 3. Srovnhnani s BNS pro N=1000.
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Vidime, ze zde LM VMM z nasi tridy pro vhodnou volbu
parametru n, (Napf. np = 0.7) a nqg (Napr. ng dané uvedenym
vzorcem) davaji lepsi vysledky nez metoda BNS.

Pro lepSi srovnani s metodou BNS - dalsi testy pro ulohy
z Casto uzivané kolekce CUTE (Bongartz, Conn, Gould, Toint,
ACM TOMS 21 (1995) 123-160) S promeénnou dimenzi N a pres-
nosti ||g(z*)|lcoc < 107°. V tabulce 4 jsou podily (np, —
ngns)/(npg+npng)*100, kde ny 4 je celkovy pocCet vycisleni
funkZnich hodnot (= gradientd) pro np = n; = 0.5 a Kko-
rekCni formuli a ngyg je pocCet vycCisleni pro metodu BNS
(zaporné hodnoty znaci, Ze nase metoda dava lepsi vysledek
nez BNS), ostatni parametry jako dFive.
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Uloha N % | Uloha N % | Uloha N %
ARWHEAD 5000 =0 | BDQRTIC 5000 16 | BROWNAL 500 =
BROYDN7D 2000 -3 | BRYBND 5000 -2 | CHAINWOO 1000 -0
COSINE 5000 22 | CRAGGLVY 5000 =0 | CURLY10 1000 -5
CURLY?20 1000 -9 | CURLY30 1000 -3 | DIXMAANA 3000 4
DIXMAANB 3000 21| DIXMAANC 3000 10 | DIXMAAND 3000 12
DIXMAANE 3000 23| DIXMAANF 3000 28 | DIXMAANG 3000 30
DIXMAANH 3000 22 | DIXMAANI 3000 50 | DIXMAANJ 3000 38
DIXMAANK 3000 27 | DIXMAANL 3000 41 |DQRTIC 5000 59
EDENSCH 5000 -2 | EG2 1000 =0 | ENGVAL1 5000 {
EXTROSNB 5000 -3 | FLETCBV?2 1000 3| FLETCHCR 1000 11
FMINSRF2 1024 O | FMINSURF 1024 4 | FREUROTH 5000 19
GENHUMPS 1000 O | GENROSE 1000 -4 | LIARWHD 1000 2
MOREBV 5000 =0 | MSQRTALS 529 3 | NCB20 510 20
NCB20B 1010 12 | NONCVXU2 1000 -19 | NONCVXUN 1000 <—35
NONDIA 5000 -22 | NONDQUAR 5000 64 | PENALTY1 1000 -2
PENALTY3 100 -1|POWELLSG 5000 11| POWER 1000 64
QUARTC 5000 61| SCHMVETT 5000 -6 |SINQUAD 5000 7
SPARSINE 1000 -2 | SPARSQUR 1000 -2 |SPMSRTLS 4999 -4
SROSENBR 5000 -10| TOINTGSS 5000 -8| T TQUARTIC 5000 -9
VARDIM 1000 1 | VAREIGVL 1000 -8 | WOODS 4000 11

Tabulka 4: Srovnani poCtu vycCisleni s BNS pro CUTE.
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DEKUJI ZA POZORNOST !
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