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OSNOVA

• Biortogonálńı waveletové báze a Gelfandovy kostry

• Adaptivńı metody s Gelfandovými kostrami

• Konstrukce stabilńı waveletové báze na intervalu

• Numerické výsledky



Waveletová báze

V separabilńı Hilbert̊uv prostor, 〈·, ·〉V , ‖·‖V

J množina index̊u, λ ∈ J má tvar λ = (j , k), |λ| = j ∈ Z ,

Ψ := {ψλ, λ ∈ J } ⊂ V se nazývá waveletová báze prostoru V ,
jestliže

1) Ψ je Rieszovou báźı V , tj. V = clos‖.‖V
spanΨ, a existuj́ı

konstanty c ,C > 0 takové, že pro všechna b := {bλ}λ∈J ∈ l2 (J )
plat́ı

c ‖b‖l2(J ) ≤
∥∥∑

λ∈J bλψλ
∥∥

V
≤ C ‖b‖l2(J ),

inf C
sup c se nazývá podḿıněnost Ψ.

2) Funkce jsou lokálńı ve smyslu pr̊uměr (Ωλ) ≤ C2−|λ| pro
všechna λ ∈ J , kde Ωλ je nosič funkce ψλ.



Vlastnosti waveletové báze

Ke každé waveletové bázi Ψ existuje biortogonálńı báze

Ψ̃=
{
ψ̃λ

}
λ∈J

, tj. Ψ̃ je Rieszova báze V a
〈
ψj ,k , ψ̃i ,l

〉
V

= δi ,jδk,l .

Waveletová báze prostoru V je tvaru Ψ = Φj0 ∪
⋃

j≥j0
Ψj .

φj ,k ∈ Φj0 se nazývaj́ı škálové funkce, ψj ,k ∈ Ψj se nazývaj́ı
wavelety.

Předpokládejme, že V ⊂ L2 (Ω) a označme Πr množinu všech
polynomů až do stupně r − 1 na Ω.

3) ΠN ⊂ spanΦj0 , ΠÑ ⊂ spanΦ̃j0

ΠN ⊂ spanΦj0 ⇒∣∣∣〈v , ψ̃λ

〉∣∣∣ ≤ C2−N|λ| |v |HN (Ωλ) , λ ∈ Jj , v ∈ V ∩ HN (Ωλ) .



Konstrukce waveletové báze

1. Waveletová báze na intervalu 〈0, 1〉

2. Waveletová báze na 〈0, 1〉n se vytvǒŕı pomoćı tenzorového
součinu z waveletové báze na intervalu, označme ji Ψ̄.

3. Waveletová báze na omezené oblasti

• metodou fiktivńıch oblast́ı [Kunoth]

• rozděleńı na nep̌rekrývaj́ıćı se podoblasti Ωi = pi (〈0, 1〉n), pi

spojité [Canuto, Tabaco, Urban, 1999], [Dahmen, Schneider,
1999]

Agregovaná Gelfandova kostra na omezené oblasti

• rozděleńı na p̌rekrývaj́ıćı se podoblasti Ωi = pi (〈0, 1〉n), pi

spojité, Ψ := ∪i pi

(
Ψ̄

)
, [Stevenson, 2003], [Dahlke, Fornasier,

Raasch, 2007].



Adaptivńı metoda s Gelfandovými kostrami

• L : V → V ′ lineárńı, spojitě invertibilńı

• a (·, ·) := 〈L·, ·〉 : V × V → R symetrická, spojitá, V-eliptická

Úloha: Pro f ∈ V ′ najdi u ∈ V takové, že plat́ı

a (v , u) = 〈v , f 〉 ∀v ∈ V .

Nechť Ψ je Gelfandova kostra, D := diag (ωλ)λ∈J ,

ωλ =
√

a (ψλ, ψλ).

Definujme L := D−1a (Ψ,Ψ)D−1,
f := D−1 〈Ψ, f 〉 ,
u = UD−1Ψ.

Potom Lu = f ⇔ LU = F.



Algoritmus pro řešeńı úlohy LU = F

Richardsonovy iterace

U0 = 0, Un+1 := Un + ωrn, rn := (f − LUn) ,

kde ω splňuje ρ := ‖I− ωL‖ < 1.

Potom plat́ı ‖U−Un+1‖ ≤ ρ ‖U−Un‖.

Pro optimálńı ω̂ = 2
λmin(L)+λmax (L) je ρ̂ = λmax (L)−λmin(L)

λmax (L)−λmin(L) = κ(L)−1
κ(L)+1 .

Metoda nejvěťśıho spádu

U0 = 0, Un+1 := Un + 〈rn,rn〉
〈Lrn,rn〉rn, ρ = κ(L)−1

κ(L)+1 .



Tento algoritmus realizujeme p̌ribližně

rn ≈ RHS (f, ε)− APPROX (L,Un, ε) ,

kde ‖RHS (f, ε)− f‖ ≤ ε a ‖APPROX (L,V, ε)− LV‖ ≤ ε.

Konvergence a optimalita:

• waveletová báze, Richardsonovy iterace [Cohen, Dahmen,
DeVore, 2002]

• waveletová báze, metoda nejvěťśıho spádu, [Dahmen, Urban,
Vorloeper, 2002], [Canuto, Urban, 2003]

• Gelfandova kostra, Richardsonovy iterace [Stevenson, 2003]

• Gelfandova kostra, metoda nejvěťśıho spádu [Dahlke,
Fornasier, Raasch, Stevenson, Werner, 2007]



Konstrukce waveletové báze na intervalu

[Dahmen, Kunoth, Urban, 1999] - prvńı konstrukce biortogonálńı
splinové waveletové báze

Modifikace původńı konstrukce: [Dahmen, Kunoth, Urban, 1999a],
[Grivett-Taloccia, Tabacco, 2000], [Barsch, 2001], [Burstede, 2005]

[Primbs, 2006] významě lepš́ı výsledky pro N = 2, Ñ = 2, 4;
N = 3, Ñ = 3, 5



1. Konstrukce primárńı škálové báze

tk = 0 for k = −N + 1, . . . , 0,
tk = k

2j for k = 1, . . . 2j − 1,

tk = 1 for k = 2j , . . . , 2j + N − 1.

B j
k,N :=

(
t j
k+N − t j

k

) [
t j
k , . . . , t

j
k+N

]
t
(t − ·)N−1

+

(x)+ := max {0, x}
[t1, . . . tN ]t f je N-tá poměrná diference funkce f .

φj ,k = 2j/2B j
k,N , for k = −N + 1, . . . , 2j + N − 1, j ≥ 0.

Vniťrńı funkce odpov́ıdaj́ı konstrukci v [Cohen, Daubechies,
Feauveau, 1992].



2. Konstrukce duálńı škálové báze

Duálńı škálová báze Φ̃ muśı být biortogonálńı k Φ a jej́ı
polynomiálńı p̌resnost bude Ñ.

φ̃ duálńı škálová funkce z [Cohen, Daubechies, Feauveau, 1992],

jej́ıž nosič je
[
−N + 1,N + Ñ − 1

]
.

Ñ ≥ N a Ñ + N je sudé.

Vniťrńı funkce:

θj ,k = 2j/2φ̃
(
2j · −l

)
|[0,1], k = Ñ − 1, . . . , 2j − Ñ + 1,

Okrajové funkce 1.typu:

θj ,k =
∑Ñ−2

l=−N−Ñ+2

〈
pÑ−1
k+N−1, φ (· − l)

〉
2j/2φ̃

(
2j · −l

)
|[0,1],

k = −N + 1, . . . ,−N + Ñ,



{
pÑ−1
0 , . . . , pÑ−1

Ñ−1

}
je báze ΠÑ , pÑ−1

k jsou Bernsteinovy polynomy:

pÑ−1
k (x) := b−Ñ+1

(Ñ−1
k

)
xk (b − x)Ñ−1−k , k = 0, . . . , Ñ − 1

Okrajové funkce 2.typu:

θj ,k =
∑N+Ñ−1

l=Ñ−1−2k
hl φ̃ (2 · −2k − l) , k = −N + Ñ + 1, . . . Ñ − 2,

Okrajové funkce na pravém okraji:
θj ,k = θj ,2j−N+1−k (1− ·) , k = 2j − Ñ + N, . . . , 2j + N − 1.

Biortogonalizace:

Φ̃ := C−T
j Θ , Cj = (〈φj ,k , θj ,l〉)2

j+N−1
k,l=−N+1



3. Konstrukce waveletových báźı

- metodou stabilńıho doplněńı

4. Zlepšeńı podḿıněnosti škálových a waveletových báźı

φN
j ,k =

φj,kq
〈φj,k ,φj,k〉

, φ̃N
j ,k = φ̃j ,k

√
〈φj ,k , φj ,k〉, k ∈ Jj , j ≥ j0

ψN
j ,k =

ψj,kq
〈ψj,k ,ψj,k〉

, ψ̃N
j ,k = ψ̃j ,k

√
〈ψj ,k , ψj ,k〉, k ∈ Ij , j ≥ j0



N = 2, Ñ = 4

Primárńı škálová báze Primárńı waveletová báze

N = 3, Ñ = 3

Primárńı škálová báze Primárńı waveletová báze



Podḿıněnost waveletových báźı

primárńı duálńı

N Ñ j [DKU] [Primbs] [CF] [DKU] [Primbs] [CF]

2 2 5 3.61 1.91 1.91 3.85 1.92 1.99

2 4 5 3.70 1.97 1.99 3.97 2.02 1.99

2 6 5 3.30 1.99 1.99 4.33 2.94 2.25

2 8 5 2.73 2.33 2.22 4.82 3.13 3.80

3 3 5 16.33 4.02 3.98 18.75 4.32 3.95

3 5 5 15.17 4.21 3.97 16.44 5.00 3.96

3 7 5 16.81 4.16 3.97 22.90 7.02 3.96

3 9 5 - 5.94 3.99 - 11.90 4.06

4 6 6 69.58 9.73 7.98 71.77 78.96 10.60

4 8 6 68.91 14.54 7.97 89.23 151.40 8.55

4 10 6 73.21 - 7.97 120.30 - 8.04



Č́ısla podḿıněnosti matice tuhosti pro 2D Helmholtzovu rovnici

Lj0,s =
(〈
ψ′j ,k , ψ

′
l ,m

〉
+ 〈ψj ,k , ψl ,m〉

)
j0≤j ,l≤j0+s;k∈Jj ;m∈Jl

M je počet bázových funkćı

[DKU]=[Dahmen, Kunoth, Urban, 1999]
[B]=[Burstedde, 2005]

j0 s M κ (Lj0,s) [DKU] κ (Lj0,s) [B] κ (Lj0,s)

3 1 289 627.1 107.6 2.8

3 2 1089 652.2 142.3 6.5

3 3 4225 683.0 182.0 9.5

3 4 16641 703.4 216.3 13.0



Numerický p̌ŕıklad

−u′′ = f na Ω := (0, 1), u (0) = u (1) = 0

f (v) = 4v
(

1
2

)
+

∫ 1
0

(
−9π2sin (3πx)− 4

)
v (x) dx

⇒ u (x) = −sin (3πx) + 2x2 x ∈
[
0, 1

2

)
= −sin (3πx) + 2 (1− x)2 x ∈

[
1
2 , 1

)



u ∈ Hs (Ω) ∩ H1
0 (Ω) pro s < 3

2

u ∈ Bs+1
τ (Lτ (Ω)) pro všechna s > 0, τ =

(
s + 1

2

)−1

⇒ ‖U−Un‖l2(J ) ≤ C (supp Un)
−s pro s < N − 1

Agregovaná Gelfandova kostra

Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 := (0, 0.7), Ω2 := (0.3, 1)

Ψ = Ψ1 ∪Ψ2, kde Ψ1 waveletová báze na Ω1, Ψ2 waveletová báze
na Ω2



N = 3, Ñ = 3

N = 4, Ñ = 6


