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Waveletova baze

V' separabilni Hilbertiv prostor, (-,-)\, |||l
J mnoZina indexid, A € J ma tvar A = (j, k), [\|=j€Z,

V= {y), A € J} C V se nazyvd waveletova baze prostoru V,
jestlize

1) W je Rieszovou bdzi V, tj. V = cIos”AHVspan\U, a existuji
konstanty ¢, C > 0 takové, Ze pro viechna b := {by} s € I (J)
plati

clIbll 7y < 1aes batally, < Clibll,),

inf C
sup ¢
2) Funkce jsou lokalni ve smyslu pramér (Q2,) < €2~ pro

viechna A € 7, kde Q) je nosi¢ funkce 1.

se nazyva podminénost V.



Vlastnosti waveletové baze

Ke kazdé waveletové bazi W existuje biortogonalni bize
\li:{q/o\}w, tj. ¥ je Rieszova baze V a <wj’k’wi’l>v = 0; j0k,-
Waveletovd bdze prostoru V' je tvaru W = &; U UjZio v,

¢jk € ®j, se nazyvaji skdlové funkce, 1, € V; se nazyvaji
wavelety.

Ptedpoklddejme, Ze V C L% () a oznatme MM, mnoZinu viech
polynomil aZ do stupn& r — 1 na €.

3) My C spandj,, Mg, C spand,
My C spand>j0 =

‘<v,¢ik>‘gcz—NIMV|HN(QA), ANET, veVnHN(Q).



Konstrukce waveletové baze

1. Waveletova baze na intervalu (0, 1)

2. Waveletovd bize na (0,1)" se vytvoFi pomoci tenzorového
soudinu z waveletové baze na intervalu, oznaéme ji V.

3. Waveletova baze na omezené oblasti

e metodou fiktivnich oblasti [Kunoth]

e rozd&leni na neptekryvajici se podoblasti Q; = p; ((0,1)"), p;
spojité [Canuto, Tabaco, Urban, 1999], [Dahmen, Schneider,
1999]

Agregovand Gelfandova kostra na omezené oblasti
e rozd&leni na prekryvajici se podoblasti 2; = p; ((0,1)"), p;
spojité, W := U; p; (W), [Stevenson, 2003], [Dahlke, Fornasier,
Raasch, 2007].



Adaptivni metoda s Gelfandovymi kostrami
e L :V — V/linedrni, spojité invertibilni
e a(,,-):= (L) : V x V — R symetricka, spojita, V-elipticka

Uloha: Pro f € V/ najdi u € V takové, ¥e plati
a(v,u)={(v,f) VveV.

Necht W je Gelfandova kostra, D := diag (wx)c7,

wx = v/a (¥, ¥a)-

Definujme L:=D"1la(V,¥)D 1,
f:=D1(V,f),
u=UD"1v.

Potom Lu=f < LU =F.



Algoritmus pro tfeSeni ulohy LU = F

Richardsonovy iterace
u=0 Ut :=U"+wr, r,:=(F-LU"),
kde w spliiuje p := ||l —wlL|| < 1.

Potom plati [|[U — Upp1|| < p||U = U,
Amax(L)—

min('-) _

Pro optimalni & = m jep= Amax (L) —

Metoda nejvétsiho spadu

- n i (rn,rn) _ m(L)-1
u=o0, Urtl .= uyn + Loy P = SDF1

min(L) -



Tento algoritmus realizujeme pfiblizné
r, ~ RHS (f,¢) — APPROX(L,U",¢),
kde |RHS (f,e) — f|| < e a ||[APPROX(L,V,¢) — LV|| <e.

Konvergence a optimalita:

e waveletova baze, Richardsonovy iterace [Cohen, Dahmen,
DeVore, 2002]

e waveletovd baze, metoda nejv&tsiho spadu, [Dahmen, Urban,
Vorloeper, 2002], [Canuto, Urban, 2003]

e Gelfandova kostra, Richardsonovy iterace [Stevenson, 2003]

e Gelfandova kostra, metoda nejvétsiho spadu [Dahlke,
Fornasier, Raasch, Stevenson, Werner, 2007]



Konstrukce waveletové baze na intervalu

[Dahmen, Kunoth, Urban, 1999] - prvni konstrukce biortogondlni
splinové waveletové baze

Modifikace pivodni konstrukce: [Dahmen, Kunoth, Urban, 1999a],
[Grivett-Taloccia, Tabacco, 2000], [Barsch, 2001], [Burstede, 2005]
[Primbs,~2006] vyznamé lepsi vysledky pro N = 2, N = 2,4;
N=3,N=3,5



1. Konstrukce primarni skalové baze

ty=0 for k=—-N+1,...,0,
=4 for k=1,...2-1,
ty=1 for k=2, . 20 +N—-1.

B{;,N = (t£+N - fi) {t;;""’ti+NL(t _ _)ﬁ—l

(x), = max {0, x}
[t1,...tn], f je N-td pomérnd diference funkce f.

Gk =217B , for k=-N+1,....24N-1, j>0.

Vniténi funkce odpovidaji konstrukci v [Cohen, Daubechies,
Feauveau, 1992].



2. Konstrukce dualni skalové baze

Dudlni ¥kdlova bize ® musi byt biortogonilni k ® a jeji
polynomialni pfesnost bude N.

¢ dudlni $kalova funkce z [Cohen, Daubechies, Feauveau, 1992],
mﬁnmwp[—N+LN+N—q.

N>NahN+N jesudé.

Vnit¥ni funkce:

O =220 (2 =) [joq, k=N-1,...,2 =N +1,

Okrajové funkce 1.typu:

0k = Z;\I:f/v7/v+2< Prin-_1 ¢ (- — )> 212 (2 —1) |.1);
k=-N+1,....~N+ N



{pév_l, .. ,pgj} je baze Iy, p,ly_l jsou Bernsteinovy polynomy:

PNt (x) = b ML (V) sk (p— )V 1k om0 -1

Okrajové funkce 2.typu:

N+N— ~ ~ -
Ou=SN b2 2k 1), k=-N+R+1,.. . N2

Okrajové funkce na pravém okraji:
ej,k :0j12j_/\/+1_k(1—'), k=2—-N+N,...., 2 +N—-1.

Biortogonalizace:

b :=C 70, C=((dj k005 Wi



3. Konstrukce waveletovych bazi

- metodou stabilniho doplnéni

4. ZlepsSeni podminénosti $kalovych a waveletovych bazi

N _ b,k IN _ T 77 ) . PS
¢j,k - Wa (bj,k = d)_],k <¢J,k7¢_},k>7 k € JJ7 J Z./O

Vi K N 7 . .
@ZJN :%7 1/) :d}'k\/ @ZJ'ka@ZJ‘k 7k€l'7 > 0
_],k <'Lz)j_’k,d)j1k> _[.k Js < Js Js > J -I J



N=2 N=4

Primarni 8kdlova baze Primdarni waveletova baze
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Primarni skalova baze Primarni waveletova baze
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Podminénost waveletovych bazi

primarni dudlni
N | N |j|[DKU] [Primbs] [CF]| [DKU] [Primbs] [CF]
2|12 |5] 361 1.91 191 | 3.85 1.92 1.99
2|4 |5] 370 1.97 1.99 | 3.97 2.02 1.99
2|16 |5] 330 1.99 199 | 4.33 2.94 2.25
2|8 |5] 273 2.33 222 | 4.82 3.13 3.80
313 |5 16.33 4.02 3.98 | 18.75 4.32 3.95
3|5 |5 1517 421 3.97 | 16.44 5.00 3.96
3|7 |5/ 16.81 4.16 3.97 | 22.90 7.02 3.96
31915 - 5.94 3.99 - 11.90 4.06
416 | 6| 69.58 9.73 7.98 | 71.77 78.96  10.60
4|8 |6]| 68.91 1454 797 | 89.23 15140 8.55
4 110]|6| 73.21 - 7.97 | 120.30 - 8.04




Cisla podminé&nosti matice tuhosti pro 2D Helmholtzovu rovnici

Ljps = << J’-,k71/17,m> + <¢j,k,¢/,m>)_

Jo<j,I<jo+s:ked;;me
M je potet bazovych funkci

[DKU]=[Dahmen, Kunoth, Urban, 1999]
[B]=[Burstedde, 2005]

jo [s[ M [ k(o) KU [ k(Lo [B] | (L)
311 289 627.1 107.6 2.8
3 12| 1089 652.2 142.3 6.5
3|3 4225 6383.0 182.0 9.5
3 14| 16641 703.4 216.3 13.0




Numericky pftiklad

—u'=f na Q:=(0,1), u(0)=u(1)=0

f(v)=4v(3 )+f0( 9m2sin (3mx) — 4) v (x) dx

= u(x) = —sin (37x) + 2x2 x € [0,3)
= —sin(3rx) +2(1 —x)* «x

R L L L L L L L
) a1 02 03 04 06 0B 07 08 09 1



ueH (QNHQ) pros <3

ue Bj+1 (L™ (2)) pro v8echna s >0, 7 = (5 + %)_1

= |lU = Uo7y < C(supp Uy) * pros < N —1

Agregovana Gelfandova kostra
Q=0 U, Q= (0, 0.7), Q, = (0.3, 1)

Y = Y; UW,, kde W1 waveletovd baze na €1, ¥, waveletovad baze
na QQ



log M




