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Definice 1. Necht Q@ C R? je ohrani¢eny polygon a 7
triangulace Q a vlastnosti Urer T = Q. Rekneme, Ze

N (a) = {b|ab je strana trojthelnika z 7 }
je mnozina sousedu vrcholu a triangulace 7 a polozime

hmax(a) = max |ab|, hy(a) = min |ab|.
beN(a) beN (a)

Symbolem A(T') ozna¢ime plochu trojihelnika 7" a hy maxi-
mum délek jeho stran.

Definice 2. Triangulace 7 se nazyva ostre requldrni, kdyz
Jv>0: AT)>vhi VT €T

a trojuhelniky z 7 nemaji tupé vnitini uhly. Symbolem T
oznacCime tridu ostie regularnich triangulaci pevné oblasti 2 s
pevnym parametrem v.



Definice 3. Necht a je vnitini vrchol triangulace 7 € T.

Rekneme, ze uspofadand (n + 1)-tice (a', ..., a" a) je prstenec
(okolo a v T ), kdyz {a',...,a"} = N(a) a T} = aa"a, Ty, =
aata?, ..., T, = aa”la™ jsou stejné orientované trojihelniky z

7. Polozime O(a) = U, T;.
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Definice 4. Symbolem P? oznaéime funkéni prostor (redlnych)
polynomu

P(x) = oy + agry + azma + au(z1)? + asziaa + ag(z2)?. (1)

Definice 5. Necht r = (a},...,a" a) je prstenec v triangu-
laci 7 € T a z jednotkovy vektor.

(a) Pro libovolnou funkci v € C(2) ozna¢ime II;(u) linedrni
interpolant funkce u splnujici

IL;(u)(z) = u(x) pro x=a,a" ' a"

(b) Oznacime F.(r) mnozinu vsech vektoru f spliujicich

oL (P) oI, (P) oP

fi 9% 9~ 5 (a) VP eP% (2)

+ fn




Véta 1. Pro kazdou konstantu C' > 0 a funkci u € C3(Q)
existuje konstanta C7 > 0 tak, ze

ou n Ol (u) 5
a_ - ) <C hmax
@)= 3 A < Gt
pro viechny prstence r = (al,...,a", a) v triangulaci 7 € T,

jednotkové vektory z a pro vsechna f € F,(r), || f|le < C.

Veéta 2. Existuje konstanta Cy > 0 tak, ze pro kazdy
prstenec r = (al,...,a" a) v triangulaci 7 € T a pro kazdy
jednotkovy vektor z existuje f € F,(r) s vlastnosti || f|le < Ca.



1

Definice 6. Pro libovolny prstenec (a',...,a", a) v trian-

gulaci 7 € T, jednotkovy vektor z a pro ¢ =1,...,n polozime
ZJ_ - [_Z27 Zl]T Yi = (aai, Z)? CZ = (aai7zj_)7

ti = ©i—1G — ©iCi—1.

Pro bazi
Flz(a_.ﬁc,z) F2:(a_§77zj_) FSZ(G’_)VZ)Q
F4:(a—i'7'z)(a—iazj_) F5:(CL_£7ZJ_)2 Fg=1

nabude systém rovnic (2) tvaru



kde

1 1
‘P%Cl _W%Cn %0%<2 _@%Cl

t1 to
Ci(en—p1)  CG(p1—p2)

t1 to
nCi(Cn—C1)  Gi¢a(C1—C2)
L to

tq

tn _
Cn—lCn(@n—lfspn) ) d T

ln
Cnflgn (Cnfl _Cn)

o O O =

tn
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Véta 3. Uvazme prstenec r = (al,...,a", a) v triangulaci
T € T s vlastnosti n > 5 a jednotkovy vektor z. Pak vektor f,
vypocteny PROCEDUROU

1
Krok 1. h*= 5 m?
lrm2]]
1
Krok 2. R? R pro A =m?® — (m?, h?)h?

I
Krok 3. h* =m* — (m* B*)R* — (m*, h?)R?
Krok 4. |[A*]| =0 = h"* =m' — (m', h*)h* — (m', R*)h3 jinak

1
ht = \!h4*|\h4* a b =m'—(m' h*)h*—(m' h*)n*— (m', n*)h?
1 1%
KI'Ok 5 f = (/’n17h1*)h

lezi v F.(r) a || f]| <|lg|| pro vsechna g € F,(r).



Véta 4. Budte z jednotkovy vektor a r = (al,...,a* a)

9

prstenec v triangulaci 7 € T s vlastnosti (; # 0 proi =1,...,4.
Pak pro vektor f :

1 1 [laa®| | aa?|
h = —+3 1.3 2.4
4 2 \|lata®]|  |la?a|]
1 1 |laa®|  aa'|
= —— 4 = 3
Pro= =gty et T a2al) )
1 1 aal aa’
fo= Lyl I : 3H I : 4H
4 2 \[lala®]]  |la*at]
1 1 aal aa’
fo= Lyl I : 3H I : 4H
4 2 \[lala®]]  |la*at]

plati f € F.(r) a ||f]| < |lg|| pro vSechna g € F.(r).
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= (at,...,a* a)

Véta 5. Budte z jednotkovy vektor a r
= 0 prave kdyz

prstenec v triangulaci 7 € T s vlastnosti ¢
i = 1 nebo i = 3. Pak vektor g lezi v F.(r) prave kdyz

91+92:L7 93‘1‘94:L-
(3 —¢1) (1 — ©3)
a vektor f :
¥3 ¥1
fi=—F7—""——=fn fi=7""—=/
2(p3 — 1) 2(1 — 3)

m4& vlastnosti f € F,(r) a || f|| < |lg|| pro vSechna g € F.(r).

Obréazek 4
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Uvazme funkci
u(z) = sin(2x; — 3w + 0.5) — 9e! 10522

prstenec z Obr. 4 a polozme

a - 1 8Hh71(u) aHh’g(u) 8Hh73(u) 8Hh74(u)
auh/axl(a) - 4 < 85131 + 8331 * 85131 * 8561 ’
w - 1 (‘9Hh,1(u) 8Hh,4(u) 1 (9Hh72(u) (‘3Hh73(u)
Fuii/Orr(a) = 3 ( O0xy i 0xy +6 0x1 i 0xy ’
_ 1 (Opa(u) | OUpa(u)) 1 (Ola(u) & Ol s(u)
8Uh/ax1(a) - 6 ( 6.%1 * 8331 +3 8x1 + 8:151 .

h | O(u—uf)/0xi(a) | O(u —u)/0x1(a) | O(u — up)/0x1(a)
L1 0.7346385940 1.2053354926 0.2639416955
21 0.2913089720 0.5136507507 0.0689671933
31 0.1247757380 0.2320220515 0.0175294244
41 0.0569838937 0.1095556508 0.0044121367
5
6

0.0271216729 0.0531369974 0.0011063485
0.0132161090 0.0261552427 0.0002769753

Tabulka 1
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Definice 7. Pro libovolnou triangulaci 7 € T znaci L
prostor funkci spojitych na Q a linedrnich na trojthelnicich z 7

a II(u) znac¢i L-interpolant funkce u € C'(2) ve vrcholech 7.

Definice 8. Uvazme triangulaci 7 € T, v niz jsou v8echny
hrani¢ni vrcholy polo—vnitini a funkci u € L. Operéatory G, [u],
Gy,|u] : L — L definujeme predpisem: Ke kazdému vrcholu a

triangulace 7 a prstenci (a!,...,a", a) prifadime
Ol (u) Ol (u)
G, _ L |

D) = 5B O

o1l oll,
Goulil(a) = P g, P

8332 o n (93'}2

a polozime G = (G, G4,).
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Véta 6. Operdtor G je operdtor rekonstrukce gradientu, t.j.
G ma tyto vlastnosti (R1), (R2), (R3). (Ainsworth, Craigh)

(R1) (Konzistence)
G[II(P)] = VP VP c P>
(R2) (Lokalizace) Pro kazdy trojuhelnik 7' € 7 a pro kazdou

funkci w € £ zavisi hodnoty G[u] na T na hodnotéch funkce
u na sjednoceni

QT)= U ©6(a).

a vrchol T

(R3) (Linearita a ohrani¢enost) Operédtor G je linedrni a existuje
konstanta C' > 0 tak, ze

HG[U]HO,OO,T < C’“’l,oo,Qh(T) Yu € L.
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Poznamka. ” Aprozimaci gradientu hladké funkce u druhého
radu ve vrcholu a je linedrni kombinaci gradientu VIL;(u) na
trojuhelnicich s vrcholem a.” Nutny predpoklad :

Fr)NFa(r)#0 pro z=[1,0]". (4)

V pripadé n = 5 a za predpokladu (; # 0, ¢; # 0 pro ¢ =
1,...,5 je podminka (4) ekvivalenti s podminkou

X Y .
—=— pro t1=1,...,5.
L Yi
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