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Shrnujeme n&které soudasné nazory na tvorbu obrazch pfi krystalizaci. Zabyvame se systémy,
kde postupujici krystalizaéni fronta po ztrat€ stability vytvafi Gtvary sloZit€jSich vlastnosti.
Dendritick§ rtst sn€hové vlotky je pomérné jednoduchym zajimavym prikladem. Je naznadena
linearni teorie nestability rovinné krystaliza¢ni fronty a jsou uvedeny pokusy o nelinearni stabilitni
analyzu modela tvoficich obrazce. Zavérem je podan pfehled principt, které by mohly o vybéru
obrazcud rozhodovat a Fidit jejich tvorbu.

Theory of snowflake

(On principles governing the patern formation in structures)

Some current views on pattern-forming phenomena in solidification are reviewed. Systems studied
are those in which an advancing solidification front suffers an instability and subsequently
reorganizes itself into a more complex mode of behaviour. A dendritic growth of a snowflake
is a relatively simple atractive example. The linear theory of instability of a planar solidification
front is outlined and attempts to analyze the nonlinear stability of pattern-forming models are
described. Principles which could select the patterns and control their formation are reviewed
at the end of the article.
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1. Uvod

Snéhovd vlocka v nds budi dojem spiSe poeticky, nez abychom ji poklddali za pfedmé&t
vyzkumu, ktery se dotykd samotnych zdkladl fyziky. Jeji architektura, tak jak ji
zachycuji snimky z knihy Nakaye [1], obr. 1, je vskutku piisobivd. Vlotka vyristd
z centrdlniho zdrodku a prochdzi fadou ristovych stadii. Jednotlivd stadia citlivé
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Obr. 1. Snéhové viotky (reprodukovano
z knihy [1]).

zdvisi na atmosférickych podminkdch, jimZ je vlocka vystavena. Sn&hovd vlocka je
plosny ttvar, ktery md hexagondlni symetrii charakteristickou pro krystaly ledu. Je
tvofena Sesti hlavnimi dendritickymi vé&tvemi. Co do tvaru jsou tyto vétve téméf,
avSak ne docela identické. Jejich rust neni vzdjemné korelovdn, kazdd z vétvi roste
samostatné. Rist je kontrolovdn prostorové homogennimi vnéj§imi podminkami —
teplotou, vlhkosti a pravdépodobné téz nedistotami ovzdusi. Tyto pozvolna se ménici
faktory zptlisobuji témér shodny vyvoj jednotlivych dendritickych vetvi.

Vyvoj sn€hové vlocky vyvoldvd fadu otdzek, na které v soucasné dobé& existuji jen
¢asteCné, mnohdy neuspokojivé odpovédi. Pro¢ a jak vznikd z podchlazené vodni pd-
ry, kterd je pivodné€ bez jakékoliv makroskopické struktury, tak zajimavy, strukturné
¢lenity utvar? Pro¢ se nevytvdfeji napf. jen tvarové jednoduché ledové destiCky nebo
naopak chaotickd seskupeni? Pro¢ detailni tvar dendritickych vétvi je tak citlivy
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k riistovym podminkdm? I nepatrné zmény v teplot€ a vlhkosti zplisobuji kvalitativni
zmény ristovych utvard, takZe prakticky nelze nalézt dvé vlocky identického vzhledu.

Dendriticky rist je jen jednim z pfipadd spontdnni strukturalizace, se kterou se
setkdvdme pFi krystalizaci. Dal§imi pfiklady jsou tvorba buné&nych struktur nebo
lameldrnich eutektik p¥i sm€rové krystalizaci. V téchto pfipadech se v tuhnoucim
prostfedi vytvdfeji prostorové periodicky uspofddané fdze dvou rtiznych sloZeni.
Obecny charakter vzniku téchto krystalizacnich ttvaril je spoleény. Ukazuje se, Ze
tvorba sloZitéjsich struktur a jejich citlivost k rstovym podminkdm souvisi se ztrdtou
stability krystalizaé¢ni fronty. Krystaliza¢ni fronty jednoduchého tvaru jako rovina,
kulovd a vdlcovd plocha jsou za jistych ristovych podminek nestabilni. S ndstupem
nestability dochdzi k vzniku obvykle podstatné sloZitéjSich krystalizacnich tvart,
jejichz piikladem je sn€hovd vloCka. Jak bude ukdzino v ndsledujici ¢dsti tohoto
pojedndni, samotnd ztrdta stability je dost dobfe teoreticky pochopena a lze ji po-
mérné jednoduse matematicky popsat. Hlavnim otevifenym problémem je viak nale-
zeni klie, podle kterého ptiroda vybird a vytvdii po zhrouceni stability nové krysta-
lizaéni utvary.

Obdobny kli¢ chybi v fad€ fyzikalnich obord. Jde napf. o obrazce vytvdrené kon-
vektivnim proudénim v hydrodynamice, o disloka¢ni struktury v plasticky deformo-
vanych kovech, utvary vyvolané difdzi reagujicich sloZzek v n&kterych chemickych
reakcich a na nejvy$8im stupni sloZitosti — o biologické systémy. S Casovou nebo
prostorovou spontdnni strukturalizaci se setkdvdme téZ u laseril, ve vzbuzeném plaz-
matu nebo u klasickych nelinedrnich systému, jako-jsou hudebni ndstroje. Z feno-
menologického hlediska je obraz vZdy velice podobny. Dosdhne-li kontrolni parametr
(pfipadng soubor parametril) — jako napf. gradient teploty, sloZeni, intenzita buze-
ni ap. — kritické hodnoty, ztrdci ptivodné strukturné jednoduchy systém stabilitu
a vytvaii se sloZit&jsi struktura. Pfi dal§im zvySovdni kontrolniho parametru mize
dojit v systému k dalSimu pfechodu nestabilita— restabilizace, kdy se vytvdii prosto-
rové (ptipadné Casove) jeste sloZit&j8i struktura nebo nastane chaos.

Uvedené problematice je nyni ve fyzice vénovdna znacna pozornost, dokonce lze
miuvit o jakési médé€. Jde o problémy obtiZné zejména proto, Ze fyzikdlnim princi-
pim, které by byly nutné k jejich FeSeni, stdle je$t€ dostateéné€ nerozumime. Neni
jasné, co spontdnni strukturalizaci fidi, jak pfiroda nové sloZit&jsi obrazce vybird
a ani se nevi, zda n&jakd pifisnd pravidla vybéru viibec existuji.

Silnd podobnost spontdnni strukturalizace a tvorby obrazcli v rfiznych oborech
fyziky pochopitelné vyvoldvd tendence nalézt jednotici teorii pro viechny typy jevi.
Mezi nejvyznamngjii patii teorie katastrof [2, 3], Prigoginova teorie disipativnich
systémii [4] nebo synergetika [5]. Témto teoriim nelze upfit jisty Uspéch, ale jejich
platnost a uZiteCnost zdaleka nejsou prokdzané. V soucasné dob¢ je predevsim za-
potiebi navrZzené teoretické predstavy podrobné provéfovat na konkrétnich piipadech
a experimentdln€ testovat. Tvorba krystalizacnich utvar mtiiZe v tomto sméru poskyt-
nout vhodné modelové piiklady. Rada krystalizaénich struktur je pom&rné jednodu-
chd, avSak ne natolik trividlni, aby se podstatné rysy charakteristické pro tvorbu
obrazcii ztracely.



436 Cs. Gas. fyz. A 36 (1986) J. Kratochvil

V tomto stru¢ném pojedndni se budeme zabyvat nékterymi zdkladnimi pfedstavami
o ristu dendrith Cistych ldtek, jehoZ je snéhovd vlo¢ka sice sloZitym, ale typickym
pfikladem. Dendriticky riist je totiZ jednim z mdla pfipada, kdy byly principy tvorby
a vyb&€ru obrazc' ponékud objasnény. Pokrok byl podpofen znaénymi experimentdl-
nimi Gsp&chy [6]. Technika injektdZe krystalizaéniho zdrodku kapildrou do pod-
chlazené kapaliny umozZnila pfesn€ kontrolovany riist dendritdl bez rusivého vlivu
stén nddoby [7]. Timto zplsobem byl ziskdn napfiklad voln& rostouci dendrit
sukcinonitrilu zobrazeny na obr. 2 z prace [6]. Pro sukcinonitril byly podrobng
proméfeny rychlosti ristu, tvar §pi¢ky dendritu a vzddlenosti postrannich vétvi v zd-
vislosti na podchlazeni kapaliny. Obdobnd méfeni byla provedena na dendritickych
krystalech ledu [8—10]. Tyto udaje se staly dileZitym voditkem pro teoreticky
vyzkum [11].

Obr. 2. Volné rostouci dendrit sukcinonitrilu, podle [6).

Toto pojedndni se opird predeviim o pfehledné Eldnky J. S. Langera [11—13]
a hlavni myslenky jeho $koly, tak jak byly uvefejnény v neddvnych pracich [14—17].
Tam také &tendf nalezne podrobné&js§i popis problémi, které jsou zde shrnuty. Po-
jedndni lze zhruba rozdé€lit na dvé &sti. Prvd &dst, kterd zahrnuje kapitoly 2, 3 a 4,
zatind kvalitativnim popisem ristu krystalt ¢istych ldtek. V kapitole 3 jsou uvedeny
zdkladni rovnice. Kapitola 4 je vénovdna analyze stability rovinné krystalizacni
fronty vi&i infinitezimdlnim tvarovym zmé&ndm. Rozbor je aplikaci klasické teorie
linedrni stability [18] na p¥ipad krystalizace. Jde o osv&d&eny systematicky postup
urdujici kritickou hodnotu kontrolniho parametru, ktery poprvé provedli pro kulovou
a rovinnou krystalizaéni frontu W. W. Mullins a R. F. Sekerka [19, 20].
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Druhd &dst, kterd je tézist€m pojedndni, pfedstavuje pokus naznacit souCasnou
situaci v problematice tvorby krystalizaénich utvarti. Systematickd teorie neexistuje.
Hlavni metodou je analyza zjednodufenych modelll, které lze numericky a né€kdy
i analyticky Fe§it a aspoii pfibliZzné fyzikdln€ interpretovat. V kapitole 5 je popsdn
model riistu dendritu a v kapitole 6 tzv. model hraniCni vrstvy a dva dalSi obdobné
modely, jeZ umoZnily dosud nejuspokojivéjsi priblizny vypocet pocdteCnich stadii
ristu sn&hové vlocky. Vyznam téchto modelll neni jen v simulaci konkrétnich pripadii
krystalického riistu, ale téZ v hleddni obecné moZnych principt, které by mohly o tvor-
b& obrazcll rozhodovat (kapitola 7).

2. Stabilita ristu

Ldtky se silnou vazbou molekul nebo iontl ke krystalografickym rovindm tvoii pra-
videlné krystaly v Sirokém rozmezi ristovych podminek. Pro tyto ldtky je typicky
pomaly rist a atomdrné hladké rozhrani mezi tuhou a kapalnou fdzi. Nds bude zajimat
prdvé opaény pfipad, kdy vazba molekul nebo iontil k rovindm neni tak silnd, riistové
rychlosti mohou byt zna¢né a rozhrani mezi tuhou a kapalnou fdzi je atomdrné hrubé.
Vné&jsi tvar krystald t&chto latek byva obly. Mezi ldtky tohoto typu patfi predevsim
vét§ina kovl a slitin a né€které organické ldtky. Led leZzi svymi krystalickymi vlast-
nostmi mezi obéma uvedenymi krajnimi piipady. Pomaly krystalograficky rlst
nastdva ve sméru kolmém k bazdini roving, ale v hexagondlnich smérech se v bazdlni
roviné uplatiiuje riist s hrubym rozhranim, ktery umoZiiuje vznik dendritii.

Zatimco pro pomaly rist je rozhodujici energetika atomdrné hladkého rozhrani
(viz napk. referdt [21]), riist atomdrn& hrubého rozhrani fidi pfedeviim teplotni
a diftzni pole v okoli krystalizacni fronty. Pravé tyto tepeln€ difuzni poméry mohou
za jistych podminek vést ke geometrické nestabilité jednoduchych tvari krystalizacni
fronty.

Povahu stabilniho a nestabilniho riistu ukdZeme na nejjednodus$im pripadu, kdy je
krystalizace fizena pouze teplotnim polem. To nastdvd pfi tuhnuti Cistych ldtek z ta-
veniny pfi atomdrné hrubém rozhrani. Zabyvejme se dv€ma piipady rastovych
podminek, které jsou zachyceny na schématech na obr. 3 pfevzatych z referdatu [11].
V obou ptipadech se ldtka nachdzi v nddobé, jejiz st€ny jsou udrZovdny na teploté T,

Obr. 3. Schéma krystalizace fizené vede-
nim tepla v okoli krystaliza&ni fronty.
a) — stabilni situace; b) — nestabilni si-

tuace. a b
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kterd je niZ$i neZ teplota tuhnuti Ty V p¥ipadg a) je teplota tekuté fdze T = Ty.
Tuhnuti za¢ind u sté€n nddoby a postupuje dovnitf. Pohyb rozhrani je urcen tim, jak
dokdZe ztuhld ldtka a sténa nddoby odvést do vné€j§iho prostfedi prebytecné teplo
kapaliny a latentni teplo vznikajici pfechodem kapalné fdze (L) do tuhé (S). Tento
proces je zcela stabilni.

V piipad& b), ktery je pro nds zajimav&jsi, je kapalina v podchlazeném stavu
T < Ty a tuhnout zaéind ze zdrodku ve stfedu nddoby, ktery tam mohl byt umistén
napf. zminénou technikou kapildrni injektdZe. Aby ldtka tuhla, musi byt latentni
teplo vznikajici v krystalizacni fronté odvddéno podchlazenou kapalinou ke sténdm

Obr. 4. Dentriticky krystal ledu pfipraveny v laboratofi, podle [8].

nddoby. Pokud nedojde k proudéni v kapalinég, je proces fizen teplotnim polem. Na
rozdil od p¥ipadu a) je situace b) svou podstatou nestabilni. Krystaliza¢ni fronta
postupuje do podchlazené kapaliny, kter4 je v metastabilnim stavu. Uginnost tuhnuti
se zvySuje se zvétSujicim se povrchem krystalizaéni fronty. Tvorba laloku, z kterych
se mohou vyvinout dendrity, tuto plochu nejen zvySuje, ale vede téZ k vzriistu teplotni-
ho gradientu u krystalizacni fronty a tim k rychlej$imu odvodu latentniho tepla.
Neomezenému ristu plochy krystalizaéni fronty brdani povrchové napéti tohoto
rozhrani. Prdv& souté? kinetiky odvodu tepla a povrchového napéti zpisobuje
u &istych ldtek ztrdtu stability jednoduchych tvart krystalizaéni fronty, vede k jejich
Clenitosti a stoji v pozadi tvorby krystalizaénich utvari.

Tato piedstava do jisté miry vysvétluje, pro¢ jsou vznikajici Gitvary tak citlivé k ne-
patrnym zmé&ndm ristovych podminek nebo k pomé&rné slabym efektiim, jako je

s

krystalova anizotropie. V pfipad& nestability je u€inek faktori, které ¥idi krystalizaci,
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vzdjemnou soutéZi vykompenzovdn a dileZitym se stdvaji efekty, které jsou v pfipadé
stabilniho ristu neti¢inné. Proto hraje anizotropie v pfipadg a) obvykle zanedbatelnou
roli, kdeZto v p¥ipadg b) mtze byt jeji Gdinek vyrazny.

Rust sn&hové vlotky je blizky ptipadu b). Vlotky vyristaji ze zdrodkl v pfesycené
vodni pédfe. Rist je v8ak pomaly, nebot hustota vodnich molekul v atmosféfe je
podstatné niZ8i nez v kapaliné. Dal§im rozdilem je, Ze odvod tepla zprostfedkovdvd
vzduch v atmosféfe. To jsou viak jen modifikace, podstata ristu vlocky je vyjadiena
schématem b). V laboratornich podminkdch Ize rist ledovych dendritd z &isté vody
podle schématu b) velice dobie realizovat [8] Umélou vlocku ukazuje fotografie
na obr. 4.

3. Rovnice rastu ¥izeného vedenim tepla

Nyni zformulujeme problém matematicky. Zdkladem je energetickd bilance. V kapal-
né a tuhé fdzi plati rovnice vedeni tepla, rozhrani mezi fdzemi vystupuje jako zdroj
latentniho tepla. Pro teplotni pole T(x, t) v mist& x a &ase ¢ v tuhé a kapalné fdzi mdme

(1) QT: D,V®T, i=S,L.

ot
kde V je nabla operitor, D;, i = S, L, je soudinitel tepelné vodivosti v pevné (S)
a kapalné (L) fdzi, D; = k;/c;, kde k; jsou tepelné vodivosti a ¢; mérné tepelné kapa-
city pfi stdlém tlaku na jednotku objemu. Na rozhrani plati
(2) Lv, = [Dscs(VT)s — D (VT)] . n,
kde L je skupenské teplo na jednotku objemu a v, sloZka rychlosti posunu rozhrani ve
smé&ru normdly n k rozhrani; (VT)s a (VT)L pfedstavuji teplotni gradienty u rozhrani
ze strany pevné fdze (S) a kapaliny (L). Rozdily v hustotdch fizi jsou zanedbdny.

K feSeni systému (1), (2) musime dodat podminku, kterd uréi polohu rozhrani.
Nejjednodussi by bylo pfedpokladat, Ze leZi v mistech, kde teplotni pole ma izotermu
odpovidajici teploté tdni Ty Tato podminka vede na tzv. Stefantiv problém, ktery
byl ptivodné formulovdn pro rist ledovych ker a je v matematice dosud intenzivné
studovdn. To stali k FeSeni pfikladu a) na obr. 3, pro nasi situaci je viak tato podminka
pfili§ zjednodusena. Teplota rozhrani je modifikovédna jeho tvarem, nebot je ovliviio-
vdna povrchovym napétim, které je, jak jsme uvedli, pro studovany problém jednim
z rozhodujicich faktoril. V aproximaci lokdlni rovnovdhy je teplota rovinného rozhra-
ni Ty, ale diky préci, kterd musi byt vykondna na pfekondni povrchového napéti,
md zak¥ivené rozhrani imérn€ lokdlni kiivosti teplotu niZsi. P rozhrani kfivosti
(kfivost % = 1ry + 1[r,, kde polom&ry kiivosti ry, r, jsou kladné, pokud stfedy
kFivosti leZi v tuhé f4zi) plati pro teplotu rozhrani Ty Gibbsova-Thomsonova rovnice

[22]
(3) TR=TM(1—2L;¢),

kde y znamend povrchové napéti mezi tuhou a kapalnou fdzi. PovSimnéte si, Ze
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konstanta y/L md rozmér délky, pro vodu jde o rozmér fddov& desetin nm. Tato
informace v klasické Stefanov€ tloze chybi, proto nedokdze tvorbu krystalizaénich
utvar® postihnout.

Volné hraniéni podminky a kapildrni ¢len xy/L ve vztahu (3) FeSeni problému —
oproti klasické Stefanov€ uloze — podstatné komplikuji. Navic nds zajimaji feSeni
a jejich stabilita odpovidajici tfirozmérnym d&lenitym krystalizaénim frontdm. Ve
snaze FeSit rovnice (1) aZ (3) se tak setkdvdme s nepfekonatelnymi potiZemi, pfestoZe
jde o modelovy, idealizovany pfipad, ktery je oproti pfirodé znaéné zjednodusen.
Je zanedbdno proudéni v kapalinég, vliv neCistot a defektll, neni zapocitdna krystalovd
anizotropie. Je také dilezité uvédomit si, Ze vztah (3) byl odvozen pro staciondrni
rozhrani v podminkdch lokdlni termodynamické rovnovdhy s okolim; zde bude
vztah (3) uZivdn pro pohybujici se krystaliza¢ni frontu za nerovnovahy. I pfes tato
zjednoduseni md systém rovnic (1) az (3) dostaten& bohatou strukturu a jak uvidime,
poskytuje jisty obraz o problémech tvorby krystalizanich obrazcii a spontdnni
strukturalizaci.

Poznamenegjme jesté, Ze k témé¥ stejnému systému rovnic dojdeme i v pFipadg sli-
tin [11]. Misto vedeni tepla hraje rozhodujici roli chemickd diftize a koncentra¢ni
pole pifimé&sové slozky slitin. Je to zplsobeno tim, Ze chemickd diftize, zejména
v kovech, je mnohem pomalejsi neZ vedeni tepla. K vyrovndni teplot je tedy tfeba
podstatné kratSiho €asu neZz k preuspofdddni chemickych sloZek. Tuhnuti slitiny lze
pokladat za efektivng izotermicky d&j, kde je chemickd diftize dominujicim efektem.
To také zpiisobuje, Ze tuhnuti i velice zfedénych slitin za podminek, které vedou
v piipadé Cisté ldtky k stabilnimu rastu, jako napf. obr. 3a), miiZe byt nestabilni. Je
to ddno tim, Ze rozpustnost pfimési v kapaling je pfi teploté tuhnuti podstatn€ vétsi
neZ v tuhé fazi. Postupujici krystalizaéni fronta tedy vytésiiuje atomy piimési pied
sebou do taveniny a jeji postup zdvisi na odvodu téchto atomi taveninou, podobné
jako v pfipad& &isté litky rozhoduje odvod latentniho tepla. Proto i v p¥ipadg a) na
obr. 3, ktery pfipomind metalurgickou metodu liti do kokil, miiZe byt riist slitiny
nestabilni a vede typicky k tvorbé dendriti.

4. Linearni stabilita

Nestabilita fyzikdlniho systému znamend stav, kdy systém jiZ neni schopen odoldvat
malym vnéj§im poruchdm, kterym je vZdy vystaven. Zékladni kritérium poskytuje
linedrni teorie stability [18], kterou struén& popiSeme a pak budeme aplikovat na
jednoduchy pfipad krystalizagni fronty dany rovnicemi (1) aZ (3).

UvaZujeme fyzikdlni systém, ktery je popsdn diferencidlnimi rovnicemi a hrani¢nimi
podminkami a charakterizovdn fadou materidlovych a geometrickych parametri.
Urcit stabilitu staciondrniho stavu znamend vySetfit reakci na malou poruchu.
JestliZe porucha Casem vyhasne a systém se vréti do piivodniho stavu '), je tento stav

1) Jde o disipativni systémy. U nedisipativnich, konzervativnich systémi je situace ponékud
jind. PoruSeni stabilnich stavl vede k oscilacim uréité charakteristické frekvence; porucha nesta-
bilnich stavi s Casem exponencidln& roste.
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vi€i uvaZované poruse stabilni. Zacne-li ale porucha nartstat a vzdaluje-1i se systém
stdle vice od pfvodniho stavu, mluvime o nestabilité. K tomu, aby staciondrni stav
systému byl nestabilni, staci, kdyZ existuje jediny typ poruchy, vici niZ je nestabilni.
To znamend, Ze staciondrni stav systému je stabilni jediné tehdy, neexistuje-1i porucha,
kterd by jej destabilizovala. Podle tohoto kritéria lze rozdélit prostor staciondrnich
stavll na stabilni a nestabilni oblasti; stavy, které tyto oblasti odd€luji, jsou stavy
neutrdlni (margindlni) stability.

Pfipomefime, Ze pfi vySetfovdni linedrni stability se obecn¢ postupuje ndsledujicim
zplusobem. Vyjdeme z FeSeni, které pfedstavuje staciondrni stav systému. Pfedpokld-
ddme, Ze proménné popisujici systém se infinitezimdln€ zméni, a z rovnic systému
a hrani¢nich podminek odvodime rovnice pro tyto zmény. V rovnicich zanedbdme
vSechny souciny a vy$§i mocniny zmén a ponechdme jen linedrni ¢leny. Tim ziskdme
linedrni rovnice pro ¢asovy vyvoj zmén a miZeme posoudit stabilitu. Zanedbdnim
¢lentt vy§Sich Fddi se linedrni teorie stability 1i¥i od nelinedrni, kterd se zabyvd stabi-
litou i viéi poruchdm konecné amplitudy.

Obr. 5. Schéma rastové nestability.

Postup vySetfovdni linedrni stability uZijeme na systém rovnic (1) aZ (3) a uréime
stabilitu rovinného rozhrani mezi fazemi, tj.% = Ov (3), pohybujici se danou konstant-
ni rychlosti v. Prvnim tkolem je tedy nalézt staciondrni FeSeni rovnic (1) aZ (3) popi-
sujici tuto situaci (viz levé Gdst obr. 5a). K tomu je vyhodné zavést systém soufadnic
pohybujicich se s rozhranim x = x’, y = y', z = z’ — vt, kde x, y, z je pohyblivy
systém; laboratorni systém soufadnic je Gdrkovén. Rovnice vedeni tepla (1) v tuhé
fzi (S) a kapaling (L) maji pro staciondrni fe¥eni tvar

4) VIT+ —2-=0, i=S,L
Snadno ovéfime, Ze staciondrni feSeni predstavujici rovinné rozhrani shodné s rovi-

nou z = 0, které spliiuje (2) aZ (4), je
(5a) T=Ty, z£0

(5b) T=TM+£[exp(——Dv—z)—1], 220

L L
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Reseni (5) je zndzornéno vpravo na obr. 5a. Poviimnéme si, Ze rychlost riistu v mize
byt libovolnd, avsak staciondrni stav s rovinnym rozhranim existuje jen pro jedinou
hodnotu podchlazeni kapaliny T(z - o) — Ty = —L/c.. Souvisi to s tim, Ze postu-
pujici rozhrani musi byt homogenn& vyhfivino uvolnénym latentnim teplem L na
teplotu tdni Ty

Nyni vySetfime linedrni stabilitu staciondrniho stavu (5). Pozménime proto infini-
tezimdIng tvar rozhrani (viz levd ¢dst obr. 5b) a zjistime, zda tato porucha s Sasem vy-
hasne nebo bude mit tendenci riist. Linerdni stabilita vyZaduje stabilitu vi¢i libovolné
infinitezimdlni poruse. Libovolnd porucha mulZe byt vyjddfena rozvojem v tplny
systém ortogondlnich funkci. Pro nds je vyhodné uZit systém rovinnych vin. Stabilita
vyZaduje, aby stav (5) byl stabilni viii libovolné rovinné ving.

UvaZujme proto odchylku od rovinného rozhrani &(x, y, t) ve sméru z s infini-
tezimdlni amplitudou &, a dvojdimenziondlnim vlnovym vektorem k = (kx, ky):

(6) & = & exp (i(kx + kyy) + of),

(o, je faktor zesileni, jehoZ znaménko rozhoduje o stabilit€ viigi vIn& k.) Presnd
analyza jednoduchych typd rozhrani byla provedena v pracich R. F. Sekerky [23]
a ddle zpracovédna v [24, 25]. Zde ukdZeme jen jednodussi pfibliznou analyzu opira-
jici se o tzv. kvazistaciondrni aproximaci [11], kterd postadi k naznaCeni hlavnich
myslenek.

Ve stabilitni analyze hleddme vyvoj tvaru rozhrani &(x, y, t) z vychoziho stavu
&(x, y,0) = 0, tak jak jej urduji rovnice (2) aZ (4). Obecné tyto rovnice zahrnuji
pamétové efekty, nebof zména tvaru rozhrani porusi teplotni pole, coZ zpétné ovlivni
pozdé&jsi jeho vyvoj. Kvazistaciondrni aproximace vyuzivd toho, Ze v mnoha pfipa-
dech je posun rozhrani natolik pomaly, Ze vzhledem k pomérné rychlé relaxaci
teplotnich zmén se teplotni pole jevi jako staciondrni. Postup je pak jednodussi.
Nalezneme feSeni stacionarni rovnice vedeni tepla (4), které vyhovuje hrani¢ni pod-
mince (3) na staciondrnim rozhrani &(x, y, t), a dosazenim tohoto feSeni do bilance (2)
nalezneme rychlost 9£/ot. Tim ziskdme podle (6) vyraz pro w,, a tedy moZnost uréit
stabilitu.

ZvIn&né staciondrni teplotni pole Ty(x, y, z, 1), kde i = L, S, v kapalné (L) a tuhé
(S) fazi, které odpovidd poruienému rozhrani (6),

L L

(7Ta) T, =Ty + L [exp (;—U> - 1] + O, exp [i(k,x + kyy) — gz + @, 1] .
c
(7b) Ts = Ty + O exp [i(kx + ky») + diz + ot],

vyhovuje rovnici (4), pokud

v
(83) qﬁ—kz—qk5~= 5

L

(8b) 42— K+ g—=0,
Dy
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kde gy, 4, jsou kladné faktory uddvajici rychlost Ubytku zmén teplotniho pole od
rozhrani podél osy z a k? = k2 + k2. Vztah mezi amplitudami 0, 0, a ¢, ziskdme
z podminky rozhrani (3), kde vZijeme (6) a (7) s z = & a k¥ivost x vyjiddiime druhou
derivaci (6) podle prostorovych soufadnic. Ziskany vztah linearizujeme tim, Ze se
omezime jen na ¢leny prvého fddu a dostaneme

(9) _ Lv

Obdobnou linearizaci ziskdme z bilance tepla (2) na rozhrani ¢, kde podle (6) 5, =
= 080t = w b, v, = v + B,

ék + @k = @k = —X%szk-

L

2
(10) Lo, = — L + Lqv — 1T (Dsesqi + Drecdy) k2.
D, L
Podminka (10) a vztahy (8) pfedstavuji explicitni vyjddieni pro wy. Zjednoduseny
a prehledngjsi vyraz pro w, dostaneme v limit€ kD [v > 1. Tato podminka poZaduje,
aby vlnovd délka poruchy A = 2n/k byla o hodn& mensi neZ diftizni délka I = Dy [v,
kterd je mirou tlou$tky vrstvy kapaliny u rozhrani ovlivnéné latentnim teplem.
Pak z (8) plyne g, ~ §, ~ k a misto (10) dostaneme p¥iblizny vyraz pro w, platny
pro I > 1k

(11) o, ~ ko[l — adylk*]

kde o je faktor Fddov€ rovny jednotce, « = 1 + Dgc/Dicy a dy = ye T/ je tzv.
kapildrni délka vyjadiujici vliv povrchového napéti y.

Vztah (11) obsahuje hlavni stabilitni informace. Pozistdvd ze dvou piisp&vkii:
kladného destabilizujiciho ¢lenu, ktery je umérny k a zvy$uje plochu rozhrani, a stabi-
lizujiciho €lenu, ktery zdvisi na povrchovém napéti y. Schémata na obr. 5 porovndvaji
situaci rovinného a zakfiveného rozhrani a ukazuji, jak prisp&vky k vyrazu (11)
vznikaji. Teplotni pole je v levych ¢dstech obrdzku zndzornéno ¢drkovanymiizoterma-
mi a vpravo je ukdzdn prib&h podél osy z. Kdyby nebylo povrchového napéti, vznik
laloku ukdzany na obr. 5b) by zvySoval teplotni gradient a tim urychloval odvod
latentniho tepla; lalok by rostl nekontrolovatelnym zpiisobem. Analogicky by méla
ldtka v mist€ prohlubné B tendenci se roztavovat a rozhrani by v tomto mist€ ustupo-
valo zpét. Avsak diky povrchovému napdti k¥ivost x zplisobi podle vztahu (3), ze
teplota rozhrani se v mist€ A sniZuje a zvySuje se v prohlubni B. Uvolnéné teplo pte-
chdzi z mista B do A, coz md za ndsledek snahu rozhrani zplostit. Tato soutéZ mezi
ob&ma tendencemi vyjddiend p¥ispévky v (11) rozhoduje o znaménku w, a tim o li-
nedrni stabilité¢ rovinného rozhrani.

Ze vzorce (11), ktery je zndzorn&n graficky na obr. 6, vyplyvd, Ze rovinné rozhrani
je vZdy nestabilni. Pro dostate¢né malé k, tj. pro poruchovou vlnu a dost dlouhou
vlnovou délku, je w, > 0 a nastane nestabilita. Obor nestabilnich k ddvd odhad
charakteristického rozméru pocdteéni nestability. Nejrychleji rostouci nestabilita je
pro @, maximdlni, tj. pro vinovou délku A,

(12) Ao = 2n[k, = 21 /(3ad,])
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Obr. 6. Faktor zesileni oy jako funkce vinového
vektoru k.

Vzhledem k tomu, Ze d, je délka fddové desetin nm a I md makroskopické rozméry,
A je Fddu pm a aproximace ! . k > 1 uzitd pfi odvozeni (11) je pro poruchy s 4 blizké
4. spln€na. Podminky uZité kvazistaciondrni aproximace jsou rovnéZ zaruceny. Riist
dominujici nestability je ddn w,,, ~ k., kdeZto relaxace teplotniho pole je Fddu
Dk2, tedy Dkf/kcv — kI > 1, tj. relaxace teplotniho pole je podstatné rychlejsi nez
posun rozhrani a kvazistaciondrni aproximace je opodstatnéna.

Analogickym zplsobem, jen s ponékud komplikovan&j$imi matematickymi vyrazy
Ize analyzovat stabilitu kulového zdrodku [11], ktery md bliZe k poSdte¢nim stadiim
riistu snéhové vlocky. Rychlost riistu se méni s polomérem zdrodku a analyza ukazu-
je, Ze kulovy tvar ledového zdrodku prestane byt stabilni vi¢i tvorbé lalokt jiz pfi
submikronové velikosti [11].

5. Nelinearni modely

V predeslé kapitole jsme se zabyvali problémem, jak jednoduché tvary krystalizacni
fronty §ifici se do podchlazené kapaliny ztrdceji stabilitu. Z linedrni analyzy bylo moz-
no téz odhadnout charakteristicky rozmér vznikajicich krystalizaCnich utvart v okamzi-
ku destabilizace [ 4, vztah (12)]. Tato analyza viak neodpovidd na daleko zajimavgjsi,
ale téZ podstatné obtiZnéj§i otdzku, jakd struktura nakonec vznikne a jak se vyvine
z daného destabilizovaného stavu. K ziskdni odpovédi na tyto otdzky, které nds zde
predevSim zajimaji, je tfeba podrobné analyzovat nelinedrni vlastnosti systému
v blizkosti vznikajici nestability.

Frontdlni titok na tento problém, tj. feSeni i tak zjednoduseného systému rovnic
typu (1) az (3) v okoli nestability, je po analytické strénce beznad&jné a pfimé nume-
rické FeSeni je extrémné& obtiZné; zatim byly FeSeny jen velice primitivni pfipady [26].
Navic experimenty ukazuji, Ze o tvorb€ krystalizaCnich utvard rozhoduji dalsi jem-
n&jii efekty, jako je krystalovd anizotropie, ktetd v systému (1) aZ (3) neni vibec
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zapoétena. Proto se vyvoj v soucasné dob& ubird pfedev§im ndhradnim smeérem.
Podrobné se studuji matematické modely popsané nelinedarnimi parcidlnimi diferen-
cidlnimi rovnicemi, které lze fe$it a analyzovat a fyzikdlni intuici aspoil p¥iblizné iter-
pretovat. Tyto modely jsou vétSinou ponékud umélé a ziskané vysledky mohou, ale
také nemusi, mit fyzikdlni vyznam. Jde hlavné o to zjistit moZnosti, jaké nds v této
oblasti nezndma ocekdvaji.

Nejjednodussi tiida modell tvorby obrazch je popsdna jednodimenziondlni neli-

nedrni rovnici typu
2 4
(13) 5_f=F< ,ﬂ,ﬁi),
ot ox* ox*
kde f(x, t) miiZe byt v nafem pripad€ interpretovdna jako posun krystaliza¢ni fronty
ve sméru z v misté x a ase t z uritého vychoziho stavu; poné€kud podrobnéji je
fyzikdlni smysl €lent v (13) uveden v daliim kapitole. F v (13) je obecn& nelinedrni
algebraickou funkci svych argumentii. Aby rovnice (13) popisovala vznik netrividlnich
obrazci, je pfitomnost Ctvrté derivace f nutnd, napfiklad proto, aby pfi linedarni
stabilitni analyze faktor zesileni w, dosahoval maximdlni hodnoty pro nenulové k.
Jednim z podrobné studovanych modeli t¥idy (13), ktery byl interpretovédn v termi-
nech hydrodynamiky [27, 28] a réstu krystalt [12—14], je rovnice

of _[._ (9% T,
(14) 5;—[8 (6x2+1>]f r,

kde & je kontrolni parametr analogicky vyrazu ad,l systému (1) aZ (3) [viz vztah (11)].
Aplikujeme-li linedrni teorii stability na staciondrni stav f = 0 rovnice (14), snadno
zjistime, Ze faktor zesileni ¢, infinitezimdlni poruchy ve tvaru rovinné vlny
fi exp (ikx + w,t) s vInovym vektorem k je ddn
(15) o, =¢— (k¥ —1)%.
Rozhrani f = 0 je stabilni pro ¢ < 0, margindlni stabilita se objevi pfi & = 0 pro vino-
vy vektor k = 1. Pfie > 0 dochdzi k nestabilité, viz obr. 7a). Ve stabilitnim diagramu
&, k staciondrniho stavu rozhrani f = 0 lze vyznalit oblast nestability omezenou
kfivkou margindlni stability ¢ = (k* — 1)?,kterd je na obr. 7b) vyznadena &erchovang.
Dulezité je, Ze pro model (14) je moZné provést nelinedrni stabilitni analyzu aspori
nejniz§iho fddu. Ta ukazuje [28], Ze v oblasti linedrni nestability 0 < & < 1 existuji
stabilni staciondrni feSeni rovnice (14), kterd jsou periodickd v x
(16) fO(x) = fPsinkx + fPsin3kx + ...,
kde f§ = (4[e — 4(k — 1)?]/3)"/2, /P = £P[256... a vInovy vektor k je v blizkosti
bodu nestability ¢ = 0, k = 1 dén vyrazem k = 1 + 0, |0| < /¢/2. Ve stabilitnim
diagramu ¢, k na obr. 7b) je oblast stabilnich periodickych feSeni vymezena plnou
&arou.')
2) Osa k na obr. 7b) ma dva pon&kud rozdilné fyzikalni vyznamy. Pro ¢erchovanou &aru k zna-

mena vinovy vektor poruchy rozhrani £ = 0. Pro plnou &aru k predstavuje zakladni vinovy vektor
mozZného restabilizovaného FeSeni (16).
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Obr. 7. a) — Faktor zesileni wy jako funkce vlnového vektoru k pro rizné hodnoty kontrolniho
parametru; b) — oblast nestability omezena kfivkou marginalni stability ¢ jako funkce k.

Z naznaCené nelinedrni stabilitni analyzy vyplyvd, Ze pro zadané ¢ > 0 vZdy existuje
celé spojité spektrum stabilnich staciondrnich feSeni periodického typu. Vznikd tak
zdkladni otdzka tvorby obrazcli: které z téchto staciondrnich feSeni, pokud viibec
né&jaké, se vyvine z danych pocdtenich podminek? Uvédomme si, Ze jde o velice
netrividlni problém. Pro ¢ > 0 je systém v nestabilnim stavu a libovolnd z poruch,
kterym je vZdy systém vystaven, vede k jeho trvalé a podstatné zméné. Neni tedy jasné,
jak pocdteéni podminku v ptipadé nestability fyzikdin€ formulovat.

Jde tedy o to nalézt kli¢, podle kterého pfiroda restabilizované feSeni vybird. Pro
vybér existuje n€kolik moZnosti. Prvni z nich je pouZit statistického $umu poruch,
kterému miiZe byt systém vystaven. K této tvaze je model (14) zv1dst vyhodny, nebot
jej lze odvodit z variagniho principu. Rovnice (14) se dd totiZ psdt ve tvaru

af (x, 1) _ 99
ot 8f(x, 1)’

kde 6/6f oznauje varia¢ni derivaci a

(18) ¢U}=IE<%92—C%Y+%O—8N9+%ﬁ]m.

Pro viechna f dostdvame

(17)

ItA
)
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takZe @ je Ljapunovova funkce tohoto systému. Z toho vyplyvd, Ze kazdé zadané
po&dtedni f se musi vyvijet smérem k lokdlnimu minimu ¢. Kazdé feSeni f*(x) dané
(16) je takovym lokdlnim minimem. Pokud je systém vystaven néjakému poruchové-
mu Sumu, pak nejpravdépodobn&jii stav je ten, pro ktery funkciondl <D{ f} dosahuje
absolutniho minima. Je-li to jedno z feSeni (16), pak by mohlo pfedstavovat obrazec,
ktery se realizuje. To by byl fyzikdlné€ jasné€ definovany princip vybéru. Neni viak
jasné, co by mohlo byt zdrojem takového Sumu. Nejpopuldrnéjsi sum — teplotni
fluktuace — se zdd o n€kolik fddh mensi, neZ aby mohl tento proces podstatné
ovlivnit.

Jiny, tzv. dynamicky vyb&rovy princip nalezli J. S. Langer a jeho spolupracovnici
[12—14]. Byl analyzovdn pro rovnici (14), ale zdd se, Ze plati téZ pro fyzikdln&jsi
modely dendritického ristu, o kterych se zminime v dalsi kapitole. UvaZujme nesta-

(RN
\/\/

Obr. 8. Model rostouci Spicky dendritu.

bilni situaci popsanou rovnici (14), kde vychozi stav f = 0 byl ,,podchlazen‘ na
¢ > 0. Mald porucha, kterd je zpocatku lokalizovand v mist€ x, se za¢ne $ifit do okoli.
Analyticky rozbor a ¢etné numerické experimenty ukdzaly, Ze rozsifujici se utvar je
periodicky a §iif se definovanou rychlosti. Toto feSeni (obr. 8) pfipomind rostouct
§picku dendritu, kterd generuje postranni dendritické vétve, nebof oscilace ukdzané
na obr. 8§ se nepohybuji a nové vznikaji u postupujici $picky. Pozoruhodné je, Ze pro
dostatecné lokalizovanou pocdtecni poruchu je rychlost §ifeni i periodicita ,,dendri-
tického“ feSeni po urdité pocdteéni pfechodné dob& zcela nezdvisld na tvaru této
poruchy. Navic se ukazuje, Ze vlnovy vekor odpovidajici tomuto ,,dendritu*‘ je pro-
kazatelng jiny neZ vinovy vektor funkce f*(x), kterd minimalizuje funkciondl ®{f}.
Langer sice v prdci [ 13] poznamendvd, Ze existuji téZ nelokalizované po&dte¢ni konfi-
gurace, které vedou k jinym feSenim neZ je uvedeny ,,dendrit*, ale tyto poddteéni
konfigurace by $ly asi velice t&Zko fyzikdlné realizovat. Tato situace muzZe vést
k ostrému vybérovému pravidlu. Pfedstava je takovd, Ze jednoznacné ,,dendritické*
feSeni vznikd z §iroké t¥idy dostateéné lokalizovanych poruch, a proto se realizuje,
kdeZto jind teoreticky moZnd staciondrni feSeni rovnice (14) by vyZadovala fyzikdIng
neredlné pocatecni podminky. Vyb&rové pravidlo tohoto typu je vlastnosti systému
a nezdvisi na detailech poédte¢nich podminek a vné&j§ich poruch.
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6. Model hrani¢ni vrstvy

Na zdklad& zkuSenosti s rovnici (14) byl navrZen pon&kud fyzikdln&jsi model tzv. hra-
niéni vrstvy [13, 15—17]. Ten vedl v roce 1984 k vysledkiim, z nichZ jeden, modelujici
snéhovou vlocku, je reprodukovédn na obr. 9 [16]. Zdklad tvofi model tfidy (13),

Obr. 9. Vypod&teny tvar sn€hové vliolky z pra-
ce [16]. Srovnej s vlockami na obr. 1.

ktery je oproti uloze (1) aZ (3) znaéné zjednodusen, na druhé strang je obohacen o efekt
anizotropie. Model zobrazuje rozhrani jako rovinnou ¢dru libovolného tvaru. Toho
je dosaZeno tim, Ze f v (13) pfedstavuje k¥ivost &dry a misto soufadnice x se uZzivd
délka oblouku &dry s (obr. 10). Pro kiivost plati

(20) ® = — 99
os

B

Obr. 10. Schéma modelu hraniéni vrstvy.

kde O je Gthel mezi normdlou k rozhrani a libovolné zvolenym smérem, napf. smérem
osy z. Zndme-1i »(s), miiZeme rekonstruovat rozhrani aZ na libovolny posun ¢dry jako
celku a jeji rotaci. Kfivost musi splilovat geometrickou identitu

kde v, je normdlovd rychlost rozhrani a (d/dt), pfedstavuje rychlost zm&ny ve sméru
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normdly k rozhrani. Pohybovou rovnici pro » dostaneme, pfedepideme-li, jak v, zd-
visi na %. Nejjednodussi model vyplyne z pfedpokladu, Ze v, je funkci kfivosti x,
piipadné jejich derivaci podle s. Zdvislost v, na uhlu @ muiZe simulovat krystalovou
anizotropii. Tak dostaneme model typu (13).

Takto jednoduchy model (21) poskytuje pfili§ lokalizovanou teorii, kterd bere
v ivahu jen mistni geometrické zm&ny rozhrani. Pohyb rozhrani siln€ ovliviiuje rozvod
latentniho tepla. Pohyb uréitého bodu rozhrani je urcen teplotnim polem v blizkosti
tohoto bodu. Pole je viak ddno vznikem latentniho tepla téZ v jinych bodech rozhrani
v dfivéjsich Casech. Problém je tedy nelokdIni v prostoru a ¢ase. Tento podstatny nelo-
kdlni efekt je zapo&itdn aspofi &dste¢n& v modelu hraniéni vrstvy (boundary layer
model) [16]. Je uvaZovédno tepelné pole h ne v celém dvojrozm&rném prostoru, ale
jenom podél rozhrani, jinymi slovy h je pouze funkci délky oblouku s. Funkci h(s)
Ize interpretovat jako teplo na jednotku délky rozhrani ve vrstv€ kapaliny, kterd
obsahuje latentni teplo uvolnéné postupujici tuhnouci fazi. Model umozZiuje rozvod
tepla podél rozhrani. Vedeni tepla v tuhé fdzi je zanedbdno. Z téchto pfedstav lze
ziskat vyvojovou rovnici pro tepelnou vrstvu h(s) a zdvislost rychlosti v, na h a kfi-
vosti %, jejich derivacich a whlu © [16]. SpraZené diferencidlni rovnice pro vrstvu h(s)
a kfivost x(s) pak pfedstavuji model krystalizatni fronty, jehoZ numerické FeSeni
poskytlo utvar na obr. 9.

Vypocty zaloZené na modelu hrani¢ni vrstvy ukazuji, Ze krystalizaéni utvary p¥ipo-
minajici dendriticky rist vznikaji na zdkladé vybérového principu dynamického typu,
ktery jsme poznali v minulé kapitole. Pfi zadanych parametrech modelu vznikd
pro Sirokou tfidu pocdtenich podminek po prechodném &asov€ omezeném vyvoji
jedind dendritickd struktura. ReSeni md n&které realistické dendritické rysy. Model
dendritu pozlstdva z hladké 3picky pfiblizné parabolického tvaru, kterd dosahuje
délky asi péti polomé&rii k¥ivosti, neZ se poénou vytvdfet postranni dendrity. Spi¢ka
se pohybuje uréitou konstantni rychlosti bez patrné zmény tvaru. Postranni dendritic-
ké vétve se utvéreji vZdy v urdité vzddlenosti od sebe a jejich poloha se neméni.

Fyzikdlni platnost modelu hrani¢ni vrstvy poZaduje, aby vrstva piedstavujici tepel-
nou vyménu byla dost tenkd v porovndni s polomérem kfivosti rozhrani. Tento poZa-
davek v3ak neni spln€n pro fadu nejzajimavé&jSich rlistovych pfipadi, kdy dendrity
rostou v mdlo podchlazeném prostfedi. Pro pfipad dendritického ristu pii znaéném
podchlazeni se zdd model dost realisticky. V kazdém pfipadé jde o velmi instruktivni
prizkum tvorby krystalizaénich utvard.

Ve shod€ s experimenty model ukazuje, Ze dost podstatnou roli hraje krystalovd
anizotropie, kterd vstupuje do vypoétl pies zdvislost rychlosti v na thlu @. Z dosud

r o

publikovanych vysledkil viak neni detailni G¢inek anizotropie presné zjist&n. Je mozné,
Ze anizotropie podstatn€ ovliviiuje vybeér nejsilngjsi nestability nebo v pozdgjsich sta-
diich usmé&fiiuje jeji vyvoj podél krystalografického sméru.

Dilezitost anizotropie pii tvorbé dendritli ukazuje téZ alternativni model nestabilni
krystalizace rozpracovany D. A. Kesslerem, J. Koplikem a H. Levinem [29]. Dvou-
rozmérnd tloha o §ifeni rozhrani popsand rovnicemi (1) aZ (3) v kapitole 3, kde je

zanedbdna Casovd derivace teplotniho pole, je pfevedena pomoci Greenovy funkce na
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jednorozmérnou integro-diferencidlni rovnici pro orientaéni thel @ v zdvislosti na
délce oblouku rozhrani s. Anizotropie vstupuje do modelu pies zdvislost povrchového
napéti v (3) na uhlu ©. Numerické vypodty ukazuji, Ze anizotropie stabilizuje tvar
$picky dendritu, kterd by se jinak zacala v&tvit, coZ by porusilo pravidelnost dendri-
tickych ttvard.

K ndznaku podobnych zdvérh vede téZ pocitacovy model sn€hové vlocky budovany
na dosti odli§ném zdkladé [30]. Proces krystalizace je simulovdn na siti bod& metodou
Monte Carlo. Povrrhové napéti je zapodteno tim, Ze pravdépodobnost zachyceni
¢astice na rozhrani zdvisi na jeho kfivosti. Anizotropie vystupuje v modelu jednak
tim, Ze zvolenad sit je Ctvercovd, jednak redistribuci zachycenych ¢dstic do mist s nej-
vys$si vazebnou energii k jiz ,,ztuhlym* Cdsticim. Jedin& tento stabilizujici ulinek
povrchového napéti a anizotropie vede k tvorb& utvarti, které vzddlen& pFipominaji
dendrity [30].

Uvedené tfi teoretické modely [16, 29, 30] se zatim nejvice ptibliZily ke kvalita-
tivnimu popisu tvorby dendritt istych ldtek v podchlazené kapaliné a simulaci vyvoje
sn€hové vlocky. Mira aproximace a metoda vypoctu jsou u uvedenych modell riizné,
ale vSechny jednoznaéné ukdzaly, Ze dendriticky rist vznikd soutZi tfi faktorti:
rozvodu latentniho tepla, povrchového napéti a krystalové anizotropie. Je-1i vynechan
jeden z nich, dendriticky rast nelze ani kvalitativné popsat.

7. Zavér: principy vybéru obrazcii

Hlavnim tématem tohoto pojednani bylo upozornit na nékteré soucasné ndzory na
principy, které Fidi vybér obrazcli pfi spontdnni strukturalizaci. Jako motiv slouZila
sn€hova vlocka, nebot dendriticky rist je typicky, relativné jednoduchy a v soucasné
dobé pomérn€ usp€iné¢ prozkoumany pfipad spontdnni strukturalizace. Pokrok
symbolizuje srovnani poc¢itacové simulace sn€hové vlocky na obr. 9 a redlné struktury
na snimeich na obr. 1. Jaké obecnéjsi zdvéry miZzeme ucinit z téchto zkuSenosti?

Podstatny problém ziistdvd. Co rozhoduje o vybéru a zplsobu tvorby Clenité
struktury, kterd vznikne po ztraté stability systému? Existuje néjaky jednotny fyzi-
kdlni princip, kterym se tyto jevy Fidi? Jakou roli hraje nahodilost? Z experimenttt do-
sud nevyplynul jednoznaény zdvér. Jsou systémy, jako je peclivé laboratorné pfiprave-
ny dendrit na obr. 2 [6], jejichZ riist a struktura se jevi jako pln& zdkonité. Jiné riistové
utvary, jako napf. tenkd vrstva lameldrniho eutektika [12], umoziiuji vznik Sirokého
rozsahu tlousték lamel p¥i té€chze ristovych podminkach. Zd4 se, Ze v tomto pfipadé
patrné pFisné vyb&rové pravidlo neni uplatiiovdno. V hydrodynamice [31] a jinych
oborech nalézdme podobnou situaci.

Pri teoretickém popisu se setkdvdme s problémem, jenZ byl ilustrovdn na modelu
popsaném rovnici (14). Po zirat® stability jednoduché struktury (f = 0) je pFipustné
celé spojité spektrum ustdlenych stavii modulované struktury, pouze na zdkladé
rozboru jejich stability nelze ur€it, ktery z téchto stavii — pokud vilbec néktery — se
realizuje. Z obecného hlediska lze navrhnout nejméné Styfi moZnosti, které rozhoduji
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o vybéru, a existuji patrné uréité specifické podminky nebo vlastnosti systému, kdy se
které uplatni [12].

Dynamicky vybér. S timto principem vybg&ru jsme se setkali u modelu (14) a s jeho
obdobou t¢Z u modelu hraniéni vrstvy a dvou dalich zminénych modelt dendritické-
ho ristu. V obecnéjsich terminech lze dynamicky vybér, ktery je vlastni nékterym
matematickym modeléim a moZnd i fyzikdlnim systémtim, charakterizovat takto [12].
Necht rovina #,, 11, na obr. 11 schematicky znazorfuje stavovy prostor n€jakého systé-
mu a orientované &dry pfedstavuji mozny Casovy vyvoj systému. Podle ndkresu jsou
body na ose #, staciondrnimi stavy systému, pro n, < 0 stabilni, pro #, > 0 nesta-
bilni. Oblasti, z kterych systém dosahuje nékterého ze stabilnich stavi s 5, < 0,
tvofi vZdy jen &dru v n,, n, roving, zatimco kazdy stav v poloroving€ n, > 0 vede do
stavu zndzornéného poddtkem 0. Stav 0 tedy miZe byt stavem s nejvétsi pravdépo-
dobnosti, Ze bude realizovdn.

1,

Obr. 11. Schematické zndzornéni dynamického
vybéru podle [12].

Nahodilost. Mezi systémy tvoficimi obrazce je patrné dost situaci, kdy nepisobi
Z4dny mechanismus ostrého vybéru. To je napf. pripad schematicky zndzornény v levé
&dsti diagramu na obr. 11. Razné poddteéni stavy vedou k riznym stabilnim stacio-
ndrnim stavim s 7, < 0. To znamend, Ze systém je velice citlivy k po€dteénim podmin-
kdm. Jind moZnost je, Ze za urditych pocdteénich podminek Zddny ustdleny stav systé-
mu nenastane a systém bloudi chaotickym zpGsobem. Takové pfipady byly pozoro-
vény experimentdlng [31] i zndzorn&ny pocitatovou simulaci v pfipadé konvektivniho
proudéni v kapalindch [32]. ‘ ‘

Statisticky $um. Pfi popisu modelu (14) vyplynula dal$i moZnost. Je-li systém
vystaven poruchdm, které maji stdlé statistické rozdéleni, pak miZeme ocekdvat
odpovidajici statistické rozdéleni staciondrnich stavii systému. Je-li toto rozdéleni
dosti ostré, pak se ndm jevi jako ostry vyb&rovy princip. Jak jsme viak ukdzali u mo-
delu (14), i v ptipadg, kdy lze systém popsat funkciondlem typu volné energie, nemusi
existovat v ptirodé Sum, ktery by zplisobil, Ze systém dosdhne minima funkciondlu.

Variaéni principy. Trvalou snahou p¥i popisu tvorby obrazcti je odvodit chovani
nelinedrnich nerovnovaZnych systémii jako optimalizaci nékteré veli¢iny, napf.
produkce entropie. Takovy pfistup k problému krystalizaénich utvard je popsdn
napf. v préci [33]. Pfiklad modelu (14), kdy optimalizace funkciondlu & nevedla
k cili, nesvéd¢i o obecné uZite€nosti tohoto pfistupu.
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Otdzka, zda existuje jednotny princip, kterym se tvorba obrazch ¥idi, zGstdva
nezodpovézena. Touha jej nalézt prameni spiSe ze zplsobu mySleni linedrni
rovnovazné fyziky. Moznd, Ze se v pfirodé€ uplatiiuje pfi tvorb& obrazcil celé spektrum
moZnosti jejich vybéru.

Dé&kuji viele svym spolupracovnikim RNDr. P. Demovi, CSc., ing. P. Vaiikovi, CSc., z Fyzikalni-
ho ustavu CSAV, RNDr. M. Silhavému, CSc. z Matematického stavu CSAV a doc. RNDr. F.
Vodakovi, DrSc. ze stavebni fakulty CVUT za cenné pripominky k rukopisu referatu.
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