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použit́ım citovaných pramen̊u. Souhlaśım se zap̊ujčováńım práce.
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8 Experimenty 34

9 Závěr 39
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Autor: Ondřej Zaj́ıček
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Abstrakt: Problém rozvrhováńı s konflikty předpokládá graf konflikt̊u, jehož vrcholy

reprezentuj́ı stroje a hrany reprezentuj́ı konflikty mezi nimi. Každý stroj může být vypnutý

nebo zapnutý. Stroje, které jsou v konfliktu, nemohou být zároveň zapnuté. Na jednotlivé

stroje čas od času přicházej́ı úlohy a řad́ı se do vstupńıch front jednotlivých stroj̊u. Zapnuté

stroje pr̊uběžně úlohy zpracovávaj́ı a vyprazdňuj́ı tak své fronty. Algoritmus rozhoduje

o vyṕınáńı a zaṕınáńı jednotlivých stroj̊u, přičemž muśı dodržet omezeńı vyplývaj́ıćı z grafu

konflikt̊u. Ćılem je naj́ıt takový rozvrh, který minimalizuje maximálńı dosaženou délku

vstupńıch front. Problém je online, algoritmus tedy muśı reagovat pr̊uběžně, přičemž nev́ı,

jaké úlohy se objev́ı později. Navrhl jsem algoritmus založený na maximalizaci skalárńıho

součinu pracovńıho vektoru (vektoru, reprezentuj́ıćıho konfiguraci jednotlivých stroj̊u) a

vektoru délek front. V této práci dokazuji, že tento algoritmus je dobře definován, je vždy

konečný a pro konkrétńı graf (cestu délky 3) je jeho kompetitivńı poměr 7/3. Dále v práci

rozeb́ırám možnosti implementace tohoto algoritmu.
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Abstract: Scheduling with conflicts supposes graph of conflicts. Vertices of that graph

represent machines and edges represent conflicts between them. Every machine can be

switched on or switched off. Two conflicting machines cannot be both switched on at the

same time. At certain times new tasks arrive to specific machines and enqueue to its input

buffers. Each machine continuously processes tasks from its input buffer whenever it is

switched on. An algorithm decides which machines should be switched on or switched off

at any time, obeying conflict constraints. The objective is to schedule machine switching to

minimize the maximum buffer size of all processors. The problem is online, so an algorithm

has to make decisions about current configuration without knowledge of future tasks. In

this thesis I consider the algorithm based on maximization of scalar product of work vector

(vector describing configuration of machines) and vector of buffer lengths. I prove that this

algorithm is well defined, finite on every input and for specific graph (path of length 3)

it has competitive ratio of 7/3. Further I consider possibilities of implementation of that

algorithm.
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1 Úvod

Rozvrhovaćı problémy je souhrnné označeńı pro skupinu optimalizačńıch
problémů, které maj́ı základńı schéma tohoto typu: Je zadaná množina stroj̊u
a množina úloh a je třeba pro každou úlohu naj́ıt stroj, který ji zpracuje.
Zpracováńı každé úlohy na daném stroji trvá nějaký čas, po který je zpravi-
dla daný stroj nepoužitelný pro ostatńı úlohy. Přǐrazeńı stroj̊u jednotlivým
úlohám se označuje jako rozvrh. Jestliže rozvrh splňuje omezuj́ıćı podmı́nky
(např́ıklad že v jeden čas na jednom stroji se zpracovává právě jedna úloha),
tak se označuje jako korektńı. Korektńıch rozvrh̊u je obvykle mnoho, ćılem
rozvrhováńı tedy bývá nalézt rozvrh, který je optimálńı vzhledem k nějaké
kriteriálńı funkci (typicky celková délka běhu).

Existuje mnoho variant rozvrhováńı. Pokud je možné čas zpracováńı dané
úlohy na daném stroji vyjádřit jako pod́ıl délky úlohy a rychlosti stroje, pak
se takové rozvrhováńı nazývá v anglické literatuře scheduling on related ma-
chines (nebo dokonce scheduling on identical machines, pokud jsou rychlosti
všech stroj̊u stejné). V opačném př́ıpadě se nazývá scheduling on unrelated
machines. Pokud je možné zpracovańı úlohy kdykoliv přerušit, stroj uvolnit a
ve zpracováńı pokračovat později, pak se mluv́ı o preemptivńım rozvrhováńı.
Rozvrhováńı může pracovat offline (algoritmus má př́ıstup k celému zadáńı
najednou) nebo online (algoritmus dostává informace o úlohách postupně a
muśı pr̊uběžně rozhodovat o rozvrhu). Mohou existovat r̊uzná omezeńı které
úlohy je možné umı́stit na které stroje.

Rozvrhovaćı problém, který bude diskutován v této diplomové práci, se pod-
statně lǐśı od velké části ostatńıch rozvrhovaćıch problémů. V tomto problému
je dána množina stroj̊u a množina podmı́nek, které dva stroje nemohou pra-
covat ve stejný okamžik — množina stroj̊u tvoř́ı vrcholy grafu a množina
podmı́nek tvoř́ı jeho hrany. Dále je zadaná posloupnost úloh. Úloha je po-
psaná svou velikost́ı, časem př́ıchodu a určeńım, na kterém stroji má běžet.
Př́ıchoźı úlohy se ukládaj́ı do front u jednotlivých stroj̊u a pokud daný stroj
pracuje, tak jsou postupně zpracovávány. Zpracováńı úlohy je možné kdyko-
liv přerušit a později se k ńı vrátit.

Ćılem algoritmu je naj́ıt takový rozvrh (plán udávaj́ıćı, která množina stroj̊u
bude v který časový okamžik pracovat), který minimalizuje délku nejdeľśı
fronty (kde délka fronty je měřena jako součet délek úloh v dané frontě).
Problém je formulován jako online, tedy algoritmus dostává postupně úlohy
uspořádané podle času př́ıchodu a než dostane informaci o úloze, muśı být
rozhodnuto o rozvrhu až do času př́ıchodu dané úlohy. Po př́ıchodu dané
úlohy se tedy již př́ıslušná počátečńı část rozvrhu nesmı́ měnit.
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Ćılem této diplomové práce je navrhnout vhodné algoritmy pro řešeńı pro-
blému rozvrhováńı s konflikty, nalezené algoritmy jasně definovat a analy-
zovat jejich chováńı (konečnost, kompetitivńı poměr) na r̊uzných tř́ıdách
graf̊u, zejména na cestách. V současné době neńı známo mnoho algoritmů
pro řešeńı tohoto problému a existuj́ıćı algoritmy (popsané zejména v [1])
jsou pro některé tř́ıdy graf̊u (např́ıklad cesty a kružnice) nepoužitelné nebo
nevhodné, jak ukazuje sekce 4.

1.1 Optimalizačńı a online problémy

Na problém je možné nahĺıžet jako na funkci z množiny vstup̊u do po-
tenčńı množiny možných výstup̊u, která pro pevný vstup určuje množinu
př́ıpustných (feasible) řešeńı. Pokud nav́ıc je zadaná funkce z kartézského
součinu množiny vstup̊u a množiny výstup̊u do (např́ıklad) R+ (nazývaná
často ćılová funkce) a ćılem algoritmu je nalézt nejenom př́ıpustné řešeńı, ale
nav́ıc s co možná největš́ı (nebo nejmenš́ı) hodnotou ćılové funkce, pak se
jedná o optimalizačńı problém.

Online problémy je souhrnné označeńı pro skupinu problémů, při kterých
vstup je rozdělen na části a algoritmus muśı vyprodukovat část svého výstupu
dř́ıv, než dostane k disposici daľśı část vstupu. Př́ıkladem takového problému
může být třeba klasický rozvrhovaćı problém, kdy algoritmus postupně dostá-
vá úlohy a muśı je ihned přǐradit nějakému stroji, ale dopředu nev́ı, jaké úlohy
přijdou později. Online problémy obvykle bývaj́ı zároveň i optimalizačńımi
problémy, pak má smysl definovat kompetitivńı poměr online problému a
kompetitivńı poměr online algoritmu.

Kompetitivńı poměr online algoritmu ALG (vzhledem k nějakému pevnému
optimalizačńımu problému, kde je ćılem minimalizovat ćılovou funkci F s
oborem hodnot R+) je definován takto:

Definice 1.1 Definuji RATIO(ALG) jako funkci algoritmu ALG:

RATIO(ALG) = sup
X∈INSTANCES

{

F (X, ALG(X))

F (X, OPT(X))

}

Kde INSTANCES je množina všech instanćı daného problému a OPT je
optimálńı offline algoritmus (tedy optimálńı algoritmus, který má k př́ıstup
k celému zadáńı bez online omezeńı).

Kompetitivńı poměr problému je pak infimum přes kompetitivńı poměry
všech online algoritmů, který daný problém řeš́ı.
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Na online problém se často pohĺıž́ı jako na hru, ve které spolu soupeř́ı al-
goritmus a oponent. Oponent zná v každou chv́ıli stav algoritmu, ale algo-
ritmus nezná stav oponenta. Algoritmus dostává postupně vstup a generuje
postupně výstup, oponent taktéž zpracovává stejný vstup, ale nav́ıc určuje,
jaký vstup bude v následuj́ıćım kroku. Ćılem oponenta je dosáhnout co možná
největš́ıho poměru mezi hodnotou ćılové funkce na výstupu algoritmu a na
výstupu oponenta (vzhledem k tah̊um algoritmu), Oponent zde vlastně zastu-
puje jak funkci optimálńıho offline algoritmu, tak funkci suprema z definice
kompetitivńıho poměru algoritmu.

1.2 Značeńı

V následuj́ıćım textu budu obvykle skalárńı hodnoty značit malými ṕısmeny,
vektory značit velkými ṕısmeny a množiny značit slovy z velkých ṕısmen
(např. DIRS). V textu se často vyskytuj́ı posloupnosti vektor̊u, a proto
využ́ıvám dolńıho indexu na indexaci prvku v rámci posloupnosti, zat́ımco
pro indexaci složky v rámci jednoho vektoru využ́ıvám dolńı index v hra-
natých závorkách. Např́ıklad Vi tedy znač́ı i-tý vektor v rámci posloupnosti
vektor̊u V1, V2, . . ., zat́ımco V[i] znač́ı i-tou složku vektoru V . Vektory zapisuji
bez čárek mezi prvky, např́ıklad nulový tř́ıdimenzionálńı vektor zaṕı̌si jako
(0 0 0). Standardńı skalárńı součin vektor̊u V , W znač́ım 〈V, W 〉.

2 Definice problému

V úvodu jsem zde diskutovaný problém zběžně popsal. Ten popis však byl
zamýšlen sṕı̌se pro źıskáńı celkové představy, pro účely analýzy problému
bude třeba přesněǰśı definice problému, která bude uvedena v této kapitole.

Nejdř́ıve ale navážu na zběžný popis z úvodu a poṕı̌su, v čem se lǐśı od defi-
nice, která bude následovat. V popisu jsem zmiňoval, že nezpracované úlohy
se ukládaj́ı do front. Protože však úlohy jsou přerušitelné a v rámci jednoho
stroje zaměnitelné, tak neńı třeba uvažovat jednotlivé posloupnosti úloh ve
frontách, ale stač́ı uvažovat pouze součet délek úloh pro každou frontu. Tyto
hodnoty budu nadále sdružovat do vektoru. Obdobně budu sdružovat do
vektoru úlohy, které se objev́ı ve stejný čas na r̊uzných stroj́ıch.

Aktuálńı konfiguraci stroj̊u popisuje pracovńı vektor. Ten pro každý stroj
udává (pomoćı č́ısla z intervalu 〈0, 1〉), jak intenzivně daný stroj pracuje.
Zběžný popis z úvodu předpokládal, že v jeden okamžik mohou pracovat
pouze stroje, které tvoř́ı nezávislou množinu v grafu konflikt̊u. Př́ıpustné
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pracovńı vektory by tedy byly charakteristické vektory nezávislých množin
z grafu konflikt̊u. Následuj́ıćı definice však umožňuje, aby mezi př́ıpustné
pracovńı vektory patřily také jejich konvexńı kombinace. Pokud bych tuto
možnost neměl, tak ji mohu nasimulovat t́ım, že v rozvrhu budu opakovaně
stř́ıdat jednotlivé nezávislé množiny (tvoř́ıćı danou konvexńı kombinaci) po
kroćıch o velikosti εαi, kde αi je př́ıslušný koeficient konvexńı kombinace a
ε je libovolně malá konstanta. Délka rozvrhu a délky jednotlivých front pro
takový rozvrh a pro p̊uvodńı rozvrh (obsahuj́ıćı př́ımo konvexńı kombinace
nezávislých množin) se bude lǐsit jen o nějaké libovolně malé ε′.

V následuj́ıćıch definićıch nadále předpokládám pevný graf G = (V, E) a
|V | = n. Výraz Ij reprezentuje charakteristický vektor j-té nezávislé množiny
v grafu G, který má celkem m nezávislých množin.

Definice 2.1 Definuji INSTANCES jako množinu všech X splňuj́ıćıch:

X =
(

k, {Pi}
k

i=1 , {ri}
k

i=1

)

k ∈ N; ∀i ∈ {1 . . . k} : Pi ∈ R+
0

n
, ri ∈ R+

0

r1 = 0; ∀i, j ∈ {1 . . . k} : (i < j) → (ri < rj)

INSTANCES je množina všech instanćı problému. Jednotlivá instance udává,
kdy přijdou jaké nové úlohy na jednotlivé stroje. V čase ri přijde i-tá úloha,
popsaná vektorem délek Pi. Celkem je v instanci k úloh. Předpokládáme
rostoućı časy př́ıchod̊u a př́ıchod prvńı úlohy je v čase 0.

Definice 2.2 Definuji množinu DIRS jako množinu všech D splňuj́ıćıch:

∃α1 . . . αn ∈ 〈0, 1〉 :
m

∑

i=1

αi = 1 ∧
m

∑

i=1

αiIi = D

DIRS je množina všech př́ıpustných pracovńıch vektor̊u. Je to omezený kon-
vexńı mnohostěn, který má jako vrcholy jednotlivé nezávislé množiny grafu
G.

Definice 2.3 Definuji SCHEDULES jako množinu všech S splňuj́ıćıch:

S =
(

l, {Wi}
l

i=1 , {ti}
l

i=1

)

l ∈ N; ∀i ∈ {1 . . . l} : Wi ∈ DIRS, ti ∈ R+
0

t1 = 0; ∀i, j ∈ {1 . . . l} : (i < j) → (ti < tj)
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SCHEDULES je množina všech př́ıpustných rozvrh̊u. Rozvrh udává, kdy
a jak pracuj́ı jednotlivé stroje a tedy jakou má hodnotu pracovńı vektor
v kterýkoliv časový okamžik. V čase 0 se stroje nakonfiguruj́ı na pracovńı
vektor W1, v čase ti proběhne rekonfigurace stroj̊u a pracovńı vektor se
změńı na Wi. Celkový počet rekonfiguraćı (včetně úvodńı konfigurace) je
l. Předpokládáme rostoućı časy rekonfiguraćı.

Definice 2.4 Definuji LOAD(X, S, t) jako funkci instance X, rozvrhu S a
nezáporného času t. V definici použ́ıvám značeńı složek X a S podle definic
instance a rozvrhu (k, Pi, ri, l, Wi a ti):

LOAD(X, S, 0) = P1

a pro t > 0:

LOAD(X, S, t) = (A′ − (t − t′) Wj)
+

+ P

kde: t′ = max
{

x | x ∈ {ri}
k

i=1 ∪ {ti}
l

i=1 ∧ x < t
}

A′ = LOAD(X, S, t′)

j = argmax
i∈{1...l}

{ti | ti < t}

P =

{

Pi, když ∃i : ri = t

0 jinak

LOAD(X, S, t) je funkce, která pro danou instanci X, rozvrh S a čas t vrát́ı
vektor délek front v čase t. Definice je provedena rekurzivně a je korektńı,
nebot’ pro libovolný pevný čas t existuje konečně mnoho zanořeńı rekurze —
funkce se při rekurzi odkazuje jen na striktně menš́ı časy z konečné množiny.
Funkce využ́ıvá čas posledńı události t′ před požadovaným časem, vektor
délek front A′ v předchoźım čase, aktuálńı pracovńı vektor Wj a př́ıpadný
vektor délek př́ıchoźı úlohy Pi, pokud je aktuálńı čas t časem př́ıchodu nějaké
úlohy.

Definice 2.5 Definuji BUFLEN(X, S) jako funkci instance X a rozvrhu S:

BUFLEN(X, S) = max
t∈〈0,∞)

{|LOAD(X, S, t)|∞}

BUFLEN(X, S) je funkce, která pro danou instanci X a rozvrh S vrát́ı ma-
ximálńı délku fronty, které bylo během zpracováńı X dosaženo. Tato funkce
je ćılová funkce problému, algoritmus pro zadané X hledá S takové, které
minimalizuje BUFLEN(X, S).
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Definice 2.6 Definuji OPT(X) jako funkci instance X:

OPT(X) = argmin
S∈SCHEDULES

{BUFLEN(X, S)}

OPT(X), uveden zde pro úplnost, reprezentuje optimálńı offline algoritmus.

Definice 2.7 Definuji množinu INSTANCES−:

INSTANCES− = {X ∈ INSTANCES | BUFLEN(X, OPT(X)) = 1}

INSTANCES− je množina instanćı pro omezený problém, který se lǐśı od
základńıho problému (rozvrhováńı s konflikty) pouze v tom, že množina in-
stanćı problému je omezena na ty instance, pro které optimálńı offline algo-
ritmus potřebuje fronty o velikosti právě 1. Vzhledem k tomu, že každou
netriviálńı instanci základńıho problému je možné seškálovat do instance
omezeného problému, tak každý algoritmus pro omezený problém odpov́ıdá
nějakému algoritmu pro základńı problém, kterému nav́ıc bude podána infor-
mace o potřebné délce fronty optimálńıho offline algoritmu. Definuji buf(G)
jako kompetitivńı poměr základńıho problému rozvrhováńı s konflikty pro
pevný graf G a obdobně definuji buf−(G) jako kompetitivńı poměr ome-
zeného problému pro pevný graf G.

3 Přehled existuj́ıćıch výsledk̊u

[1] je významný článek týkaj́ıćı se tohoto problému. Jsou v něm uvedeny
zejména tyto výsledky:

• Pro každý konečný graf G je buf(G) a buf−(G) konečné.

• Pro každý úplný graf Kn je buf(Kn) = buf−(Kn) = Hn (kde Hn je n.
harmonické č́ıslo), pro každý úplný bipartitńı graf Km,n je buf(Km,n) =
buf−(Km,n) = 2 a pro úplné k-partitńı grafy je jejich buf(G) mezi Hk

a Hk−1 + 1. Tyto výsledky dosahuje jednoduchý hladový algoritmus.

Hladový algoritmus (v článku [1] označován Greedy) je možné stručně
popsat metodou výběru pracovńı množiny — v každém okamžiku pra-
cuje množina stroj̊u vybraná tak, že z množiny kandidát̊u (která na
začátku výběru pracovńı množiny obsahuje všechny stroje s neprázdnou
frontou) vybere stroj s nejdeľśı frontou a ten a všechny jeho sousedy
vyřad́ı z množiny kandidát̊u. Tento krok se iteruje, dokud množina

14



kandidát̊u je neprázdná. Tento stručný popis však neř́ıká jak řešit
př́ıpady, kdy v grafu je v́ıce sousedńıch vrchol̊u s nejdeľśımi frontami.
Formálńı definice hladového algoritmu uvedena ve zmiňovaném článku
tento problém řeš́ı výběrem libovolného vrcholu a iteraćı po kroćıch, je-
jichž délka jde limitně k 0, neńı však jasné, zda tento postup na každém
grafu konverguje.

• Pro každý strom T je buf(T ) ≤ D(T )/2 + 1, kde D(T ) je poloměr
stromu T . Tento výsledek je dosažen hierarchickým hladovým algorit-
mem.

Hierarchický hladový algoritmus předpokládá pro graf G pevnou koneč-
nou posloupnost indukovaných podgraf̊u {Hi}

p

i=1, kde H0 = G a Hi+1

je indukovaný podgraf grafu Hi. Pro stromy je posloupnost definována
tak, že Hi+1 vznikne odstraněńım všech vrchol̊u stupně 1 z grafu Hi.
Hierarchický hladový algoritmus pracuje tak, že v každém kroku je
pomoćı algoritmu Greedy nejdř́ıve zvolena pracovńı množina pro Hp,
a pak pro každé i od p−1 do 1 je zvolena (pomoćı modifikace Greedy)
pracovńı množina pro Hi, která je nadmnožinou pracovńı množiny pro
Hi+1. Zvolená pracovńı množina pro H0 se pak použije jako pracovńı
množina pro G. Modifikace algoritmu Greedy pak spoč́ıvá v tom, že
modifikovaný algoritmus na začátku výběru pracovńı množiny nemá
v množině kandidát̊u všechny vrcholy grafu, ale jen ty, které nejsou
prvkem zadané množiny nezávislých vrchol̊u, ani s ńı nesoused́ı. K této
zadané množině nezávislých vrchol̊u jsou pak iterativně přidávány daľśı
vrcholy z množiny kandidát̊u, jak je popsáno výše v popisu algoritmu
Greedy.

Velice zaj́ımavý je článek [2], který ukazuje, jak je možné převést tento
problém do podoby geometrické hry na honěnou. Tato hra je formulována
takto: V zadaném metrickém prostoru se pohybuje zloděj a policista (body
v prostoru). Maximálńı rychlost pohybu zloděje i policisty je stejná. Zloděj
zná v každém okamžiku souřadnice policisty a kromě svého pohybu také
ovládá návnadu. Návnada je bod v prostoru, jehož vzdálenost v každém
okamžiku od zloděje muśı být menš́ı než nějaká pevná konstanta, jinak na
pohyb návnady nejsou kladeny žádné požadavky. Policista nezná polohu
zloděje, ale zná polohu návnady. Ćılem zloděje je vzdálit se co možná nejdál
od policisty, ćılem policisty je udržovat alespoň pevnou vzdálenost od zloděje
(když už ho nemá — vzhledem ke stejným rychlostem — šanci chytit).

Článek dokazuje, že pro eukleidovský prostor existuje strategie pro zloděje,
která mu umožňuje vzdálit se libovolně daleko, zat́ımco pro prostor s met-
rikou definovanou konvexńım mnohostěnem existuje strategie pro policistu
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udržuj́ıćı pevnou vzdálenost mezi ńım a zlodějem. Mnohostěnová metrika je
metrika odvozená z mnohostěnové normy, ve které všechny body na stěnách
daného konvexńıho mnohostěnu (který muśı být středově symetrický podle
středu 0) maj́ı jedničkovou normu. Norma ostatńıch vektor̊u je dána lineari-
tou normy.

Článek dále ukazuje, že problém rozvrhováńı s konflikty je možné snadno
převést do této podoby. Stač́ı vźıt n-rozměrný prostor (n je stále počet stroj̊u)
a metriku definovat mnohostěnem DIRS obohaceným o své symetrické kopie
v ostatńıch kvadrantech. Souřadnice policisty pak budou dány odpracovanou
dobou př́ıslušných stroj̊u algoritmu (každý stroj odpov́ıdá př́ıslušné ose v n-
rozměrném prostoru), souřadnice návnady jsou dány celkovou délkou přǐslých
úloh př́ıslušných stroj̊u, a souřadnice zloděje jsou dány odpracovanou dobou
př́ıslušných stroj̊u oponenta navýšenou o konstantu. V článku se tvrd́ı, že
drobnými úpravami d̊ukazu existence strategie udržuj́ıćı pevnou vzdálenost
pro policistu je možné (pomoćı této transformace) dokázat, že pro každý
konečný graf G je buf(G) konečné.

Článek [3] se zabývá ř́ızeńım přeṕınáńı paket̊u v poč́ıtačové śıti a použ́ıvá
model, který odpov́ıdá speciálńımu př́ıpadu rozvrhováńı s konflikty, kde graf
konflikt̊u je úplný graf. Na rozd́ıl od rozvrhováńı s konflikty je v tomto článku
problém diskrétńı a nazývá se Balanced Scheduling Problem. V článku je ana-
lyzován jednoduchý hladový algoritmus, který odpov́ıdá algoritmu Greedy
z [1], a je o něm dokázáno, že má kompetitivńı poměr Θ (log n) a z tohoto
hlediska je takřka optimálńı, nebot’ (jak je v článku dále dokázáno) dolńı
odhad kompetitivńıho poměru pro deterministické algoritmy je 1 + blog2 nc
a pro randomizované algoritmy je 1 + blog2 nc /2.

Dále je v článku analyzován algoritmus ROUND ROBIN, který pravidelně
stř́ıdá všechny stroje. O tomto algoritmu je dokázáno, že jeho kompetitivńı
poměr je n. Kromě Balanced Scheduling Problem je v článku ještě definován
a řešen Delay Balanced Scheduling Problem, ve kterém se namı́sto celkové
délky úloh ve frontě minimalizuje součet zpožděńı (rozd́ıl času dokončeńı a
času přijet́ı) jednotlivých úloh ve frontě, avšak tento problém již nemá př́ımou
souvislost s tématem mé diplomové práce.

Článek [4] se také zabývá ř́ızeńım přeṕınáńı paket̊u v poč́ıtačové śıti, na
rozd́ıl od [3] však použ́ıvá spojitý model, který lépe odpov́ıdá problému roz-
vrhováńı s konflikty. V článku je také analyzován jednoduchý hladový algo-
ritmus (nazýván Longest Queue First) a o něm je dokázáno. že má kompe-
titivńı poměr Hn a je optimálńı. Dále se autoři v článku zabývaj́ı konstrukćı
efektivńıho offline algoritmu.
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4 Algoritmus GREEDY

Algoritmus Greedy je jednoduchý algoritmus, který hladově voĺı pracovńı
množinu stroj̊u. Tedy vždy vybere ten stroj z možných stroj̊u, který má
nejdeľśı frontu. Stručně jsem ho popsal na začátku minulé sekce a přesně
definován je v [1], v drobných modifikaćıch také v [3] a [4]. Je o něm dokázáno,
že na úplných grafech je jeho kompetitivńı poměr Hn (podle [1], obdobně také
podle [3] a [4]). Jaký je však kompetitivńı poměr na jiných tř́ıdách graf̊u,
zejména na cestách a kružnićıch?

Algoritmus Greedy má jeden d̊uležitý rys. Pokud algoritmus pro instanci X
vygeneroval rozvrh S a během tohoto rozvrhu nedošlo k situaci, že některý
stroj nepracoval jen z toho d̊uvodu, že už měl prázdnou frontu, pak když
uprav́ıme instanci X na instanci X ′ zvětšeńım prvńı úlohy o kladný násobek
vektoru 1, tak algoritmus pro instanci X ′ vygeneruje rozvrh S ′, který se od S
lǐśı nejvýše v posledńım pracovńım vektoru (který zpracuje přidaný násobek
vektoru 1).

Tento rys je zp̊usoben t́ım, že algoritmus nevyuž́ıvá absolutńı délku front,
ale stará se pouze o to, která fronta je nejdeľśı, což bude po celou dobu běhu
algoritmu stejně vycházet na X i na X ′, nebot’ délky odpov́ıdaj́ıćıch front se
budou lǐsit o stejnou konstantu. Toho může využ́ıt oponent — pokud źıská
nějaký náskok a rozlož́ı ho rovnoměrně mezi své fronty, tak může stejný
postup mnohokrát opakovat a źıskat t́ım libovolně velký náskok.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, jak je toho možné dosáhnout na kružnici délky
6. Algoritmus tedy neńı kompetitivńı (nemá konečný kompetitivńı poměr)
na tomto grafu. V tabulce je uveden úsek instance, na jehož počátku má
algoritmus i oponent všechny fronty délky 2 (což je možné snadno doćılit
přidáńım jedné úlohy) a po jeho konci má algoritmus stále všechny fronty
délky 2, ale oponent má všechny fronty délky 1. Pak už stač́ı poslat úlohu
(1 1 1 1 1 1) a, vzhledem k výše zmı́něné vlastnosti algoritmu, postup libo-
volněkrát opakovat. Tento postup lze snadno modifikovat pro deľśı kružnice
a cesty.

V tabulce 1 je uveden úsek instance (časy v prvńım sloupku a vektory úloh
v druhém) a úseky rozvrh̊u algoritmu a oponenta (časy v prvńım sloupku a
pracovńı vektory v třet́ım a čtvrtém sloupku). Časy jsou uvedeny relativně
k počátku úseku. Úsek trvá šest časových jednotek. V tabulce 2 jsou uvedeny
délky front algoritmu (vektor A) a oponenta (vektor Z). V této tabulce jsou
obvykle dva řádky po sobě se stejným časem — v daný čas přǐsla úloha a
prvńı řádek udává délky front před započteńım této úlohy, zat́ımco druhý
řádek udává délky front po jej́ım započteńı.
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Tabulka 1: Problémová instance a rozvrh algoritmu Greedy a oponenta
čas instance algoritmus oponent
0 (1 0 0 1 0 0) (1 0 0 1 0 0) (1 0 1 0 1 0)
1 (0 1 0 0 1 0) (0 1 0 0 1 0) (0 1 0 1 0 1)
2 (0 0 1 0 0 1) (0 0 1 0 0 1) (1 0 1 0 1 0)
3 (1 0 0 1 0 0) (1 0 0 1 0 0) (0 1 0 1 0 1)
4 (0 1 0 0 1 0) (0 1 0 0 1 0) (1 0 1 0 1 0)
5 (0 0 1 0 0 1) (0 0 1 0 0 1) (0 1 0 1 0 1)

Tabulka 2: Běh algoritmu Greedy a oponenta na problémové instanci
čas A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] Z[1] Z[2] Z[3] Z[4] Z[5] Z[6]

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 3 1 2
1 2 3 2 2 3 2 2 3 1 3 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1
2 2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2
3 3 2 2 3 2 2 2 2 1 3 1 2
4 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 1 1
4 2 3 2 2 3 2 2 2 1 2 2 1
5 2 2 2 2 2 2 1 2 0 2 1 1
5 2 2 3 2 2 3 1 2 1 2 1 2
6 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1

5 Algoritmus MAXLOAD

Dále se budu zabývat algoritmem MAXLOAD, což je algoritmus založen na
myšlence, že v každém okamžiku by měl aktuálńı pracovńı vektor maximali-
zovat lineárńı funkci FA(W ) = 〈A, W 〉 =

∑n

i=1 A[i]W[i], kde vektor A je para-
metr udávaj́ıćı aktuálńı délku front (A[i] je délka fronty i-tého stroje). Protože
tato představa vznáš́ı otázky ohledně konvergence a nejasnosti ohledně efek-
tivńı implementace, tak algoritmus MAXLOAD formuluji jinak:

Algoritmus pracuje ve fáźıch. Na začátku každé fáze vybere vhodný pracovńı
vektor (postupem popsaným později), který maximalizuje FA(W ), tento vek-
tor (spolu s aktuálńım časem) vyṕı̌se na výstup a dále spoč́ıtá (postupem
popsaným později), jak dlouho může tato fáze maximálně trvat (tedy po jak
dlouhou dobu bude vybraný vektor stále maximalizovat FA(W )). Tato hod-
nota je vždy kladná a po této době fáze skonč́ı. Fáze může také předčasně
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skončit př́ıchodem daľśı úlohy na vstup. Po skončeńı fáze ihned následuje
daľśı fáze (dokud nebude vyprázdněn vstup i jednotlivé fronty).

Jakým zp̊usobem vybrat pracovńı vektor? V prvńı řadě je třeba si uvědomit,
že množina př́ıpustných pracovńıch vektor̊u DIRS je omezený konvexńı mno-
hostěn. Funkce FA(X) je lineárńı, a tedy na omezeném konvexńım mno-
hostěnu nabývá maxima na některé z jeho zobecněných stěn. Prvńı krok je
tedy nalézt tuto stěnu — množinu MAXA:

Definice 5.1 Pro pevný vektor délek front A definuji cA a množinu MAXA:

cA = max
X∈DIRS

〈A, X〉

MAXA = {X ∈ DIRS | 〈A, X〉 = cA}

Množina MAXA je zobecněná stěna mnohostěnu DIRS, a tedy je sama kon-
vexńım obalem některých vrchol̊u mnohostěnu DIRS. Nejjednodušš́ı možnost,
jak nalézt množinu MAXA, je probrat všechny nezávislé množiny v grafu
G, nalézt ty, pro jejichž charakteristické vektory W je 〈A, W 〉 maximálńı,
množina MAXA je pak konvexńı obal těchto vektor̊u.

Libovolný vektor z MAXA je tedy vhodný kandidát na pracovńı vektor podle
základńı představy algoritmu. Pokud však vezmeme v potaz požadavek, aby
daný vektor byl optimálńı nejenom ihned, ale alespoň ještě nějaký neprázdný
časový interval, pak je třeba vybrat vektor z následuj́ıćı podmnožiny:

Definice 5.2 Pro pevný vektor délek front A definuji STABLEA jako množinu
všech X splňuj́ıćıch:

X ∈ MAXA ∧ (∀Y ∈ MAXA, ∀ε > 0: 〈X, (A − εX)〉 ≥ 〈Y, (A − εX)〉)

Pokud bychom vybrali vektor X ∈ MAXA, který neńı v STABLEA, pak po
libovolně malém kroku ε by X bylo vyřazeno z MAXA′ (kde A′ = A − εX),
nebot’ by existovalo Y ∈ MAXA, pro které 〈X, A′〉 < 〈Y, A′〉.

Lemma 5.3 Pro každý vektor délek front A a reálný vektor X plat́ı:

X ∈ STABLEA ⇔ X ∈ MAXA ∧ (∀Y ∈ MAXA : 〈X, X〉 ≤ 〈Y, X〉)
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D̊ukaz:

∀Y ∈ MAXA, ∀ε > 0: 〈X, (A − εX)〉 ≥ 〈Y, (A − εX)〉

∀Y ∈ MAXA, ∀ε > 0: 〈X, A〉 − 〈X, εX〉 ≥ 〈Y, A〉 − 〈Y, εX〉

∀Y ∈ MAXA, ∀ε > 0: cA − 〈X, εX〉 ≥ cA − 〈Y, εX〉

∀Y ∈ MAXA, ∀ε > 0: ε 〈X, X〉 ≤ ε 〈Y, X〉

∀Y ∈ MAXA : 〈X, X〉 ≤ 〈Y, X〉

Lemma 5.4 Pro každý vektor délek front A a souřadnici i plat́ı:

A[i] = 0 ⇒ ∀X ∈ STABLEA : X[i] = 0

D̊ukaz: Necht’ A[i] = 0 a X[i] 6= 0. Z definice DIRS plyne, že pro každý
vektor V z DIRS a pro každou souřadnici j existuje v DIRS vektor V ′, který
z V dostaneme vynulováńım j-té souřadnice. Když A[i] = 0, pak tedy pro
každý vektor V z MAXA existuje v MAXA vektor V ′, který z V dostaneme
vynulováńım i-té souřadnice. Tedy i pro vektor X existuje takový vektor X ′.
Pak ale 〈X, X〉 > 〈X ′, X〉, nebot’ všechny prvky sumy 〈X, X〉 až na i-tý
prvek se shoduj́ı s prvky sumy 〈X ′, X〉 a i-tý prvek je v prvńı sumě kladné
č́ıslo (nebot’ X[i] 6= 0), zat́ımco v druhé sumě se rovná 0. To je však ve sporu
s předchoźım lemmatem.

Toto lemma ukazuje, že když budou za pracovńı vektory vyb́ırány vektory
ze STABLEA, tak A bude mı́t stále nezáporné hodnoty ve všech souřadnićıch.

Lemma 5.5 Pro každé dva reálné vektory X, Y plat́ı:

〈X, Y 〉 ≥ 〈X, X〉 ∧ 〈X, Y 〉 ≥ 〈Y, Y 〉 ⇒ X = Y

D̊ukaz:

〈X, Y 〉 ≥ 〈X, X〉

0 ≥ 〈X, X〉 − 〈X, Y 〉 = 〈X, X − Y 〉

〈X, Y 〉 ≥ 〈Y, Y 〉

0 ≥ 〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉 = 〈Y, Y − X〉 = 〈−Y, X − Y 〉

0 ≥ 〈X, X − Y 〉 + 〈−Y, X − Y 〉 = 〈X − Y, X − Y 〉

X = Y
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Lemma 5.6 Pro každý vektor délek front A a reálné vektory X, Y plat́ı:

X ∈ STABLEA ∧ Y ∈ STABLEA ⇒ X = Y

D̊ukaz: Plyne z lemmat 5.3 a 5.5.

Lemma 5.7 Pro každý vektor délek front A a reálný vektor X plat́ı:

X ∈ MAXA ∧ (∀Y ∈ MAXA : 〈X, X〉 ≤ 〈Y, Y 〉) ⇒ X ∈ STABLEA

D̊ukaz: Zvolme pevné Y r̊uzné od X a předpokládejme pro spor, že 〈X, Y 〉 <
〈X, X〉. Pak pro libovolné ε ∈ (0, 1):

Z
def
= (1 − ε)X + εY

〈Z, Z〉 = 〈(1 − ε) X + εY, (1 − ε) X + εY 〉

〈Z, Z〉 = (1 − ε)2 〈X, X〉 + 2ε (1 − ε) 〈X, Y 〉 + ε2 〈Y, Y 〉

〈Z, Z〉 = (1 − ε)2 〈X, X〉 + (2ε (1 − ε) 〈X, X〉 − 2ε (1 − ε) 〈X, X〉) +

2ε (1 − ε) 〈X, Y 〉 + ε2 〈Y, Y 〉

〈Z, Z〉 =
(

1 − ε2
)

〈X, X〉 − 2ε (1 − ε) (〈X, X〉 − 〈X, Y 〉) + ε2 〈Y, Y 〉

〈Z, Z〉 = 〈X, X〉 + ε2 (〈Y, Y 〉 − 〈X, X〉) − 2ε (1 − ε) (〈X, X〉 − 〈X, Y 〉)

〈Z, Z〉 = 〈X, X〉 + ε2 (∆1 + 2∆2) − 2ε∆2

kde ∆1 = 〈Y, Y 〉 − 〈X, X〉 a ∆2 = 〈X, X〉 − 〈X, Y 〉. ∆1 i ∆2 jsou podle
předpoklad̊u kladné, takže je možné zvolit dostatečně malé ε, aby 〈Z, Z〉 <
〈X, X〉, což je spor, nebot’ Z ∈ MAXA z konvexity MAXA. Takže pro každé
Y plat́ı 〈X, Y 〉 ≥ 〈X, X〉 a závěr plyne z lemmatu 5.3.

Na tento d̊ukaz je možné nahlédnout trochu v́ıce geometricky: zvoĺıme-li
pevné Y r̊uzné od X, pak úhel Y X0 je pravý nebo tupý, jinak by na
úsečce XY ležel vrchol Z, pro který by platilo 〈X, X〉 > 〈Z, Z〉 a z kon-
vexity Z ∈ MAXA, což by bylo ve sporu s předpokladem. Z Kosinovy věty
pak plyne 〈Y, Y 〉 ≥ 〈X, X〉 + 〈Y − X, Y − X〉, z čehož již snadno plyne
〈X, Y 〉 ≥ 〈X, X〉.

Lemma 5.8 Pro každý vektor délek front A plat́ı:

|STABLEA| = 1
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D̊ukaz: MAXA je konvexńı mnohostěn a tedy 〈X, X〉 na něm nabývá minima.
Podle lemmatu 5.7 je tedy tento vektor v STABLEA. Podle lemmatu 5.6 je
to jediný vektor v STABLEA.

Výběr pracovńıho vektoru je tedy jasný — nejdř́ıve proj́ıt všechny nezávislé
množiny a naj́ıt vrcholy MAXA a následně v MAXA nalézt vektor s nejmenš́ı
normou (tedy vektor eukleidovsky nejbĺıže počátku souřadnic). Je ale ještě
potřeba spoč́ıtat, po jak dlouhou dobu ∆ bude setrvávat vybraný vektor W
v množině MAXA−∆W

Definice 5.9 Pro pevný nenulový vektor délek front A a pracovńı vektor W
definuji funkci dA,W (ε, X), funkci δA,W (X), množinu NEWA,W a konstantu
∆A,W :

dA,W (ε, X) = 〈A − εW, X〉 = 〈A, X〉 − ε · 〈W, X〉

δA,W (X) =
〈A, W 〉 − 〈A, X〉

〈W, W 〉 − 〈W, X〉

NEWA,W = {X ∈ DIRS | (〈A, W 〉 > 〈A, X〉) ∧ (〈W, W 〉 > 〈W, X〉)}

∆A,W = min
X∈NEWA,W

{δA,W (X)}

dA,W (ε, X) ukazuje, jaká bude hodnota funkce FA′(X) = 〈A′, X〉 (kde A′

je budoućı hodnota vektoru délek front) za čas ε při vybraném pracovńım
vektoru W . δA,W (X) je výsledek řešeńı rovnice dA,W (ε, X) = dA,W (ε, W )
(vzhledem k neznámé ε). NEWA,W je množina potenciálńıch pracovńıch vek-
tor̊u, které maj́ı šanci ‘sesadit’ W z pozice pracovńıho vektoru a ∆A,W je čas,
dokdy k tomu určitě nedojde. Protože je požadováno, aby A byl nenulový,
tak NEWA,W je neprázdná (nebot’ obsahuje 0) a ∆A,W je tedy konečná.

Lemma 5.10 Pro pevný nenulový vektor délek front A a pracovńı vektor W
plat́ı:

∀X ∈ (DIRS \NEWA,W ) ∀ε > 0: dA,W (ε, X) ≤ dA,W (ε, W )

D̊ukaz: Rozborem př́ıpad̊u:

〈A, W 〉 = 〈A, X〉 → Pak X ∈ MAXA a zbytek plyne z lemmatu 5.3

〈A, W 〉 < 〈A, X〉 → Tento př́ıpad nemůže nastat, nebot’ W ∈ MAXA

〈A, W 〉 > 〈A, X〉 → Pak tedy 〈W, W 〉 ≤ 〈W, X〉 a tedy hodnota

dA,W (ε, X) při rostoućım ε klesá stejně

rychle nebo rychleji než dA,W (ε, W )
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Lemma 5.11 Pro pevný nenulový vektor délek front A a pracovńı vektor W
plat́ı:

∀ε ∈ 〈0, ∆A,W 〉 ∀X ∈ DIRS: dA,W (ε, X) ≤ dA,W (ε, W )

∀ε ∈ 〈0, ∆A,W 〉 : W ∈ MAXA−εW

D̊ukaz: Prvńı tvrzeńı stač́ı dokázat jen pro X ∈ NEWA,W , pro ostatńı
X plyne z předchoźıho lemmatu. Pro pevné X ∈ NEWA,W je 〈A, W 〉 >
〈A, X〉 a tedy dA,W (0, W ) > dA,W (0, X). δA,W (X) je pak výsledek řešeńı rov-
nice dA,W (ε, X) = dA,W (ε, W ). Pro libovolné ε z intervalu 〈0, δA,W (X)〉 tedy
dA,W (ε, X) ≤ dA,W (ε, W ) plat́ı. Pokud vezmu ∆A,W jako minimum z hodnot
δA,W (X), pak to plat́ı pro všechna požadovaná X. Druhé tvrzeńı triviálně
plyne z prvńıho.

Lemma 5.12 Pro pevný nenulový vektor délek front A a pracovńı vektor W
plat́ı:

∀ε ∈ (0, ∆A,W ) : MAXA−εW ⊆ MAXA

∀ε ∈ (0, ∆A,W ) : STABLEA−εW = STABLEA

D̊ukaz: Prvńı tvrzeńı se dokazuje obdobně jako předchoźı dvě. Pokud vektor
X neńı v MAXA ani v NEWA,W , pak se do MAXA−εW nemůže dostat, nebot’

dA,W (ε, X) při rostoućım ε klesá stejně rychle nebo rychleji než dA,W (ε, W ).
Pokud vektor X neńı v MAXA, ale je v NEWA,W , pak se do MAXA−εW

nedostane dř́ıve než při ε = δA,W (X), což neńı menš́ı než ∆A,W . Druhé tvrzeńı
plyne z prvńıho tvrzeńı a z předchoźıho lemmatu.

Tato lemmata tedy ukazuj́ı, že doba, po kterou algoritmus může mı́t zvolen
vektor W , je alespoň ∆A,W . Ačkoliv δA,W (X) neńı lineárńı funkce, tak muśı
minima (hodnoty ∆A,W ) nabývat na nějakém vrcholu DIRS, nebot’ pokud by
nabývala minima v bodě V , který neńı vrchol, pak by to znamenalo, že bod
V se jako prvńı dostane do MAXA′ , kde dř́ıve nebyl. Ale MAXA′ je konvexńı
mnohostěn a jeho vrcholy jsou pouze některé nezávislé množiny z G, a tedy
pokud se v něm objevil nový bod V , který neńı vrchol, tak se v něm musel
objevit i nový vrchol.

Lemma 5.13 Jestlǐze algoritmus má na začátku fáze nenulový vektor délek
front A a zvoĺı pracovńı vektor W a fáze nebude přerušena př́ıchodem nové
úlohy, pak fáze bude trvat čas ∆A,W a pracovńı vektor W ′ zvolený v následuj́ıćı
fázi bude splňovat 〈W ′, W ′〉 < 〈W, W 〉.
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D̊ukaz: Necht’ V je vektor z NEWA,W , pro který plat́ı δA,W (V ) = ∆A,W .
Tedy vektor nabývaj́ıćı minima z definice ∆A,W . Podle lemmatu 5.12 může
fáze trvat nejméně ∆A,W . Necht’ A′ = A−∆A,W W . Zřejmě 〈A′, V 〉 = 〈A′, W 〉
a tedy V ∈ MAXA′ . Protože V ∈ NEWA,W a tedy 〈W, W 〉 > 〈W, V 〉, tak
W 6∈ STABLEA′ a fáze tedy muśı skončit. Protože však podle lemmatu 5.11
plat́ı W ∈ MAXA′ , tak nový pracovńı vektor W ′ splňuje 〈W ′, W ′〉 < 〈W, W 〉
(podle lemmat 5.6 a 5.7).

Věta 5.14 Algoritmus vždy skonč́ı po konečně mnoha fáźıch.

D̊ukaz: Během běhu algoritmu přijde pouze konečně vstupńıch úloh. Stač́ı
tedy ukázat, že každá posloupnost fáźı, během které nedošlo k př́ıchodu nové
úlohy, je konečná. Podle předchoźıho lemmatu v rámci jedné takové posloup-
nosti fáźı stále ostře klesá eukleidovská norma pracovńıho vektoru a protože
mnohostěn DIRS má konečně mnoho stěn a tedy možných pracovńıch vek-
tor̊u je jen konečně mnoho, tak každá taková posloupnost je konečná.

6 Implementace algoritmu MAXLOAD

Algoritmus MAXLOAD obsahuje tři implementačně náročné kroky — nale-
zeńı množiny MAXA, vektoru W ∈ STABLEA a určeńı času ∆A,W .

Množina MAXA je konvexńı mnohostěn a tedy při hledáńı této množiny
stač́ı naj́ıt jen jej́ı vrcholy, což jsou nezávislé množiny v grafu. Jednoduchý
algoritmus pro nalezeńı těchto vrchol̊u projde všechny nezávislé množiny a
vybere ty, pro jejichž charakteristické vektory W je 〈A, W 〉 maximálńı.

Nalezeńı vektoru W , pro který plat́ı W ∈ STABLEA, je komplikovaněǰśı.
V́ıme, že má j́ıt o vektor s nejmenš́ı normou mezi všemi vektory z MAXA.
W je konvexńı kombinace vrchol̊u MAXA. Využijeme následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 6.1 Necht’ W je prvkem STABLEA, V1 . . . Vp jsou některé (ne nutně
všechny) vrcholy z MAXA a W je jejich konvexńı kombinaćı, existuj́ı tedy
nějaké λ1 . . . λp) splňuj́ıćı:

p
∑

i=1

λiVi = W (1)

p
∑

i=1

λi = 1 (2)

∀i ∈ {1 . . . p} : λi > 0 (3)
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Pak plat́ı:
∀i ∈ {1 . . . p} : 〈W, W 〉 = 〈Vi, W 〉

D̊ukaz:

〈W, W 〉 =

p
∑

i=1

λi 〈W, W 〉 ≤

p
∑

i=1

λi 〈Vi, W 〉 = 〈W, W 〉

Prvńı rovnost plyne z (2), druhá rovnost plyne z (1) a linearity skalárńıho
součinu. Nerovnost uprostřed tedy nabývá rovnosti. Tato nerovnost je součet
nerovnost́ı (přenásobených kladnými koeficienty) z lemmatu 5.5 (tedy pro
každé Vi: 〈W, W 〉 ≤ 〈Vi, W 〉), tud́ıž všechny tyto nerovnosti nabývaj́ı rov-
nosti.

Věta 6.2 Necht’ W je prvkem STABLEA, V1 . . . Vp jsou některé (ne nutně
všechny) vrcholy z MAXA, splňuj́ı předpoklady lemmatu 6.1 a jsou dohromady
lineárně nezávislé. Pak soustava rovnic

p
∑

i=1

〈Vj − Vj+1, Vi〉 xi = 0 pro j ∈ {1 . . . p − 1}

p
∑

i=1

xi = 1

má právě jedno řešeńı a toto řešeńı jsou právě koeficienty konvexńı kombinace
dávaj́ıćı W , tedy ty λ1 . . . λp, jejichž existenci předpokládá lemma 6.1.

D̊ukaz: Podle předpokladu můžeme vyj́ıt z rovnost́ı 〈Vj, W 〉 = 〈W, W 〉 ze
závěru lemmatu 6.1 a ty formulovat takto:

p
∑

i=1

〈Vj, Vi〉xi = e pro j ∈ {1 . . . p}

Na levé straně rovnosti je W vyjádřeno jako neznámá kombinace vektor̊u
Vi a skalárńı součin roznásobil vzniklou sumu. e je konstanta rovna 〈W, W 〉,
jej́ıž hodnotu neznáme. Podle lemmatu 6.1 koeficienty λi (které reprezentuj́ı
W jako konvexńı kombinaci vrchol̊u Vi) tvoř́ı řešeńı této soustavy rovnic.

Tato soustava má právě jedno řešeńı, nebot’ matici této soustavy je možné
zapsat jako součin MMT , kde M je matice, jej́ıž řádky tvoř́ı vektory Vi.
Matice M má hodnost p, součin MMT hodnost zachovává a tedy matice
soustavy rovnic (o rozměrech p × p) je regulárńı. Pokud jednotlivé rovnice
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od sebe postupně odečteme a zbývaj́ıćı rovnici vyhod́ıme, tak dostaneme
soustavu rovnic, ve které již nefiguruje neznámá konstanta e:

p
∑

i=1

〈Vj − Vj+1, Vi〉 xi = 0 pro j ∈ {1 . . . p − 1}

Tato soustava má jednodimenzionálńı prostor řešeńı, nebot’ vznikla vyho-
zeńım jedné rovnice ze soustavy rovnic, která měla právě jedno řešeńı. Tento
prostor samozřejmě stále obsahuje řešeńı tvořené koeficienty λ1 . . . λp. Jestliže
k této soustavě přidáme ještě rovnici:

p
∑

i=1

xi = 1

Pak výsledná soustava rovnic má právě jedno řešeńı, nebot’ tato nová rovnice
zřejmě neńı lineárńı kombinaćı ostatńıch a řešeńı tvořené koeficienty λ1 . . . λp

je zřejmě řešeńım i této rovnice.

Tato věta nám umožňuje nalézt W , pokud uhodneme, ze kterých vrchol̊u je
možné ho složit jako konvexńı kombinaci. Soustava rovnic pak neobsahuje
jiné neznáme parametry a tud́ıž ji můžeme vyřešit a nalézt hodnoty λ1 . . . λp

a tedy W .

Jednoduchý algoritmus pro nalezeńı vektoru W je proj́ıt všechny lineárně
nezávislé podmnožiny vrchol̊u MAXA (kv̊uli nezávislosti je možné se omezit
na ty množiny, jejichž kardinalita je menš́ı nebo rovna n) a pro každou tako-
vou množinu vyřešit výše zmı́něnou soustavu rovnic a pokud je řešeńı validńı
(tedy hodnoty všech proměnných jsou větš́ı než 0), tak spoč́ıtat konvexńı
kombinaci a źıskat kandidáta na W . Ze všech nalezených kandidát̊u pak vźıt
toho s nejmenš́ı normou.

Protože W vždy existuje a je možné ho vyjádřit jako konvexńı kombinaci
n nebo méně vrchol̊u MAXA, tak některá z prob́ıraných podmnožin bude
splňovat požadavky věty 6.2 a tedy př́ıslušný kandidát bude W a tedy tento
postup vždy najde vrchol W , který je prvkem STABLEA.

Jednoduchý algoritmus pro určeńı času ∆A,W projde všechny nezávislé mno-
žiny, pro každou vyhodnot́ı, zda patř́ı do NEWA,W , a v takovém př́ıpadě
spoč́ıtá δA,W (X) a udržuje si nalezené minimum (a př́ıslušnou nezávislou
množinu). Toto minimum bude (podle poznámky ze závěru minulé sekce)
∆A,W .
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6.1 Maximálńı nezávislé množiny

Pro tyto algoritmy se nab́ıźı jedno vylepšeńı založené na myšlence, zda by
nestačilo v těchto algoritmech procházet pouze maximálńı nezávislé množiny
(maximálńı ve smyslu inkluze). S drobnými modifikacemi to možné je. Stač́ı
si uvědomit, že nemaximálńı nezávislé množiny se berou v potaz pouze kv̊uli
tomu, že některé fronty již mohou být prázdné. Pokud tomu tak je (vektor
délek front A je v některé souřadnici nulový), pak vybraný pracovńı vektor
bude v př́ıslušných souřadnićıch také nulový (to tvrd́ı lemma 5.4) a naopak,
pokud je i-tá fronta neprázdná, pak 〈A, X〉 > 〈A, X ′〉, kde X je charakteris-
tický vektor nezávislé množiny obsahuj́ıćı i-tý vrchol a X ′ je charakteristický
vektor množiny, která vznikla z předchoźı odebráńım i-tého vrcholu.

Definice 6.3 Necht’ A je vektor délek front, G′ je indukovaný podgraf grafu G
vzniklý odebráńım všech vrchol̊u, které maj́ı prázdné fronty (tedy odebráńım
množiny vrchol̊u

{

i | A[i] = 0
}

), a F (X) je funkce, která pro podmnožinu
vrchol̊u grafu G vrát́ı jej́ı charakteristický vektor. Definuji množinu MISA:

MISA = {F (X) | X je maximálńı nezávislá množina v grafu G′}

Modifikovaný zmı́něný algoritmus pro prvńı krok (hledáńı vrchol̊u MAXA)
pracuje tak, že projde všechny prvky MISA vybere ty, pro jejichž charakte-
ristické vektory W je 〈A, W 〉 maximálńı. Tento postup sice nenajde všechny
vrcholy MAXA, ale ty nenalezené vrcholy MAXA jsou podle lemmatu 5.4 ne-
zaj́ımavé, nebot’ se nepod́ıĺı na pracovńım vektoru. T́ım jsme zároveň urychlili
druhý krok — namı́sto vrchol̊u MAXA se v něm zpracovává menš́ı množina
vrchol̊u.

Zmı́něný algoritmus pro třet́ı krok (určeńı času ∆A,W ) se modifikuje ob-
dobně — pr̊uchod přes DIRS se nahrad́ı pr̊uchodem přes MISA. Je však třeba
provést ještě jednu úpravu, nebot’ je třeba poč́ıtat s t́ım, že některá souřadnice
v A se může v pr̊uběhu vyprázdnit, což by změnilo množinu MISA a tedy
i výsledky algoritmu prvńıho kroku. Modifikovaný algoritmus tedy spoč́ıtá
∆′

A,W a ∆′′
A,W (podle následuj́ıćı definice) a hledaný čas je ten menš́ı z nich.

Definice 6.4

NEW′
A,W = {X ∈ MISA | (〈A, W 〉 > 〈A, X〉) ∧ (〈W, W 〉 > 〈W, X〉)}

∆′
A,W = min

X∈NEW′

A,W

{δA,W (X)}

∆′′
A,W = min

i∈{1...n},W[i] 6=0

{

A[i]/W[i]

}
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6.2 Algoritmus pro cesty

Pro některé tř́ıdy graf̊u je možné naj́ıt specifické algoritmy pro jednotlivé
kroky. Např́ıklad pro cesty je možné hledat vrcholy MAXA pomoćı př́ımoča-
rého algoritmu pracuj́ıćıho v lineárńım čase. Tento algoritmus bere v potaz
poznámky o maximálńıch nezávislých množinách a stejně jako algoritmus
z minulé podsekce negeneruje některé nepodstatné vrcholy MAXA. Při popisu
předpokládám pevný graf G jako cestu délky n, s přirozenými č́ısly 1 . . . n
jako vrcholy, kde hrany spojuj́ı sousedńı č́ısla.

Definice 6.5 Pro přirozená č́ısla a, d splňuj́ıćı 1 ≤ a ≤ d ≤ n definuji
IPa,d jako množinu obsahuj́ıćı charakteristické vektory všech těch nezávislých
množin v grafu G, které obsahuj́ı vrcholy a a d, neobsahuj́ı vrcholy před a,
ani vrcholy po d a mezi vrcholy a a d jsou maximálńı ve smyslu inkluze, tedy
nelze do nich přidat žádný vrchol mezi a a d, aniž by přestaly být nezávislé.

Definice 6.6 Pro pevný vektor délek front A a pevná přirozená č́ısla a, d,
která splňuj́ı 1 ≤ a ≤ d ≤ n, definuji ma,d

A a množinu MIPa,d
A :

ma,d
A = max

X∈IPa,d
{〈A, X〉}

MIPa,d
A =

{

X ∈ IPa,d | 〈A, X〉 = ma,d
A

}

Definice 6.7 Pro pevný vektor R, který je prvkem IPa,d (pro nějaké a, d), a
jemu odpov́ıdaj́ıćı nezávislou množinu M definuji děĺıćı bod vektoru R jako
každou dvojici č́ısel (b, c), pro kterou plat́ı b < c, b ∈ M , c ∈ M a pro všechna
i splňuj́ıćı b < i < c: i 6∈ M . Zřejmě plat́ı 2 ≤ c − b ≤ 3 kv̊uli maximalitě a
nezávislosti M .

Definice 6.8 Rozděleńı vektoru R (R ∈ IPa,d) podle děĺıćıho bodu (b, c)
je operace vracej́ıćı vektory S a T . Vektor S vznikl z R vynulováńım všech
souřadnic ostře větš́ıch než b, Vektor T vznikl z R vynulováńım všech souřadnic
ostře menš́ıch než c. Vektory S a T zřejmě splňuj́ı S ∈ IPa,b a T ∈ IPc,d.

Definice 6.9 Spojeńı vektor̊u S a T (S ∈ IPa,b, T ∈ IPc,d) je operace vra-
cej́ıćı vektor R. Tato operace je definovaná pouze pokud 2 ≤ c−b ≤ 3. V tom
př́ıpadě R = S + T (kde + zastupuje disjunktńı sjednoceńı odpov́ıdaj́ıćıch
nezávislých množin). Výsledný vektor R zřejmě splňuje R ∈ IPa,d. Spojeńı
vektoru S s nulovým vektorem je dodefinováno jako vracej́ıćı S.
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K těmto definićım ještě poznamenejme, že rozděleńı a spojeńı vektor̊u jsou
inverzńı operace, spojeńı vektor̊u je vlastně jen vektorový součet s omezeným
definičńım oborem a pro každý vektor A v obou př́ıpadech plat́ı 〈A, R〉 =
〈A, S〉 + 〈A, T 〉.

Lemma 6.10 Pro každý vektor délek front A, každý vektor R ∈ IPa,d a
vektory S, T vzniklé z R rozděleńım podle libovolného jeho děĺıćıho bodu (b, c),
plat́ı:

R ∈ MIPa,d
A ⇒ S ∈ MIPa,b

A ∧ T ∈ MIPc,d
A

D̊ukaz: Z definice rozděleńı plyne, že S ∈ IPa,b a T ∈ IPc,d, takže stač́ı
dokázat, že 〈A, S〉 a 〈A, T 〉 jsou maximálńı. Pokud by některý z nich nebyl
maximálńı, tedy by existoval S ′ ∈ IPa,b nebo T ′ ∈ IPc,d splňuj́ıćı 〈A, S ′〉 >
〈A, S〉 (respektive 〈A, T ′〉 > 〈A, T 〉), pak spojeńım S ′ a T (respektive S a T ′)
vznikne R′ ∈ IPa,d splňuj́ıćı 〈A, R′〉 > 〈A, R〉 (podle vlastnosti spojeńı), což
je ve sporu s předpokladem R ∈ MIPa,d

A .

Věta 6.11 Pro každý vektor délek front A a přirozená č́ısla a, b, která splňuj́ı
1 ≤ a, a + 3 ≤ b ≤ n, plat́ı:

ma,b
A = max

{

ma,b−3
A , ma,b−2

A

}

+ mb,b
A

D̊ukaz: Necht’ R je libovolný vektor z MIPa,b
A . Tento vektor má (mimo jiné)

jeden z děĺıćıch bod̊u (b−3, b), (b−2, b), nebot’ v př́ıslušné nezávislé množině
jsou mezi a a b mezery velikosti 1 nebo 2. Necht’ c je tedy ta hodnota, aby (c, b)
byl tento děĺıćı bod. Necht’ S a T jsou vektory vzniklé z R rozděleńım podle
tohoto děĺıćıho bodu. Podle lemmatu 6.10 plat́ı S ∈ MIPa,c

A a T ∈ MIPb,b
A a

tedy:

ma,b
A = 〈A, R〉 = 〈A, S〉+ 〈A, T 〉 = ma,c

A +mb,b
A ≤ max

{

ma,b−3
A , ma,b−2

A

}

+mb,b
A

Opačná nerovnost se dokáže takto: Necht’ c je prvek z {b − 3, b − 2} takový,
že ma,c

A nabývá maxima ze zněńı věty, S je libovolný vektor z MIPa,c
A , T je

libovolný (ten jediný) vektor z MIPb,b
A a R je vektor vzniklý spojeńım vektor̊u

S a T . Zřejmě R ∈ IPa,b a tedy:

ma,b
A ≥ 〈A, R〉 = 〈A, S〉+ 〈A, T 〉 = ma,c

A +mb,b
A = max

{

ma,b−3
A , ma,b−2

A

}

+mb,b
A

29



Ćılem algoritmu je naj́ıt všechny maximálńı nezávislé množiny z MAXA.
Protože tyto množiny mohou anebo nemuśı obsahovat jednotlivé krajńı vr-
choly cesty G, tak je třeba nalézt m1,n−1

A , m1,n
A , m2,n−1

A a m2,n
A , vźıt z nich

maximum mA (které se rovná cA z definice MAXA) a sjednotit ty MIPa,b
A

(z těch čtyřech možných), jejichž ma,b
A je maximálńı.

Pro b − a ≤ 4 je možné ma,b
A spoč́ıtat př́ımo, nebot’ množina IPa,b je jed-

noprvková, anebo v př́ıpadě b − a = 1 prázdná. Ostatńı potřebné hodnoty
se spoč́ıtaj́ı induktivně: pro rostoućı i z {6 . . . n} algoritmus spoč́ıtá m1,i

A a
m2,i

A podle věty 6.11, přičemž si pamatuje tři posledńı hodnoty v každé řadě:
{

ma,i−b
A | a ∈ {1 . . . 2} , b ∈ {1 . . . 3}

}

. Tento algoritmus má zřejmě časovou

složitost O(n) a pamět’ovou složitost O(1).

Jak generovat množinu MIP1,b
A ? Pro b ≤ 5 triviálně, pro větš́ı b je možné

využ́ıt tuto myšlenku: Protože každý vektor R, který je prvkem MIP1,b
A , je

možné źıskat složeńım vektoru S, který je prvkem MIP1,b−3
A nebo MIP1,b−2

A ,
a vektoru T , který je prvkem MIPb,b

A (viz d̊ukaz věty 6.11), tak stač́ı zjistit,
pro které c ∈ {b − 3, b − 2} plat́ı m1,b

A = m1,c
A + mb,b

A a ke každému vektoru
z MIP1,c

A připojit jediný vektor z MIPb,b
A (tedy vlastně přidat k nezávislé

množině vrchol na konec), č́ımž se vygeneruj́ı všechny vektory z MIP1,b
A .

Pokud se algoritmus na hledáńı m1,b
A modifikuje, aby si zapamatoval všechna

spoč́ıtaná m1,b
A (č́ımž se jeho pamět’ová složitost změńı na O(n)), pak je tedy

možné vygenerovat množinu MIP1,b
A jednoduchým rekurzivńım algoritmem,

který pracuje pro zadané i (na počátku b) a sufix T (na počátku nulový
vektor) takto:

• Jestliže i ≤ 5, tak vypsat vektor, který vznikne spojeńım jediného
pevného prvku množiny IP1,i se sufixem T , a skončit.

• Necht’ T ′ je nový sufix vzniklý spojeńım jediného pevného prvku mno-
žiny IPi,i a T .

• Jestliže m1,i
A = m1,i−2

A + mi,i
A , pak se rekurzivně zavolat s i − 2 a T ′.

• Jestliže m1,i
A = m1,i−3

A + mi,i
A , pak se rekurzivně zavolat s i − 3 a T ′.

• Skončit.

Tento algoritmus má pamět’ovou složitost O(n) a časovou složitost O(n+ q),
kde q je velikost výstupu. Jiná možnost je algoritmus na hledáńı m1,b

A modifi-
kovat, tak aby pr̊uběžně sestavoval orientovaný acyklický graf, na kterém jsou
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jednotlivé prvky MIP1,b
A reprezentované cestami od list̊u ke kořeni. Tato repre-

zentace MIP1,b
A , která odpov́ıdá struktuře rekurze v předchoźım rekurzivńım

algoritmu, má pamět’ovou složitost O(n) a takový algoritmus na generováńı
MIP1,b

A má tedy časovou i pamět’ovou složitost v O(n).

Vrat’me se k p̊uvodńımu problému — hledáńı vrchol̊u MAXA. Podle předchoźı
podsekce je tedy třeba nalézt ty vrcholy MAXA, které jsou maximálńı ve
smyslu inkluze, pokud se neberou v potaz ty souřadnice, na kterých je vek-
tor A nulový, a naopak nalezené vektory maj́ı mı́t tyto souřadnice nulové.
Algoritmus popsaný v této sekci najde právě vrcholy MAXA, které jsou ma-
ximálńı ve smyslu inkluze. Opravit ho, aby splňoval výše zmı́něné požadavky,
je možné dvěma zp̊usoby: Bud’ se po dokončeńı výpočtu inkriminované sou-
řadnice vynuluj́ı, nebo se p̊uvodńı graf (cesta) rozděĺı na několik podcest
vynecháńım vrchol̊u, které odpov́ıdaj́ı inkriminovaným souřadnićım, a na
každou cestu se tento algoritmus pust́ı nezávisle. Výsledek pak vznikne zkom-
binováńım d́ılč́ıch výsledk̊u z jednotlivých podcest.

7 MAXLOAD na 3-cestě

V této sekci dokážeme, že kompetitivńı poměr algoritmu MAXLOAD na cestě
délky 3 je 7/3. Dolńı odhad bude demonstrován pomoćı instance, na které
MAXLOAD dosahuje tohoto poměru oproti offline algoritmu, horńı odhad
bude dokázán pomoćı invariant̊u udávaj́ı vztah mezi délkou front algoritmu
a oponenta (offline algoritmu).

Před analýzou chováńı na 3-cestě se však ještě zmı́ńım, jak se algoritmus
MAXLOAD chová na 2-cestě. V tomto př́ıpadě je jeho chováńı stejné jako
chováńı algoritmu Greedy, což je možné snadno ověřit rozborem př́ıpad̊u.
2-cesta je úplný graf a Greedy tedy podle [1] je na ńı 2-kompetitivńı. Al-
goritmus MAXLOAD je tedy na 2-cestě 2-kompetitivńı, což je optimálńı
hodnota (podle [1]).

Aktuálńı délky jednotlivých front algoritmu budeme v této sekci značit ṕıs-
meny a, b a c (kde b je délka fronty stroje, jemuž odpov́ıdá prostředńı vrchol
v grafu konflikt̊u, a a c jsou délky front stroj̊u, jimž odpov́ıdaj́ı krajńı vr-
choly), aktuálńı délky front oponenta budeme značit obdobně ṕısmeny a′, b′

a c′. Maximálńı délku nejdeľśı z front (tedy hodnotu funkce BUFLEN(X, S))
oponenta budeme značit r. Plat́ı tedy a′ ≤ r, b′ ≤ r, a c′ ≤ r.
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Rozborem př́ıpad̊u zjist́ıme, které všechny vektory mohou být vybrané jako
pracovńı a za jakých podmı́nek:

a + c < b (0 1 0)

a + c > b a 6= 0 c 6= 0 (1 0 1)

a 6= 0 c = 0 (1 0 0)

a = 0 c 6= 0 (0 0 1)

a + c = b a 6= 0 c 6= 0
(

1
3

2
3

1
3

)

a 6= 0 c = 0
(

1
2

1
2

0
)

a = 0 c 6= 0
(

0 1
2

1
2

)

a = 0 c = 0 (0 0 0)

Lemma 7.1 Po celou dobu běhu algoritmu plat́ı:

b ≤ b′ + a + c (4)

a ≤ a′ + b (5)

c ≤ c′ + b (6)

D̊ukaz: Nejdř́ıve dokážeme prvńı invariant. Na začátku (kdy všechny fronty
jsou prázdné) invariant plat́ı. Pokud b ≤ a + c, pak invariant triviálně plat́ı.
Pokud b > a+ c, pak pracovńı vektor algoritmu bude (0 1 0). V tom př́ıpadě
však b klesá maximálńı možnou rychlost́ı, a a c se neměńı a b′ nemůže klesat
rychleji než b. Invariant tedy z̊ustává zachován i v tomto př́ıpadě.

Důkaz druhého invariantu bude obdobný: Na začátku plat́ı, pokud a ≤ b,
tak také triviálně plat́ı, pokud a > b, pak pracovńı vektor algoritmu bude
(1 0 1) nebo (1 0 0) (podle toho, zda c = 0), a tedy klesá maximálńı možnou
rychlost́ı a b se neměńı. Invariant tedy z̊ustává zachován. Třet́ı invariant se
dokáže symetricky podle druhého (přehod́ı se role a a c).

Lemma 7.2 Po celou dobu běhu algoritmu plat́ı:

a + b ≤ a′ + b′ + r (7)

c + b ≤ c′ + b′ + r (8)

D̊ukaz: Důkazy obou invariant̊u je třeba provádět zároveň. Na začátku oba
invarianty plat́ı. Pokud by poprvé měl být některý z nich porušen (bez újmy
na obecnosti předpokládejme prvńı z nich), pak těsně před porušeńım se
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levá strana bude rovnat pravé a levá muśı klesat pomaleji než pravá a tedy
(v prvńım př́ıpadě) součet prvńıch dvou složek pracovńıho vektoru muśı být
menš́ı než 1 (součet stejných složek pracovńıho vektoru u oponenta totiž může
být až 1). To nastává na dvou možných pracovńıch vektorech: (0 1/2 1/2) a
(0 0 1). V obou př́ıpadech plat́ı a = 0 a b ≤ c. pak ale:

2(a′ + b′ + r) = 2 (a + b) = 2b ≤ c + b ≤ c′ + b′ + r ≤ b′ + 2r

2a′ + b′ ≤ 0

a tedy a′ + b′ = 0 a pravá strana tedy neklesá v̊ubec. Druhý př́ıpad (nejdř́ıve
porušen druhý invariant) je symetrický.

Lemma 7.3 Po celou dobu běhu algoritmu plat́ı:

b ≤ 7/3 r

a ≤ 2r

c ≤ 2r

D̊ukaz: Součtem invariant̊u (4), (7) a (8) dostaneme 3b ≤ 3b′ + a′ + c′ + 2r a
tedy zřejmě 3b ≤ 7r. Obdobně součtem (5) a (7) dostaneme 2a ≤ 2a′+b′+r ≤
4r a součtem (6) a (8) dostaneme 2c ≤ 2c′ + b′ + r ≤ 4r.

Lemma 7.4 Existuje instance, na které algoritmus MAXLOAD potřebuje
frontu délky 7/3−ε (pro libovolně malé ε), zat́ımco oponent si vystač́ı s frontou
délky 1.

D̊ukaz: Zápis běhu algoritmu a oponenta je v následuj́ıćı tabulce. Tabulka
je rozdělena do třech část́ı. Nejdř́ıve se aplikuje 1. část, pak se aplikuje li-
bovolněkrát 2. část nebo jej́ı symetrická varianta (s prohozeným a, a′ za c,
c′), přičemž každé opakováńı sńıž́ı ε na polovinu, a na závěr se aplikuje 3.
část (nebo jej́ı symetrická varianta). Čas v prvńım sloupečku je poč́ıtán od
začátku části. Pokud v nějaký čas přijde nová úloha, tak jsou v tabulce dva
řádky se stejným časem — prvńı před započ́ıtáńım dané úlohy a druhý po
započ́ıtáńı. Pokud má řádek v komentáři dva vektory a skalár, pak prvńı vek-
tor je pracovńı vektor algoritmu, druhý je pracovńı vektor oponenta — jedná
se o pracovńı vektory v časovém intervalu mezi časem daného a předchoźıho
řádku, skalár pak udává rozd́ıl čas̊u.
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Tabulka 3: Instance dokládaj́ıćı dolńı odhad kompetitivńıho poměru
čas a b c a′ b′ c′ komentář
0 1 1 0 1 1 0 přǐsla úloha (1 1 0)
1 1/2 1/2 0 1 0 0

(

1

2

1

2
0
)

, (0 1 0), 1
1 1/2 1/2 1 1 0 1 přǐsla úloha (0 0 1)

3/2 0 1/2 1/2 1/2 0 1/2 (1 0 1), (1 0 1), 1/2
2 0 1/4 1/4 0 0 0

(

0 1

2

1

2

)

, (1 0 1), 1/2
2 0 5/4 5/4 0 1 1 přǐsla úloha (0 1 1)
3 0 3/4 3/4 0 0 1

(

0 1

2

1

2

)

, (0 1 0), 1
3 1 3/4 3/4 1 0 1 přǐsla úloha (1 0 0)
0 1 1 − 2ε 1 − 2ε 1 0 1 počátek z minula

1/2 1/2 1 − 2ε 1/2− 2ε 1/2 0 1/2 (1 0 1), (1 0 1), 1/2
1 1/3 2/3− 2ε 1/3− 2ε 0 0 0

(

1

3

2

3

1

3

)

, (1 0 1), 1/2
1 4/3 5/3− 2ε 1/3− 2ε 1 1 0 přǐsla úloha (1 1 0)

2 − 6ε 1 + 2ε 1 + 2ε 0 1 6ε 0
(

1

3

2

3

1

3

)

, (0 1 0), 1 − 6ε
2 1 − ε 1 − ε 0 1 0 0

(

1

2

1

2
0
)

, (0 1 0), 6ε
2 1 − ε 1 − ε 1 1 0 1 přǐsla úloha (0 0 1)
0 1 − ε 1 − ε 1 1 0 1 počátek z minula
0 1 − ε 2 − ε 1 1 1 1 přǐsla úloha (0 1 0)
1 2/3− ε 4/3− ε 2/3 1 0 1

(

1

3

2

3

1

3

)

, (0 1 0), 1
1 2/3− ε 7/3− ε 2/3 1 1 1 přǐsla úloha (0 1 0)

Věta 7.5 Kompetitivńı poměr algoritmu MAXLOAD na cestě délky 3 je 7/3.

D̊ukaz: Předchoźı lemma udává dolńı odhad, horńı odhad plyne z lemmatu
7.3.

8 Experimenty

Během psańı diplomové práce jsem prováděl výpočetńı experimenty, jejichž
ćılem bylo odhalit, jaké invarianty pro algoritmus plat́ı. Experimenty byly
založeny na systematickém generováńı instanćı a aplikováńı algoritmu na
vygenerované instance.

Testovaćı program pracoval tak, že metodou prohledáváńı do hloubky (s li-
mitem na maximálńı hloubku) procházel prostor možných konfiguraćı (kon-
figuraćı mysĺım dvojici vektor̊u délek front pro algoritmus a pro oponenta).
Program na počátku inicializoval vektory délek front pro algoritmus a opo-
nenta na 0 a pak v každém kroku nejdř́ıve zkontroloval, jestli už počet krok̊u
(hloubka ve stromě rekurze) překročil stanovenou mez nebo jestli daná kon-
figurace byla již dř́ıve navšt́ıvena (pomoćı hashovaćı tabulky kĺıčované konfi-
guraćı). V takovém př́ıpadě tato větev výpočtu skončila. V opačném př́ıpadě
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zvolil úlohu z množiny {0, 1}n, přičetl ji k délkám front algoritmu a opo-
nenta. Výpočet dál pokračoval v této větvi, pokud délky všech front opo-
nenta byly menš́ı nebo rovny 1 a zároveň pokud oponent mohl zvolit takový
pracovńı vektor, který by odpov́ıdal jedné maximálńı nezávislé množině (a
nikoliv netriviálńı konvexńı kombinaci) a který by mohl běžet (aniž by došlo
k předčasnému vyprázdněńı některé fronty) po dobu 1 časové jednotky —
např́ıklad pro cestu délky 3 při značeńı podle minulé sekce to znamená,
že bud’ a = 1, b ≤ 1 a c = 1, nebo a ≤ 1, b = 1, c ≤ 1. Oponent
tedy jeden z možných pracovńıch vektor̊u zvolil a nechal ho běžet po dobu
1 časové jednotky, stejně tak po stejnou dobu algoritmus zpracovával své
fronty. V opačném př́ıpadě (oponent měl frontu délky větš́ı než 1 nebo nemohl
zvolit požadovaný pracovńı vektor) tato větev výpočtu skončila. Tento krok
(od kontroly hloubky zanořeńı) se opakoval, dokud nebyla splněna některá
z výše zmı́něných podmı́nek pro ukončeńı větve výpočtu.

Předchoźı odstavec popisoval pouze jednu větev výpočtu. Výpočet se větvil
v mı́stech, kde si zvolil úlohu nebo pracovńı množinu pro oponenta. Pokud
některá větev výpočtu skončila, tak se výpočet vrátil k mı́stu posledńıho
větveńı a zvolil tam jinak (backtracking). Tak postupně vyzkoušel všechny
možné volby. Během výpočtu se kontrolovala platnost zadaných kandidát̊u
na invarianty, poč́ıtal se dolńı odhad kompetitivńıho poměru (porovnáńım
délek front algoritmu s délkami front aktuálńıho oponenta, který však ne-
byl optimálńı offline algoritmus) a ukládaly se všechny konfigurace. které
algoritmus navšt́ıvil.

Prohledávaný prostor byl záměrně zúžen celou řadou omezeńı:

• Přicházej́ıćı úlohy jsou složeny jen z nul a jedniček.

• Je pevně daná maximálńı oponentova délka fronty.

• Časové pojet́ı je diskrétńı (úlohy přicházej́ı v pravidelných časových
intervalech).

• Oponent má omezenou množinu tah̊u (smı́ volit jen maximálńı nezávislé
množiny, které je možné zpracovávat po dobu daného časového inter-
valu).

• Celkové množstv́ı tah̊u je omezené.

• Omezená přesnost při testováńı navšt́ıvenosti konfigurace (konfigurace,
lǐśıćı se ve všech souřadnićıch o méně než dané ε, jsou spolu ztotožněny).
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Dı́ky těmto omezeńım výpočty doběhly pro cesty délky 3 a 4 v reálném
čase. Pro 3-cestu se tento postup osvědčil — při rozumné přesnosti testováńı
navšt́ıvenosti konfigurace (zaokrouhlováńı na 2−24) stihl program během ně-
kolika minut až několika deśıtek minut proj́ıt celý stavový prostor (přičemž
ani nenarazil na omezeńı hloubky rekurze). Přestože byl stavový prostor ra-
dikálně omezen, tak v něm program našel posloupnosti konfiguraćı, jejichž
kompetitivńı poměr se bĺıžil 7/3, a krajńı body v prostoru konfiguraćı ležely
takřka na hranićıch, které plynou z invariant̊u obsažených v d̊ukazech. Pro
4-cestu se však tento postup př́ılǐs neosvědčil. I při sńıžeńı přesnosti na 2−10

a omezeńı počtu krok̊u na 19 trvalo mnoho hodin, než program dokončil
výpočet. Z množiny takto dosažených konfiguraćı se nám však nepovedlo
vyvodit žádné netriviálńı závěry.

Je zaj́ımavé, že pro běh algoritmu při tomto pojet́ı plat́ı daľśı invarianty.
Např́ıklad pro 3-cestu v každém okamžiku těsně před př́ıchodem nové úlohy
plat́ı, že součet délek krajńıch front se rovná délce prostředńı fronty. Tento
invariant plat́ı proto, že maximálńı velikost př́ıchoźı úlohy je dostatečně malá,
aby se př́ıpadný rozd́ıl stihl vyrovnat do konce kola.

Pro ilustraci zde uvád́ım některé obrázky źıskané vizualizaćı výsledk̊u ex-
periment̊u. Obrázky 1, 2 a 3 ukazuj́ı délky front algoritmu v jednotlivých
stavech výpočtu na 4-cestě. Pro tyto obrázky se využily jen stavy, ve kterých
měl oponent všechny fronty prázdné. Každý stav je reprezentován kř́ıžkem.
V obrázku 1 se jako souřadnice kř́ıžku použily délky 2. a 3. fronty algoritmu,
v obrázky 2 se použily délky 1. a 4. fronty a v obrázku 3 se použily délky 1.
a 2. fronty.

Obrázek 4 ilustruje výpočet na 3-cestě. Obrázek je źıskán obdobně jako
v předchoźım př́ıpadě, zde se využily jen stavy, ve kterých měl oponent
prostředńı frontu prázdnou a krajńı fronty délky 1. Pro souřadnice se využily
délky krajńıch front algoritmu. Na obrázku jsou vidět, že krajńı body vytyčuj́ı
dvě poloroviny omezuj́ıćı dosažitelnost ve stavovém prostoru — 2a + c ≤ 2,
2c+a ≤ 2 (využ́ıvám značeńı z předchoźı sekce). Tyto podmı́nky v podstatě
odpov́ıdaj́ı podmı́nkám z lemmatu 7.2. protože plat́ı a′ = c′ = 1, b′ = 0 (ne-
bot’ v tomto obrázku jsou zahrnuty jen stavy, které tyto podmı́nky splňuj́ı),
r = 1 (oponent nemá povoleno deľśı fronty) a a + c = b (nový invariant
uvedený v předminulém odstavci).
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Obrázek 1: Stavy vnitřńıch front algoritmu na 4-cestě
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Obrázek 2: Stavy vněǰśıch front algoritmu na 4-cestě
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Obrázek 3: Stavy 1. a 2. fronty algoritmu na 4-cestě
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Obrázek 4: Stavy krajńıch front algoritmu na 3-cestě
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9 Závěr

Během práce se zvolené ćıle povedlo splnit jen částečně. Navrhnul jsem jediný
algoritmus pro řešeńı rozvrhováńı s konflikty, algoritmus MAXLOAD. Tento
algoritmus byl v práci dostatečně podrobně definován, byly probrány jeho
možnosti implementace a povedlo se dokázat jeho konečnost pro libovolný
vstup. Kompetitivńı poměr se však povedlo dokázat pouze pro cestu délky
3 a v tomto př́ıpadě je kompetitivńı poměr (7/3) horš́ı, než u již známých
algoritmů (2 pro hierarchický hladový algoritmus z [1]). Na druhou stranu
jsme během výzkumu nenarazili na žádný př́ıpad, kdy by si algoritmus MAX-
LOAD vedl vyloženě špatně, např́ıklad pro žádný graf neznáme instanci, na
které by MAXLOAD nebyl kompetitivńı.

Výzkum by dále mohl pokračovat několika směry, zejména pak hledáńım
d̊ukazu kompetitivnosti algoritmu pro všechny grafy a hledáńım hodnoty
kompetitivńıho poměru pro konkrétńı grafy, zejména pro deľśı cesty. Daľśı
směr výzkumu by se mohl týkat možnost́ı, jak algoritmus lépe implemento-
vat. V př́ıpadě popsáńı mnohostěnu DIRS pomoćı jeho stěn by nejsṕı̌s bylo
možné použ́ıt v implementaci lineárńı programováńı pro nalezeńı množiny
MAX. Daľśı možnost je dokázat konvergenci iteračńıho algoritmu, který jako
pracovńı vektor voĺı náhodné vrcholy MAX a zvolený vektor nechává praco-
vat po krátký časový okamžik.

Nab́ıźı se také možnost zkoumat podobné algoritmy. Např́ıklad po přečteńı
[2] se domńıvám, že by bylo zaj́ımavé zkoumat algoritmus, který namı́sto
〈A, V 〉 minimalizuje 〈A, V 〉 / |V |.
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