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nebo zapnuty. Stroje, které jsou v konfliktu, nemohou byt zdroven zapnuté. Na jednotlivé
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stroje prubézné ilohy zpracovavaji a vyprazdnuji tak své fronty. Algoritmus rozhoduje
o vypinani a zapinani jednotlivych stroju, pticemz musi dodrzet omezeni vyplyvajici z grafu
konflikttu. Cilem je najit takovy rozvrh, ktery minimalizuje maximélni dosazenou délku
vstupnich front. Problém je online, algoritmus tedy musi reagovat prubézné, pFicemz nevi,
jaké tlohy se objevi pozdéji. Navrhl jsem algoritmus zalozeny na maximalizaci skalarniho
sou¢inu pracovniho vektoru (vektoru, reprezentujiciho konfiguraci jednotlivych stroju) a
vektoru délek front. V této préaci dokazuji, ze tento algoritmus je dobfe definovan, je vzdy
koneény a pro konkrétni graf (cestu délky 3) je jeho kompetitivn{ pomér 7/3. Dale v prici
rozebiram moznosti implementace tohoto algoritmu.
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1 Uvod

Rozvrhovaci problémy je souhrnné oznaceni pro skupinu optimaliza¢nich
problém1, které maji zakladni schéma tohoto typu: Je zadand mnozina stroju
a mnozina uloh a je tieba pro kazdou ulohu najit stroj, ktery ji zpracuje.
Zpracovani kazdé ilohy na daném stroji trva néjaky cas, po ktery je zpravi-
dla dany stroj nepouzitelny pro ostatni tlohy. Pfifazeni stroju jednotlivym
uloham se oznacuje jako rozvrh. Jestlize rozvrh spliuje omezujici podminky
(napriklad ze v jeden ¢as na jednom stroji se zpracovava praveé jedna tloha),
tak se oznacuje jako korektni. Korektnich rozvrhu je obvykle mnoho, cilem
rozvrhovani tedy byva nalézt rozvrh, ktery je optimalni vzhledem k néjaké
kriteridlni funkei (typicky celkova délka béhu).

Existuje mnoho variant rozvrhovani. Pokud je mozné cas zpracovani dané
ulohy na daném stroji vyjadrit jako podil délky tlohy a rychlosti stroje, pak
se takové rozvrhovani nazyva v anglické literatute scheduling on related ma-
chines (nebo dokonce scheduling on identical machines, pokud jsou rychlosti
viech stroju stejné). V opaéném piipadé se nazyvéa scheduling on unrelated
machines. Pokud je mozné zpracovani tlohy kdykoliv prerusit, stroj uvolnit a
ve zpracovani pokracovat pozdéji, pak se mluvi o preemptivnim rozvrhovani.
Rozvrhovéni muze pracovat offline (algoritmus ma ptistup k celému zadani
najednou) nebo online (algoritmus dostava informace o tlohach postupné a
musi prubézné rozhodovat o rozvrhu). Mohou existovat ruzna omezeni které
ulohy je mozné umistit na které stroje.

Rozvrhovaci problém, ktery bude diskutovan v této diplomové praci, se pod-
statné lis{ od velké ¢ésti ostatnich rozvrhovacich problémi. V tomto problému
je dana mnozina stroji a mnozina podminek, které dva stroje nemohou pra-
covat ve stejny okamzik — mmnozina stroju tvori vrcholy grafu a mnozina
podminek tvoii jeho hrany. Déle je zadanad posloupnost tuloh. Uloha je po-
psand svou velikosti, casem piichodu a urcenim, na kterém stroji ma bézet.
Prichozi tlohy se ukladaji do front u jednotlivych stroju a pokud dany stroj
pracuje, tak jsou postupné zpracovavany. Zpracovani tlohy je mozné kdyko-
liv prerusit a pozdéji se k ni vratit.

Cilem algoritmu je najit takovy rozvrh (plan uddvajici, kterd mnozina stroju
bude v ktery ¢asovy okamzik pracovat), ktery minimalizuje délku nejdelsi
fronty (kde délka fronty je méfena jako soucet délek tloh v dané fronté).
Problém je formulovan jako online, tedy algoritmus dostava postupné tlohy
uspotradané podle ¢asu piichodu a nez dostane informaci o tloze, musi byt
rozhodnuto o rozvrhu az do casu prichodu dané ulohy. Po pfichodu dané
ulohy se tedy jiz prislusna pocatecéni ¢ast rozvrhu nesmi meénit.



Cilem této diplomové prace je navrhnout vhodné algoritmy pro feSeni pro-
blému rozvrhovani s konflikty, nalezené algoritmy jasné definovat a analy-
zovat jejich chovani (kone¢nost, kompetitivni pomeér) na ruznych tiidach
grafi, zejména na cestach. V soucasné dobé neni zndmo mnoho algoritmu
pro feseni tohoto problému a existujici algoritmy (popsané zejména v [1])
jsou pro nékteré tiidy grafu (napiiklad cesty a kruznice) nepouzitelné nebo
nevhodné, jak ukazuje sekce 4.

1.1 Optimaliza¢ni a online problémy

Na problém je mozné nahlizet jako na funkci z mnoziny vstupu do po-
ten¢ni mnoziny moznych vystupu, kterd pro pevny vstup urcuje mnozinu
piipustnych (feasible) feseni. Pokud navic je zadanad funkce z kartézského
sou¢inu mnoziny vstupti a mnoziny vystuptt do (napitfklad) R (nazyvana
casto cilova funkce) a cilem algoritmu je nalézt nejenom piipustné feseni, ale
navic s co moznd nejvétsi (nebo nejmensi) hodnotou cilové funkece, pak se
jednd o optimalizaéni problém.

Online problémy je souhrnné oznaceni pro skupinu problému, pii kterych
vstup je rozdélen na ¢asti a algoritmus musi vyprodukovat ¢ast svého vystupu
diiv, nez dostane k disposici dalsi ¢ast vstupu. Prikladem takového problému
muze byt tfeba klasicky rozvrhovaci problém, kdy algoritmus postupné dosta-
va ulohy a musi je ihned pritadit néjakému stroji, ale dopredu nevi, jaké tlohy
prijdou pozdéji. Online problémy obvykle byvaji zaroven i optimaliza¢nimi
problémy, pak ma smysl definovat kompetitivni pomér online problému a
kompetitivni pomér online algoritmu.

Kompetitivni pomeér online algoritmu ALG (vzhledem k néjakému pevnému
optimalizacnimu problému, kde je cilem minimalizovat cilovou funkci F' s
oborem hodnot R") je definovan takto:

Definice 1.1 Definuji RATIO(ALG) jako funkci algoritmu ALG:

RATIO(ALG) = sup {

F(X, ALG(X)) }
X€eINSTANCES

F(X,0PT(X))

Kde INSTANCES je mnozina vSech instanci daného problému a OPT je
optimélni offline algoritmus (tedy optimélni algoritmus, ktery ma k pristup
k celému zadani bez online omezeni).

Kompetitivni pomeér problému je pak infimum pres kompetitivni pomeéry
vsech online algoritmu, ktery dany problém fesi.
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Na online problém se ¢asto pohlizi jako na hru, ve které spolu soupeii al-
goritmus a oponent. Oponent zna v kazdou chvili stav algoritmu, ale algo-
ritmus neznd stav oponenta. Algoritmus dostava postupné vstup a generuje
postupné vystup, oponent taktéz zpracovava stejny vstup, ale navic urcuje,
jaky vstup bude v néasledujicim kroku. Cilem oponenta je dosdhnout co mozna
nejvétsiho poméru mezi hodnotou cilové funkce na vystupu algoritmu a na
vystupu oponenta (vzhledem k tahum algoritmu), Oponent zde vlastné zastu-
puje jak funkci optimalniho offline algoritmu, tak funkci suprema z definice
kompetitivniho poméru algoritmu.

1.2 Znaceni

V nésledujicim textu budu obvykle skalarni hodnoty znacit malymi pismeny,
vektory znacit velkymi pismeny a mnoziny znacit slovy z velkych pismen
(napt. DIRS). V textu se ¢asto vyskytuji posloupnosti vektoru, a proto
vyuzivam dolniho indexu na indexaci prvku v ramci posloupnosti, zatimco
pro indexaci slozky v rdamci jednoho vektoru vyuzivam dolni index v hra-
natych zavorkach. Napiiklad V; tedy znadi i-ty vektor v ramci posloupnosti
vektoru Vi, Vs, . .., zatfimco V};) znaci i-tou slozku vektoru V. Vektory zapisuji
bez carek mezi prvky, naptiklad nulovy tifidimenziondlni vektor zapisi jako
(0 0 0). Standardni skalarni souc¢in vektoru V', W znacim (V, W).

2 Definice problému

V ivodu jsem zde diskutovany problém zbézné popsal. Ten popis vSak byl
zamyslen spiSe pro ziskani celkové predstavy, pro ucely analyzy problému
bude tieba piesnéjsi definice problému, ktera bude uvedena v této kapitole.

Nejdrive ale navazu na zbézny popis z ivodu a popisu, v ¢em se lisi od defi-
nice, ktera bude nasledovat. V popisu jsem zminoval, ze nezpracované tlohy
se ukladaji do front. Protoze vSak tulohy jsou pferusitelné a v rdamci jednoho
stroje zaménitelné, tak neni tieba uvazovat jednotlivé posloupnosti tloh ve
frontach, ale staci uvazovat pouze soucet délek tloh pro kazdou frontu. Tyto
hodnoty budu nadéle sdruzovat do vektoru. Obdobné budu sdruzovat do
vektoru ulohy, které se objevi ve stejny ¢as na ruznych strojich.

Aktualni konfiguraci stroju popisuje pracovni vektor. Ten pro kazdy stroj
udavé (pomoci ¢isla z intervalu (0, 1)), jak intenzivné dany stroj pracuje.
Zbézny popis z uvodu predpokladal, ze v jeden okamzik mohou pracovat
pouze stroje, které tvori nezavislou mnozinu v grafu konfliktu. Pripustné
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pracovni vektory by tedy byly charakteristické vektory nezavislych mnozin
z grafu konfliktti. Nasledujici definice vsak umoznuje, aby mezi piipustné
pracovni vektory patfily také jejich konvexni kombinace. Pokud bych tuto
moznost nemél, tak ji mohu nasimulovat tim, ze v rozvrhu budu opakované
stiidat jednotlivé nezavislé mnoziny (tvorici danou konvexni kombinaci) po
krocich o velikosti eqy, kde «; je ptislusny koeficient konvexni kombinace a
€ je libovolné mala konstanta. Délka rozvrhu a délky jednotlivych front pro
takovy rozvrh a pro puvodni rozvrh (obsahujici pifimo konvexni kombinace
nezavislych mnozin) se bude lisit jen o néjaké libovolné malé €'

V nésledujicich definicich nadale predpokladdm pevny graf G = (V, E) a
|V| = n. Vyraz I; reprezentuje charakteristicky vektor j-té nezavislé mnoziny
v grafu G, ktery ma celkem m nezavislych mnozin.

Definice 2.1 Definuji INSTANCES jako mnozZinu vsech X splnujicich:

X = (kARYL )
keN; Vie{l...k}: PeR{", e RS
r=0; Vi,je{l...k}: (i<j)—(ri<r;)

INSTANCES je mnozina vSech instanci problému. Jednotlivé instance udava,
kdy prijdou jaké nové tlohy na jednotlivé stroje. V case r; ptijde i-ta tloha,
popsanéd vektorem délek P;. Celkem je v instanci k tloh. Piedpokladame
rostouci ¢asy prichodu a piichod prvni tlohy je v case 0.

Definice 2.2 Definuji mnozinu DIRS jako mnoZinu vsech D splnujicich:

ElOél...OénE <O,1> zm:()ézzl/\zm:()ézL:D
=1 i=1

DIRS je mnozina vsech piipustnych pracovnich vektoru. Je to omezeny kon-
vexni mnohostén, ktery ma jako vrcholy jednotlivé nezavislé mnoziny grafu

G.

Definice 2.3 Definuji SCHEDULES jako mnoZinu vSech S splnugjicich:

S = (LWL, {61
leN; Vie{l...l}: W; e DIRS,t; € Rg
th=0; Vi,je{l...l}: (i<yj)—(t:<t;)
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SCHEDULES je mnozina vsech ptipustnych rozvrhiu. Rozvrh udava, kdy
a jak pracuji jednotlivé stroje a tedy jakou ma hodnotu pracovni vektor
v kterykoliv ¢asovy okamzik. V ¢ase 0 se stroje nakonfiguruji na pracovni
vektor Wi, v Case t; probéhne rekonfigurace stroju a pracovni vektor se
zméni na W,;. Celkovy pocet rekonfiguraci (véetné tdvodni konfigurace) je
[. Predpokladame rostouci ¢asy rekonfiguraci.

Definice 2.4 Definuji LOAD(X, S,t) jako funkci instance X, rozvrhu S a
nezaporného casu t. V definici pouzivam znaceni slozek X a S podle definic
instance a rozvrhu (k, P;, r;, |, W; a t;):

LOAD(X,S,0) = P

a prot > 0:
LOAD(X,S,t) = (A= (t—thW,))" +P
kde: ¢ = max {x |z e {r} u{td_rnx< t}
A" = LOAD(X, S,t)
Jj = argmax{t;|t; <t}
1e{1...l}
P =

P, kdyzdi:r;, =t
0 jinak

LOAD(X, S,t) je funkce, kterd pro danou instanci X, rozvrh S a ¢as t vrati
vektor délek front v case t. Definice je provedena rekurzivné a je korektni,
nebot pro libovolny pevny ¢as t existuje koneéné mnoho zanoteni rekurze —
funkce se pri rekurzi odkazuje jen na striktné mensi casy z kone¢né mnoziny.
Funkce vyuziva ¢as posledni udélosti ¢’ pred pozadovanym casem, vektor
délek front A’ v predchozim case, aktualni pracovni vektor W, a piipadny
vektor délek ptichozi ilohy P;, pokud je aktualni cas ¢ ¢asem piichodu néjaké
ulohy.

Definice 2.5 Definuji BUFLEN(X, S) jako funkci instance X a rozvrhu S:

BUFLEN(X, 5) = max {|[LOAD(X, S,t)|..}

te(0,00)

BUFLEN(X, S) je funkce, kterd pro danou instanci X a rozvrh S vrati ma-
ximalni délku fronty, které bylo béhem zpracovani X dosazeno. Tato funkce
je cilova funkce problému, algoritmus pro zadané X hleda S takové, které
minimalizuje BUFLEN(X, S).
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Definice 2.6 Definuji OPT(X) jako funkci instance X :

OPT(X)= argmin {BUFLEN(X,S)}
SeSCHEDULES

OPT(X), uveden zde pro tplnost, reprezentuje optimalni offline algoritmus.

Definice 2.7 Definuji mnozinu INSTANCES™ :

INSTANCES™ = {X € INSTANCES | BUFLEN(X, OPT(X)) = 1}

INSTANCES™ je mnozina instanci pro omezeny problém, ktery se lisi od
zékladniho problému (rozvrhovani s konflikty) pouze v tom, ze mnozina in-
stanci problému je omezena na ty instance, pro které optimalni offline algo-
ritmus potfebuje fronty o velikosti pravé 1. Vzhledem k tomu, ze kazdou
netrivialni instanci zakladniho problému je mozné seskalovat do instance
omezeného problému, tak kazdy algoritmus pro omezeny problém odpovida
néjakému algoritmu pro zakladni problém, kterému navic bude podana infor-
mace o potiebné délce fronty optimalniho offline algoritmu. Definuji buf(G)
jako kompetitivni pomér zédkladniho problému rozvrhovéani s konflikty pro
pevny graf G a obdobné definuji buf™ (G) jako kompetitivni pomér ome-
zeného problému pro pevny graf G.

3 Prehled existujicich vysledku

[1] je vyznamny ¢lanek tykajici se tohoto problému. Jsou v ném uvedeny
zejména tyto vysledky:

e Pro kazdy koneény graf G je buf(G) a buf™ (G) konecéné.

e Pro kazdy uplny graf K, je buf(K,) = buf (K,) = H,, (kde H,, je n.
harmonické ¢islo), pro kazdy uplny bipartitni graf K, ,, je buf (K, ) =
buf™ (K,,,,) = 2 a pro uplné k-partitni grafy je jejich buf(G) mezi Hy,
a Hy_1 + 1. Tyto vysledky dosahuje jednoduchy hladovy algoritmus.

Hladovy algoritmus (v ¢ldnku [1] ozna¢ovan GREEDY) je mozné stru¢né
popsat metodou vybéru pracovni mnoziny — v kazdém okamziku pra-
cuje mnozina stroju vybrand tak, ze z mnoziny kandidati (kterd na
zacatku vybéru pracovni mnoziny obsahuje vSechny stroje s neprazdnou
frontou) vybere stroj s nejdelsi frontou a ten a vSechny jeho sousedy
vytadi z mnoziny kandidatu. Tento krok se iteruje, dokud mnozina
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kandidatu je neprazdnd. Tento struény popis vsSak nerikd jak tesit
pripady, kdy v grafu je vice sousednich vrcholu s nejdelsimi frontami.
Formalni definice hladového algoritmu uvedena ve zminovaném clanku
tento problém fesi vybérem libovolného vrcholu a iteraci po krocich, je-
jichz délka jde limitné k 0, neni vSak jasné, zda tento postup na kazdém
grafu konverguje.

e Pro kazdy strom T je buf(T) < D(T)/2 + 1, kde D(T) je polomér
stromu T'. Tento vysledek je dosazen hierarchickym hladovym algorit-
mem.

Hierarchicky hladovy algoritmus predpoklada pro graf G pevnou konec-
nou posloupnost indukovanych podgrafu {H;},_,, kde Hy = G a H;1y
je indukovany podgraf grafu H;. Pro stromy je posloupnost definovana
tak, ze H;,1 vznikne odstranénim vsech vrcholu stupné 1 z grafu H;.
Hierarchicky hladovy algoritmus pracuje tak, ze v kazdém kroku je
pomoci algoritmu GREEDY nejdiive zvolena pracovni mnozina pro H,,
a pak pro kazdé i od p—1 do 1 je zvolena (pomoci modifikace GREEDY)
pracovni mnozina pro H;, ktera je nadmnozinou pracovni mnoziny pro
H,; .. Zvolend pracovni mnozina pro H, se pak pouzije jako pracovni
mnozina pro G. Modifikace algoritmu GREEDY pak spociva v tom, ze
modifikovany algoritmus na zac¢atku vybéru pracovni mnoziny nema
v mnoziné kandidatu vsechny vrcholy grafu, ale jen ty, které nejsou
prvkem zadané mnoziny nezavislych vrcholu, ani s ni nesousedi. K této
zadané mnoziné nezavislych vrcholu jsou pak iterativné pridavany dalsi
vrcholy z mnoziny kandidatu, jak je popsano vyse v popisu algoritmu
GREEDY.

Velice zajimavy je ¢lanek [2], ktery ukazuje, jak je mozné prevést tento
problém do podoby geometrické hry na honénou. Tato hra je formulovana
takto: V zadaném metrickém prostoru se pohybuje zlodéj a policista (body
v prostoru). Maximélni rychlost pohybu zlodéje i policisty je stejna. Zlodéj
zna v kazdém okamziku soutadnice policisty a kromé svého pohybu také
ovlada navnadu. Navnada je bod v prostoru, jehoz vzdalenost v kazdém
okamziku od zlodéje musi byt mensi nez néjaka pevna konstanta, jinak na
pohyb navnady nejsou kladeny zadné pozadavky. Policista neznd polohu
zlodéje, ale zna polohu navnady. Cilem zlodéje je vzdalit se co mozna nejdal
od policisty, cilem policisty je udrzovat alesponi pevnou vzdalenost od zlodéje
(kdyz uz ho nemé — vzhledem ke stejnym rychlostem — Sanci chytit).

Clanek dokazuje, ze pro eukleidovsky prostor existuje strategie pro zlodgje,
kterd mu umoznuje vzdalit se libovolné daleko, zatimco pro prostor s met-
rikou definovanou konvexnim mnohosténem existuje strategie pro policistu
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udrzujici pevnou vzdalenost mezi nim a zlodéjem. Mnohosténova metrika je
metrika odvozend z mnohosténové normy, ve které vsechny body na sténach
daného konvexnitho mnohosténu (ktery musi byt sttedové symetricky podle
sttedu 0) maji jednickovou normu. Norma ostatnich vektoru je ddna lineari-
tou normy.

Clanck déle ukazuje, ze problém rozvrhovéni s konflikty je mozné snadno
prevést do této podoby. Staci vzit n-rozmérny prostor (n je stile pocet stroju)
a metriku definovat mnohosténem DIRS obohacenym o své symetrické kopie
v ostatnich kvadrantech. Soutradnice policisty pak budou dany odpracovanou
dobou prislusnych stroju algoritmu (kazdy stroj odpovidé piislusné ose v n-
rozmérném prostoru), souradnice ndvnady jsou dény celkovou délkou prislych
uloh prislusnych stroju, a souradnice zlodéje jsou dany odpracovanou dobou
piislusnych stroju oponenta navysenou o konstantu. V ¢lanku se tvrdi, ze
drobnymi tpravami dukazu existence strategie udrzujici pevnou vzdalenost
pro policistu je mozné (pomoci této transformace) dokézat, ze pro kazdy
koneény graf G je buf(G) konecné.

Clének [3] se zabyva Fizenfm piepindni paketil v pocitacové siti a pouzivé
model, ktery odpovida specialnimu ptipadu rozvrhovani s konflikty, kde graf
konfliktu je uplny graf. Na rozdil od rozvrhovani s konflikty je v tomto ¢lanku
problém diskrétni a nazyva se Balanced Scheduling Problem. V ¢lanku je ana-
lyzovan jednoduchy hladovy algoritmus, ktery odpovida algoritmu GREEDY
z [1], a je 0o ném dokazéno, ze ma kompetitivni pomeér O (logn) a z tohoto
hlediska je takika optimdlni, nebot (jak je v ¢lanku ddle dokdzdno) dolni
odhad kompetitivntho poméru pro deterministické algoritmy je 1+ |log, n ]
a pro randomizované algoritmy je 1 + |logyn] /2.

Déle je v ¢lanku analyzovan algoritmus ROUND ROBIN, ktery pravidelné
stiida vSechny stroje. O tomto algoritmu je dokézano, ze jeho kompetitivni
pomeér je n. Kromé Balanced Scheduling Problem je v ¢lanku jesté definovan
a teSen Delay Balanced Scheduling Problem, ve kterém se namisto celkové
délky uloh ve fronté minimalizuje soucet zpozdéni (rozdil ¢asu dokonceni a
¢asu prijeti) jednotlivych 1loh ve fronté, avsak tento problém jiz nema piimou
souvislost s tématem mé diplomové prace.

Clanek [4] se také zabyva Fizenfm piepinani paketi v pocitacové siti, na
rozdil od [3] vsak pouziva spojity model, ktery lépe odpovida problému roz-
vrhovani s konflikty. V ¢lanku je také analyzovan jednoduchy hladovy algo-
ritmus (nazyvan Longest Queue First) a o ném je dokdzéno. ze ma kompe-
titivni pomér H,, a je optimalni. Dale se autoii v ¢lanku zabyvaji konstrukei
efektivniho offline algoritmu.
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4 Algoritmus GREEDY

Algoritmus GREEDY je jednoduchy algoritmus, ktery hladové voli pracovni
mnozinu stroju. Tedy vzdy vybere ten stroj z moznych stroju, ktery ma
nejdelsi frontu. Strucné jsem ho popsal na zacatku minulé sekce a presné
definovén je v [1], v drobnych modifikacich také v [3] a [4]. Je o ném dokézéno,
ze na uplnych grafech je jeho kompetitivni pomér H,, (podle [1], obdobné také
podle [3] a [4]). Jaky je vSsak kompetitivni pomeér na jinych tiidach grafa,
zejména na cestach a kruznicich?

Algoritmus GREEDY ma jeden dulezity rys. Pokud algoritmus pro instanci X
vygeneroval rozvrh S a béhem tohoto rozvrhu nedoslo k situaci, ze néktery
stroj nepracoval jen z toho duvodu, ze uz mél prazdnou frontu, pak kdyz
upravime instanci X na instanci X’ zvétSenim prvni ulohy o kladny nasobek
vektoru 1, tak algoritmus pro instanci X’ vygeneruje rozvrh S’, ktery se od S
lisf nejvyse v poslednim pracovnim vektoru (ktery zpracuje pridany nasobek
vektoru 1).

Tento rys je zpusoben tim, ze algoritmus nevyuzivda absolutni délku front,
ale stara se pouze o to, ktera fronta je nejdelsi, coz bude po celou dobu béhu
algoritmu stejné vychdzet na X i na X', nebot délky odpovidajicich front se
budou lisit o stejnou konstantu. Toho muze vyuzit oponent — pokud ziska
néjaky néaskok a rozlozi ho rovnomérné mezi své fronty, tak muze stejny
postup mnohokrat opakovat a ziskat tim libovolné velky néskok.

Nésledujici piiklad ukazuje, jak je toho mozné dosdhnout na kruznici délky
6. Algoritmus tedy neni kompetitivni (nemd koneény kompetitivni pomeér)
na tomto grafu. V tabulce je uveden usek instance, na jehoz pocatku ma
algoritmus i oponent vsechny fronty délky 2 (coz je mozné snadno docilit
pfidanim jedné tlohy) a po jeho konci ma algoritmus stéle vsechny fronty
délky 2, ale oponent méa vsechny fronty délky 1. Pak uz staci poslat tlohu
(111111) a, vzhledem k vyse zminéné vlastnosti algoritmu, postup libo-
volnékrat opakovat. Tento postup lze snadno modifikovat pro delsi kruznice
a cesty.

V tabulce 1 je uveden tsek instance (¢asy v prvnim sloupku a vektory tloh
v druhém) a tseky rozvrhu algoritmu a oponenta (¢asy v prvnim sloupku a
pracovni vektory v t¥etim a étvrtém sloupku). Casy jsou uvedeny relativné
k pocatku tseku. Usek trva Sest casovych jednotek. V tabulce 2 jsou uvedeny
délky front algoritmu (vektor A) a oponenta (vektor Z). V této tabulce jsou
obvykle dva tadky po sobé se stejnym casem — v dany c¢as piisla uloha a
prvni fadek udava délky front pred zapoctenim této ulohy, zatimco druhy
radek udava délky front po jejim zapocteni.
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Tabulka 1: Problémové instance a rozvrh algoritmu GREEDY a oponenta

cas instance algoritmus oponent

0 |(100100)|(100100)|(101010)
1 1(010010){(010010)|(010101)
2 1(001001)|(001001)|(101010)
3 1(100100)|(100100)|(010101)
4 1(010010)[(010010)((101010)
5 1(001001)(001001)|(010101)

Tabulka 2: Béh algoritmu GREEDY a oponenta na problémové instanci
cas | App Ap Ap A A Al | Zn Zpp Zp) 2 Zs) g
9 2 | 2 9 9

S CLOUU = W W NN~ —= OO
DN DNDDNWNDDNDNDDND WD
DO DO DD QLoDNDNDDNDNDDNDWDNDDNDDN
DN DNDNDWNDDNDNDDND WD
DO DO DD CoDDNDDNDNDDNWDNDDNDDN

2
2
2
3
2
2
2
2
1
2
2
2
1

NN DNDDNWNDDRNDNWWWN

2
2
2
2
1
2
2
2
1
1
1
2
1

DO W DNDNDNNDNDDDNDWDNDDNDDNDDN
DO WD DNDDNDDNWNDNDDNNDN
— = N NN DN NN DN W
— = O = = =N =N
— =N = =N NN N

5 Algoritmus MAXLOAD

Déle se budu zabyvat algoritmem MAXLOAD, coz je algoritmus zalozen na
myslence, ze v kazdém okamziku by mél aktualni pracovni vektor maximali-
zovat linedrni funkei Fa(W) = (A, W) = >"" | AjyWy, kde vektor A je para-
metr udavajici aktudlni délku front (A je délka fronty i-tého stroje). Protoze
tato predstava vznasi otazky ohledné konvergence a nejasnosti ohledné efek-
tivni implementace, tak algoritmus MAXLOAD formuluji jinak:

Algoritmus pracuje ve fazich. Na zacatku kazdé faze vybere vhodny pracovni
vektor (postupem popsanym pozdéji), ktery maximalizuje F4(W), tento vek-
tor (spolu s aktudlnim casem) vypiSe na vystup a déle spoc¢ita (postupem
popsanym pozdéji), jak dlouho muze tato faze maximélné trvat (tedy po jak
dlouhou dobu bude vybrany vektor stale maximalizovat F4(W)). Tato hod-
nota je vzdy kladna a po této dobé faze skonci. Faze muze také predcasné
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skonéit prichodem dalsi tlohy na vstup. Po skonceni faze ihned nasleduje
dalsi faze (dokud nebude vyprazdnén vstup i jednotlivé fronty).

Jakym zpusobem vybrat pracovni vektor? V prvni fadé je tieba si uvédomit,
ze mnozina piipustnych pracovnich vektoru DIRS je omezeny konvexni mno-
hostén. Funkce F4(X) je linedrni, a tedy na omezeném konvexnim mno-
hosténu nabyva maxima na nékteré z jeho zobecnénych stén. Prvni krok je
tedy nalézt tuto sténu — mnozinu MAX 4:

Definice 5.1 Pro pevny vektor délek front A definuji c4 a mnoZinu MAX 4:

= A X
ca = max (A4 X)

MAX, = {X €DIRS| (A, X)=c4}

Mnozina MAX 4 je zobecnénd sténa mnohosténu DIRS, a tedy je sama kon-
vexnim obalem nékterych vrcholii mnohosténu DIRS. Nejjednodussi moznost,
jak nalézt mnozinu MAX 4, je probrat vSechny nezavislé mnoziny v grafu
G, nalézt ty, pro jejichz charakteristické vektory W je (A, W) maximélni,
mnozina MAX 4 je pak konvexni obal téchto vektoru.

Libovolny vektor z MAX 4 je tedy vhodny kandidat na pracovni vektor podle
zakladni predstavy algoritmu. Pokud vSak vezmeme v potaz pozadavek, aby
dany vektor byl optimalni nejenom ihned, ale alespon jesté néjaky neprazdny
casovy interval, pak je tfeba vybrat vektor z nasledujici podmnoziny:

Definice 5.2 Pro pevny vektor délek front A definuji STABLE 4 jako mnoZinu
vsech X splnugicich:

X eMAX, A (VY e MAX4,Ve>0: (X, (A—eX)) > (Y, (A—eX)))

Pokud bychom vybrali vektor X € MAX 4, ktery neni v STABLE 4, pak po
libovolné malém kroku e by X bylo vyfazeno z MAX 4 (kde A = A — eX),
nebot by existovalo Y € MAX 4, pro které (X, A') < (Y, A').

Lemma 5.3 Pro kazdy vektor délek front A a redlny vektor X plati:

X €STABLE, & XeMAX, A (VY € MAX,: (X, X) < (Y,X))
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Dukaz:

VY € MAX 4, Ve > 0: (X, (A—€eX)) > (Y, (A —€eX))
VY € MAX 4, Ve > 0: (X,A) —(X,eX) > (Y, A) — (Y, eX)
VY € MAX 4, Ve > 0: ca— (X, eX) >caq— (Y, eX)

WYY € MAX 4, Ve > 0: e (X, X) < e(Y, X)

VY € MAX,: (X, X) < (Y, X)

Lemma 5.4 Pro kazdy vektor délek front A a souradnicii plati:

Am =0 = VX e€STABLE,4: Xm =0

Dikaz: Necht Aj = 0 a X # 0. Z definice DIRS plyne, ze pro kazdy
vektor V' z DIRS a pro kazdou souradnici j existuje v DIRS vektor V', ktery
z V dostaneme vynulovanim j-té soufadnice. Kdyz Ay = 0, pak tedy pro
kazdy vektor V' z MAX, existuje v MAX 4 vektor V', ktery z V' dostaneme
vynulovanim i-té souradnice. Tedy i pro vektor X existuje takovy vektor X'.
Pak ale (X, X) > (X', X), nebot vSechny prvky sumy (X, X) az na i-ty
prvek se shoduji s prvky sumy (X', X) a i-ty prvek je v prvni sumé kladné
cislo (nebot X # 0), zatimeo v druhé sumé se rovna 0. To je viak ve sporu
s predchozim lemmatem. m

Toto lemma ukazuje, ze kdyz budou za pracovni vektory vybirany vektory
ze STABLE 4, tak A bude mit stale nezaporné hodnoty ve vSech soutradnicich.

Lemma 5.5 Pro kazdé dva redlné vektory X, Y plati:
(XY)>(XX) A (XYV)>(Y) = X=V

Dukaz:
(X,Y) > (X, X
0 > (X, X)—(X,)Y)=(X, X -Y)
(X,Y) > (YY)
0 > YY) - (X, ") =Y -X)=(-Y,X-Y)
0 > (X, X-)+(-V,X-YV)=(X-Y,X-Y)
X =Y

20



Lemma 5.6 Pro kazdy vektor délek front A a redlné vektory X, Y plati:

X e STABLE, A Y eSTABLE, = X=Y
Dukaz: Plyne z lemmat 5.3 a 5.5. [

Lemma 5.7 Pro kazdy vektor délek front A a redlny vektor X plati:

X eMAX, A (VY € MAX,: (X, X)<(Y,Y)) = X eSTABLE4

Diikaz: Zvolme pevné Y ruzné od X a predpoklddejme pro spor, ze (X,Y) <
(X, X). Pak pro libovolné € € (0, 1):

Z ¥ 1-0X+e
(2,7) = (1—e)X+eY,(1—€) X +eY)
(2,2) = (1= (X,X)+2(1—e)(X,Y)+(Y,Y)
(2,Z) = (1—e (X, X)+ (2e(1—€) (X, X) —2e(1 —e) (X, X)) +
2¢(1—€) (X,Y) + (YY)
(2.2) = (1-€)(X,X)-2e(1-¢) (X, X) - (X,Y)) + (1Y)
Z,Z) = (X, X)+&(VY) = (X, X)) = 2¢(1 - ¢) ({(X, X) — (X, 1))
7Z) = (X, X))+ (AL +205) — 2ey

kde A; = (YY) — (X, X) a Ay = (X, X) — (X,Y). Ay 1 Ay jsou podle
predpokladu kladné, takze je mozné zvolit dostatecné malé €, aby (7, Z) <
(X, X), coz je spor, nebot Z € MAX 4 z konvexity MAX 4. Takze pro kazdé
Y plati (X,Y) > (X, X) a zdvér plyne z lemmatu 5.3. "

Na tento dukaz je mozné nahlédnout trochu vice geometricky: zvolime-li
pevné Y ruzné od X, pak thel Y X0 je pravy nebo tupy, jinak by na
usecce XY lezel vrchol Z, pro ktery by platilo (X, X) > (Z,Z) a z kon-
vexity Z € MAXy, coz by bylo ve sporu s pfedpokladem. Z Kosinovy véty
pak plyne (YY) > (X, X) + (Y — X, Y — X)), z ¢ehoz jiz snadno plyne
(X,Y) > (X, X).

Lemma 5.8 Pro kazdy vektor délek front A plati:

ISTABLE,| = 1
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Diikaz: MAX 4 je konvexni mnohostén a tedy (X, X') na ném nabyva minima.
Podle lemmatu 5.7 je tedy tento vektor v STABLE 4. Podle lemmatu 5.6 je
to jediny vektor v STABLE 4. [

Vybér pracovniho vektoru je tedy jasny — nejdiive projit vSechny nezavislé
mnoziny a najit vrcholy MAX 4 a nasledné v MAX 4 nalézt vektor s nejmensi
normou (tedy vektor eukleidovsky nejblize poc¢atku souradnic). Je ale jesté
potieba spocitat, po jak dlouhou dobu A bude setrvavat vybrany vektor W
v mnoziné MAX 4_aw

Definice 5.9 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
definugi funkci daw (e, X), funkci d4w(X), mnozinu NEW 4w a konstantu
AA,W-'

daw(e, X) = (A—eW,X) = (4,X) - c- (W, X)

6o (X) (A, W) — (A, X)
. (W, W) — (W, X)
NEW oy = {X eDIRS| (A, W)> (A4, X)) A (W, W) > (W, X))}
Agw = Xel\fl%iv{}&w {o4w(X)}

daw(e, X) ukazuje, jakd bude hodnota funkce Fyu (X) = (A, X) (kde A’
je budouci hodnota vektoru délek front) za ¢as e pii vybraném pracovnim
vektoru W. 04w (X) je vysledek feseni rovnice daw(e, X) = daw(e, W)
(vzhledem k nezndmé €). NEW 4 i je mnozina potencidlnich pracovnich vek-
toru, které maji Sanci ‘sesadit’ W z pozice pracovniho vektoru a A 4y je cas,
dokdy k tomu urcité nedojde. Protoze je pozadovano, aby A byl nenulovy,
tak NEW 4 1 je neprdzdnd (nebot obsahuje 0) a A4y je tedy konecna.

Lemma 5.10 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
plati:

VX € (DIRS\NEW, ) Ve > 0:  daw(e, X) < daw(e, W)

Diikaz: Rozborem piipadi:
(A, W) = (A, X) — Pak X € MAX, a zbytek plyne z lemmatu 5.3
(A, W) < (A, X) — Tento pifpad nemuze nastat, nebot W € MAX 4
(A, W) > (A, X) — Pak tedy (W, W) < (W, X) a tedy hodnota
daw(e, X) pii rostoucim € klesa stejné

rychle nebo rychleji nez d w(e, W)
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Lemma 5.11 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
plati:
Ve € <O,AA71/V> VX € DIRS: dAJ/V(E, X) < dAJ/V(G, W)

Ve € <O, AA,W> . W e MAXA,GW

Diikaz:  Prvni tvrzeni staci dokdzat jen pro X € NEW,y, pro ostatni
X plyne z predchoziho lemmatu. Pro pevné X € NEW 4 je (A, W) >
(A, X) atedy daw(0, W) > daw(0,X). 04w (X) je pak vysledek Feseni rov-
nice daw(e, X) = daw(e, W). Pro libovolné € z intervalu (0,94 w (X)) tedy
daw(e, X) < daw(e, W) plati. Pokud vezmu A4y jako minimum z hodnot
daw(X), pak to plati pro vSechna pozadovand X. Druhé tvrzeni trividlné
plyne z prvniho. [

Lemma 5.12 Pro pevny nenulovy vektor délek front A a pracovni vektor W
plati:
Ve € (0, AA,W) : MAXs_avr € MAX 4

Vee (0,Axw): STABLE, 4y = STABLE,

Diikaz: Prvni tvrzeni se dokazuje obdobné jako predchozi dvé. Pokud vektor
X nenf{ v MAX 4 ani v NEW 4y, pak se do MAX 4 nemuze dostat, nebot
daw(e, X) pii rostoucim e klesa stejné rychle nebo rychleji nez da (e, W).
Pokud vektor X neni v MAX,4, ale je v. NEW 4, pak se do MAX 4_w
nedostane difve nez pii e = d4 w(X), coz neni mensi nez A 4 y. Druhé tvrzeni
plyne z prvniho tvrzeni a z predchoziho lemmatu. [

Tato lemmata tedy ukazuji, ze doba, po kterou algoritmus muze mit zvolen
vektor W, je alesponn Ay w. Ackoliv 04w (X) nenf linedrni funkce, tak musi
minima (hodnoty A4 1) nabyvat na néjakém vrcholu DIRS, nebot pokud by
nabyvala minima v bodé V, ktery neni vrchol, pak by to znamenalo, ze bod
V se jako prvni dostane do MAX 4/, kde diive nebyl. Ale MAX 4 je konvexni
mnohostén a jeho vrcholy jsou pouze nékteré nezavislé mnoziny z G, a tedy
pokud se v ném objevil novy bod V', ktery neni vrchol, tak se v ném musel
objevit i novy vrchol.

Lemma 5.13 Jestlize algoritmus md na zacdtku fdze nenulovy vektor délek
front A a zvoli pracovni vektor W a faze nebude prerusena ptichodem nové
ulohy, pak faze bude trvat ¢as Aaw a pracovni vektor W' zvoleny v ndsledujici

fazi bude spliovat (W' W'y < (W, W).
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Diikaz: Necht V je vektor z NEW 4y, pro ktery plati 64w (V) = Aaw.
Tedy vektor nabyvajici minima z definice A 4. Podle lemmatu 5.12 muze
fdze trvat nejméné A 4 y. Necht A’ = A— A wW. Ziejme (A", V) = (A", W)
a tedy V€ MAX . Protoze V€ NEW 4y a tedy (W, W) > (W, V), tak
W ¢ STABLE 4 a faze tedy musi skoncit. Protoze vSak podle lemmatu 5.11
plati W € MAX 4/, tak novy pracovni vektor W’ splauje (W', W’) < (W, W)
(podle lemmat 5.6 a 5.7). n

Veéta 5.14 Algoritmus vidy skonci po konecné mnoha fdzich.

Diukaz: Béhem béhu algoritmu prijde pouze kone¢né vstupnich tloh. Staci
tedy ukézat, ze kazdda posloupnost fazi, béhem které nedoslo k piichodu nové
tulohy, je kone¢na. Podle predchoziho lemmatu v ramci jedné takové posloup-
nosti fazi stale ostie klesa eukleidovska norma pracovniho vektoru a protoze
mnohostén DIRS m& kone¢né mnoho stén a tedy moznych pracovnich vek-
toru je jen koneéné mnoho, tak kazda takova posloupnost je konecna. [

6 Implementace algoritmu MAXLOAD

Algoritmus MAXLOAD obsahuje tii implementac¢né néarocné kroky — nale-
zeni mnoziny MAXy, vektoru W € STABLE 4 a urceni casu A4 .

Mnozina MAX, je konvexni mnohostén a tedy pti hledani této mnoziny
staci najit jen jeji vrcholy, coz jsou nezavislé mnoziny v grafu. Jednoduchy
algoritmus pro nalezeni téchto vrcholu projde vSechny nezavislé mnoziny a
vybere ty, pro jejichz charakteristické vektory W je (A, W) maximalni.

Nalezeni vektoru W, pro ktery plati W € STABLE,, je komplikovanéjsi.
Vime, ze mé jit o vektor s nejmensi normou mezi vSemi vektory z MAX 4.
W je konvexni kombinace vrcholi MAX 4. Vyuzijeme nésledujici tvrzeni:

Lemma 6.1 Necht W je prvkem STABLE4, Vi ...V, jsou nékteré (ne nutné
vSechny) vrcholy z MAX 4 a W je jejich konvexni kombinaci, existuji tedy
néjaké Ay ... \,) spliujici:

imfi - W (1)
Sa = 1 &)
Vie{l pi::1 Ao > 0 (3)



Pak plati:
vie {l..p}: (W,W) = (Vi, W)

Dikaz: ) )
(W) ="MW W) <) N (Vi W) = (W, W)

i=1 i=1
Prvni rovnost plyne z (2), druhd rovnost plyne z (1) a linearity skaldrniho
soucinu. Nerovnost uprostied tedy nabyva rovnosti. Tato nerovnost je soucet
nerovnosti (prendsobenych kladnymi koeficienty) z lemmatu 5.5 (tedy pro
kazdé V;: (W, W) < (V;, W)), tudiz vSechny tyto nerovnosti nabyvaji rov-
nosti. [

Véta 6.2 Necht W je prvkem STABLE 4, Vi ...V, jsou nékteré (ne nutné
vSechny) vrcholy z MAX 4, spliugji predpoklady lemmatu 6.1 a jsou dohromady
linedrné nezavislé. Pak soustava rovnic

p

Z(V}'_VjJrl,Vi>$i = 0 proje{l...p—1}

=1
p
i=1

ma praveé jedno reseni a toto resent jsou prdave koeficienty konvexni kombinace
davagici W, tedy ty A1 ...\, jejichZ existenci predpoklddd lemma 6.1.

Dikaz: Podle predpokladu muzeme vyjit z rovnosti (V;, W) = (W, W) ze
zavéru lemmatu 6.1 a ty formulovat takto:

p

d (Vi,Viyzi=e proje{l...p}

=1

Na levé strané rovnosti je W vyjadieno jako neznamé kombinace vektoru
V; a skaldrni souc¢in rozndsobil vzniklou sumu. e je konstanta rovna (W, W),
jejiz hodnotu nezndme. Podle lemmatu 6.1 koeficienty \; (které reprezentuji
W jako konvexni kombinaci vrchola V;) tvoii feseni této soustavy rovnic.

Tato soustava mé pravé jedno feseni, nebot matici této soustavy je mozné
zapsat jako souc¢in MM7T, kde M je matice, jejiz fddky tvoii vektory V;.
Matice M m4 hodnost p, souéin M M7 hodnost zachovavé a tedy matice
soustavy rovnic (o rozmérech p x p) je reguldrni. Pokud jednotlivé rovnice
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od sebe postupné odecteme a zbyvajici rovnici vyhodime, tak dostaneme
soustavu rovnic, ve které jiz nefiguruje neznaméa konstanta e:

p
Z (Vi = Vi, Vipzi=0  proje{l...p—1}

=1

Tato soustava mé jednodimenziondlni prostor feseni, nebot vznikla vyho-
zenim jedné rovnice ze soustavy rovnic, kterd méla prave jedno feseni. Tento
prostor samoziejmeé stale obsahuje feSeni tvofené koeficienty A; ... \,. Jestlize
k této soustavé pridame jesté rovnici:

p

i=1

Pak vysledné soustava rovnic mé pravé jedno feseni, nebot tato nové rovnice
zfejmeé neni linedrni kombinaci ostatnich a feSeni tvofené koeficienty A; ...\,
je zfejmeé fesenim i této rovnice. n

Tato véta nam umoznuje nalézt W, pokud uhodneme, ze kterych vrcholu je
mozné ho slozit jako konvexni kombinaci. Soustava rovnic pak neobsahuje
jiné nezndme parametry a tudiz ji muzeme vyfesit a nalézt hodnoty ;...\,

a tedy W.

Jednoduchy algoritmus pro nalezeni vektoru W je projit vSechny linearné
nezavislé podmnoziny vrcholu MAX 4 (kvili nezédvislosti je mozné se omezit
na ty mnoziny, jejichz kardinalita je mensi nebo rovna n) a pro kazdou tako-
vou mnozinu vytesit vyse zminénou soustavu rovnic a pokud je feSeni validni
(tedy hodnoty vSech proménnych jsou vétsi nez 0), tak spocitat konvexni
kombinaci a ziskat kandidata na W. Ze vSech nalezenych kandidatu pak vzit
toho s nejmensi normou.

Protoze W vzdy existuje a je mozné ho vyjadrit jako konvexni kombinaci
n nebo méné vrcholi MAX,, tak néktera z probiranych podmnozin bude
spliiovat pozadavky véty 6.2 a tedy prislusny kandidat bude W a tedy tento
postup vzdy najde vrchol W, ktery je prvkem STABLE 4.

Jednoduchy algoritmus pro urceni ¢asu A 4y projde vSechny nezdvislé mno-
ziny, pro kazdou vyhodnoti, zda patii do NEW 4y, a v takovém piipadé
spocitd 04 w(X) a udrzuje si nalezené minimum (a piislusnou nezavislou
mnozinu). Toto minimum bude (podle poznadmky ze zdvéru minulé sekce)
Agw.
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6.1 Maximalni nezavislé mnoziny

Pro tyto algoritmy se nabizi jedno vylepseni zalozené na myslence, zda by
nestacilo v téchto algoritmech prochézet pouze maximalni nezavislé mnoziny
(maximalni ve smyslu inkluze). S drobnymi modifikacemi to mozné je. Staci
si uvédomit, ze nemaximalni nezavislé mnoziny se berou v potaz pouze kvuli
tomu, Ze nékteré fronty jiz mohou byt prazdné. Pokud tomu tak je (vektor
délek front A je v nékteré soufadnici nulovy), pak vybrany pracovni vektor
bude v piislusnych souradnicich také nulovy (to tvrdi lemma 5.4) a naopak,
pokud je i-ta fronta neprazdna, pak (A, X) > (A, X'), kde X je charakteris-
ticky vektor nezavislé mnoziny obsahujici i-ty vrchol a X’ je charakteristicky
vektor mnoziny, ktera vznikla z predchozi odebranim i-tého vrcholu.

Definice 6.3 Necht A je vektor délek front, G’ je indukovanyj podgraf grafu G
vznikly odebrdnim vsech vrcholu, které maji prazdné fronty (tedy odebranim
mmnoziny vrcholi {7, | Ap = O} ), a F(X) je funkce, kterd pro podmmnoZinu
vrcholu grafu G vrdti jeji charakteristicky vektor. Definuji mnoZinu MIS 4:

MIS4 = {F(X) | X je mazimdlni nezdvisld mnoZina v grafu G'}

Modifikovany zminény algoritmus pro prvni krok (hleddni vrcholu MAX ,)
pracuje tak, ze projde vSechny prvky MIS, vybere ty, pro jejichz charakte-
ristické vektory W je (A, W) maximdlni. Tento postup sice nenajde vSechny
vrcholy MAXy, ale ty nenalezené vrcholy MAX 4 jsou podle lemmatu 5.4 ne-
zajimavé, nebot se nepodili na pracovnim vektoru. Tim jsme zarovei urychlili
druhy krok — namisto vrcholi MAX 4 se v ném zpracovava mensi mnozina
vrcholu.

Zminény algoritmus pro tieti krok (urceni ¢asu A4y ) se modifikuje ob-
dobné — pruchod pies DIRS se nahradi prichodem pres MIS 4. Je vsak tieba
provést jesté jednu dpravu, nebot je tfeba pocitat s tim, Ze nékterd souiadnice
v A se muze v prubéhu vyprazdnit, coz by zménilo mnozinu MIS,4 a tedy
i vysledky algoritmu prvniho kroku. Modifikovany algoritmus tedy spocita

“ww @ Ay (podle nésledujici definice) a hledany cas je ten mensi z nich.

Definice 6.4

NEW), w = {X eMISa| (A, W) > (A, X)) A (W, W) > (W, X))}

Lo = i Saw(X
R XeNrgng,W{ Aw(X)}
o = min {4/ Wy}

iG{l...n},W[iHﬁO
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6.2 Algoritmus pro cesty

Pro nékteré tridy grafu je mozné najit specifické algoritmy pro jednotlivé
kroky. Napiiklad pro cesty je mozné hledat vrcholy MAX 4 pomoci piimoca-
rého algoritmu pracujictho v linedrnim case. Tento algoritmus bere v potaz
poznamky o maximalnich nezavislych mnozinach a stejné jako algoritmus
z minulé podsekce negeneruje nékteré nepodstatné vrcholy MAX 4. Pii popisu
predpokladam pevny graf G jako cestu délky n, s prirozenymi ¢isly 1...n
jako vrcholy, kde hrany spojuji sousedni cisla.

Definice 6.5 Pro prirozend cisla a, d spliujici 1 < a < d < n definuji
IP*¢ jako mnozinu obsahujici charakteristické vektory vsech téch nezévislych
mnozin v grafu G, které obsahuji vrcholy a a d, neobsahuji vrcholy pred a,
ani vrcholy po d a mezi vrcholy a a d jsou maximalni ve smyslu inkluze, tedy
nelze do nich pridat zadny vrchol mezi a a d, aniz by prestaly byt nezavislé.

Definice 6.6 Pro pevny vektor délek front A a pevnd prirozend éisla a, d,
kterd spligi 1 < a < d < n, definugi m%® a mnozinu MIP%:

mf? = max {(4,X)}
Xelpad

MIP%* = {X e 1P | (A, X) = mi{d}

Definice 6.7 Pro pevny vektor R, ktery je prvkem IP%¢ (pro néjaké a, d), a
jemu odpovidajici nezavislou mnozinu M definuji délici bod vektoru R jako
kazdou dvojici ¢isel (b, ¢), pro kterou plati b < ¢, b € M, ¢ € M a pro vSechna
1 spliujici b < i < ¢: 1 € M. Ziejmé plati 2 < ¢ — b < 3 kvili maximalité a
nezavislosti M.

Definice 6.8 Rozdéleni vektoru R (R € IP*?) podle délictho bodu (b, c)
je operace vracejici vektory S a T'. Vektor S vznikl z R vynulovanim vsech
soutadnic ostte vétsich nez b, Vektor 1" vznikl z R vynulovanim vSech soutadnic
ostfe mensich nez c. Vektory S a T ziejmé spliuji S € IP*? a T € IP>%.

Definice 6.9 Spojeni vektori S a T (S € IP**, T € IP“%) je operace vra-
cejici vektor R. Tato operace je definovana pouze pokud 2 < c—b < 3. V tom
piipadé R = S + T (kde + zastupuje disjunktni sjednoceni odpovidajicich
nezavislych mnozin). Vysledny vektor R zfejmé spliuje R € IP*. Spojeni
vektoru S s nulovym vektorem je dodefinovano jako vracejici .S.
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K témto definicim jesté poznamenejme, ze rozdéleni a spojeni vektoru jsou
inverzni operace, spojeni vektoru je vlastné jen vektorovy soucet s omezenym
definiénim oborem a pro kazdy vektor A v obou piipadech plati (4, R) =
(A, S)+ (A T).

Lemma 6.10 Pro kazdy vektor délek front A, kazdy vektor R € IP%¢ ¢
vektory S, T vzniklé z R rozdélenim podle libovolného jeho déliciho bodu (b, c),
plati:

ReMIPY! = SeMIPY” A T e MIPY

Diikaz: 7 definice rozdéleni plyne, ze S € IP** a T € IP“Y takze staci
dokazat, ze (A,S) a (A, T) jsou maximélni. Pokud by néktery z nich nebyl
maximélni, tedy by existoval S’ € IP*" nebo T" € IP%? splaujici (A, S’) >
(A, S) (respektive (A,T") > (A, T)), pak spojenim S’ a T (respektive S a T")
vznikne R’ € TP spliujici (A, R') > (A, R) (podle vlastnosti spojeni), coz
je ve sporu s predpokladem R € MIPZ’d. [

Véta 6.11 Pro kazdy vektor délek front A a prirozend ¢isla a, b, kterd splruji
1<a, a+3<b<n, plati:

ab a,b—3 a,b—2 b,b
my, = max{my, °,my +my

Diikaz: Necht R je libovolny vektor z MIP%’. Tento vektor ma (mimo jiné)
jeden z délicich bodu (b—3,b), (b—2,b), nebot v piislusné nezdvislé mnoziné
jsou mezi a a b mezery velikosti 1 nebo 2. Necht ¢ je tedy ta hodnota, aby (¢, b)
byl tento délici bod. Necht S a T jsou vektory vzniklé z R rozdélenim podle
tohoto déliciho bodu. Podle lemmatu 6.10 plati S € MIP%® a T € MIP% a
tedy:

m%’ = (A, R) = (A, )+ (A, T) = m%° +mY’ < max {mi’b_?’a mi’b_Q} +my’

Opacna nerovnost se dokéze takto: Necht ¢ je prvek z {b — 3,b — 2} takovy,
ze m%° nabyvd maxima ze znéni véty, S je libovolny vektor z MIP%¢, T je
libovolny (ten jediny) vektor z MIPi;b a R je vektor vznikly spojenim vektoru
S aT. Ziejmé R € IP*? a tedy:

m%" > (A, R) = (A, S) + (A, T) = m% +m’’ = max {mi{b_g’, mj’b_Q} +m?
l
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Cilem algoritmu je najit vSechny maximalni nezavislé mnoziny z MAX 4.
Protoze tyto mnoziny mohou anebo nemusi obsahovat jednotlivé krajni vr-
choly cesty G, tak je tieba nalézt my" ", m%™ m%"~" a m%", vzit z nich
maximum my (které se rovna cu z definice MAX,) a sjednotit ty MIPj’b
(z téch étyfech moznych), jejichz m%’ je maximélni.

Pro b — a < 4 je mozné mj’b spocitat pifmo, nebot mnozina IP*? je jed-
noprvkovd, anebo v piipadé b —a = 1 prazdna. Ostatni potiebné hodnoty
se spocitaji induktivné: pro rostouci i z {6...n} algoritmus spocitd mi{z a
mi” podle véty 6.11, pficemz si pamatuje tii posledni hodnoty v kazdé radeé:

{mi{i_b lae{l...2},be{l.. 3}} Tento algoritmus méa ziejmé Casovou

slozitost O(n) a pamétovou slozitost O(1).

Jak generovat mnozinu MIPZ’b? Pro b < 5 trividlné, pro vétsi b je mozné
vyuzit tuto myslenku: Protoze kazdy vektor R, ktery je prvkem MIPz’b, je
mozné ziskat slozenim vektoru S, ktery je prvkem 1\/IIP114’b73 nebo MIPz’b*Q,
a vektoru T, ktery je prvkem MIP%’ (viz dikaz véty 6.11), tak staci zjistit,
pro které ¢ € {b—3,b— 2} plati m}" = mY° + m%" a ke kazdému vektoru
Z MIP}L{C pripojit jediny vektor z MIP%’ (tedy vlastné piidat k nezdvislé
mnoziné vrchol na konec), ¢imz se vygeneruji véechny vektory z MIP}L{Z’.

Pokud se algoritmus na hledani mi’b modifikuje, aby si zapamatoval vSechna
spocitand m’” (¢imz se jeho pamétova slozitost zméni na O(n)), pak je tedy
mozné vygenerovat mnozinu MIPi{b jednoduchym rekurzivnim algoritmem,
ktery pracuje pro zadané i (na pocatku b) a sufix 7' (na pocatku nulovy
vektor) takto:

o Jestlize i < 5, tak vypsat vektor, ktery vznikne spojenim jediného
pevného prvku mnoziny IP se sufixem T, a skonéit.

e Necht T" je novy sufix vznikly spojenim jediného pevného prvku mno-
ziny IP** a T.
1, 1,i—2

o Jestlize mY' = m"™> + m"], pak se rekurzivné zavolat s i — 2 a T".
o Jestlize mY' = m"™® + m'], pak se rekurzivné zavolat s i — 3 a T".
e Skoncit.
Tento algoritmus md pamétovou slozitost O(n) a casovou slozitost O(n + q),

kde g je velikost vystupu. Jind moznost je algoritmus na hledani mi’b modifi-
kovat, tak aby prubézné sestavoval orientovany acyklicky graf, na kterém jsou
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jednotlivé prvky MIPz’b reprezentované cestami od listu ke koteni. Tato repre-
zentace MIPi{b, ktera odpovida struktute rekurze v predchozim rekurzivnim
algoritmu, m4 pamétovou slozitost O(n) a takovy algoritmus na generovani
MIPL” mé tedy ¢asovou i pamétovou slozitost v O(n).

Vratme se k pivodnimu problému — hledéni vrcholit MAX 4. Podle piedchozi
podsekce je tedy treba nalézt ty vrcholy MAX 4, které jsou maximalni ve
smyslu inkluze, pokud se neberou v potaz ty soutadnice, na kterych je vek-
tor A nulovy, a naopak nalezené vektory maji mit tyto souradnice nulové.
Algoritmus popsany v této sekci najde pravé vrcholy MAX 4, které jsou ma-
ximalni ve smyslu inkluze. Opravit ho, aby spliioval vyse zminéné pozadavky,
je mozné dvéma zpusoby: Bud se po dokonéeni vypoctu inkriminované sou-
fadnice vynuluji, nebo se puvodni graf (cesta) rozdéli na nékolik podcest
vynechanim vrcholu, které odpovidaji inkriminovanym soutradnicim, a na
kazdou cestu se tento algoritmus pusti nezéavisle. Vysledek pak vznikne zkom-
binovanim dil¢ich vysledku z jednotlivych podcest.

7 MAXLOAD na 3-cesté

V této sekci dokazeme, ze kompetitivni pomeér algoritmu MAXLOAD na cesté
délky 3 je 7/3. Dolni odhad bude demonstrovan pomoci instance, na které
MAXLOAD dosahuje tohoto poméru oproti offline algoritmu, horni odhad
bude dokdzan pomoci invariantu udavaji vztah mezi délkou front algoritmu
a oponenta (offline algoritmu).

Pred analyzou chovani na 3-cesté se vsak jesté zminim, jak se algoritmus
MAXLOAD chova na 2-cesté. V tomto piipadé je jeho chovani stejné jako
chovéni algoritmu GREEDY, coz je mozné snadno ovéfit rozborem pripadu.
2-cesta je uplny graf a GREEDY tedy podle [1] je na ni 2-kompetitivni. Al-
goritmus MAXLOAD je tedy na 2-cesté 2-kompetitivni, coz je optimalni
hodnota (podle [1]).

Aktualni délky jednotlivych front algoritmu budeme v této sekci znacit pis-
meny a, b a ¢ (kde b je délka fronty stroje, jemuz odpovidéd prostiedni vrchol
v grafu konfliktu, a a ¢ jsou délky front stroju, jimz odpovidaji krajni vr-
choly), aktudlni délky front oponenta budeme znacit obdobné pismeny a’, '
a . Maximalni délku nejdelsi z front (tedy hodnotu funkce BUFLEN(X, S))
oponenta budeme znacit r. Plati tedy o’ < r, b <r,acd <r.
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Rozborem pripadu zjistime, které vsechny vektory mohou byt vybrané jako
pracovni a za jakych podminek:

a+c<b (010)
a+c>b a#0 c#0 (101)
a#0 ¢=0 (100)
a=0 c¢#0 (001)
a+c=b a#0 c#0 (%%%)
a#0 ¢=0 (330
a=0 c#0 (033)
a=0 ¢c=0 (000)
Lemma 7.1 Po celou dobu béhu algoritmu plati:
b < bV +a+c (4)
a < d+b (5)
c < d+b (6)

Dukaz: Nejdiive dokazeme prvni invariant. Na zacatku (kdy vSechny fronty
jsou prézdné) invariant plati. Pokud b < a + ¢, pak invariant trividlné plati.
Pokud b > a+ ¢, pak pracovni vektor algoritmu bude (0 1 0). V tom piipadé
vsak b klesd maximdlni moznou rychlosti, a a ¢ se neméni a b’ nemuze klesat
rychleji nez b. Invariant tedy zustava zachovan i v tomto piipadeé.

Dikaz druhého invariantu bude obdobny: Na zacatku plati, pokud a < b,
tak také trivialné plati, pokud a > b, pak pracovni vektor algoritmu bude
(10 1) nebo (1 0 0) (podle toho, zda ¢ = 0), a tedy klesd maximdalni moznou
rychlosti a b se neméni. Invariant tedy zustava zachovan. Tteti invariant se
dokaze symetricky podle druhého (piehodi se role a a c). m

Lemma 7.2 Po celou dobu béhu algoritmu plati:
a+b < d+V+r (7)
c+b < 4V +r (8)

Dukaz: Dukazy obou invariantu je tfeba provadét zaroven. Na zacatku oba
invarianty plati. Pokud by poprvé mél byt néktery z nich porusen (bez Gjmy
na obecnosti predpoklddejme prvni z nich), pak tésné pred porusenim se
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leva strana bude rovnat pravé a leva musi klesat pomaleji nez prava a tedy
(v prvnim piipadé) soucet prvnich dvou slozek pracovniho vektoru musi byt
mensi nez 1 (soucet stejnych slozek pracovniho vektoru u oponenta totiz muze
byt az 1). To nastdva na dvou moznych pracovnich vektorech: (0 1/2 1/2) a
(0 0 1). V obou piipadech plati a = 0 a b < ¢. pak ale:

200 +0 +r)=2(a+b)=20<c+b<+b+r <V +2r

2d +0 <0

a tedy @’ + b = 0 a prava strana tedy neklesa vibec. Druhy piipad (nejdiive
porusen druhy invariant) je symetricky. [

Lemma 7.3 Po celou dobu béhu algoritmu plati:

b < 7/3r
a < 2r
c < 2r

Diikaz: Souctem invariantu (4), (7) a (8) dostaneme 3b < 3b' +a'+ ¢ +2r a
tedy ziejme 3b < 7r. Obdobné souctem (5) a (7) dostaneme 2a < 24’40 41 <
4r a souctem (6) a (8) dostaneme 2¢ < 2¢' + V' + r < 4r. n

Lemma 7.4 FEzistuje instance, na které algoritmus MAXLOAD potrebuje
frontu délky 7/3—¢ (pro libovolné malé € ), zatimco oponent si vystaci s frontou

délky 1.

Dikaz: Zapis béhu algoritmu a oponenta je v nasledujici tabulce. Tabulka
je rozdélena do ttrech casti. Nejdiive se aplikuje 1. ¢éast, pak se aplikuje li-
bovolnékrat 2. ¢ast nebo jeji symetrickd varianta (s prohozenym a, a’ za c,
'), pricemz kazdé opakovani snizi € na polovinu, a na zaver se aplikuje 3.
¢ast (nebo jeji symetrickd varianta). Cas v prvnim sloupecku je pocitan od
zacatku casti. Pokud v néjaky ¢as prijde nova tloha, tak jsou v tabulce dva
radky se stejnym ¢asem — prvni pred zapocitanim dané tlohy a druhy po
zapocitani. Pokud ma fadek v komentaii dva vektory a skaldr, pak prvni vek-
tor je pracovni vektor algoritmu, druhy je pracovni vektor oponenta — jedna
se o pracovni vektory v casovém intervalu mezi ¢asem daného a predchoziho
radku, skalar pak udava rozdil ¢asu.
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Tabulka 3: Instance dokladajici dolni odhad kompetltlvmho pomeéru

cas a b c a b ¢ | komentdr

0 1 1 0 1 1 0 | prisla tloha (1 1 0)

1 1/2 1/2 0 1 0 0 |(310),010),1

1 1/2 1/2 1 1 0 1 | pfisla tloha (0 0 1)
3/2 0 1/2 1/2 1/2 0 1/2|(101),(101),1/2
2 0 1/4 1/4 0 0 0 [(0%3),(101),1/2
2 0 5/4 5/4 0 1 1 | pfisla tdloha (01 1)
3 0 3/4 3/4 0 0 1 |1(0%3),010),1

3 1 3/4 3/4 1 0 1 | piisla tloha (1 0 0)
0 1 1—2¢ 1—2¢ 1 0 1 pocatek z minula
1/2 1/2 1—2 1/2—-2¢(1/2 0 1/2|(101),(101),1/2
1 1/3 2/3—2 1/3—2¢| 0 0 0 |(523),(101),1/2
1 4/3 5/3—2 1/3—2¢| 1 1 0 | ptisla dloha (1 1 0)

2—06e | 1+2  1+2€ 0 1 6e 0 |(523),(010),1—6e

2 l1—e 1—e 0 1 0 0 (%%0) (010), 6¢
2 1—e¢ 1—e€ 1 1 0 1 | pfisla tloha (0 0 1)
0 1—e¢ 1—e¢ 1 1 0 1 pocatek z minula

0 1—e€ 2—e¢ 1 1 1 1 | pfisla tloha (0 1 0)
1 2/3—¢ 4/3—¢ 2/3 1 0 1 |(321),(0010),1

1 2/3—€ T/3—¢ 2/3 1 1 1 | piisla tloha (0 1 0)

Véta 7.5 Kompetitivni pomeér algoritmu MAXLOAD na cesté délky 3 je 7/3.

Dukaz: Ptredchozi lemma udava dolni odhad, horni odhad plyne z lemmatu
7.3. [

8 Experimenty

Béhem psani diplomové prace jsem provadél vypocetni experimenty, jejichz
cillem bylo odhalit, jaké invarianty pro algoritmus plati. Experimenty byly
zalozeny na systematickém generovani instanci a aplikovani algoritmu na
vygenerované instance.

Testovaci program pracoval tak, ze metodou prohleddvani do hloubky (s li-
mitem na maximélni hloubku) prochézel prostor moznych konfiguraci (kon-
figuraci myslim dvojici vektoru délek front pro algoritmus a pro oponenta).
Program na pocatku inicializoval vektory délek front pro algoritmus a opo-
nenta na 0 a pak v kazdém kroku nejdiive zkontroloval, jestli uz pocet kroki
(hloubka ve stromé rekurze) prekroéil stanovenou mez nebo jestli dand kon-
figurace byla jiz difve navstivena (pomoci hashovaci tabulky klicované konfi-
guraci). V takovém piipadé tato vétev vypoctu skoncila. V opacném piipadé
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zvolil dlohu z mnoziny {0,1}", pricet] ji k délkdm front algoritmu a opo-
nenta. Vypocet dal pokracoval v této vétvi, pokud délky vsech front opo-
nenta byly mensi nebo rovny 1 a zaroven pokud oponent mohl zvolit takovy
pracovni vektor, ktery by odpovidal jedné maximdlni nezavislé mnoziné (a
nikoliv netrividln{ konvexni kombinaci) a ktery by mohl bézet (aniz by doslo
k pfedéasnému vyprazdnéni nékteré fronty) po dobu 1 ¢asové jednotky —
napiiklad pro cestu délky 3 pfi znaceni podle minulé sekce to znamena,
zebud a = 1,b < lac=1,neboa <1, b =1, ¢ < 1. Oponent
tedy jeden z moznych pracovnich vektoru zvolil a nechal ho bézet po dobu
1 casové jednotky, stejné tak po stejnou dobu algoritmus zpracovaval své
fronty. V opacném piipadé (oponent mél frontu délky vétsi nez 1 nebo nemohl
zvolit pozadovany pracovni vektor) tato vétev vypoétu skoncila. Tento krok
(od kontroly hloubky zanofeni) se opakoval, dokud nebyla splnéna nékterd
z vySe zminénych podminek pro ukonceni vétve vypoctu.

Ptedchozi odstavec popisoval pouze jednu vétev vypoctu. Vypocet se vétvil
v mistech, kde si zvolil tilohu nebo pracovni mnozinu pro oponenta. Pokud
nékterd vétev vypoctu skoncila, tak se vypocet vratil k mistu posledniho
vétveni a zvolil tam jinak (backtracking). Tak postupné vyzkousel vsechny
mozné volby. Béhem vypoctu se kontrolovala platnost zadanych kandidatu
na invarianty, pocital se dolni odhad kompetitivniho poméru (porovnanim
délek front algoritmu s délkami front aktualniho oponenta, ktery vsak ne-
byl optimalni offline algoritmus) a uklddaly se v8echny konfigurace. které
algoritmus navstivil.

Prohledédvany prostor byl zamérné zizen celou fadou omezeni:
e Piichazejici tlohy jsou slozeny jen z nul a jednicek.
e Je pevné dand maximalni oponentova délka fronty.

e Casové pojeti je diskrétni (ilohy piichdzeji v pravidelnych casovych
intervalech).

e Oponent ma omezenou mnozinu taht (smi volit jen maximaln{ nezavislé
mnoziny, které je mozné zpracovavat po dobu daného casového inter-
valu).

e Celkové mnozstvi tahu je omezené.

e Omezend presnost pii testovani navstivenosti konfigurace (konfigurace,
lisici se ve vSech souradnicich o méné nez dané e, jsou spolu ztotoznény).
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Diky témto omezenim vypocty dobéhly pro cesty délky 3 a 4 v readlném
case. Pro 3-cestu se tento postup osveédcil — pfi rozumné piesnosti testovani
navstivenosti konfigurace (zaokrouhlovdn{ na 272%) stihl program béhem né-
kolika minut az nékolika desitek minut projit cely stavovy prostor (pricem?z
ani nenarazil na omezeni hloubky rekurze). Ptestoze byl stavovy prostor ra-
dikalné omezen, tak v ném program nasel posloupnosti konfiguraci, jejichz
kompetitivni pomeér se blizil 7/3, a krajni body v prostoru konfiguraci lezely
takika na hranicich, které plynou z invariantu obsazenych v dukazech. Pro
4-cestu se vsak tento postup piili§ neosvédeéil. I pfi snizeni piesnosti na 2710
a omezeni poctu kroku na 19 trvalo mnoho hodin, nez program dokoncil
vypocet. Z mnoziny takto dosazenych konfiguraci se nam vsak nepovedlo
vyvodit zadné netrividlni zavery.

Je zajimavé, ze pro béh algoritmu pri tomto pojeti plati dalsi invarianty.
Napiiklad pro 3-cestu v kazdém okamziku tésné pred prichodem nové tlohy
plati, ze soucet délek krajnich front se rovna délce prostiedni fronty. Tento
invariant plati proto, ze maximalni velikost piichozi tlohy je dostatecné mala,
aby se pripadny rozdil stihl vyrovnat do konce kola.

Pro ilustraci zde uvadim nékteré obrazky ziskané vizualizaci vysledku ex-
perimentu. Obréazky 1, 2 a 3 ukazuji délky front algoritmu v jednotlivych
stavech vypoctu na 4-cesté. Pro tyto obrazky se vyuzily jen stavy, ve kterych
meél oponent vSechny fronty prazdné. Kazdy stav je reprezentovan kiizkem.
V obrazku 1 se jako soutadnice kiizku pouzily délky 2. a 3. fronty algoritmu,
v obrazky 2 se pouzily délky 1. a 4. fronty a v obrazku 3 se pouzily délky 1.
a 2. fronty.

Obréazek 4 ilustruje vypocet na 3-cesté. Obrazek je ziskan obdobné jako
v predchozim pripadé, zde se vyuzily jen stavy, ve kterych mél oponent
prostiedni frontu prazdnou a krajni fronty délky 1. Pro soutadnice se vyuzily
délky krajnich front algoritmu. Na obrazku jsou vidét, ze krajni body vytycuji
dvé poloroviny omezujici dosazitelnost ve stavovém prostoru — 2a + ¢ < 2,
2c¢+a < 2 (vyuzivam znaceni z predchozi sekce). Tyto podminky v podstateé
odpovidaji podminkdm z lemmatu 7.2. protoze plati «’ = ¢ =1, &/ = 0 (ne-
bot v tomto obrazku jsou zahrnuty jen stavy, které tyto podminky spliuji),
r = 1 (oponent nema povoleno delsi fronty) a a + ¢ = b (novy invariant
uvedeny v predminulém odstavci).
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9 Zaveér

Béhem prace se zvolené cile povedlo splnit jen ¢astecné. Navrhnul jsem jediny
algoritmus pro feseni rozvrhovani s konflikty, algoritmus MAXLOAD. Tento
algoritmus byl v praci dostatecné podrobné definovan, byly probrany jeho
moznosti implementace a povedlo se dokazat jeho konecnost pro libovolny
vstup. Kompetitivni pomeér se vsak povedlo dokazat pouze pro cestu délky
3 a v tomto piipadé je kompetitivni pomér (7/3) horsi, nez u jiz znamych
algoritmu (2 pro hierarchicky hladovy algoritmus z [1]). Na druhou stranu
jsme béhem vyzkumu nenarazili na zadny piipad, kdy by si algoritmus MAX-
LOAD vedl vylozené spatné, napiiklad pro zadny graf nezname instanci, na
které by MAXLOAD nebyl kompetitivni.

Vyzkum by dale mohl pokracovat nékolika sméry, zejména pak hledanim
dukazu kompetitivnosti algoritmu pro vSechny grafy a hleddnim hodnoty
kompetitivniho poméru pro konkrétni grafy, zejména pro delsi cesty. Dalsi
smér vyzkumu by se mohl tykat moznosti, jak algoritmus lépe implemento-
vat. V pripadé popsani mnohosténu DIRS pomoci jeho stén by nejspis bylo
mozné pouzit v implementaci linearni programovani pro nalezeni mnoziny
MAX. Dalsi moznost je dokazat konvergenci iteracniho algoritmu, ktery jako
pracovni vektor voli ndhodné vrcholy MAX a zvoleny vektor nechava praco-
vat po kratky ¢asovy okamzik.

Nabizi se také moznost zkoumat podobné algoritmy. Napiiklad po pfecteni

[2] se domnivam, Ze by bylo zajimavé zkoumat algoritmus, ktery namisto
(A, V) minimalizuje (A, V) /|V].
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