Univerzita Karlova v Praze Matematicko-fyzikaÂlnõÂ fakulta

DIPLOMOVAÂ PRAÂ CE

TomaÂsÏ TichyÂ PravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy pro rozvrhovaÂnõÂ

Katedra aplikovaneÂ matematiky VedoucõÂ diplomoveÂ praÂce: doc. RNDr. JirÏõÂ Sgall, PhD., MUÂ AV CÏ R StudijnõÂ program: Informatika StudijnõÂ obor: DiskreÂtnõÂ matematika a optimalizace

PRAHA 2001

PodeÏkovaÂnõÂ

Na tomto mõÂsteÏ bych chteÏl podeÏkovat zejmeÂna sveÂmu vedoucõÂmu diplomoveÂ praÂce doc. RNDr. JirÏõÂmu Sgallovi, PhD. za rÏadu podneÏtnyÂch naÂpaduÊ , pomoc prÏi odstranÏ ovaÂnõÂ chyb, za naÂmeÏty pro zdokonalovaÂnõÂ praÂce a za rÏadu cennyÂch rad.

PouzÏityÂ software

Tato praÂce byla vysaÂzena cÏeskou verzõÂ programu L^ATEX pod operacÏnõÂm systeÂmem Linux 2.0 Debian s pouzÏõÂtõÂm rÏady dalsÏõÂch pomocnyÂch programuÊ s GNU licencõÂ. HlavnõÂ prezentovaneÂ vyÂpocÏty byly realizovaÂny s pomocõÂ programu pro matematickeÂ vyÂpocÏty BC s GNU licencõÂ. NeÏktereÂ maticoveÂ vyÂpocÏty byly provedeny komercÏnõÂm programem Maple s platnou licencõÂ pro Univerzitu Karlovu.

Kontakt

E-mail: tom@atrey.karlin.mff.cuni.cz nebo xtom@go.to DomaÂcõÂ straÂnka: http://kiwi.ms.mff.cuni.cz/∼tom DiplomovaÂ praÂce: http://kiwi.ms.mff.cuni.cz/∼tom/diplomka/

ProhlaÂsÏenõÂ

ProhlasÏuji, zÏe jsem svou diplomovou praÂci napsal samostatneÏ a vyÂhradneÏ s pouzÏitõÂm citovanyÂch pramenuÊ . SouhlasõÂm se zapuÊ jcÏovaÂnõÂm praÂce.

V Praze dne 30. cÏervence 2001 TomaÂsÏ TichyÂ

Obsah

1 UÂ vod do problematiky 1 1.1 ZaÂkladnõÂ mysÏlenka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.1.1 PravdeÏpodobnostnõÂ vs. deterministickeÂ algoritmy . . 1 1.1.2 ProcÏ zkoumat pravdeÏpodobnostnõÂ algoritmy? . . . . 2 1.1.3 Co je on-line algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.1.4 PravdeÏpodobnostnõÂ vs. deterministickeÂ on-line algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.1.5 KompetitivnõÂ pomeÏr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.1.6 ProbleÂm rozvrhovaÂnõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.1.7 ShrnutõÂ a vyjasnÏ ujõÂcõÂ poznaÂmky . . . . . . . . . . . . . 14 1.2 PrÏehled znaÂmyÂch vyÂsledkuÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.2.1 HistorickyÂ vyÂvoj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.2.2 Graham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.2.3 Odhady deterministickyÂch algoritmuÊ . . . . . . . . . 20 1.2.4 Odhady pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ . . . . . . . 21 1.2.5 HlavnõÂ charakteristiky zkoumanyÂch algoritmuÊ . . . . 22 1.3 CõÂle a vyÂsledky teÂto praÂce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 1.4 KomentaÂrÏe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 ZaÂklady 29

2.1 BeÏzÏneÂ symboly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 2.2 ObecneÂ deőnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.3 Posloupnosti uÂ loh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.4 PravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus . . . . . . . . . . . . . 32 2.5 ZaÂteÏzÏe, deÂlka rozvrhu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.6 RozvrhovacÏe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 2.7 KritickaÂ uÂ loha, speciaÂlnõÂ posloupnosti . . . . . . . . . . . . . 41 2.8 OptimaÂlnõÂ rozvrh, kompetitivnõÂ pomeÏr . . . . . . . . . . . . . 47 2.9 PrÏipomenutõÂ lineaÂrnõÂho programovaÂnõÂ . . . . . . . . . . . . . 55

3 NeoptimaÂlnost existujõÂcõÂho odhadu 59 3.1 CõÂl teÂto kapitoly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 3.2 VyÂsledky teÂto praÂce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 3.3 ZaÂkladnõÂ duÊ kaz pro m = 3 pocÏõÂtacÏe . . . . . . . . . . . . . . . 72 3.3.1 MysÏlenka duÊ kazu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 3.3.2 Konstrukce źdosveÏdcÏujõÂcõÂł posloupnosti . . . . . . . 73 3.3.3 OdvozenõÂ omezujõÂcõÂch podmõÂnek . . . . . . . . . . . . 74 3.3.4 Konstrukce lineaÂrnõÂho programu . . . . . . . . . . . . 75 3.3.5 NezaÂvislost na posloupnosti . . . . . . . . . . . . . . 76 3.3.6 KriteÂria redukce pocÏtu promeÏnnyÂch . . . . . . . . . . 76 3.3.7 GenerovaÂnõÂ redukovaneÂho lineaÂrnõÂho programu . . . 78 3.3.8 RÏ esÏenõÂ simplexovyÂm algoritmem . . . . . . . . . . . . 85 3.3.9 DalsÏõÂ redukce pocÏtu promeÏnnyÂch . . . . . . . . . . . . 86 3.3.10 NaÂvrat k puÊ vodnõÂmu zadaÂnõÂ . . . . . . . . . . . . . . 88 3.4 SilneÏjsÏõÂ verze duÊ kazu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 3.4.1 ObecneÏjsÏõÂ posloupnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 3.4.2 NoveÂ pomocneÂ deőnice a tvrzenõÂ . . . . . . . . . . . . 90 3.4.3 SnõÂzÏenõÂ pocÏtu promeÏnnyÂch . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.4.4 LimitnõÂ prÏechod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 3.4.5 NoveÏ pozÏadovaneÂ rovnosti . . . . . . . . . . . . . . . 94 3.4.6 PozÏadavky na kompetitivnõÂ pomeÏr . . . . . . . . . . . 95 3.4.7 Konstrukce lineaÂrnõÂho programu . . . . . . . . . . . . 96 3.4.8 Koeőcienty lineaÂrnõÂho programu . . . . . . . . . . . . 96 3.4.9 RÏ esÏenõÂ pro m = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 3.5 ZaÂveÏrecÏneÂ poznaÂmky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4 Odhad pro beÏzÏneÂ rozvrhovacõÂ algoritmy 103 4.1 UÂ vodnõÂ poznaÂmky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 4.2 MysÏlenka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 4.3 ZnacÏenõÂ a zaÂklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 4.4 Normalizace, limitnõÂ prÏechod . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 4.5 PodmõÂnka kompetitivnõÂho pomeÏru . . . . . . . . . . . . . . . 113 4.6 PocÏõÂtacÏoveÂ rÏesÏenõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 4.7 VyÂsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 4.8 ZaÂveÏrecÏneÂ poznaÂmky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5 Popis prÏõÂloh na kompaktnõÂm disku 121 5.1 Instalace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 5.2 Obsah prÏõÂlohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

6 ZaÂveÏr 137

Literatura 139

Kapitola 1

UÂ vod do problematiky

Tato diplomovaÂ praÂce se zabyÂvaÂ tzv. pravdeÏpodobnostnõÂmi on-line algoritmy pro rozvrhovaÂnõÂ. NaÂsledujõÂcõÂ kapitolky ukaÂzÏõÂ motivaci teÂto praÂce, laicky vysveÏtlõÂ zaÂkladnõÂ pojmy a shrnou historickyÂ vyÂvoj.

1.1 ZaÂkladnõÂ mysÏlenka

Pro pochopenõÂ smyslu a motivace teÂto praÂce je duÊ lezÏiteÂ se seznaÂmit se zaÂkladnõÂmi deőnicemi a fakty tyÂkajõÂcõÂch se pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ obecneÏ.

1.1.1 PravdeÏpodobnostnõÂ vs. deterministickeÂ algoritmy

BeÏzÏneÂ pocÏõÂtacÏe, ktereÂ se v praxi pouzÏõÂvajõÂ, jsou deterministickyÂmi zarÏõÂzenõÂmi. Proto veÏtsÏina lidõÂ povazÏuje za prÏirozeneÂ, zÏe pocÏõÂtacÏovyÂ program se maÂ takeÂ chovat deterministicky - tedy za stejneÂ situace stejneÏ rozhodnout. Pokud se program takto nechovaÂ, tak se cÏasto usuzuje, zÏe je sÏpatnyÂ. Nutno poznamenat, zÏe takovyÂto zaÂveÏr je veÏtsÏinou spraÂvnyÂ a źnedeterministickeÂł chovaÂnõÂ programu je opravdu zaprÏõÂcÏineÏno chybou. NekorektnõÂ chovaÂnõÂ programu muÊ zÏe byÂt zpuÊ sobeno naprÏõÂklad kolizõÂ s jinyÂmi programy, nebot’ program nemusõÂ byÂt operacÏnõÂm systeÂmem zcela oddeÏlen od sveÂho okolõÂ.

AvsÏak existuje i trÏõÂda programuÊ , pro ktereÂ se prÏirozeneÏ prÏedpoklaÂdaÂ nedeterministickeÂ chovaÂnõÂ, je to trÏõÂda pocÏõÂtacÏovyÂch her. NedeterministickeÂ chovaÂnõÂ je v jejich prospeÏch, nebot’zvysÏuje jejich variabilitu a zajõÂmavost. NaprÏõÂklad u logickyÂch her s nedeterministickyÂm chovaÂnõÂm typicky nestacÏõÂ naleÂzt konkreÂtnõÂ naÂvod umozÏnujõÂcõÂ vyhraÂt narozdõÂl od deterministickyÂch.

Z matematickeÂho pohledu jsou prÏedchozõÂ uÂ vahy zkreslujõÂcõÂ a situace vypadaÂ uÂ plneÏ jinak. PrÏi naÂvrhu programu resp. algoritmu muÊ zÏe byÂt uvazÏovaÂn deterministickyÂ model, ve ktereÂm se algoritmus musõÂ v kazÏdeÂm kroku pevneÏ rozhodnout jen v zaÂvislosti na jizÏ prÏecÏteneÂm vstupu, chovaÂnõÂ je tedy jednoznacÏneÏ determinovaÂno vstupem.

Jinou mozÏnostõÂ je pravdeÏpodobnostnõÂ model. TakoveÂ algoritmy se nazyÂvajõÂ pravdeÏpodobnostnõÂ nebo randomizovaneÂ. PravdeÏpodobnostnõÂ algoritmus se v kazÏdeÂm kroku rozhoduje nejen na zaÂkladeÏ jizÏ prÏecÏteneÂho vstupu, ale muÊ zÏe prÏi rozhodovaÂnõÂ pouzÏõÂt (laicky rÏecÏeno) hod mincõÂ. Poznamenejme, zÏe hod mincõÂ je chaÂpaÂn jako naÂhodnyÂ jev nabyÂvajõÂcõÂ hodnoty 0 nebo 1 s pravdeÏpodobnostõÂ^1_2 .

1.1.2 ProcÏ zkoumat pravdeÏpodobnostnõÂ algoritmy?

DeterministickyÂ algoritmus je zrÏejmeÏ speciaÂlnõÂm prÏõÂpadem pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu, nebot’ prÏi sveÂm rozhodovaÂnõÂ nevyuzÏõÂvaÂ hoduÊ mincõÂ. PrÏi uvaÂzÏenõÂ pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ se nabõÂzejõÂ naÂsledujõÂcõÂ prÏirozeneÂ otaÂzky:

• MajõÂ stejnou vyÂpocÏetnõÂ sõÂlu?

tj. zda kazÏdaÂ uÂ loha rÏesÏitelnaÂ pravdeÏpodobnostnõÂm algoritmem je teÂzÏ rÏesÏitelnaÂ deterministickyÂm algoritmem?

• MajõÂ nizÏsÏõÂ cÏasovou nebo prostorovou slozÏitost?

tj. zda pro neÏktereÂ uÂ lohy umozÏnõÂ hledaÂnõÂ v pruÊ meÏru źlepsÏõÂchł (rychlejsÏõÂch cÏi pameÏt’oveÏ meÂneÏ naÂrocÏnyÂch) rÏesÏenõÂ?

• UmozÏnõÂ sestrojit lepsÏõÂ deterministickeÂ algoritmy?

tj. zda pro neÏktereÂ uÂ lohy dajõÂ naÂvod, jak odstranit nedeterministickeÂ chovaÂnõÂ pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu rÏesÏõÂcõÂho uÂ lohu anizÏ by se prÏõÂlisÏ zvyÂsÏila cÏasovaÂ slozÏitost?

VsÏechny zde vysloveneÂ otaÂzky majõÂ spraÂvnou kladnou odpoveÏd’. ZduÊ - vodneÏnõÂ odpoveÏdõÂ lze naleÂzt v naÂsledujõÂcõÂch odstavcõÂch.

StejnaÂ vyÂpocÏetnõÂ sõÂla

V teorii vycÏõÂlitelnosti se algoritmus formalizuje jako program pro TuringuÊ v stroj, zaÂrovenÏ je deőnovaÂn i pravdeÏpodobnostnõÂ TuringuÊ v stroj. PravdeÏpodobnostnõÂ TuringuÊ v stroj je obohacenyÂ o nekonecÏnou paÂsku uniformneÏ naÂhodnyÂch bituÊ . ExistujõÂ existujõÂ ruÊ zneÂ ekvivalentnõÂ deőnice pravdeÏpodobnostnõÂho Turingova stroje, ktereÂ se lisÏõÂ zejmeÂna v podmõÂnce zastavenõÂ.

Teorie vycÏõÂslitelnosti dokazuje veÏtu, zÏe oba tyto modely jsou ekvivalentnõÂ. KonkreÂtnõÂ konstrukce duÊ kazu zaÂvisõÂ na zvoleneÂ deőnici. PoznaÂmka: Determinizace pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ provedenaÂ podle teÂto veÏty je znacÏneÏ cÏasoveÏ naÂrocÏnaÂ.

ZaÂveÏr: PravdeÏpodobnostnõÂ algoritmy majõÂ z hlediska teorie vycÏõÂslitenosti stejnou vyÂpocÏetnõÂ sõÂlu jako deterministickeÂ algoritmy.

Typy pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ

PravdeÏpodobnostnõÂ algoritmy se navrhujõÂ pro rÏesÏenõÂ ruÊ znyÂch uÂ loh, sestrojeneÂ algoritmy jsou konfrontovaÂny s existujõÂcõÂmi deterministickyÂmi. Proto je trÏeba uvaÂzÏit, co pozÏadovat po algoritmu rÏesÏõÂcõÂm danou uÂ lohu.

NastõÂneÏnaÂ struktura nemaÂ byÂt braÂna jako deőnice. Algoritmy s uvedenou strukturou jsou cÏasto konstruovaneÂ a daÂvajõÂ dobreÂ vyÂsledky, avsÏak existujõÂ i algoritmy s odlisÏnou strukturou.

• PravdeÏpodobnostnõÂ algoritmus pro optimalizacÏnõÂ uÂ lohu nalezne (prÏi pevneÂ naÂhodneÂ posloupnosti) neÏjakeÂ rÏesÏenõÂ. DopocÏõÂtaÂ se pravdeÏpodobnost, zÏe takto zõÂskaneÂ rÏesÏenõÂ je optimaÂlnõÂ. VõÂcenaÂsobnyÂm iterovanõÂm se pravdeÏpodobnost, zÏe rÏesÏenõÂ je optimaÂlnõÂ, zvysÏuje. SpocÏte se pruÊ meÏrnyÂ pocÏet iteracõÂ potrÏebnyÂch k tomu, aby bylo nalezeno hledaneÂ optimum. Za slozÏitost takoveÂho algoritmu se povazÏuje celkovaÂ slozÏitost vsÏech teÏchto iteracõÂ.

Je-li cõÂlem naleÂzt optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ, pak lze cÏasto pouzÏõÂt võÂcenaÂsobneÂ iterovaÂnõÂ, pravdeÏpodobnost chyby lze omezit libovolneÏ malyÂm kladnyÂm cÏõÂslem. Je trÏeba, aby kazÏdaÂ iterace vracela optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ s pravdeÏpodobnostõÂ odrazÏenou od 0, naprÏõÂklad alesponÏ 0.1.

• PravdeÏpodobnostnõÂ algoritmus pro rozhodovacõÂ uÂ lohu skoncÏõÂ neÏjakou odpoveÏdõÂ, naprÏõÂklad to mohou byÂt ANO, NE, NEPLATIÂ ANO, NEPLATIÂ NE, NEVIÂM, je trÏeba spocÏõÂtat (cÏi odhadnout) pravdeÏpodobnosti jednotlivyÂch odpoveÏdõÂ, tyto pravdeÏpodobnosti mohou zaÂviset na spraÂvneÂ odpoveÏdi. źRozumnyÂł algoritmus lze iterovaÂnõÂm zlepsÏovat, proto se spocÏte pruÊ meÏrnyÂ pocÏet iteracõÂ pro nalezenõÂ spraÂvneÂho rÏesÏenõÂ, maÂ-li to smysl.

• MaÂ smysl uvazÏovat i pravdeÏpodobnostnõÂ aproximacÏnõÂ algoritmy pro optimalizacÏnõÂ uÂ lohy, v prÏõÂpadeÏ rozhodovacõÂch uÂ loh se staÂvaÂ, zÏe algoritmus cÏasto neumõÂ deőnitivneÏ rozhodnout (ANO nebo NE), potom se iterovaÂnõÂm ke spraÂvneÂ odpoveÏdi muÊ zÏe blõÂzÏit, to se tyÂkaÂ naprÏõÂklad testuÊ prvocÏõÂselnosti. V teorii slozÏitosti je deőnovaÂna hierarchie trÏõÂd rozhodovacõÂch pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ .

V prÏõÂpadeÏ optimalizacÏnõÂch uÂ loh muÊ zÏe byÂt hledaÂn kompromis mezi prÏesnostõÂ vyÂsledku a slozÏitostõÂ vyÂpocÏtu. Pro neÏktereÂ NP-uÂ plneÂ uÂ lohy to muÊ zÏe znamenat nalezenõÂ prÏijatelneÂho rÏesÏenõÂ s polynomiaÂlnõÂ slozÏitostõÂ.

NaÂvrh a analyÂza pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu jsou znacÏneÏ individuaÂlnõÂ a zaÂvisleÂ na konkreÂtnõÂ rÏesÏeneÂ uÂ loze.

SnõÂzÏenõÂ cÏasoveÂ nebo prostoroveÂ slozÏitosti

CÏ asovaÂ resp. pameÏt’ovaÂ slozÏitost pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu se deőnuje jako pruÊ meÏr prÏes nekonecÏneÂ posloupnosti naÂhodnyÂch bituÊ z cÏasoveÂ resp. pameÏt’oveÂ slozÏitosti jednotlivyÂch deterministickyÂch vyÂpocÏtuÊ . Pojmem źdeterministickyÂ vyÂpocÏetł se rozumõÂ vyÂpocÏet algoritmu prÏi pevneÂ nekonecÏneÂ naÂhodneÂ posloupnosti.

SlozÏitost se porovnaÂvaÂ se slozÏitostõÂ deterministickeÂho algoritmu, kteryÂ rÏesÏõÂ stejnou uÂ lohu.

PravdeÏpodobnostnõÂ algoritmy lze uÂ speÏsÏneÏ vyuzÏõÂt prÏi rÏesÏenõÂ mnoha uÂ loh, nebot’ pruÊ meÏrnaÂ cÏasovaÂ resp. pameÏt’ovaÂ slozÏitost takoveÂho algoritmu muÊ zÏe nizÏsÏõÂ nezÏ cÏasovaÂ resp. pameÏt’ovaÂ slozÏitost deterministickeÂho algoritmu. PrÏõÂkladem je probleÂm minimaÂlnõÂho hranoveÂho rÏezu.

Derandomizace

DerandomizacõÂ pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu se rozumõÂ sestrojenõÂ deterministickeÂho algoritmu, kteryÂ umozÏnõÂ rÏesÏit zadanou uÂ lohu s pomocõÂ tohoto pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu a vzÏdy nalezne spraÂvneÂ (hledaneÂ) rÏesÏenõÂ.

Jak jizÏ bylo zmõÂneÏno, tak obecneÏ takovyÂ algoritmus muÊ zÏe mõÂt neuÂ meÏrneÏ veÏtsÏõÂ cÏasovou a pameÏt’ovou slozÏitost. Je-li pro vyÂpocÏet algoritmu postacÏujõÂcõÂ tzv. polynomiaÂlneÏ velkyÂ pravdeÏpodobnostnõÂ prostor, pak je mozÏneÂ jej celyÂ probrat a spocÏõÂtat tak prÏesneÂ rÏesÏenõÂ. PrÏõÂkladem je algoritmus hledaÂnõÂ maximaÂlnõÂho hranoveÂho rÏezu.

PolynomiaÂlneÏ velkyÂ pravdeÏpodobnostnõÂ prostor je postacÏujõÂcõÂ, naprÏõÂklad pokud nenõÂ algoritmem vyzÏadovaÂna nezaÂvislost vsÏech naÂhodnyÂch bituÊ , ale jen neÏkteryÂch podmnozÏin z nich.

PoznaÂmka: Pro pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy se derandomizace neuvazÏuje, bude vysveÏtleno pozdeÏji.

1.1.3 Co je on-line algoritmus

On-line algoritmus maÂ ve vstupu urcÏeneÂ okamzÏiky, ve kteryÂch musõÂ vypsat na vyÂstup sveÂ źaktuaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ,ł musõÂ to proveÂst drÏõÂve, nezÏ prÏecÏte dalsÏõÂ bit vstupu. Toto se samo o sobeÏ od algoritmu, kteryÂ nenõÂ on-line, nijak nelisÏõÂ, proto je trÏeba dalsÏõÂ omezujõÂcõÂ pozÏadavek. KlõÂcÏovyÂ pozÏadavek pro deőnici on-line algoritmu je vytvaÂrÏenõÂ noveÂho rÏesÏenõÂ z prÏedchaÂzejõÂcõÂho, tj. naposledy vypsaneÂho. Je dovoleno pouzÏõÂvat jen operace deőnovaneÂ zadaÂnõÂm uÂ lohy.

On-line algoritmy majõÂ rÏadu praktickyÂch aplikacõÂ ve vyÂrobnõÂm procesu, ve ktereÂm je trÏeba umeÏt okamzÏiteÏ źrozumneÏł rozhodnout, naprÏ. co zrovna vyraÂbeÏt atp., bez znalosti budoucõÂch pozÏadavkuÊ . TypickyÂm prÏõÂkladem jejich pouzÏitõÂ je vytvaÂrÏenõÂ rozvrhuÊ pro prÏideÏlovaÂnõÂ neÏjakyÂch zdrojuÊ , naprÏõÂklad vyÂrobnõÂ stroj, pocÏõÂtacÏ atp. Zde je vynucovaÂn pozÏadavek o nemeÏnnosti drÏõÂveÏjsÏõÂho rozhodnutõÂ, nebot’ naprÏ. o vyÂrobku, kteryÂ se zacÏal vyraÂbeÏt na zaÂkladeÏ rozhodnutõÂ algoritmu, nelze zpeÏtneÏ rozhodnout, zÏe bude vyraÂbeÏn jinyÂm strojem nebo v jinyÂ cÏas.

CõÂlem je konstruovat takoveÂ on-line algoritmy, ktereÂ v kazÏdeÂ situaci rozhodnou tak, zÏe toto rozhodnutõÂ źprÏi nejhorsÏõÂm mozÏneÂm pokracÏovaÂnõÂł bude źco nejmeÂneÏ sÏpatneÂ.ł Toto je rÏecÏeno intuitivneÏ a je to trÏeba deőnovat pro kazÏdou uÂ lohu zvlaÂsÏt’.

Vlastnost źon-lineł je pro algoritmus zaÂsadnõÂ omezenõÂ. Je trÏeba si uveÏdomit, zÏe hlavnõÂ prioritou baÂdaÂnõÂ nenõÂ snizÏovaÂnõÂ cÏasoveÂ cÏi pameÏt’oveÂ slozÏitosti, ale prÏiblizÏovaÂnõÂ se optimaÂlnõÂmu tzv. źoff-lineł rÏesÏenõÂ, ktereÂ muÊ zÏe byÂt spocÏteno bez on-line omezenõÂ.

PoznaÂmka: Jako protiklad k pojmu on-line algoritmus se pouzÏõÂvaÂ pojem offline algoritmus. NenõÂ nijak omezovaÂn pruÊ beÏh vyÂpocÏtu takoveÂho algoritmu, ani nemusõÂ hledat cÏaÂstecÏnaÂ rÏesÏenõÂ.

PouzÏõÂvaÂ se rÏada algoritmuÊ , ktereÂ jsou on-line, anizÏ by to po nich bylo vyzÏadovaÂno. Do teÂto kategorie lze zarÏadit tzv. heuristickeÂ algoritmy, ve kteryÂch se prÏidaÂnõÂm noveÂho pozÏadavku (naprÏ. uÂ lohy) upravõÂ jizÏ existujõÂcõÂ rÏesÏenõÂ, typickyÂm prÏõÂkladem je hladovyÂ algoritmus.

1.1.4 PravdeÏpodobnostnõÂ vs. deterministickeÂ on-line algoritmy

PravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy majõÂ veÏtsÏõÂ vyÂpocÏetnõÂ sõÂlu nezÏ deterministickeÂ on-line algoritmy.

PraÂveÏ uvedenyÂ fakt muÊ zÏe byÂt na prvnõÂ pohled o to võÂce prÏekvapujõÂcõÂ, jak bylo v prÏedchozõÂm textu uvedeno, zÏe pravdeÏpodobnostnõÂ a deterministickeÂ algoritmy majõÂ stejnou vyÂpocÏetnõÂ sõÂlu. AvsÏak maÂ to velmi jednoduchou prÏõÂcÏinu, sice lze pravdeÏpodobnostnõÂ algoritmus derandomizovat, ale typicky nelze zachovat vlastnost on-line. V duÊ sledku toho nemaÂ smysl uvazÏovat derandomizaci pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ .

NaprÏõÂklad pro probleÂm źrozvrhovaÂnõÂ uÂ loh na dva pocÏõÂtacÏeł viz. Graham [8] je znaÂmyÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus, o ktereÂm lze snadno dokaÂzat, zÏe je lepsÏõÂ nezÏ kazÏdyÂ deterministickyÂ on-line algoritmus.

źKvalitał pravdeÏpodobnostnõÂho on-line algoritmu je meÏrÏena funkcõÂ porovnaÂvajõÂcõÂ vyÂsledky tohoto algoritmu a vyÂsledky, ktereÂ lze dostat nejlepsÏõÂm mozÏnyÂm deterministickyÂm algoritmem. SrovnaÂnõÂ je veÏtsÏinou zajõÂmaveÂ. NavõÂc duÊ kazy dolnõÂch odhaduÊ pro deterministickeÂ algoritmy jsou snadneÂ, veÏtsÏinou jsou provedeny konstrukcõÂ konkreÂtnõÂho protiprÏõÂkladu.

1.1.5 KompetitivnõÂ pomeÏr

Aby bylo mozÏneÂ pravdeÏpodobnostnõÂ i deterministickeÂ on-line algoritmy porovnaÂvat, tak je trÏeba jejich źkvalituł neÏjak meÏrÏit. Tyto algoritmy jsou optimalizacÏnõÂ a jejich cõÂlem je co nejvõÂce se prÏiblõÂzÏit hledaneÂmu optimu. Proto se deőnuje tzv. kompetitivnõÂ pomeÏr algoritmu jako pomeÏr vyÂsledku on-line algoritmu ku nejlepsÏõÂmu mozÏneÂmu vyÂsledku.

Necht’zobrazenõÂ h(y) je ohodnocujõÂcõÂ funkce pro vyÂslednyÂ stav y, do ktereÂho se algoritmus dostal svyÂm rozhodovaÂnõÂm. VyÂsledkem h(y) je kladneÂ reaÂlneÂ cÏõÂslo. CÏ õÂm je vyÂsledek źlepsÏõÂł tõÂm maÂ byÂt ohodnocujõÂcõÂ funkce mensÏõÂ. OhodnocovacõÂ funkce je daÂna zadaÂnõÂm probleÂmu.

PoznaÂmka: V uÂlohaÂch, pro ktereÂ je stav y deőnovaÂn jako m-tice cÏõÂsel, je cÏasto za ohodnocujõÂcõÂ funkci zvolena maximalizace nebo neÏjakyÂ vaÂzÏenyÂ prÏuÊ meÏr z teÏchto cÏõÂsel.

Necht’zobrazenõÂ S_A(x) urcÏuje vyÂsledek, ke ktereÂmu dospeÏje algoritmus A prÏi vstupu x. Je-li algoritmus A pravdeÏpodobnostnõÂ, potom se uvazÏuje pravdeÏpodobnostnõÂ distribuce vyÂsledkuÊ v zaÂvislosti na naÂhodneÂ posloupnosti. Necht’ je takovaÂ distribuce vyÂsledkuÊ oznacÏena symbolem S_A(B, x), kde B je pevnaÂ naÂhodnaÂ posloupnost.

OhodnocenõÂ vyÂsledku H_A(x) deterministickeÂho algoritmu A se spocÏõÂtaÂ s pomocõÂ ohodnocujõÂcõÂ funkce jako H_A(x)^{def}= h(S_A(x)) (1.1) Pro pravdeÏpodobnostnõÂ algoritmus se ohodnocenõÂ vyÂsledku H_A(x) spocÏte v pruÊ meÏru prÏes naÂhodneÂ posloupnosti jako H_A(x)^{def}= E_B [h(S_A(B, x))] (1.2) PoznaÂmka: Deőnice 1.1 a 1.2 jsou zrÏejmeÏ konzistentnõÂ, pro deterministickyÂ algoritmus daÂvajõÂ stejnyÂ vyÂsledek.

Necht’zobrazenõÂ S(x) urcÏuje optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ uÂ lohy spocÏteneÂ nejlepsÏõÂm mozÏnyÂm off-line algoritmem pro vstup x. OptimaÂlnõÂ vyÂsledek H(x) se potom deőnuje jako H(x)^{def}= h(S(x)) (1.3) Potom se deőnuje zobrazenõÂ c(x), ktereÂ je kompetitivnõÂm pomeÏrem pro algoritmus A a vstup x takto

c(x) = H_A(x) H(x) (1.4) Jako ohodnocenõÂ vyÂsledku je klasickeÂ źnecht’neprÏõÂtel zadaÂ vstup,ł tedy nejhorsÏõÂ prÏõÂpad, kteryÂ muÊ zÏe nastat. KompetitivnõÂ pomeÏr pro algoritmus A je deőnovaÂn jako

c = sup_x c(x) (1.5)

TriviaÂlneÏ lze nahleÂdnout, zÏe c ≥ 1, dokonce c(x) ≥ 1 pro kazÏdyÂ vstup x. Nebot’zÏaÂdnyÂ algoritmus nemuÊ zÏe byÂt lepsÏõÂ, nezÏ nejlepsÏõÂ mozÏnyÂ. PoznaÂmka: Typicky nenõÂ cõÂlem hledat prÏesnaÂ vyjaÂdrÏenõÂ teÏchto zobrazenõÂ, spõÂsÏe jsou hledaÂny jejich hornõÂ a dolnõÂ odhady. Na zaÂkladeÏ teÏchto odhaduÊ se podle deőnice 1.5 spocÏte odhad kompetitivnõÂho pomeÏru.

1.1.6 ProbleÂm rozvrhovaÂnõÂ

ProbleÂm rozvrhovaÂnõÂ maÂ rÏadu mozÏnyÂch podob. NaprÏed budou shrnuty zaÂkladnõÂ spolecÏneÂ rysy a rozdõÂly.

UÂ loha rozvrhovaÂnõÂ znaÂmeÂ posloupnosti uÂ loh na m pocÏõÂtacÏuÊ je NPteÏzÏkaÂ. On-line algoritmy jsou leckdy vcelku dobrou aproximacõÂ. Je proto zajõÂmaveÂ zkoumat, jak moc dobrou aproximacõÂ jsou.

SpolecÏneÂ rysy modeluÊ

• Vstupem je posloupnost uÂ loh.

• KazÏdaÂ uÂ loha maÂ urcÏenou velikost.

• UÂ lohy se zpracovaÂvajõÂ na pocÏõÂtacÏõÂch.

• V jedom okamzÏiku smõÂ byÂt jeden pocÏõÂtacÏ prÏirÏazen nejvyÂsÏe jedneÂ uÂ loze.

• V jedom okamzÏiku smõÂ byÂt jedna uÂ loha prÏirÏazena nejvyÂsÏe jednomu pocÏõÂtacÏi, prÏõÂpadneÏ nejvyÂsÏe daneÂmu pocÏtu pocÏõÂtacÏuÊ .

RozdõÂly mezi modely

ZminÏ me prÏõÂklady uvazÏovanyÂch variant modeluÊ . ExistujõÂ i meÂneÏ obvykleÂ varianty, ktereÂ zde nejsou zmõÂneÏny.

• pocÏõÂtacÏe

ś jejich pocÏet je pevnyÂ nebo promeÏnnyÂ, v neÏkteryÂch modelech lze za neÏjakou cenu pocÏõÂtacÏe kupovat cÏi prodaÂvat (to se promõÂtne v ohodnocujõÂcõÂ funkci) ś mohou mõÂt ruÊ znou rychlost, potom cÏas dokoncÏenõÂ uÂ lohy se muÊ zÏe lisÏit na ruÊ znyÂch pocÏõÂtacÏõÂch ś mohou mõÂt ruÊ zneÂ instrukcÏnõÂ sady cÏi zarÏõÂzenõÂ, uÂ lohu je mozÏneÂ zpracovat jen na neÏkteryÂch pocÏõÂtacÏõÂch • uÂ lohy

ś mohou mõÂt priority, vaÂhy duÊ lezÏitosti uÂ loh se zohlednõÂ v ohodnocujõÂcõÂ funkci ś mohou mõÂt zaÂvislosti na jinyÂch uÂ lohaÂch, uÂ lohu je mozÏneÂ zpracovat azÏ po dokoncÏenõÂ jineÂ, naprÏõÂklad z technologickyÂch duÊ voduÊ ve vyÂrobnõÂm procesu ś mohou mõÂt cÏasovaÂ omezenõÂ, do kdy je trÏeba uÂ lohu vykonat ś mohou byÂt prÏerusÏitelneÂ, jejich vykonaÂvaÂnõÂ lze pozastavit a prÏenechat pocÏõÂtacÏ jineÂ uÂ loze • operacÏnõÂ systeÂm ś muÊ zÏe prÏerusÏit nebo restartovat uÂ lohu, to je tzv. preemptivnõÂ chovaÂnõÂ ś muÊ zÏe prÏesunout uÂ lohu na jinyÂ pocÏõÂtacÏ (procesor) • ohodnocujõÂcõÂ funkce ś deÂlka rozvrhu, tj. cÏas dokoncÏenõÂ poslednõÂ uÂ lohy ś soucÏet cÏasuÊ dokoncÏenõÂ vsÏech uÂ loh ś pocÏet uÂ loh nevykonanyÂch vcÏas (pro modely s omezenyÂm cÏasem) ś penalizace za nevcÏasneÂ dokoncÏenõÂ

NejpouzÏõÂvaneÏjsÏõÂ jsou naÂsledujõÂcõÂ modely.

• V sekvencÏnõÂm modelu prÏichaÂzejõÂ jednotliveÂ uÂ lohy v posloupnosti, kazÏdaÂ maÂ byÂt prÏirÏazena pocÏõÂtacÏi (resp. pocÏõÂtacÏuÊ m) a cÏasoveÂmu intervalu (resp. intervaluÊ m) drÏõÂve, nezÏ je znaÂma dalsÏõÂ uÂ loha posloupnosti. SoucÏaÂstõÂ poskytovaneÂ charakteristiky prÏõÂchozõÂ uÂ lohy je jejõÂ deÂlka. NenõÂ omezeno umõÂst’ovaÂnõÂ do cÏasovyÂch intervaluÊ , prÏõÂpadneÏ uÂ lohy mohou byÂt i odklaÂdaÂny. HodnotõÂcõÂ funkcõÂ muÊ zÏe byÂt naprÏõÂklad deÂlka rozvrhu.

• V modelu neznaÂmyÂch deÂlek algoritmus o beÏzÏõÂcõÂ uÂ loze (uÂ lohaÂch) võÂ jen to, zda jizÏ skoncÏila nebo ne. MuÊ zÏe libovolneÏ umõÂst’ovat uÂ lohy, ktereÂ dosud prÏisÏly. Charakteristika uÂ lohy neobsahuje jejõÂ deÂlku. NeÏkdy byÂvaÂ povolena preempce (odebõÂraÂnõÂ) uÂ loh, odebranaÂ uÂ loha muÊ zÏe byÂt pozdeÏji restartovaÂna (znovuspusÏteÏna) resp. pokracÏovaÂna. MozÏneÂ jsou i dalsÏõÂ charakteristiky, naprÏõÂklad paralelnost vyÂpocÏtu na maximaÂlnõÂm omezeneÂm pocÏtu pocÏõÂtacÏuÊ . HodnotõÂcõÂ funkcõÂ muÊ zÏe byÂt deÂlka rozvrhu.

• Model prÏichaÂzenõÂ v cÏase je podobnyÂ prÏedchozõÂmu modelu neznaÂmyÂch deÂlek s rozdõÂlem, zÏe deÂlka uÂ lohy je znaÂma v cÏase prÏõÂchodu uÂ lohy. Tedy komplikacõÂ je jen to, zÏe nenõÂ znaÂma budoucnost. HodnotõÂcõÂ funkcõÂ muÊ zÏe byÂt deÂlka rozvrhu.

• IntervalovyÂ model se od prÏedchozõÂch modeluÊ lisÏõÂ hlavneÏ tõÂm, zÏe nepovoluje odlozÏenõÂ uÂ lohy, avsÏak uÂ loha musõÂ byÂt zpracovaÂna v cÏasoveÂm intervalu daneÂm charakteristikou uÂ lohy. HodnotõÂcõÂ funkce je mõÂra vah uÂ loh zarÏazenyÂch do rozvrhu. Tento model se svyÂm zadaÂnõÂm i metodami rÏesÏenõÂ zaÂsadneÏ lisÏõÂ od ostatnõÂch uvedenyÂch modeluÊ .

ZvolenyÂ model

DeterministickyÂ prÏõÂpad probleÂmu rozvrhovaÂnõÂ je prozkoumaÂn do znacÏneÂ hloubky. O pravdeÏpodobnostnõÂm on-line prÏõÂpadu se toho moc nevõÂ. PrÏi zkoumaÂnõÂ kazÏdeÂho probleÂmu je duÊ lezÏiteÂ postupovat od jednodusÏsÏõÂch probleÂmuÊ ke slozÏiteÏjsÏõÂm a kazÏdeÂmu takoveÂmu probleÂmu prÏedchaÂzõÂ duÊ - kladneÂ pochopenõÂ probleÂmu jednodusÏsÏõÂho. Pro zkoumaÂnõÂ byl proto zvolen jednoduchyÂ model, tzv. sekvencÏnõÂ model. Jak se pozdeÏji ukaÂzÏe, tak i pro takto jednoduchyÂ model je analyÂza znacÏneÏ komplikovanaÂ.

• Velikosti uÂ loh jsou prÏirozenaÂ cÏõÂsla, bez priorit, bez cÏasovyÂch omezenõÂ, bez zaÂvislostõÂ.

• K dispozici je m identickyÂch pocÏõÂtacÏuÊ .

• Bez preempce.

• OhodnocujõÂcõÂ funkce je deÂlka rozvrhu (tj. cÏas dokoncÏenõÂ poslednõÂ uÂ lohy).

V tomto modelu se od pravdeÏpodobnostnõÂho on-line algoritmu po prÏecÏtenõÂ velikosti uÂ lohy ocÏekavaÂ odpoveÏd’, na kteryÂ pocÏõÂtacÏ maÂ byÂt prÏõÂchozõÂ uÂ loha umõÂsteÏna.

Laicky lze tento model dobrÏe popsat na prÏõÂkladu hry źTetris.ł Hrajme tedy tuto hru na m sloupecÏcõÂch (odpovõÂdajõÂ pocÏõÂtacÏuÊ m), neprÏõÂtel posõÂlaÂ cihly o velikosti 1 × d, kde d ∈ N je nepevnaÂ deÂlka konkreÂtnõÂ cihly, prÏichaÂzejõÂ svisle a nelze je otaÂcÏet. Cihla je umõÂsteÏna do neÏjakeÂho sloupecÏku na drÏõÂve umõÂsteÏneÂ cihly nebo pocÏaÂtek, uvazÏuje se źgravitaceł - mezery nejsou prÏõÂpustneÂ. Po umõÂsteÏnõÂ cihly neprÏõÂtel posÏle dalsÏõÂ. UÂ kolem hraÂcÏe je cihly umõÂst’ovat tak, aby vyÂsÏka teÂto źstavbył (pomeÏr ku minimaÂlnõÂ mozÏneÂ vyÂsÏce) nebyla źmoc velkaÂ.ł Pojem źmoc velkaÂ vyÂsÏkał se chaÂpe tak, aby kompetitivnõÂ pomeÏr (pomeÏr vyÂsÏky ku minimaÂlnõÂ mozÏneÂ vyÂsÏce stavby, jakou lze z danyÂch cihel postavit) byl co nejmensÏõÂ pro kazÏdou neprÏõÂtelem zadanou posloupnost cihel.

1.1.7 ShrnutõÂ a vyjasnÏ ujõÂcõÂ poznaÂmky

Pro cÏtenaÂrÏe, kteryÂ nenõÂ zbeÏhlyÂ ve zkoumaÂnõÂ slozÏitosti a slozÏitostnõÂch trÏõÂd, muÊ zÏe byÂt obtõÂzÏneÏjsÏõÂ si uveÏdomit, co se prÏesneÏ zkoumaÂ.

NaÂsledujõÂcõÂ poznaÂmky majõÂ za cõÂl upozornit na podstatneÂ odlisÏnosti, kteryÂch je trÏeba si vsÏõÂmat prÏi cÏtenõÂ teÂto nebo obdobneÂ praÂce.

Algoritmus

• deterministickyÂ algoritmus

NeprÏõÂtel zadaÂ celyÂ vstup najednou, rozhodne o umõÂsteÏnõÂ vsÏech uÂ loh, vypõÂsÏe vyÂstup.

• pravdeÏpodobnostnõÂ algoritmus

RozsÏirÏuje deterministickyÂ algoritmus, navõÂc muÊ zÏe prÏi rozhodovaÂnõÂ pouzÏõÂvat naÂhodneÂ bity. PrÏevoditelnyÂ na deterministickyÂ algoritmus za cenu zvyÂsÏenõÂ cÏasoveÂ a pameÏt’oveÂ slozÏitosti.

• determinitistickyÂ on-line algoritmus

DeterministickyÂ algoritmus. NeprÏõÂtel zadaÂvaÂ uÂ lohy po jedneÂ. Algoritmus musõÂ ihned rozhodnout o umõÂsteÏnõÂ uÂ lohy.

• pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus

RozsÏirÏuje determinitistickyÂ on-line algoritmus, navõÂc muÊ zÏe prÏi rozhodovaÂnõÂ pouzÏõÂvat naÂhodneÂ bity. NenõÂ prÏevoditelnyÂ na deterministickyÂ on-line algoritmus.

Typy odhaduÊ

Odhady se deÏlõÂ podle toho, jakeÂ algoritmy jsou uvazÏovaÂny pro hledanõÂ rÏesÏenõÂ. Proto odhady mohou byÂt tyto:

• bez omezenõÂ

PocÏõÂtaÂno prÏes vsÏechny deterministickeÂ a pravdeÏpodobnostnõÂ algoritmy (jsou prÏevoditelneÂ) rÏesÏõÂcõÂ danyÂ probleÂm. ZadaÂnõÂ dostanou prÏedem. ZkoumaÂ se cÏasovaÂ a pameÏt’ovaÂ efektivita (slozÏitost) algoritmuÊ . Za zajõÂmaveÂ jsou povazÏovaÂny algoritmy pocÏõÂtajõÂcõÂ v polynomiaÂlnõÂm cÏase.

• deterministickyÂ on-line

PocÏõÂtaÂno prÏes deterministickeÂ on-line algoritmy. Bez omezenõÂ slozÏitosti. ZkoumaÂ se kompetitivnõÂ pomeÏr.

• pravdeÏpodobnostnõÂ on-line

PocÏõÂtaÂno prÏes pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy. Bez omezenõÂ slozÏitosti. ZkoumaÂ se kompetitivnõÂ pomeÏr.

DolnõÂ odhady kompetitivnõÂho pomeÏru DeÏlenõÂ je podle typu (viz. prÏedchozõÂ odstavec) a naÂsledujõÂcõÂch mozÏnostõÂ: • dolnõÂ odhad probleÂmu

To je dolnõÂ odhad na kompetitivnõÂ pomeÏr kazÏdeÂho algoritmu rÏesÏõÂcõÂho danyÂ probleÂm. SpeciaÂlneÏ je to dolnõÂ odhad i pro optimaÂlnõÂ (nejlepsÏõÂ) algoritmus rÏesÏõÂcõÂ danyÂ probleÂm.

• dolnõÂ odhad algoritmu

To je dolnõÂ odhad na kompetitivnõÂ pomeÏr konkreÂtnõÂho algoritmu rÏesÏõÂcõÂho danyÂ probleÂm.

• dolnõÂ odhad trÏõÂdy algoritmuÊ

To je obdobneÂ źdolnõÂm odhaduÊ m,ł avsÏak odhad je pocÏõÂtaÂn prÏes urcÏitou trÏõÂdu algoritmuÊ . TrÏõÂda je urcÏena neÏjakyÂm omezenõÂm toho, co algoritmus smõÂ nebo nesmõÂ. Je to tedy dolnõÂ odhad pro kazÏdyÂ algoritmus v teÂto trÏõÂdeÏ. DolnõÂ odhad probleÂmu je dolnõÂm odhadem pro kazÏdou trÏõÂdu algoritmuÊ .

PoznaÂmka: KompetitivnõÂ pomeÏr je pocÏõÂtaÂn jako supremum, tudõÂzÏ popisuje nejhorsÏõÂ mozÏnyÂ prÏõÂpad, kteryÂ muÊ zÏe neprÏõÂtel zadat.

PoznaÂmka: DolnõÂ odhad je obvykle konstruovaÂn nalezenõÂm źteÏzÏkeÂł posloupnosti, na ktereÂ maÂ kazÏdyÂ algoritmus kompetitivnõÂ pomeÏr o velikosti alesponÏ dokazovaneÂho dolnõÂho odhadu.

HornõÂ odhady kompetitivnõÂho pomeÏru

DeÏlenõÂ je podle typu a naÂsledujõÂcõÂch mozÏnostõÂ:

• hornõÂ odhad algoritmu

To je hornõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru konkreÂtnõÂho algoritmu rÏesÏõÂcõÂho danyÂ probleÂm. Je trÏeba proveÂst analyÂzu dokazujõÂcõÂ, zÏe pro zÏaÂdnou posloupnost nebude kompetitivnõÂ pomeÏr veÏtsÏõÂ.

• hornõÂ odhad probleÂmu

To je hornõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru nejlepsÏõÂho algoritmu rÏesÏõÂcõÂho danyÂ probleÂm. KompetitivnõÂ pomeÏr kazÏdeÂho algoritmu je hornõÂm odhadem probleÂmu. Dokazuje se konstrukcõÂ konkreÂtnõÂho algoritmu.

• hornõÂ odhad trÏõÂdy algoritmuÊ

To je hornõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru nejlepsÏõÂho algoritmu z daneÂ trÏõÂdy rÏesÏõÂcõÂho danyÂ probleÂm. TrÏõÂda je urcÏena omezenõÂm toho, co algoritmus smõÂ nebo nesmõÂ. HornõÂ odhad trÏõÂdy algoritmuÊ je hornõÂm odhadem probleÂmu. Dokazuje se konstrukcõÂ konkreÂtnõÂho algoritmu.

1.2 PrÏehled znaÂmyÂch vyÂsledkuÊ

1.2.1 HistorickyÂ vyÂvoj

Historicky prvnõÂ, kdo se zacÏal zajõÂmat o tuto problematiku a kdo probleÂm rozvrhovaÂnõÂ formuloval, byl Graham [8]. V teÂto praÂci jesÏteÏ nebyla problematika formulovaÂna v pozdeÏji ustaÂlenyÂch termõÂnech.

PrvnõÂm, kdo prÏisÏel s pojmy źon-lineł a źoff-lineł je Knuth [12]. Pojem on-line pouzÏil pro algoritmus, kteryÂ nacÏõÂtaÂ vstupnõÂ posloupnost a spocÏteneÂ vyÂsledky vypisuje, jakmile je to mozÏneÂ. Pojem off-line deőnoval jako opak on-line. Jeho pojetõÂ se znacÏneÏ lisÏõÂ od soucÏasneÂho pojetõÂ (deőnice).

PrvnõÂ praÂce se soucÏasnyÂm pojetõÂm deőnice on-line algoritmuÊ se objevily v 70-tyÂch letech. TyÂkaly se aproximacÏnõÂch algoritmuÊ a zabyÂvaly se tzv. źprobleÂmem batohu.ł AzÏ podeÏji se zacÏal vyskytovat pojem źaproximacÏnõÂ on-line algoritmy,ł poprveÂ v praÂci Johnsona [10]. Pojmy on-line a off-line byly pouzÏity v kryptograőckeÂm systeÂmu.

DaÂle byly nalezeny metody pro dolnõÂ odhady pomocõÂ konstrukce źneprÏõÂtelemł zadaneÂho protiprÏõÂkladu. Jedny z prvnõÂch aplikacõÂ teÂto metody byly v praÂci Woodhal [18] prÏi analyÂze tzv. źBay Restaurant probleÂmuł cÏi praÂce Kierstead a Trotter [11] zabyÂvajõÂcõÂ se źon-line barvenõÂm intervalovyÂch grafuÊ .ł

Yao [19] je prvnõÂ, kdo prÏisÏel s tvrzenõÂm zacÏõÂnajõÂcõÂm formulacõÂ źpro kazÏdyÂ on-line algoritmus platõÂ. . . .ł DokaÂzal nemozÏnost existence on-line algoritmu pro źprobleÂm batohuł s kompetitivnõÂm pomeÏrem lepsÏõÂm nezÏ^3_2 . Tento vyÂsledek se stal zaÂkladem pro dalsÏõÂ rozvoj aplikacõÂ on-line algoritmuÊ pro rÏesÏenõÂ optimalizacÏnõÂch probleÂmuÊ .

VyÂznamnyÂ prÏelom ve vyÂzkumu on-line algoritmuÊ znamenaly praÂce publikovaneÂ v roce 1985, viz. Sleator a Tarjan [16] a [17]. Tyto praÂce zaprÏõÂcÏinily vzruÊ st zaÂjmu o tento obor teoretickeÂ informatiky, kteryÂ trvaÂ dodnes. PublikovaneÂ praÂce se zabyÂvajõÂ probleÂmem źstraÂnkovaÂnõÂ (caching, paging)ł a tzv. źlist update probleÂmem.ł

Od pocÏaÂtkuÊ vyÂzkumu v teÂto oblasti uplynulo mnoho let a byla dokaÂzaÂna rÏada zajõÂmavyÂch vyÂsledkuÊ . VyÂzkum znamenal velkyÂ pokrok, ale prÏesto je nutneÂ konstatovat, zÏe existuje hodneÏ dosud nevyrÏesÏenyÂch otevrÏenyÂch probleÂmuÊ . Lze ocÏekaÂvat, zÏe tento obor cÏekaÂ jesÏteÏ dlouhyÂ vyÂvoj.

1.2.2 Graham

PrvnõÂ on-line algoritmus, kteryÂ rÏesÏil uÂ lohu rozvrhovaÂnõÂ na m identickyÂch pocÏõÂtacÏõÂch, byl GrahamuÊ v algoritmus. Tento algoritmus patrÏõÂ mezi tzv. hladoveÂ algoritmy, nebot’prÏõÂchozõÂ uÂ loha je vzÏdy umõÂsteÏna na pocÏõÂtacÏ, kteryÂ maÂ minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏ (v źtetrisoveÂ analogiił je uÂ loha umõÂsteÏna na co nejnizÏsÏõÂ sloupecÏek). KompetitivnõÂ pomeÏr algoritmu pro m pocÏõÂtacÏuÊ je praÂveÏ 2 −^1_m .

DolnõÂ odhad se provede posloupnostõÂ m(m − 1) jednotkovyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂch uÂ lohou velikosti m. Na kazÏdyÂ pocÏõÂtacÏ bylo umõÂsteÏno m − 1 jednotkovyÂch uÂ loh a daÂle prÏisÏla poslednõÂ uÂ loha. Rozvrh maÂ deÂlku 2m − 1. DeÂlka optimaÂlnõÂho rozvrhu je m. V optimaÂlnõÂm rozvrhu jsou jednotkoveÂ uÂ lohy umõÂsteÏny na m − 1 pocÏõÂtacÏõÂch, zbylaÂ uÂ loha velikosti m zuÊ stane samotnaÂ. TudõÂzÏ kompetitivnõÂ pomeÏr je alesponÏ^{2m−1}_m = 2 −^1_m .

Optimalita, zÏe algoritmus je ( 2 −^1_m ) -kompetitivnõÂ, se ukaÂzÏe snadno.

DuÊ kaz se provede pro kazÏdou nepraÂzdnou posloupnost (pro praÂzdnou to je triviaÂlnõÂ).

OznacÏme t minimum zaÂteÏzÏõÂ pocÏõÂtacÏuÊ prÏed poslednõÂ uÂ lohou a x velikost poslednõÂ uÂ lohy.

CõÂlem, dle deőnice kompetitivnõÂho pomeÏru, je dokaÂzat vztah t + x ≤ ( 2 − 1 m ) · optimum (1.6)

CÏ asto se pouzÏõÂvaÂ dolnõÂ odhad pro deÂlku optimaÂlnõÂho rozvrhu max { t + x m , x } ≤ optimum (1.7)

Pro duÊ kaz bude postacÏujõÂcõÂ varianta vyÂrazu 1.6 s odhadem 1.7 t + x ≤ ( 2 − 1 m ) · max { t + x m , x } ≤ ( 2 − 1 m ) · optimum (1.8)

Je postacÏujõÂcõÂ dokaÂzat vztah 1.8, nebot’ z neÏj vyplyÂvaÂ vztah 1.6. Vztah 1.8 se rozborem podle maxima rozpadaÂ na dva prÏõÂpady.

• prÏõÂpad x ≥ t +^x_m

ś z podmõÂnky vyplyÂvaÂ^t_x ≤ 1 −^1_m ś odstraneÏnõÂ maxima podle rozboru t + x x ≤ ( 2 − 1 m ) (1.9) ś duÊ kaz posloupnostõÂ uÂ prav t + x x = t x + 1 ≤ 1 + 1 − 1 m = 2 − 1 m (1.10)

• prÏõÂpad t +^x_m ≥ x

ś z podmõÂnky vyplyÂvaÂ^t_x ≥ 1 −^1_m ś odstraneÏnõÂ maxima podle rozboru t + x t +^x_m ≤ ( 2 − 1 m ) (1.11)

ś duÊ kaz posloupnostõÂ uÂ prav t + x t +^x_m = t x + 1 t x +^1_m = t x +^1_m −^1_m + 1 t x +^1_m

= 1 +

1 −^1_m t x +^1_m ≤ 2 − 1 m (1.12)

TudõÂzÏ vztah 1.6 je splneÏn pro vsÏechna x > 0, t ≥ 0. ZaÂveÏr: GrahamuÊ v algoritmus je ( 2 −^1_m ) -kompetitivnõÂ. Odhad pro GrahamuÊ v algoritmus jizÏ nelze zlepsÏit.

1.2.3 Odhady deterministickyÂch algoritmuÊ

Graham ve sveÂ praÂci [8] ukaÂzal deterministickyÂ on-line ( 2 −^1_m ) - kompetitivnõÂ algoritmus pro rozvrhovaÂnõÂ na m pocÏõÂtacÏuÊ .

Faigle, Kern a TuraÂn ukaÂzali, zÏe GrahamuÊ v algoritmus je optimaÂlnõÂ pro m = 2, 3. Pro m ≥ 4 dokaÂzali dolnõÂ odhad 1 +^{1√}_2 ≈ 1.707.

Galambos a Woeginger dokaÂzali existenci ( 2 −^1_m − ε_m ) - kompetitivnõÂho on-line algoritmu pro m ≥ 4 pocÏõÂtacÏuÊ . AvsÏak tento odhad podobneÏ jako GrahamuÊ v odhad pro m jdoucõÂ do nekonecÏna konverguje ke 2. Konstanty ε_m > 0 jsou daneÂ duÊ kazem.

Dlouho byl otevrÏenyÂ probleÂm, zda existuje on-line algoritmus s kompetitivnõÂm pomeÏrem mensÏõÂm nezÏ 2 pro libovolnyÂ pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ (v limiteÏ pro m jdoucõÂ do nekonecÏna). ProbleÂm vyrÏesÏili Bartal, Fiat, Karloff a Vohra, kterÏõÂ sestrojili ( 2 −^1_{70} ≈ 1.9857 ) -kompetitivnõÂ on-line algoritmus pro libovolneÂ m. DaÂle odhad zdokonalili Karger, Phillips a Torng. Jejich algoritmus maÂ mensÏõÂ (tedy lepsÏõÂ) kompetitivnõÂ pomeÏr nezÏ GrahamuÊ v algoritmus pro m ≥ 6, asymptoticky je algoritmus 1.945-kompetitivnõÂ.

Chen, van Vliet a Woeginger [5] dokaÂzali dalsÏõÂ dolnõÂ odhad. DokaÂzali, zÏe pro m = 4 pocÏõÂtacÏe je kazÏdyÂ deterministickyÂ on-line algoritmus alesponÏ 1.731-kompetitivnõÂ. NavõÂc sestrojili deterministickyÂ 1.7333-kompetitivnõÂ on-line algoritmus. Pro dostatecÏneÏ velkeÂ m je kazÏdyÂ deterministickyÂ on-line algoritmus alesponÏ 1.8319-kompetitivnõÂ. VyÂsledek zlepsÏili Bartal, Karloff a Rabani [3], kterÏõÂ dokaÂzali, zÏe pro m ≥ 3454 pocÏõÂtacÏuÊ je kazÏdyÂ deterministickyÂ on-line algoritmus alesponÏ 1.837-kompetitivnõÂ.

Albers [1] sestrojila 1.923-kompetitivnõÂ algoritmus pro m ≥ 2 pocÏõÂtacÏuÊ . Tento algoritmus maÂ dobreÂ asymptotickeÂ chovaÂnõÂ. ZaÂrovenÏ dokaÂzala dolnõÂ odhad, zÏe kazÏdyÂ algoritmus je alesponÏ 1.852-kompetitivnõÂ.

1.2.4 Odhady pravdeÏpodobnostnõÂch algoritmuÊ

Ve srovnaÂnõÂ s deterministickyÂm prÏõÂpadem je pravdeÏpodobnostnõÂ prÏõÂpad mnohem meÂneÏ prozkoumaÂn.

Bartal, Fiat, Karloff a Vohra [2] pro m = 2 pocÏõÂtacÏe sestrojili^4_3 - kompetitivnõÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus a dokaÂzali jeho optimalitu, nebot’ dosahuje dolnõÂ odhad. Pro m = 3 dokaÂzali dolnõÂ odhad 1.4.

Chen, van Vliet a Woeginger [4], nezaÂvisle Sgall [15], dokaÂzali obecnyÂ dolnõÂ odhad. PravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus pro m pocÏõÂtacÏuÊ maÂ kompetitivnõÂ pomeÏr alesponÏ 1 + 1 (_m m−1 )_m − 1 (1.13)

Pro m jdoucõÂ k nekonecÏnu konverguje k^e_{e−1} ≈ 1.5819. Tento odhad daÂvaÂ stejnyÂ odhad pro m = 2, pro m = 3 pocÏõÂtacÏe je dokaÂzanyÂ odhad 1.42105 lepsÏõÂ, nezÏ dokaÂzali Bartal a kol.

Seiden [14] sestrojil algoritmy daÂvajõÂcõÂ lepsÏõÂ hornõÂ odhady pro m = 3, . . . , 7. Jejich kompetitivnõÂ pomeÏr je nizÏsÏõÂ (lepsÏõÂ) nezÏ nejlepsÏõÂ znaÂmyÂ deterministickyÂ algoritmus. Dokonce pro m = 3, 4, 5 je hornõÂ odhad lepsÏõÂ nezÏ nejlepsÏõÂ dolnõÂ odhad pro deterministickeÂ algoritmy. DokaÂzaneÂ kompetitivnõÂ pomeÏry jsou postupneÏ 1.55870, 1.67516, 1.74113, 1.78809, 1.82081 pro m = 3, 4, 5, 6, 7.

NenõÂ znaÂm zÏaÂdnyÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus, kteryÂ by meÏl asymptoticky lepsÏõÂ kompetitivnõÂ pomeÏr nezÏ nejlepsÏõÂ deterministickyÂ algoritmus, je tedy hornõÂm odhadem takeÂ pro pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy.

NejduÊ lezÏiteÏjsÏõÂ dosazÏeneÂ vyÂsledky jsou shrnuty v tabulce 1.1. PoznaÂmka: PrÏiblizÏneÂ hodnoty uvedeneÂ v tabulce jsou zaokrouhleneÂ tak, aby daÂvaly prÏõÂslusÏneÂ odhady - dolnõÂ odhady doluÊ a hornõÂ odhady nahoru.

1.2.5 HlavnõÂ charakteristiky zkoumanyÂch algoritmuÊ

Smyslem teÂto kapitoly nenõÂ podrobneÂ rozebõÂraÂnõÂ toho, jak funguje ten cÏi onen konkreÂtnõÂ algoritmus. Smyslem je jen nastõÂnit, jak takoveÂ algoritmy vypadajõÂ a jakaÂ majõÂ omezenõÂ.

DuÊ kazy hornõÂch odhaduÊ kompetitivnõÂho pomeÏru jsou koncipovaÂny jako nalezenõÂ konkreÂtnõÂho algoritmu, o ktereÂm se ukaÂzÏe, jakyÂ maÂ kompetitivnõÂ pomeÏr.

PocÏet pocÏõÂtacÏuÊ PravdeÏpodobnostnõÂ DeterministickeÂ m DolnõÂ odhad HornõÂ odhad DolnõÂ odhad HornõÂ odhad 2 1.33333 1.33334 1.50000 1.50000 3 1.42105 1.55871 1.66666 1.66667 4 1.46285 1.67517 1.73101 1.73334 5 1.48738 1.74114 1.74625 1.77084 6 1.50352 1.78810 1.77301 1.80000 7 1.51496 1.82082 1.79103 1.82292 ∞ 1.58197 1.94500 1.83700 1.94500

Tabulka 1.1: NejlepsÏõÂ znaÂmeÂ odhady kompetitivnõÂch pomeÏruÊ

GrahamuÊ v hladovyÂ algoritmus umõÂst’uje prÏõÂchozõÂ uÂ lohu vzÏdy na pocÏõÂtacÏ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ, proto je deterministickyÂ. TakoveÂto chovaÂnõÂ nedaÂ dobryÂ vyÂsledek v okamzÏiku, kdyzÏ prÏijde velkaÂ uÂ loha. VzÏdy je proto potrÏeba mõÂt prÏipravenyÂ pocÏõÂtacÏ s malou zaÂteÏzÏõÂ pro prÏõÂpad, zÏe by prÏisla velkaÂ uÂ loha.

PoznaÂmka: Velkou uÂlohou je mysÏlena uÂloha o velikosti prÏiblizÏneÏ jako je rozdõÂl maximaÂlnõÂ a minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ . To se netyÂkaÂ potenciaÂlneÏ nekonecÏnyÂch uÂloh, s jejich umõÂsteÏnõÂm nenõÂ probleÂm. UmõÂsteÏnõÂ potenciaÂlneÏ nekonecÏneÂ uÂlohy je stejneÂ jako umõÂsteÏnõÂ jednotkoveÂ uÂlohy do praÂzdneÂho rozvrhu.

CÏ asto se algoritmy omezujõÂ jen na umõÂst’ovaÂnõÂ na neÏkolik vybranyÂch pocÏõÂtacÏuÊ v porÏadõÂ podle zaÂteÏzÏõÂ. ZrÏejmeÏ jeden z nich bude minimaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ (jinak by to byl probleÂm pro mensÏõÂ m ztõÂzÏenyÂ vyzÏadovanõÂm mensÏõÂho optima).

DuÊ lezÏitou charakteristikou deterministickyÂch i pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ je zachovaÂvaÂnõÂ neÏjakeÂho invariantu. V deterministickeÂm prÏõÂpadeÏ je pouzÏõÂvaÂn invariant, aktuaÂlnõÂ konőgurace, prÏõÂchozõÂ uÂ loha atp. pro urcÏenõÂ pocÏõÂtacÏe, na kteryÂ bude uÂ loha umõÂsteÏna. V pravdeÏpodobnostnõÂm prÏõÂpadeÏ se navõÂc pouzÏõÂvaÂ pruÊ meÏrnaÂ konőgurace atp., jsou urcÏeny pravdeÏpodobnosti umõÂsteÏnõÂ prÏõÂchozõÂ uÂ lohy na jednotliveÂ pocÏõÂtacÏe a podle nich je naÂhodneÏ vybraÂn pocÏõÂtacÏ.

Seidenovy [14] algoritmy umõÂst’ujõÂ prÏõÂchozõÂ uÂ lohy jen na minimaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ a druhyÂ minimaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ. Seiden sestrojil dva algoritmy, ktereÂ nazyÂvaÂ źShort Invariantł a źTall Invariant.ł PrvnõÂ z nich pouzÏõÂvaÂ invariant zarucÏujõÂcõÂ, zÏe normalizovanaÂ pruÊ meÏrnaÂ minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏ neprÏevyÂsÏõÂ konstantu zaÂvislou na m. TõÂm je algoritmus prÏipraven na prÏõÂpadnou velkou uÂ lohu. DruhyÂ z nich pouzÏõÂvaÂ invariant, zÏe maximaÂlnõÂ zaÂteÏzÏ maÂ byÂt alesponÏ konstanta-naÂsobek minimaÂlnõÂ. Za konstantu je volen kompetitivnõÂ

1.3 CI^ÂLE A VY^Â SLEDKY TE^Â TO PRA^Â CE 25

pomeÏr. Bylo ocÏekaÂvaÂno a z vyÂsledkuÊ je patrneÂ, zÏe tyto algoritmy dobrÏe fungujõÂ pro malyÂ pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ .

JinyÂm prÏõÂkladem je algoritmus od Albers [1], tento umõÂst’uje uÂ lohy na minimaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ a na prostrÏednõÂ pocÏõÂtacÏ. Invariant, kteryÂ maÂ byÂt splneÏn je, aby pruÊ meÏrnaÂ zaÂteÏzÏ prostrÏednõÂho byla alesponÏ konstanta-naÂsobek minimaÂlnõÂho.

ZejmeÂna jsou konstruovaÂny algoritmy, ktereÂ umõÂst’ujõÂ uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe. HlavnõÂm duÊ vodem je, zÏe i pro dva je analyÂza kompetitivnõÂho pomeÏru znacÏneÏ komplikovanou zaÂlezÏitostõÂ.

1.3 CõÂle a vyÂsledky teÂto praÂce

• ZaÂkladnõÂm cõÂlem praÂce je shrnout znaÂmeÂ poznatky o pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmech. K tomu je trÏeba vysveÏtlit a zaveÂst potrÏebneÂ pojmy. SoucÏaÂstõÂ toho je i pokus o zavedenõÂ jednotneÂho formalismu, kteryÂ by mohl nahradit roztrÏõÂsÏteÏneÂ formalismy pouzÏiteÂ v literaturÏe.

• DuÊ lezÏityÂm cõÂlem praÂce je prohloubenõÂ znalosti o probleÂmu rozvrhovaÂnõÂ. Teorii je trÏeba postupneÏ budovat od zaÂkladuÊ a postupovat k veÏcem slozÏiteÏjsÏõÂm. Pro zkoumaÂnõÂ byly zvoleny pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy, protozÏe zadaÂnõÂ probleÂmu rozvrhovaÂnõÂ je jednoducheÂ, probleÂm maÂ praktickeÂ aplikace a existuje v neÏm i rÏada dlouho otevrÏenyÂch probleÂmuÊ .

• DolnõÂ odhad, kteryÂ dokaÂzali Chen, van Vliet a Woeginger [4], nezaÂvisle Sgall [15], se zdaÂl byÂti optimaÂlnõÂ. AvsÏak objevily se duÊ vody, procÏ se domnõÂvat, zÏe optimaÂlnõÂ nenõÂ, duÊ vody jsou zalozÏeny na intuici k duÊ kazu citovaneÂho odhadu. CõÂlem teÂto praÂce bylo dokaÂzat, zÏe neexistuje pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus s kompetitivnõÂm pomeÏrem rovnyÂm tomuto dolnõÂmu odhadu. Tento cõÂl se bohuzÏel nepodarÏilo zcela obecneÏ dokaÂzat. ZatõÂm se podarÏilo tuto neoptimalitu dokaÂzat pro m = 3 pocÏõÂtacÏe. K tomuto duÊ kazu je trÏeba vybudovat teorii daÂvajõÂcõÂ rÏadu zajõÂmavyÂch tvrzenõÂ o chovaÂnõÂ algoritmuÊ na tzv. kritickyÂch posloupnostech.

• DalsÏõÂm cõÂlem je proveÂst dolnõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru pro trÏõÂdu algoritmuÊ umõÂst’ujõÂcõÂch uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe. To je trÏõÂda algoritmuÊ beÏzÏneÏ konstruovanyÂch v hornõÂch odhadech.

1.4 KomentaÂrÏe

Zde jsou meÂ komentaÂrÏe a naÂzory zalozÏeneÂ na zkusÏenostech a intuici zõÂskaneÂ prÏi psanõÂ teÂto praÂce. Proto nemusejõÂ byÂt nutneÏ pravdiveÂ, nicmeÂneÏ tyto komentaÂrÏe mohou byÂt chaÂpaÂny jako poznaÂmky a naÂmeÏty pro zkoumaÂnõÂ.

• Na prvnõÂ pohled se muÊ zÏe zdaÂt, zÏe deterministickeÂ on-line algoritmy pro rozvrhovaÂnõÂ jsou źdiskriminovaÂnył deőnicõÂ kompetitivnõÂho pomeÏru. Diskriminace muÊ zÏe byÂt videÏna v tom, zÏe se po algoritmu chce, aby se choval źdobrÏeł jizÏ od pocÏaÂtecÏnõÂ praÂzdneÂ konőgurace. AvsÏak teÏzÏkou posloupnost pro libovolnou konőguraci lze zõÂskat asymptotickyÂm zveÏtsÏenõÂm teÏzÏkeÂ posloupnosti na praÂzdneÂ konőguraci.

• U pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ je pochopitelneÏ zkoumaÂna pruÊ meÏrnaÂ deÂlka rozvrhu. OvsÏem s nenulovou pravdeÏpodobnostõÂ muÊ zÏe byÂt zõÂskanyÂ rozvrh dost dlouhyÂ. ZajõÂmaveÂ by mohlo byÂt

1.4 KOMENTA^Â R^Ï E 27

omezenõÂ maximaÂlnõÂ deÂlky rozvrhu, naprÏõÂklad konstantou 2. Toto omezenõÂ by asi meÏlo vliv na odhady kompetitivnõÂch pomeÏruÊ . DomnõÂvaÂm se vsÏak, zÏe by tento vliv nebyl prÏõÂlisÏ velkyÂ.

• DaÂ se ocÏekaÂvat, zÏe jeden z mozÏnyÂch dalsÏõÂch smeÏruÊ zdokonalovaÂnõÂ pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ muÊ zÏe byÂt i zvysÏovaÂnõÂ pocÏtu pocÏõÂtacÏuÊ , na ktereÂ algoritmus umõÂst’uje uÂ lohy. Asi to prÏinese lepsÏõÂ vyÂsledky, ale nelze ocÏekaÂvat optimaÂlnost teÏchto algoritmuÊ . Pro konstrukci optimaÂlnõÂch algoritmuÊ je potrÏeba prÏijõÂt s novyÂm naÂpadem.

• V hornõÂch odhadech jsou konstruovaÂny algoritmy umõÂst’ujõÂcõÂ prÏõÂchozõÂ uÂ lohu na dva pocÏõÂtacÏe (minimaÂlnõÂ a i-tyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ). ObdobneÏ by vsÏak bylo mozÏno umõÂst’ovat uÂ lohy na minimaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ a na pocÏõÂtacÏ splnÏ ujõÂcõÂ neÏjakou podmõÂnku (naprÏ. je po normalizaci maximaÂlnõÂ mensÏõÂ nezÏ konstanta). Pro velkyÂ (limitnõÂ) pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ by tato uÂ prava mohla zlepsÏit odhad, nebot’muÊ zÏe ŕexibilneÏji reagovat na prÏõÂchozõÂ uÂ lohu.

• Na prvnõÂ pohled se muÊ zÏe zdaÂt, zÏe dolnõÂ odhad prÏes vsÏechny konőgurace muÊ zÏe byÂt pocÏõÂtaÂn tak, zÏe se odhad dokaÂzÏe pro kazÏdou konőguraci sestrojenõÂm protiprÏõÂkladu. Takto jednodusÏe probleÂm nelze rÏesÏit. Snadno lze sestrojit prÏõÂklad, ve ktereÂm se algoritmus muÊ zÏe deterministicky rozhodnout mezi dveÏma źsÏpatnyÂmił mozÏnostmi, zatõÂmco neÏjakaÂ jejich pravdeÏpodobnostnõÂ kombinace muÊ zÏe byÂt v pruÊ meÏru źlepsÏõÂ.ł

28 KAPITOLA 1: UÂ VOD DO PROBLEMATIKY

Kapitola 2 ZaÂklady

Tato kapitola sjednocuje znacÏenõÂ, zaÂkladnõÂ pojmy a deőnice o pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmech, popisuje pouzÏityÂ formalismus. Je dokaÂzaÂno i neÏkolik potrÏebnyÂch a zajõÂmavyÂch tvrzenõÂ.

2.1 BeÏzÏneÂ symboly

• N oznacÏuje prÏirozenaÂ cÏõÂsla, bez nuly, 1, 2, 3, . . . • N_0 oznacÏuje prÏirozenaÂ cÏõÂsla s nulou, 0, 1, 2, 3, . . . • R oznacÏuje reaÂlnaÂ cÏõÂsla • Pr_{x∈A} [I(x)] oznacÏuje pravdeÏpodobnost, zÏe jev I je splneÏn, pocÏõÂtaÂno prÏes distribuci A • E_{x∈A} [f(x)] oznacÏuje strÏednõÂ hodnotu z funkce f(x) prÏes distribuci A • [a|b] oznacÏuje tzv. blokoveÂ spojenõÂ matic cÏi vektoruÊ

2.2 ObecneÂ deőnice

Deőnice 2.2.1 Pro k, i ∈ N , x ∈ N resp. ∈ R oznacÏme

[x]^k_i^{def}= i-tyÂ cÏlen usporÏaÂdaneÂ k-tice x v pevneÏ zvoleneÂm koÂdovanõÂ k-tic z/do prÏirozenyÂch resp. reaÂlnyÂch cÏõÂsel.

Deőnice 2.2.2 Pro m ∈ N , m > 1 oznacÏme mnozÏinu

[m]^{def}= {i | (i ∈ N ) ∧ (i ≤ m)} (2.1)

Tj. mnozÏina obsahujõÂcõÂ praÂveÏ prvky 1, . . . , m.

Deőnice 2.2.3 Bud’ R^{def}= ⟨0, 1) (2.2)

Tj. mnozÏina posloupnostõÂ naÂhodnyÂch bituÊ , nebot’ve dvojkoveÂ soustaveÏ je reaÂlneÂ cÏõÂslo nekonecÏnou posloupnostõÂ hodnot 0 a 1.

Deőnice 2.2.4 B ∈ R nazveme naÂhodnaÂ posloupnost, pokud platõÂ, zÏe B je naÂhodneÂ s uniformnõÂ distribucõÂ pravdeÏpodobnosti v R.

TakovaÂ posloupnost je nekonecÏnou posloupnostõÂ naÂhodnyÂch bituÊ , tj. nezaÂvislyÂch naÂhodnyÂch 0/1 velicÏin s pravdeÏpodobnostõÂ^1_2 pro 0 resp. 1.

2.3 Posloupnosti uÂ loh

Deőnice 2.3.1 P nazveme posloupnost uÂloh, pokud platõÂ, zÏe |P | ∈ N_0 je deÂlka posloupnosti P a P_i ∈ N , pro i = 1, . . . , |P |, jsou prvky posloupnosti P .

2.3 POSLOUPNOSTI U^Â LOH 31 Deőnice 2.3.2 Bud’ P^{def}= {P | P je posloupnost uÂloh} (2.3) P je mnozÏina vsÏech posloupnostõÂ uÂ loh.

Deőnice 2.3.3 Pro P ∈ P, i ∈ [|P |] deőnujme

P_{−i}^{def}= P_{|P |+1−i} (2.4) TõÂm jsou prÏehledneÏji oznacÏeny uÂ lohy v porÏadõÂ od konce posloupnosti.

Deőnice 2.3.4 Pro P, Q, R ∈ P, j ∈ [|P |] deőnujme posloupnost

P^{j def}= Q (2.5) kde (|Q| = j) ∧ ((∀i ∈ [j]) : Q_i = P_i) (2.6) Tj. prvnõÂch j cÏlenuÊ posloupnosti P tvorÏõÂ posloupnost P^j.

P^{0def}= Q (2.7) kde |Q| = 0 (2.8) Tj. praÂzdnaÂ posloupnost.

P^{−j def}= P^{|P |+1−j} (2.9) Tj. prvky posloupnosti P azÏ po j-tyÂ od konce vcÏetneÏ v nezmeÏneÏneÂm porÏadõÂ tvorÏõÂ P^{−j}.

Deőnice je korektnõÂ, nebot’je jednoznacÏnaÂ, duÊ kaz zrÏejmyÂ.

TvrzenõÂ 2.3.5 Pro P, Q, R ∈ P, i, j ∈ [|P |], Q = P^i, R = P^{−i}

(i ≥ j)=⇒(Q^j = P^j) (2.10) a pro zaÂporneÂ indexy platõÂ

(i + j − 1) ∈ [|P |]=⇒(R^{−j} = P^{−(i+j−1)}) (2.11) DuÊ kaz. SnadnyÂ, indukcõÂ podle j s uzÏitõÂm deőnice 2.3.4. □ Deőnice 2.3.6 Pro P ∈ P deőnujme

sum(P )^{def}= ∑ i∈[|P |] P_i (2.12) sum(P ) je soucÏet vsÏech prvkuÊ v posloupnosti P .

TvrzenõÂ 2.3.7 Pro P ∈ P platõÂ

(|P | = 0)=⇒sum(P ) = 0 (2.13) a soucÏasneÏ (|P | > 0)=⇒sum(P ) = sum(P^{−2}) + P_{−1} (2.14) DuÊ kaz. ZrÏejmyÂ, indukcõÂ. □

2.4 PravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus

Deőnice 2.4.1 Pro cub : N × R × R −→ N × R

cub : N × R × R −→ N × R nazveme losujõÂcõÂ zobrazenõÂ, pokud platõÂ (∀n ∈ N )(∀p ∈ R)(∀B ∈ R) : (2.15)

(cub(n, p, B) = X)=⇒((∀j ∈ [n]) : Pr [ [X]^2_1 = j ] = [p]^n_j ) ∧ ((∀j ∈ [n]) : [X]^2|[X]^2_1 = j je uniformnõÂ jev v R)

LosujõÂcõÂ zobrazenõÂ pouzÏõÂvaÂ libovolneÂ (tedy i iracionaÂlnõÂ) pravdeÏpodobnosti, ktereÂ lze efektivneÏ (algoritmicky) vycÏõÂslit.

PoznaÂmka: S pomocõÂ losujõÂcõÂho zobrazenõÂ je mozÏneÂ sestrojit naÂhodnyÂ jev s libovolneÏ prÏedepsanyÂmi pravdeÏpodobnostmi mozÏnyÂch hodnot. Jen musõÂ byÂt splneÏna podmõÂnka efektivnõÂ (algoritmickeÂ) vycÏõÂslitelnosti teÏchto pravdeÏpodobnostõÂ. CÏasovaÂ slozÏitost takoveÂ volby nenõÂ omezena. Omezena je jen pruÊ meÏrnaÂ cÏasovaÂ slozÏitost.

TvrzenõÂ 2.4.2 (∃cub : N × R × R −→ N × R) : cub je losujõÂcõÂ zobrazenõÂ.

Existuje losujõÂcõÂ zobrazenõÂ.

DuÊ kaz. AlgoritmickaÂ konstrukce takoveÂhoto zobrazenõÂ je popsaÂna v literaturÏe, naprÏõÂklad viz. Nelson, Gailly [13]. LosujõÂcõÂ zobrazenõÂ maÂ aplikace naprÏõÂklad v aritmetickeÂ kompresi dat. □

Deőnice 2.4.3 Pro m ∈ N , m > 1

meÏrÏitelneÂ zobrazenõÂ A : P × R × N −→ [m] nazveme algoritmus, pokud platõÂ (∀B ∈ R)(∀P ∈ P)(∀i ∈ [|P |])(∀j ∈ [i]) : A(P, B, j) = A(P^i, B, j) (2.16)

Slovem algoritmus se rozumõÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus pro rozvrhovaÂnõÂ na m pocÏõÂtacÏuÊ . VyÂraz A(P, B, j) udaÂvaÂ cÏõÂslo pocÏõÂtacÏe, na kteryÂ byla umõÂsteÏna j-taÂ zadanaÂ uÂ loha, tedy P_j, algoritmem A pracujõÂcõÂm s naÂhodnou posloupnostõÂ B a vstupem P . V deőnici se pozÏaduje, aby algoritmus rozhodl stejneÏ (prÏi pevneÂ naÂhodneÂ posloupnosti) pro vsÏechny posloupnosti se stejnyÂm preőxem, cozÏ odpovõÂdaÂ tomu, zÏe algoritmus je on-line.

PoznaÂmka: Podle tvrzenõÂ 2.4.2 maÂ tato deőnice algoritmu smysl, kazÏdyÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus totizÏ lze realizovat s pomocõÂ losujõÂcõÂho zobrazenõÂ.

Deőnice 2.4.4 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, B ∈ R deőnujme zobrazenõÂ cfg_A : P × R −→ N^m tak, zÏe (∀P ∈ P)(∀B ∈ R)(∀i ∈ [m]) : [ cfg_A(P, B) ]_m i def= ∑ (k∈[|P |])∧(A(P,B,k)=i) P_k (2.17) TõÂm je deőnovaÂna konőgurace, tedy zaÂteÏzÏe jednotlivyÂch pocÏõÂtacÏuÊ , do ktereÂ se algoritmus dostane prÏi daneÂ posloupnosti uÂ loh P a naÂhodneÂ posloupnosti B.

Deőnice 2.4.5 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A deőnujme mnozÏinu R_A^{def}= { B ∈ R | (∀P ∈ P) : Pr_{B1∈R} [ cfg_A(P, B_1) = cfg_A(P, B) ] > 0 } (2.18)

TõÂm je deőnovaÂna mnozÏina naÂhodnyÂch posloupnostõÂ, pro ktereÂ se algoritmus nechovaÂ źsÏpatneÏł ve smyslu duÊ kazu budoucõÂho tvrzenõÂ 3.2.5, kde je nutneÂ tuto podmnozÏinu pouzÏõÂt. OvsÏem tvrzenõÂ 2.4.8 ukaÂzÏe, zÏe tento pozÏadavek nenõÂ nijak omezujõÂcõÂ.

Deőnice 2.4.6 Deőnujeme zobrazenõÂ OrdP : P −→ N , zÏe

(∀P ∈ P) : OrdP(P )^{def}= 1 + |P |∑

i=1 2^{−1+∑ij=1 Pj} (2.19)

PrÏicÏte se 1 za praÂzdnou posloupnost uÂ loh, naprÏ. 38 = 1 + (100101)_2 reprezentuje posloupnost 1, 2, 3

TvrzenõÂ 2.4.7 ZobrazenõÂ OrdP je bijektivnõÂ.

DuÊ kaz. ZrÏejmyÂ z deőnice 2.4.6. □

TvrzenõÂ 2.4.8 Pr_{B∈R} [B ∈ R_A] = 1 (2.20)

TõÂmto je ukaÂzaÂno, zÏe mnozÏina R_A muÊ zÏe byÂt uvazÏovaÂna pro vyÂbeÏr naÂhodneÂ posloupnosti, na ktereÂ algoritmus bude pracovat namõÂsto mnozÏiny R, protozÏe neporusÏuje uniformitu distribuce.

DuÊ kaz. Deőnujme predikaÂt c^i_A (B_1, B_2) takovyÂ, zÏe algoritmus A pro naÂhodneÂ posloupnosti B_1, B_2 na vstupnõÂ posloupnosti uÂ loh OrdP^{−1}(i) daÂvaÂ stejnou konőguraci pocÏõÂtacÏuÊ , takto

c^i_A (B_1, B_2)^{def}⇐⇒ ( cfg_A(OrdP^{−1}(i), B_1) = cfg_A(OrdP^{−1}(i), B_2) ) (2.21)

NavõÂc z deőnice vyplyÂvaÂ, zÏe tento predikaÂt je relacõÂ ekvivalence s konecÏneÏ mnoha rozkladovyÂmi trÏõÂdami na mnozÏineÏ R.

Deőnujme mnozÏiny R_A^i, i ∈ N tak, aby platilo R_A = R − ⋃ i∈N R_A^i (2.22)

takto

R_A^{idef}= { B ∈ R | Pr_{B1∈R} [ c^i_A (B, B_1) ] = 0 } (2.23) vztah 2.22 zrÏejmeÏ platõÂ, prÏõÂmo podle teÂto deőnice 2.23 a deőnice 2.21 platõÂ

Pr_{B∈R} [ B ∈ R_A^i ] = 0 (2.24) navõÂc v limiteÏ platõÂ

Pr_{B∈R} B ∈ ⋃ i∈N R_A^i = 0 (2.25)

odtud spolu se vztahem 2.22 platõÂ dokazovanyÂ vztah 2.20. PoznaÂmka: Vztah 2.20 rÏõÂkaÂ, zÏe mnozÏina R_A maÂ mõÂru 1 v mnozÏineÏ R, mõÂra mnozÏiny A v B, kde A ⊆ B, je totizÏ pravdeÏpodobnost, zÏe pro (uniformneÏ) naÂhodneÂ x ∈ A platõÂ x ∈ B. □ TvrzenõÂ 2.4.9 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, B ∈ R, P ∈ P platõÂ ∑ i∈[m] [ cfg_A(P, B) ]_m i = sum(P ) (2.26)

SoucÏet zaÂteÏzÏõÂ vsÏech pocÏõÂtacÏuÊ je roven soucÏtu velikostõÂ vsÏech uÂ loh.

DuÊ kaz. Z deőnice 2.4.4 se dosadõÂ ∑ i∈[m] [ cfg_A(P, B) ]_m i = ∑ i∈[m] ∑ (k∈[|P |])∧(A(P,B,k)=i) P_k = (2.27)

ProhodõÂ se sumy, upravõÂ se dle deőnice 2.4.3 a daÂle dle deőnice 2.3.6 = ∑ k∈[|P |] ∑ (i∈[m])∧A(P,B,k)=i P_k = ∑ k∈[|P |] P_k = sum(P ) (2.28) □ TvrzenõÂ 2.4.10 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, B ∈ R, i ∈ |P | platõÂ (∀j ∈ [m]) : [ cfg_A(P, B) ]_m j = [ cfg_A(P^{−i}, B) ]_m j + ∑ k∈[i−1]∧A(P,B,|P |+1−k)=j P_{−k} (2.29) Toto je vyÂhodneÏjsÏõÂ tvar deőnice konőgurace, kteryÂ ukazuje, jak se existujõÂcõÂ konőgurace rozsÏirÏuje o dalsÏõÂ prÏidaneÂ uÂ lohy.

DuÊ kaz. SnadnyÂ z deőnic 2.4.4 a 2.4.3. □

TvrzenõÂ 2.4.11 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, B ∈ R, i ∈ |P | platõÂ | | { j ∈ [m] | [ cfg_A(P, B) ]_m j ≠ [ cfg_A(P^{−i}, B) ]_m j }| | ≤ i − 1 (2.30)

DeterministickaÂ konőgurace (tj. prÏi pevneÂ naÂhodneÂ posloupnosti B) pro posloupnost uÂ loh a tuteÂzÏ posloupnost zkraÂcenou o i − 1 uÂ loh se lisÏõÂ nejvyÂsÏe na i − 1 pocÏõÂtacÏõÂch.

DuÊ kaz. IndukcõÂ prÏes i a pouzÏitõÂm tvrzenõÂ 2.4.10. □

2.5 ZaÂteÏzÏe, deÂlka rozvrhu

Deőnice 2.5.1 Pro m ∈ N , m > 1, C ∈ N^m_0 deőnujme bijektivnõÂ zobrazenõÂ ord_C : [m] −→ [m] tak, zÏe

(∀i, j ∈ [m]) : (2.31)

(i < j)⇐⇒([C]^mord_{C (i)} < [C]^mord_{C (j)}) ∨ (([C]^mord_{C (i)} = [C]^mord_{C (j)}) ∧ (i < j))

TakoveÂto zobrazenõÂ serÏadõÂ indexy sloupecÏkuÊ daneÂ m-tice podle velikosti teÏchto sloupecÏkuÊ . Pro korektnost je trÏeba existence a jednoznacÏnost. Aby deőnice byla jednoznacÏnaÂ, tak jsou hodnoty primaÂrneÏ rÏazeny podle velikosti a sekundaÂrneÏ podle jejich indexu v m-tici. TakoveÂ zobrazenõÂ existuje, nebot’jej lze realizovat libovolnyÂm trÏõÂdõÂcõÂm algoritmem. PoznaÂmka: m-tice je naprÏõÂklad deterministickaÂ konőgurace, pak ord_C (1), . . . , ord_C (m) jsou indexy od minimaÂlnõÂho do maximaÂlnõÂho sloupecÏku. SamotneÂ ord_C muÊ zÏe byÂt chaÂpaÂno jako m-tice teÏchto hodnot.

Deőnice 2.5.2 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme zobrazenõÂ Cord : N^m_0 −→ N^m_0 tak, zÏe (∀C ∈ N^m_0 ) : Cord(C)^{def}= X (2.32) kde [X]^m_i = [C]^mord_{C (i)}

ZobrazenõÂ Cord sloupecÏky daneÂ m-tice (naprÏ. konőgurace) serÏadõÂ podle jejich velikosti.

Deőnice 2.5.3 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, B ∈ R, P ∈ P deőnujme zobrazenõÂ Load_{(A,P,B)} : [m] −→ N_0 tak, zÏe (∀i ∈ [m]) : Load_{(A,P,B)}(i)^{def}= [ Cord(cfg_A(P, B)) ]_m i (2.33)

Toto zobrazenõÂ serÏadõÂ pocÏõÂtacÏe podle jejich zaÂteÏzÏe, tedy minimaÂlnõÂ resp. maximaÂlnõÂ zaÂteÏzÏ je Load_{(A,P,B)}(1) resp. Load_{(A,P,B)}(m).

PoznaÂmka: Pro prÏehlednost se pouzÏõÂvajõÂ i zaÂporneÂ indexy pocÏõÂtacÏuÊ . Pro i ∈ [m] je ztotozÏneÏno −i ≡ m + 1 − i.

PoznaÂmka: NeÏkdy se zjednodusÏeneÏ mluvõÂ o źvelikosti pocÏõÂtacÏe,ł o źminimaÂlnõÂm pocÏõÂtacÏił cÏi o źmaximaÂlnõÂm pocÏõÂtacÏił mõÂsto o velikosti zaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏe, o pocÏõÂtacÏi s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ cÏi o pocÏõÂtacÏi s maximaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ.

Deőnice 2.5.4 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P deőnujme zobrazenõÂ E load_{(A,P )} : [m] −→ R tak, zÏe

(∀i ∈ [m]) : E load_{(A,P )}(i)^{def}= E_{B∈R} [ Load_{(A,P,B)}(i) ] (2.34)

ZobrazenõÂ pocÏõÂtaÂ pruÊ meÏrneÂ zateÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ v porÏadõÂ dle jejich zateÏzÏõÂ. NaprÏõÂklad E load_{(A,P )}(m) je pruÊ meÏr z maximaÂlneÏ zatõÂzÏenyÂch pocÏõÂtacÏuÊ v jednotlivyÂch konőguracõÂch.

PoznaÂmka: Je trÏeba si uveÏdomit, zÏe se zaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ v jednotlivyÂch konőguracõÂch naprÏed serÏadõÂ a azÏ naÂsledneÏ se zpruÊ meÏrujõÂ.

PoznaÂmka: Pro prÏehlednost se pouzÏõÂvajõÂ i zaÂporneÂ indexy pocÏõÂtacÏuÊ . Pro i ∈ [m] je ztotozÏneÏno −i ≡ m + 1 − i.

Deőnice 2.5.5 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, B ∈ R deőnujme zobrazenõÂ makespan_A : P × R −→ N_0 tak, zÏe

makespan_A(P, B)^{def}= max_{i∈[m]} [ cfg_A(P, B) ]_m i (2.35)

Tj. deÂlka rozvrhu vytvorÏenaÂ algoritmem A nad posloupnostõÂ uÂ loh P a prÏi naÂhodneÂ posloupnosti B, tedy je to velikost maximaÂlnõÂho sloupecÏku zõÂskaneÂ konőgurace.

TvrzenõÂ 2.5.6 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, B ∈ R, P ∈ P platõÂ:

makespan_A(P, B) = Load_{(A,P,B)}(m) (2.36)

DuÊ kaz. ZrÏejmyÂ z deőnic 2.5.3, 2.5.2 a 2.5.1. □ Proto lze mõÂsto deőnice makespan_A uvazÏovat naÂsledujõÂcõÂ obecneÏjsÏõÂ verzi:

Deőnice 2.5.7 Pro m ∈ N , m > 1, C ∈ N^m_0 deőnujme zobrazenõÂ makespan :

N^m_0 −→ N_0 tak, zÏe

makespan(C)^{def}= max_{i∈[m]} [C]^m_i (2.37)

SpeciaÂlneÏ platõÂ rovnost makespan(cfg_A(P, B)) = makespan_A(P, B).

Deőnice 2.5.8 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P deőnujme zobrazenõÂ E makespan_A : P −→ R tak, zÏe

E makespan_A(P )^{def}= E_{B∈R} [ makespan_A(P, B) ] (2.38)

PruÊ meÏrnaÂ deÂlka algoritmem vytvorÏeneÂho rozvrhu nad danou posloupnostõÂ pruÊ meÏrovanaÂ prÏes naÂhodneÂ posloupnosti bituÊ , tedy tj. velikost maximaÂlnõÂho sloupecÏku v pruÊ meÏrneÂ konőguraci.

2.6 RozvrhovacÏe

Deőnice 2.6.1 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme zobrazenõÂ sched : {z | z : N −→ [m]} × P −→ N^m_0 tak, zÏe

(∀z : N −→ [m])(∀P ∈ P) : sched(z, P )^{def}= X (2.39) kde [X]^m_i = ∑ j:j∈[|P |]∧z(j)=i P_j (2.40)

VyÂsledkem zobrazenõÂ sched je konőgurace, do ktereÂ se lze dostat umõÂsteÏnõÂm i-teÂ uÂ lohy P_i na pocÏõÂtacÏ z(i) pro vsÏechna i.

TvrzenõÂ 2.6.2 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, B ∈ R, P ∈ P, z : N −→ [m], splnÏujõÂcõÂ (∀i ∈ [|P |]) : z(i) = A(P, B, i) platõÂ

sched(z, P ) = cfg_A(P, B) (2.41)

DuÊ kaz. ZrÏejmyÂ. □

Deőnice 2.6.3 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P, z : N −→ [m] zobrazenõÂ z nazveme optimaÂlnõÂ rozvrhovacÏ, pokud platõÂ

(∀s : N −→ [m]) : makespan(sched(z, P )) ≤ makespan(sched(s, P )) (2.42)

Pojmem optimaÂlnõÂ rozvrhovacÏ je nazvaÂno kazÏdeÂ zobrazenõÂ urcÏujõÂcõÂ zpuÊ sob, jak pro zadanou posloupnost vytvorÏit rozvrh o minimaÂlnõÂ deÂlce.

Deőnice 2.6.4 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P deőnujme ofŕine_P : N −→ [m] tak, zÏe ofŕine_P je libovolnyÂ pevnyÂ optimaÂlnõÂ rozvrhovacÏ.

Existenci zobrazenõÂ a korektnost deőnice lze snadno oveÏrÏit podle deőnice 2.6.3.

Deőnice 2.6.5 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme zobrazenõÂ OPT : P −→ N_0 tak, zÏe

(∀P ∈ P) : OPT(P )^{def}= makespan(sched(ofŕine_P , P )) (2.43)

TõÂm se deőnovala optimaÂlnõÂ, tj. minimaÂlnõÂ, deÂlka rozvrhu, kteryÂ lze sestrojit nad posloupnostõÂ uÂ loh P . Deőnice je korektnõÂ, nebot’vyÂsledek je invariantnõÂ vuÊ cÏi libovolneÂ volbeÏ optimaÂlnõÂho rozvrhovacÏe ofŕine_P .

2.7 KritickaÂ uÂ loha, speciaÂlnõÂ posloupnosti

V teÂto kapitolce jsou uvedeny zaÂkladnõÂ deőnice a tvrzenõÂ se vztahem k rÏesÏenõÂ probleÂmu rozvrhovaÂnõÂ prezentovaneÂmu v teÂto praÂci. ZejmeÂna jsou zde uvedeny deőnice kritickeÂ uÂ lohy, kritickeÂ, slabeÏ kritickeÂ a podkritickeÂ posloupnosti.

Deőnice 2.7.1 Pro m ∈ N , m > 1 P ∈ P nazveme nasycenaÂ posloupnost, pokud platõÂ OPT(P ) = ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.44)

ZaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ jsou źteÂmeÏrÏł stejneÂ. K jejich vyrovnaÂnõÂ stacÏõÂ meÂneÏ nezÏ m jednotkovyÂch uÂ loh.

PoznaÂmka: Deőnice maÂ smysl, nebot’ existujõÂ posloupnosti, pro ktereÂ nastaÂvaÂ uvedenaÂ rovnost, jsou to naprÏõÂklad kritickeÂ posloupnosti (viz. pozdeÏjsÏõÂ deőnice 2.7.6), bude ukaÂzaÂno v duÊ kazu tvrzenõÂ 2.8.2.

Deőnice 2.7.2 Pro m ∈ N, m > 1 P ∈ P nazveme uÂplneÏ nasycenaÂ posloupnost, pokud platõÂ OPT(P ) = sum(P ) m (2.45)

ZaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ jsou stejneÂ.

PoznaÂmka: Deőnice maÂ smysl, nebot’ existujõÂ posloupnosti, pro ktereÂ nastaÂvaÂ uvedenaÂ rovnost, jsou to naprÏõÂklad kritickeÂ posloupnosti (viz. pozdeÏjsÏõÂ deőnice 2.7.6), bude ukaÂzaÂno v duÊ kazu tvrzenõÂ 2.8.2.

Deőnice 2.7.3 Pro m ∈ N, m > 1 deőnujme prÏedikaÂty, zÏe pro P ∈ P, |P | > 0 a i ∈ [|P |] platõÂ K_K (P, i)^{def}⇐⇒P_i = sum(P^i) m (2.46)

K_N (P, i)^{def}⇐⇒P_i ≤ sum(P^i) m − 1 (2.47)

K_P (P, i)^{def}⇐⇒P_i ≤ sum(P^i) m (2.48)

PredikaÂty urcÏujõÂ vlastnost uÂ lohy P_i v posloupnosti. PredikaÂt K_K (P, i) urcÏuje, zda uÂ loha je prÏesneÏ kritickaÂ, predikaÂt K_N (P, i), zda uÂ loha je nejvyÂsÏe źnadkritickaÂł a predikaÂt K_P (P, i), zda uÂ loha je podkritickaÂ (nejvyÂsÏe kritickaÂ).

PodstatneÂ pro deőnici kritickeÂ uÂ lohy je, zÏe jejõÂ velikost je rovna deÂlce uÂ plneÏ nasyceneÂho rozvrhu pro tuto uÂ lohu a jõÂ prÏedchaÂzejõÂcõÂ uÂ lohy. PoznaÂmka: Tyto predikaÂty jsou vlastnostmi uÂlohy P_i, nebot’ vyÂsledek predikaÂtu se nemeÏnõÂ prÏi libovolneÂm prodluzÏovaÂnõÂ posloupnosti, protozÏe je funkcõÂ jen posloupnosti P^i.

PoznaÂmka: Pojem kritickeÂ uÂlohy byl prÏevzat z vyÂchozõÂho cÏlaÂnku viz. Sgall [15]. Pojem źnadkritickeÂł uÂlohy je noveÏ deőnovaÂn a odpovõÂdaÂ pojmu kritickeÂ uÂlohy pro pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ snõÂzÏenyÂ o 1.

PoznaÂmka: Pro prÏehlednost se pouzÏõÂvajõÂ i zaÂporneÂ indexy v posloupnosti. Pro i ∈ [|P |] je ztotozÏneÏno −i ≡ |P | + 1 − i. Toto ztotozÏneÏnõÂ je konzistentnõÂ s deőnicõÂ 2.3.3.

Deőnice 2.7.4 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme symbol K tak, zÏe

K(P )^{def}= sum(P ) m − 1 (2.49) TõÂmto je deőnovaÂna velikost tzv. kritickeÂ uÂ lohy pro posloupnost uÂ loh P . PoznaÂmka: Zda je deőnice konzistentnõÂ s deőnicõÂ 2.7.3, tj. zda platõÂ (∀P ∈ P, |P | > 1) : K(P^{−2}) = P_{−1}⇐⇒K_K (P, −1) (2.50) lze snadno oveÏrÏit.

Deőnice 2.7.5 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme predikaÂt pro P ∈ P a n ∈ N_0 takto Crit(P, n)^{def}⇐⇒|P | ≥ n ∧ (∀i ∈ [n]) : K_K (P, −i) (2.51) PredikaÂt rozhoduje, zda poslednõÂch n uÂ loh posloupnosti P je kritickyÂch.

Deőnice 2.7.6 Pro m ∈ N , m > 1 P ∈ P nazveme kritickaÂ posloupnost, pokud platõÂ Crit(P, m) ∧ ((∃h ∈ [|P |]) : (2.52) (∀i ∈ [h]) : P_i = 1 ∧ ∧ (∀i ∈ [|P |], i > h) : K_N (P, i)) KritickaÂ posloupnost je tvorÏena pocÏaÂtecÏnõÂm uÂ sekem jednotkovyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂm źnadkritickyÂmił uÂ lohami (dle deőnice 2.7.3), navõÂc poslednõÂch m uÂ loh je kritickyÂch.

Deőnice 2.7.7 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme mnozÏinu

P_K^{def}= {P ∈ P | P je kritickaÂ posloupnost} (2.53)

MnozÏina kritickyÂch posloupnostõÂ.

Deőnice 2.7.8 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme zobrazenõÂ Uni : P −→ N_0 tak, zÏe

(∀P ∈ P) : Uni(P )^{def}= max ({i ∈ [|P |] | (∀j ∈ [i]) : P_j = 1} ∪ {0}) (2.54)

ZobrazenõÂ vracõÂ deÂlku maximaÂlnõÂho pocÏaÂtecÏnõÂho uÂ seku daneÂ posloupnosti tvorÏeneÂho jen uÂ lohami o velikosti 1.

TvrzenõÂ 2.7.9 Pro m ∈ N , m > 1, n ∈ N_0, n ≥ m, P ∈ P_K , Crit(P, n)

(∀i ∈ [n − m + 1]) : P^{−i} ∈ P_K (2.55)

speciaÂlneÏ P^{−n+m−1} ∈ P_K (2.56)

MaÂ-li kritickaÂ posloupnost na konci źdostł kritickyÂch uÂ loh, tak jejõÂm zkraÂcenõÂm se zõÂskaÂ opeÏt kritickaÂ posloupnost.

DuÊ kaz. SnadnyÂ, podle deőnice 2.7.5 a volby i ≤ n − m + 1 plyne, zÏe Crit(P^{−i}, m), cozÏ spolu s prÏedpokladem, zÏe P je kritickaÂ, podle deőnice 2.7.6 daÂvaÂ, zÏe i posloupnost P^{−i} je kritickaÂ. Formule 2.56 je triviaÂlnõÂ duÊ sledek formule 2.55 - speciaÂlnõÂ volbou i = n − m + 1. □

TvrzenõÂ 2.7.10 Pro m ∈ N , m > 1, n ∈ [|P |], P ∈ P, Crit(P, n) platõÂ

(∀i ∈ [n]) : P_{−i} = ( m m − 1 )_{n−i} · sum(P^{−n}) m = ( m m − 1 )_{n−i} · sum(P^{−n−1}) m − 1 (2.57) UrcÏuje velikost kritickyÂch uÂ loh v posloupnosti v tvaru, kteryÂ bude daÂle vyÂhodnyÂ pro pocÏõÂtaÂnõÂ.

DuÊ kaz. SnadnyÂ indukcõÂ podle i pro pevneÂ n s pomocõÂ deőnice 2.7.3. □

TvrzenõÂ 2.7.11 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P_K , i ∈ [m] platõÂ

P_{−i} = ( m m − 1 )_{m−i} · sum(P^{−m−1}) m − 1 (2.58)

DuÊ kaz. Plyne z tvrzenõÂ 2.7.10 oveÏrÏenõÂm prÏedpokladuÊ podle deőnice 2.7.4 a dosazenõÂm. □

TvrzenõÂ 2.7.12 Pro m ∈ N , m > 1, n ∈ N (∃P ∈ P_K )(∀i ∈ [n]) : |P | ≥ n ∧ P^{−i} ∈ P_K (2.59) Existuje dostatecÏneÏ dlouhaÂ kritickaÂ posloupnost, zÏe i po odebraÂnõÂ nejvyÂsÏe n − 1 poslednõÂch uÂ loh zuÊ stane kritickaÂ, tedy existuje kritickaÂ posloupnost takovaÂ, zÏe i po prÏidaÂnõÂ nejvyÂsÏe n − 1 kritickyÂch uÂ loh zuÊ stane kritickaÂ.

DuÊ kaz. DuÊ kaz je proveden konstrukcõÂ takoveÂ kritickeÂ posloupnosti. TakovaÂ posloupnost splnÏ uje

(∀i ∈ [n + m − 1]) : K_K (P, −i) (2.60)

Hodnota P_{−i} musõÂ byÂt celocÏõÂselnaÂ. NutneÏ podle tvrzenõÂ 2.7.10 musõÂ byÂt sum(P^{−n−m}) deÏlitelneÂ cÏõÂslem (m − 1)^{n+m−i}. Proto sum(P^{−n−m}) maÂ byÂt deÏlitelneÂ cÏõÂslem (m − 1)^{n+m−1}.

At’ posloupnost maÂ preőx tvorÏenyÂ (m − 1)^{n+m−1} jednotkovyÂmi uÂ lohami, tedy ( ∀i ∈ [ (m − 1)^{n+m−1} ]) : P_i = 1 (2.61) At’naÂsleduje n + m − 1 kritickyÂch uÂ loh. Podle deőnice 2.7.6 maÂ platit

(∀i ∈ [n + m − 1]) : P_{(m−1)}n+m−1_{+i} = m^{i−1} · (m − 1)^{n+m−1−i} (2.62)

PozÏadavky 2.61 a 2.62 je vlastneÏ deőnice hledaneÂ kritickeÂ posloupnosti deÂlky |P | = (m − 1)^{n+m−1} + n + m − 1. PozÏadovaneÂ vlastnosti plynou z deőnice 2.7.6. □

Deőnice 2.7.13 Pro m ∈ N , m > 1 P ∈ P nazveme slabaÂ kritickaÂ posloupnost, pokud platõÂ Crit(P, 1) ∧ ((∃h ∈ [|P |]) : (2.63) (∀i ∈ [h]) : P_i = 1 ∧ ∧ (∀i ∈ [|P |], i > h) : K_N (P, i)) SlabaÂ kritickaÂ posloupnost je tvorÏena pocÏaÂtecÏnõÂm uÂ sekem jednotkovyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂm źnadkritickyÂmił uÂ lohami (dle deőnice 2.7.3), navõÂc poslednõÂ uÂ loha je kritickaÂ.

Deőnice 2.7.14 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme mnozÏinu P_S^{def}= {P ∈ P | P je slabaÂ kritickaÂ posloupnost} (2.64)

MnozÏina slabyÂch kritickyÂch posloupnostõÂ. TvrzenõÂ 2.7.15 Pro m ∈ N , m > 1 platõÂ P_K ⊆ P_S (2.65) DuÊ kaz. ZrÏejmyÂ z deőnic 2.7.6 a 2.7.13. □

Deőnice 2.7.16 Pro m ∈ N , m > 1 P ∈ P nazveme podkritickaÂ posloupnost, pokud platõÂ (∃h ∈ [|P |]) : (2.66) (∀i ∈ [h]) : P_i = 1 ∧

∧ (∀i ∈ [|P |], i > h) : K_P (P, i) PodkritickaÂ posloupnost je tvorÏena uÂ sekem jednotkovyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂm podkritickyÂmi uÂ lohami.

Deőnice 2.7.17 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme mnozÏinu P_P^{def}= {P ∈ P | P je podkritickaÂ posloupnost} (2.67) To je mnozÏina podkritickyÂch posloupnostõÂ.

TvrzenõÂ 2.7.18 Pro m ∈ N , m > 1, X = P_S je mnozÏina slabeÏ kritickyÂch posloupnostõÂ na m pocÏõÂtacÏõÂch, Y = P_P je mnozÏina podkritickyÂch posloupnostõÂ na m − 1 pocÏõÂtacÏõÂch platõÂ X ⊆ Y (2.68) KazÏdaÂ slabaÂ kritickaÂ posloupnost na m pocÏõÂtacÏõÂch je podkritickou posloupnostõÂ na m − 1 pocÏõÂtacÏõÂch.

DuÊ kaz. OveÏrÏenõÂ podle deőnice 2.7.13. □

2.8 OptimaÂlnõÂ rozvrh, kompetitivnõÂ pomeÏr

NeÏkteraÂ z naÂsledujõÂcõÂch tvrzenõÂ jsou zobecneÏnyÂmi variantami k tvrzenõÂm v cÏlaÂnku Sgall [15], ve ktereÂm lze rovneÏzÏ naleÂzt jejich puÊ vodnõÂ duÊ kazy. OvsÏem pro uÂ cÏely teÂto praÂce jsou tvrzenõÂ prÏeformulovanaÂ (a zobecneÏnaÂ) a tudõÂzÏ jsou zde uvedeny i jejich duÊ kazy.

TvrzenõÂ 2.8.1 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P_K , j ∈ [m] platõÂ sum(P^{−j}) = m · P_{−j} (2.69)

DuÊ kaz. PrÏõÂmo z deőnic 2.7.6 a 2.7.4. □

TvrzenõÂ 2.8.2 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P_S ∪ P_P platõÂ

OPT(P ) = ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.70)

speciaÂlneÏ pro P ∈ P_S platõÂ

OPT(P ) = P_{−1} (2.71)

Posloupnost P je nasycenaÂ, proto deÂlka optimaÂlnõÂho (mõÂneÏno off-line) rozvrhu pro podkritickou odpovõÂdaÂ rovnomeÏrneÂmu rozdeÏlenõÂ uÂ loh mezi vsÏechny pocÏõÂtacÏe, cozÏ je pruÊ meÏrnaÂ zaÂteÏzÏ pocÏõÂtacÏuÊ . SpeciaÂlneÏ (pro kritickeÂ) slabeÂ kritickeÂ posloupnosti to je deÂlka jejõÂ poslednõÂ (tudõÂzÏ kritickeÂ) uÂ lohy. PoznaÂmka: PlatõÂ i pro kritickeÂ posloupnosti, nebot’P_K ⊆ P_S .

DuÊ kaz. DuÊ sledek 2.71 plyne z formule 2.70 podle deőnice 2.7.4, dõÂky ktereÂ zmizõÂ i zaokrouhlovaÂnõÂ, nebot’se deÏlõÂ beze zbytku.

DaÂle prÏõÂpad pro P ∈ P_S se prÏevede na prÏõÂpad P ∈ P_P pro m−1 pocÏõÂtacÏuÊ takto: podle tvrzenõÂ 2.7.18 je P^{−1} podkritickou na m − 1 pocÏõÂtacÏõÂch, tedy i P^{−2} je podkritickaÂ na m − 1 pocÏõÂtacÏõÂch, tudõÂzÏ podle formule 2.70 je daÂna deÂlka optimaÂlnõÂho rozvrhu na m − 1 pocÏõÂtacÏõÂch takto

OPT(P^{−2}) = ⌈ sum(P^{−2}) m − 1 ⌉ (2.72)

Podle deőnice 2.7.4 a prÏedpokladu, zÏe posloupnost je kritickaÂ nebo slabaÂ kritickaÂ, odpadaÂ zaokrouhlovaÂnõÂ, nebot’ vnitrÏek je praÂveÏ velikost poslednõÂ kritickeÂ uÂ lohy, ta bude umõÂsteÏna na jeden pocÏõÂtacÏ sama, zbyleÂ na m − 1 zbylyÂch pocÏõÂtacÏuÊ , cozÏ je rozvrh pozÏadovaneÂ deÂlky.

DaÂle bude dokaÂzaÂna formule 2.70 pro m ∈ N a P ∈ P_P , cÏõÂmzÏ bude duÊ kaz hotov. DuÊ kaz je proveden konstrukcõÂ rozvrhu hladovyÂm algoritmem prÏes podkritickeÂ uÂ lohy v posloupnosti, to jsou uÂ lohy za preőxem z jednotkovyÂch uÂ loh. ZbyÂvajõÂcõÂ jednotkoveÂ uÂ lohy jizÏ lze triviaÂlneÏ umõÂstit a tõÂm dorovnat na uÂ plneÏ nasycenyÂ rozvrh.

Konstrukce probõÂhaÂ prÏes j = |P |, . . . , Uni(P )+ 1. PrÏi konstrukci off-line rozvrhu se vzÏdy uÂ loha P_j umõÂstõÂ na libovolnyÂ pocÏõÂtacÏ takovyÂ, zÏe deÂlka zatõÂm vytvorÏeneÂho rozvrhu neprÏevyÂsÏõÂ pozÏadovanou deÂlku ⌈ sum(P )_m ⌉ . Nadeőnujme posloupnost Q ∈ P tak, zÏe |Q|^{def}= |P | ∧ (∀i ∈ [|P |]) : Q_i^{def}= P_{−i} (2.73) cozÏ je prÏeklopenaÂ posloupnost P , tj. jejõÂ uÂ lohy jsou umõÂsteÏny praÂveÏ v opacÏneÂm porÏadõÂ.

OznacÏme z^{{j}} rozvrhovacÏ pro posloupnost Q^j . Pro j = |P | + 1 se deőnice rozsÏõÂrÏõÂ, posloupnost je praÂzdnaÂ, proto rozvrhovacÏ je triviaÂlnõÂ. Bude dokaÂzaÂna platnost invariantu (∃i ∈ [m]) : [ sched(z^{{j+1}}, Q^{j+1}) ]_m i + P_j ≤ ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.74)

ZobrazenõÂ z^{Uni^{(P )}} deőnuje rozmõÂsteÏnõÂ vsÏech uÂ loh mimo pocÏaÂtecÏnõÂ jednotkovyÂ preőx posloupnosti P . ZbyÂvaÂ jizÏ jen rozmõÂstit Uni(P ) jednotkovyÂch uÂ loh, vzhledem k tomu, zÏe bude dokaÂzaÂn vyÂsÏe uvedenyÂ invariant, tedy zÏe deÂlka rozvrhu z ostatnõÂch uÂ loh bude nejvyÂsÏe ⌈ sum(P )_m ⌉ a tomu, zÏe do rozvrhu o pozÏadovaneÂ deÂlce lze umõÂstit uÂ lohy azÏ o soucÏtu ⌈ sum(P )_m ⌉ · m ≥ sum(P ), tak lze daÂle pokracÏovat v umõÂst’ovaÂnõÂ i teÏch jednotkovyÂch se zachovaÂnõÂm teÂhozÏ invariantu se zõÂskaÂnõÂm nasyceneÂho rozvrhu. TudõÂzÏ z^{{1}} je optimaÂlnõÂ rozvrhovacÏ pro Q^1 = Q, ovsÏem tato posloupnost je prÏeklopenaÂ P , tedy optimaÂlnõÂ rozvrhovacÏ pro P se deőnuje jako

ofŕine_P (i)^{def}= z^{{1}}(|P | + 1 − i) (2.75)

NynõÂ se dokaÂzÏe vyÂsÏe uvedenyÂ invariant sporem, prÏedpoklaÂdaÂ se pro spor, zÏe (∃j ∈ [|P |])(∀i ∈ [m]) : [ sched(z^{{j+1}}, Q^{{j+1}}) ]_m i + P_j > ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.76)

SecÏtenõÂm teÏchto nerovnostõÂ pro nalezeneÂ j plyne nerovnost ∑ i∈[m] [ sched(z^{{j+1}}, Q^{{j+1}}) ]_m i + m · P_j > m · ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.77)

Z deőnice Q^{{j+1}} a deőnice 2.6.1 plyne ∑ k∈[|P |],k>j P_k + m · P_j > m · ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.78)

Dle nerovnosti m · P_j ≥ sum(P^j) z deőnic 2.7.3 a 2.7.13 ∑ k∈[|P |],k>j P_k + sum(P^j) > m · ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.79)

UÂ pravou dle deőnice 2.3.6 a dolnõÂm odhadem zaokroulovaÂnõÂ dostaneme nerovnost, kteraÂ je hledanyÂm sporem

sum(P ) > m · ⌈ sum(P ) m ⌉ ≥ sum(P ) (2.80)

SestrojeneÂ zobrazenõÂ ofŕine_P daÂvaÂ nasycenyÂ rozvrh, viz. deőnice 2.7.1, tedy platõÂ OPT(P ) = ⌈ sum(P ) m ⌉ (2.81) □ Deőnice 2.8.3 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, c ∈ R

A nazveme c-kompetitivnõÂ algoritmus, pokud platõÂ

(∀P ∈ P) : E makespan_A(P ) ≤ c · OPT(P ) (2.82)

Takto nazveme algoritmus, kteryÂ v pruÊ meÏru daÂvaÂ rozvrhy o deÂlce nejvyÂsÏe c kraÂt veÏtsÏõÂ, nezÏ je optimaÂlnõÂ deÂlka, pro kazÏdou posloupnost uÂ loh P .

NaÂsledujõÂ dveÏ pomocnaÂ tvrzenõÂ, jezÏ jsou jen prÏeformulovanaÂ puÊ vodnõÂ ve smyslu zde uvedenyÂch deőnic.

TvrzenõÂ 2.8.4 Pro m ∈ N , m > 1, c ∈ R, c-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P, |P | ≥ m platõÂ ∑ i∈[m] E makespanA(P −i) ∑ i∈[m] OPT(P −i) ≤ ∑ i∈[m] c · OPT(P −i) ∑ i∈[m] OPT(P −i) = c (2.83)

DuÊ kaz. PrÏõÂmo z deőnice 2.8.3 tj. deőnice c-kompetitivnosti. □ PoznaÂmka: PrÏedpoklad o posloupnosti P splnÏuje kazÏdaÂ kritickaÂ posloupnost, je-li P ≤ m, pak optimaÂlnõÂ rozvrh maÂ kazÏdou uÂlohu na jineÂm pocÏõÂtacÏi. ZrÏejmeÏ takovyÂ prÏedpoklad nenõÂ jakkoli omezujõÂcõÂ.

TvrzenõÂ 2.8.5 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, B ∈ R platõÂ

sum(P ) = ∑ i∈[m] Load_{(A,P,B)}(i) (2.84)

SoucÏet vsÏech uÂ loh v posloupnosti je roven soucÏtu zaÂteÏzÏõÂ vsÏech pocÏõÂtacÏuÊ po jejich umõÂsteÏnõÂ algoritmem (pomocneÂ technickeÂ tvrzenõÂ). TvrzenõÂ platõÂ i v pruÊ meÏru prÏes B ∈ R.

DuÊ kaz. DuÊ kaz snadnyÂ prÏõÂmo z deőnic 2.3.6 a 2.5.3. □

TvrzenõÂ 2.8.6 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, P^{−2} ∈ P, B ∈ R, i ∈ [m − 1] platõÂ

Load_{(A,P,B)}(i) ≤ Load_{(A,P} −2_{,B)}(i + 1) (2.85)

PrÏidaÂnõÂm jedneÂ uÂ lohy zuÊ staneÂ porÏadõÂ pocÏõÂtacÏuÊ teÂmeÏrÏ stejneÂ, tj. bud’ pocÏõÂtacÏ zuÊ stal na stejneÂm mõÂsteÏ nebo se klesnul o jeden, nebyla-li na neÏj umõÂsteÏna uÂ loha, jinak nerovnost splnõÂ ten, kteryÂ prÏisÏel na jeho mõÂsto.

DuÊ kaz. Bud’ j ∈ [m] pocÏõÂtacÏ, na kteryÂ byla umõÂsteÏna uÂ loha P_{−1}, podle tvrzenõÂ 2.4.10. OznacÏme daÂle umõÂsteÏnõÂ tohoto pocÏõÂtacÏe ve stareÂ a noveÂ konőguraci.

a^{def}= ordcfg_{A(P −2,B)}(j) (2.86) a b^{def}= ordcfg_{A(P,B)}(j) (2.87) ZaÂteÏzÏ pocÏõÂtacÏe j prÏidaÂnõÂm uÂ lohy vzrostla a pocÏõÂtacÏe jsou rÏazeny vzestupneÏ, proto platõÂ a ≤ b, porÏadõÂ ostatnõÂch pocÏõÂtacÏuÊ se podle deőnice 2.5.1 nemuÊ zÏe zmeÏnit. Proto pocÏõÂtacÏe, ktereÂ byly po sezÏazenõÂ prÏed a nebo za b zuÊ stanou, pocÏõÂtacÏe mezi a a b se posunou, poklesnou o jeden, o vypusÏteÏnyÂ j-tyÂ pocÏõÂtacÏ na mõÂsteÏ a, kteryÂ se objevõÂ na mõÂsteÏ b.

(∀i ∈ [m], i < a ∨ i > b) : ordcfg_{A(P,B)}^{−1}(i) = ordcfg_{A(P −2,B)}^{−1}(i) (∀i ∈ [m], a ≤ i < b) : ordcfg_{A(P,B)}^{−1}(i) = ordcfg_{A(P −2,B)}^{−1}(i + 1) ordcfg_{A(P,B)}^{−1}(b) = ordcfg_{A(P −2,B)}^{−1}(a)

CozÏ prÏõÂmo podle deőnic 2.5.3 a 2.5.2 implikuje dokazovaneÂ tvrzenõÂ. □

TvrzenõÂ 2.8.7 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, |P | ≥ m, B ∈ R platõÂ (∀i ∈ [m]) : makespan_A(P^{−i}, B) ≥ Load_{(A,P,B)}(−i) (2.88)

Podle veÏty o lineariteÏ strÏednõÂ hodnoty platõÂ zde uvedeneÂ tvrzenõÂ i v pruÊ meÏru provedeneÂm prÏes B ∈ R.

DuÊ kaz. Postupuje se uÂ pravami leveÂ strany nerovnosti 2.88, makespan se prÏepõÂsÏe dle jeho deőnice 2.5.5, daÂle se provede (i − 1)-naÂsobneÂ pouzÏitõÂ tvrzenõÂ 2.8.6, cÏõÂmzÏ se dostane dokazovanaÂ nerovnost. □

TvrzenõÂ 2.8.8 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, kde |P | ≥ m platõÂ ∑ i∈[m] E makespan_A(P^{−i}) ≥ sum(P ) (2.89)

DuÊ kaz. DuÊ sledek tvrzenõÂ 2.8.7, protozÏe formule 2.88 platõÂ pro vsÏechna B ∈ R, tak platõÂ i v pruÊ meÏru, tedy

(∀i ∈ [m]) : E makespan_A(P^{−i}) ≥ E load_{(A,P )}(−i) (2.90)

VyÂraz z teÂto formule lze poscÏõÂtat prÏes i takto ∑ i∈[m] E makespan_A(P^{−i}) ≥ ∑ i∈[m] E load_{(A,P )}(−i) = (2.91)

daÂle pouzÏõÂt veÏtu o lineariteÏ strÏednõÂ hodnoty dle deőnice 2.5.4, naÂsledneÏ pouzÏõÂt tvrzenõÂ 2.8.5 a odstranit pruÊ meÏrovaÂnõÂ konstanty = E_{B∈R} [ Load_{(A,P,B)}(−i) ] = E_{B∈R} [sum(P )] = sum(P ) (2.92)

TõÂm je tvrzenõÂ dokaÂzaÂno. □

Deőnice 2.8.9 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme

σ_m^{def}= 1 + 1 (_m m−1 )_m − 1 (2.93)

Tato konstanta oznacÏuje dolnõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru, kteryÂ byl dokaÂzaÂn ve vyÂchozõÂm cÏlaÂnku Sgall [15] a v teÂto praÂci je dokazovaÂna jeho neoptimalita.

TvrzenõÂ 2.8.10 PlatõÂ lim_{m→∞} σ_m = 1 + 1 e − 1 (2.94)

(∀m ∈ N , m > 1) : σ_m < 1 + 1 e − 1 (2.95)

DuÊ kaz. SnadnyÂ, uzÏitõÂm tvrzenõÂ z matematickeÂ analyÂzy. □

TvrzenõÂ 2.8.11 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P_K platõÂ sum(P ) ∑ i∈[m] P−i = σ_m (2.96)

DuÊ kaz. ZacÏne se uÂ pravami leveÂ strany rovnosti a dojde se postupneÏ k praveÂ straneÏ. Nejprve se pouzÏije tvrzenõÂ 2.8.1. sum(P ) ∑ i∈[m] P−i = m · P_{−1} ∑ i∈[m] P−i = (2.97)

NaÂsledneÏ se dosadõÂ podle tvrzenõÂ 2.7.11 a provede se posloupnost zaÂveÏrecÏnyÂch elementaÂrnõÂch uÂ prav

= m · (_m m−1 )_{m−1} · sum^{(P −m−1)} m−1 ∑ i∈[m] ((_m m−1 )_{m−i} · sum^{(P −m−1)} m−1 ) = m ∑ i∈[m] (_m m−1 )_{1−i} = (2.98)

= 1 + 1 (_m m−1 )_m − 1 = σ_m □

TvrzenõÂ 2.8.12 Pro m ∈ N , m > 1, c ∈ R, c-kompetitivnõÂ algoritmus A platõÂ

c ≥ σ_m (2.99)

Kde σ_m je z deőnice 2.8.9.

Toto tvrzenõÂ je sice uvedeno ve vyÂchozõÂm cÏlaÂnku viz. Sgall [15], avsÏak v meÂneÏ obecneÂ verzi. Zde bude ukaÂzaÂno, zÏe k jeho duÊ kazu lze pouzÏõÂt kazÏdou kritickou posloupnost deőnovanou v teÂto praÂci. KazÏdaÂ kritickaÂ posloupnost je v tomto smyslu źsÏpatnaÂł a pouzÏitelnaÂ v dalsÏõÂch tvrzenõÂch teÂto praÂce.

PoznaÂmka: Deőnice pouzÏitaÂ ve zmõÂneÏneÂm cÏlaÂnku uvazÏuje jen posloupnosti s praÂveÏ m kritickyÂmi uÂlohami za spoustou jednotkovyÂch uÂloh.

DuÊ kaz. DuÊ kaz je veden stejneÏ, jako ve zmõÂneÏneÂm cÏlaÂnku. Je vsÏak pouzÏita zde uvedenaÂ deőnice kritickeÂ posloupnosti a vyÂsÏe prÏeformulovanaÂ a zobecneÏnaÂ tvrzenõÂ. Necht’P ∈ P_K je kritickaÂ posloupnost. DuÊ kaz je proveden prÏõÂmo posloupnostõÂ uÂ prav a nerovnostõÂ, zacÏne se tvrzenõÂm 2.8.4, pouzÏije se nerovnost z tvrzenõÂ 2.8.8 c ≥ ∑ i∈[m] E makespanA(P −i) ∑ i∈[m] OPT(P −i) ≥ sum(P ) ∑ i∈[m] OPT(P −i) = (2.100)

daÂle se pouzÏije tvrzenõÂ 2.8.2 a naÂsledneÏ poslednõÂ krok je pouzÏitõÂ tvrzenõÂ 2.8.11 = sum(P ) ∑ i∈[m] P−i = σ_m (2.101) a tõÂm je zõÂskaÂna dokazovanaÂ nerovnost. □

2.9 PrÏipomenutõÂ lineaÂrnõÂho programovaÂnõÂ

V duÊ kazech bude pouzÏito lineaÂrnõÂ programovaÂnõÂ, proto je zde zmõÂneÏno neÏkolik zaÂkladnõÂch faktuÊ , ktereÂ budou pozdeÏji pouzÏity.

Bud’ m, n ∈ N , matice m × n : A ∈ R^{n·m}, vektory b ∈ R^m a c ∈ R^n. PrimaÂrnõÂ uÂ loha je daÂna prÏedpisem min { c^⊤ · x | x ∈ R^n ∧ Ax = b ∧ x ≥ 0 } (2.102) DuaÂlnõÂ uÂ loha k primaÂrnõÂ uÂ loze je daÂna prÏedpisem max { b^⊤ · y | y ∈ R^m ∧ A^⊤y ≤ c } (2.103)

Pokud optimaÂlnõÂ hodnoty primaÂrnõÂho a duaÂlnõÂho rÏesÏenõÂ existujõÂ, potom se rovnajõÂ. TõÂm se zabyÂvajõÂ naÂsledujõÂcõÂ tvrzenõÂ. PrÏõÂpadneÂ dalsÏõÂ podrobnosti lze naleÂzt v literaturÏe, naprÏõÂklad GrygarovaÂ [9].

TvrzenõÂ 2.9.1 Necht’ m, n ∈ N , matice m × n : A ∈ R^{n·m}, vektory y, b ∈ R^m a x, c ∈ R^n, x, y jsou prÏõÂpustnaÂ rÏesÏenõÂ, tj. Ax = b ∧ x ≥ 0 a A^⊤y ≤ c, jejichzÏ ohodnocujõÂcõÂ funkce se rovnajõÂ c^⊤x = b^⊤y = H. Pak platõÂ

H = min { c^⊤x | x ∈ R^n ∧ Ax = b ∧ x ≥ 0 } (2.104) a H = max { b^⊤y | y ∈ R^m ∧ A^⊤y ≤ c } (2.105)

DuÊ kaz. Necht’p ∈ R^n, q ∈ R^m jsou prÏõÂpusnaÂ rÏesÏenõÂ primaÂrnõÂ a duaÂlnõÂ uÂ lohy. Potom platõÂ c^⊤p ≥ b^⊤q (2.106) cozÏ se snadno ukaÂzÏe uÂ pravami: c^⊤p = p^⊤c ≥ p^⊤A^⊤q = (Ap)^⊤q = b^⊤q, pouzÏily se podmõÂnky primaÂrnõÂ a duaÂlnõÂ uÂ lohy (v nerovnosti byl potrÏeba fakt p ≥ 0).

Hodnota H je optimaÂlnõÂm rÏesÏenõÂm uÂ lohy primaÂrnõÂ i duaÂlnõÂ uÂ lohy. Podle formule 2.106 je minimalizace i maximalizace omezenaÂ, za prÏedpokladu existence prÏõÂpustneÂho rÏesÏenõÂ, cozÏ je prÏedpoklad tohoto tvrzenõÂ. Pokud by H nebylo optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ primaÂrnõÂ resp. duaÂlnõÂ uÂ lohy, pak by existovalo p′ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ primaÂrnõÂ uÂ lohy resp. q′ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ duaÂlnõÂ uÂ lohy splnÏ ujõÂcõÂ nerovnost c^⊤p′ < c^⊤p resp. b^⊤q′ > b^⊤q. OvsÏem tyto nerovnosti spolu s prÏedpokladem c^⊤p = b^⊤q jsou ve sporu s formulõÂ 2.106, kteraÂ je splneÏna pro vsÏechna prÏõÂpustnaÂ rÏesÏenõÂ. □ PoznaÂmka: Optimum lze naleÂzt tak, zÏe se libovolnyÂm algoritmem nalezne optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ pro primaÂrnõÂ i pro duaÂlnõÂ program. Pak jizÏ stacÏõÂ jen oveÏrÏit prÏõÂpustnost takovyÂchto rÏesÏenõÂ a splneÏnõÂ prÏedpokladuÊ tohoto tvrzenõÂ. Z toho uzÏ prÏõÂmo vyplyÂvaÂ optimalita teÏchto rÏesÏenõÂ.

PrimaÂrnõÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ bylo spocÏteno simplexovyÂm algoritmem. DuaÂlnõÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ bylo dopocÏõÂtaÂno jako y = (A_B^⊤)^{−1}c_B , kde B je baÂze v simplexoveÂ tabulce. Jak jizÏ bylo zmõÂneÏno, tak korektnost nenõÂ trÏeba oveÏrÏovat, stacÏõÂ jen oveÏrÏit prÏedpoklady.

TvrzenõÂ 2.9.2 Necht’ m, n ∈ N , matice m × n : A ∈ R^{n·m}, vektory b ∈ R^m a c ∈ R^n, vektor y ∈ R^m je prÏõÂpustneÂ duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ, zÏe A^⊤y ≤ c, optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ primaÂrnõÂ uÂlohy je omezeneÂ.

PlatõÂ, zÏe

b^⊤y ≤ min { c^⊤x | x ∈ R^n ∧ Ax = b ∧ x ≥ 0 } (2.107)

OptimaÂlnõÂ hodnotu omezeneÂho primaÂrnõÂho lineaÂrnõÂho programu lze zdola odhadnout hodnotou uÂ cÏeloveÂ funkce pro libovolneÂ prÏõÂpustneÂ duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ.

DuÊ kaz. S prÏedpokladem omezenosti podle formule 2.106 je kazÏdeÂ primaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ odhadnuto kazÏdyÂm duaÂlnõÂm prÏõÂpustnyÂm rÏesÏenõÂm, tedy to musõÂ platit i pro optimaÂlnõÂ primaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ. □

TvrzenõÂ 2.9.3 Necht’ m, n ∈ N , matice m × n : A ∈ R^{n·m}, jednotkovaÂ matice m × m : I ∈ R^{m·m}, spojenaÂ matice m × (n + m) : [A|I] ∈ R^{(n+m)·m}, vektor praveÂ strany b ∈ R^m, vektory ohodnocujõÂcõÂ funkce c ∈ R^n, jednotkovyÂ vektor e ∈ R^m a nulovyÂ vektor u ∈ R^n.

PlatõÂ, zÏe primaÂrnõÂ uÂloha maÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ, tedy { c^⊤x | x ∈ R^n ∧ Ax = b ∧ x ≥ 0 } ≠ ∅ (2.108)

praÂveÏ kdyzÏ naÂsledujõÂcõÂ uÂloha maÂ nuloveÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ, tedy min { [u|e]^⊤ [x|x̃] | x ∈ R^n ∧ x̃ ∈ R^m ∧ [A|I] [x|x̃] = b ∧ [x|x̃] ≥ 0 } = 0 (2.109)

Toto tvrzenõÂ daÂvaÂ postup, jak pro libovolnou primaÂrnõÂ uÂ loh naleÂzt prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ nebo dokaÂzat, zÏe neexistuje. PrÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ noveÂ uÂ lohy je triviaÂlnõÂ, stacÏõÂ zvolit x = 0 a x̃ = b.

DuÊ kaz. DuÊ kaz se provede dokaÂzaÂnõÂm obou implikacõÂ.

• Necht’primaÂrnõÂ uÂ loha 2.108 maÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ x, potom x spolu s volbou x̃ = 0 je prÏõÂpustnyÂm a navõÂc optimaÂlnõÂm rÏesÏenõÂm noveÂ uÂ lohy 2.109. Optimum je zdola omezeno 0 a toto rÏesÏenõÂ hodnotu 0 nabyÂvaÂ.

• Necht’novaÂ uÂ loha 2.109 maÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ x, x̃ s hodnotou 0. Potom z prÏõÂpustnosti tohoto rÏesÏenõÂ a nulovosti x̃ vyplyÂvaÂ, zÏe x je prÏõÂpustnyÂm rÏesÏenõÂm primaÂrnõÂ uÂ lohy 2.108. □

Kapitola 3

NeoptimaÂlnost existujõÂcõÂho odhadu

Chen, van Vliet a Woeginger [4], nezaÂvisle Sgall [15], sestrojili obecnyÂ dolnõÂ odhad pro pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy. DokaÂzali, zÏe kazÏdyÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus na m pocÏõÂtacÏõÂch maÂ kompetitivnõÂ pomeÏr alesponÏ

1 + 1 (_m m−1 )_m − 1 (3.1)

Tento odhad je pro m = 2 pocÏõÂtacÏe optimaÂlnõÂ. Vzhledem k tomu, zÏe to je celkem źhezkyÂł vyÂsledek, se intuitivneÏ spekulovalo o tom, zÏe tento odhad je optimaÂlnõÂ.

AvsÏak naÂplnõÂ teÂto kapitoly je dokaÂzat neoptimaÂlnost tohoto dolnõÂho odhadu. BohuzÏel duÊ kaz byl sestrojen zatõÂm jen pro m = 3 pocÏõÂtacÏe, ale i tento vyÂsledek je znacÏneÏ netriviaÂlnõÂ.

3.1 CõÂl teÂto kapitoly

DokazovaneÂ tvrzenõÂ o neexistenci σ_m-kompetitivnõÂho algoritmu pro m = 3 pocÏõÂtacÏe je formulovaÂno takto

TvrzenõÂ 3.1.1 Pro m = 3, d ∈ R, d-kompetitivnõÂ algoritmus A platõÂ

d > σ_m (3.2)

DuÊ kaz uvedeneÂho tvrzenõÂ je naÂplnõÂ zbytku teÂto kapitoly. DuÊ kaz bude uveden pozdeÏji jako duÊ sledek jinyÂch tvrzenõÂ, azÏ vsÏechna potrÏebnaÂ tvrzenõÂ budou zformulovaÂna a dokaÂzaÂna. ZbyÂvajõÂcõÂ tvrzenõÂ budou formulovaÂna obecneÏji, aby tento duÊ kaz byl snadno rozsÏirÏitelnyÂ nebo aby zobecneÏnõÂ alesponÏ usnadnil.

V duÊ kazu sporu je vhodneÂ prÏedpokladat, zÏe m je pevneÂ a algoritmus A je pevnyÂ. Tedy pro spor prÏedpoklaÂdanaÂ negace tvrzenõÂ 3.1.1 je

algoritmus A je σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus (3.3)

3.2 VyÂsledky teÂto praÂce

TvrzenõÂ 3.2.1 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P_K platõÂ

(∀i ∈ [m − 1]) :

E load_{(A,P )}(i + 1) E load_{(A,P )}(i) = m m − 1 (3.4)

TvrzenõÂ tedy rÏõÂkaÂ, zÏe algoritmus bude mõÂt pruÊ meÏrneÂ zaÂteÏzÏe v pomeÏru 1 : (_m m−1 )_1 : · · · : (_m m−1 )_{m−1} . PoznaÂmka: Byly zkoumaÂny mozÏnosti jak toto tvrzenõÂ zobecnit, avsÏak nepodarÏilo se vyhnout potrÏebnosti tvrzenõÂ 2.8.11, ktereÂ pozÏaduje kritickou posloupnost.

DuÊ kaz. Z tvrzenõÂ 2.8.5, 2.8.7, 2.8.4 a 2.8.2

sum(P ) = ∑ i∈[m] E load_{(A,P )}(i) ≤ ∑ i∈[m] E makespan_A(P^{−i}) ≤ (3.5) ≤ σ_m · ∑ i∈[m] OPT(P^{−i}) = σ_m · ∑ i∈[m] P_{−i} Z aplikace tvrzenõÂ 2.8.11 na prÏedchozõÂ nerovnost 3.5 plyne, zÏe vsÏechny nerovnosti musõÂ byÂt rovnostmi a tedy platõÂ naÂsledujõÂcõÂ vztah ∑ i∈[m] E makespan_A(P^{−i}) = ∑ i∈[m] E load_{(A,P )}(−i) = σ_m · ∑ i∈[m] P_{−i} (3.6) Podle tvrzenõÂ 2.8.7 platõÂ nerovnost 2.88 v pruÊ meÏru prÏes B ∈ R, ovsÏem tyto nerovnosti jsou poscÏõÂtaÂnõÂm prvnõÂ rovnosti z vztahu 3.6, tedy platõÂ rovnost ve vsÏech prÏõÂpadech (∀i ∈ [m]) : E makespan_A(P^{−i}) = E load_{(A,P )}(−i) (3.7) Podle vztahu 3.7, deőnice 2.8.3 a tvrzenõÂ 2.8.2 platõÂ

(∀i ∈ [m]) : E load_{(A,P )}(−i) = E makespan_A(P^{−i}) ≤ σ_m · P_{−i} (3.8) Vztah 3.6 je poscÏõÂtaÂnõÂm vztahu 3.8, ve vztahu 3.8 se proto nabyÂvajõÂ vzÏdy rovnosti. Proto platõÂ vztah (odstraneÏno znameÂnko)

(∀i ∈ [m]) : E load_{(A,P )}(i) = σ_m · P_{i−1−m} = σ_m · P_{|P |−m+i} (3.9) Pro zõÂskaÂnõÂ dokazovaneÂ rovnosti stacÏõÂ dosadit a upravit podle tvrzenõÂ 2.7.11

(∀i ∈ [m − 1]) :

E load_{(A,P )}(i + 1) E load_{(A,P )}(i) = σ_m · P_{|P |−m+i+1} σ_m · P_{|P |−m+i} = m m − 1 (3.10) a tõÂm je celeÂ tvrzenõÂ dokaÂzaÂno. □

TvrzenõÂ 3.2.2 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P_K platõÂ

(∀i ∈ [m]) : E load_{(A,P )}(i) = ( m m − 1 )_{i−1} sum(P ) ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} (3.11)

(∀i ∈ [m]) : E load_{(A,P )}(i) = σ_m · ( m m − 1 )_{i−1} sum(P^{−m−1}) m − 1 (3.12)

TvrzenõÂ explicitneÏ vyjadrÏuje hodnoty pruÊ meÏrnyÂch zaÂteÏzÏõÂ pro danou kritickou posloupnost.

DuÊ kaz. TvrzenõÂ je duÊ sledkem prÏedchozõÂho tvrzenõÂ 3.2.1. Podle tvrzenõÂ 2.8.5 je soucÏet vsÏech pruÊ meÏrnyÂch zaÂteÏzÏõÂ roven soucÏtu velikostõÂ vsÏech uÂ loh posloupnosti. RovneÏzÏ podle stejneÂho tvrzenõÂ jsou jednoznacÏneÏ urcÏeny pomeÏry pruÊ meÏrnyÂch zaÂteÏzÏõÂ, tedy mohou byÂt prÏesneÏ vyjaÂdrÏeny formulõÂ 3.11. Formule 3.12 se z formule 3.11 zõÂskaÂ posloupnostõÂ uÂ prav. Ve formuli 3.12 se rozepõÂsÏe sum(P ) na sumu velikostõÂ poslednõÂch m kritickyÂch uÂ loh a zbytek. PrÏi dosazovaÂnõÂ za velikosti kritickyÂch uÂ loh se pouzÏije tvrzenõÂ 2.7.11. Zbytek jsou jizÏ jen elementaÂrnõÂ matematickeÂ uÂ pravy. □

TvrzenõÂ 3.2.3 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P_K , P^{−2} ∈ P_K (∀i ∈ [m − 1]) : E load_{(A,P )}(i) = E load_{(A,P} −2_)(i + 1) (3.13)

E load_{(A,P )}(m) = E load_{(A,P} −2_)(1) + P_{−1} (3.14)

NovaÂ pruÊ meÏrnaÂ zaÂteÏzÏ i-teÂho minimaÂlnõÂho pocÏõÂtacÏe je rovna stareÂ zaÂteÏzÏi (i + 1)-nõÂho minimaÂlnõÂho pocÏõÂtacÏe.

DuÊ kaz. SnadnyÂ s pouzÏitõÂm tvrzenõÂ 3.2.1, ktereÂ zarucÏuje stejneÂ pomeÏry vsÏech pruÊ meÏrnyÂch zaÂteÏzÏõÂ. DaÂle s pouzÏitõÂm tvrzenõÂ 2.7.11. □

Deőnice 3.2.4 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, B ∈ R deőnujme mnozÏinu M_A(P, B)^{def}= { j ∈ [m] | [ cfg_A(P, B) ]_m j = min_{k∈[m]} [ cfg_A(P, B) ]_m k } (3.15)

Tato mnozÏina je mnozÏina indexuÊ pocÏõÂtacÏuÊ , ktereÂ majõÂ minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏ v konőguraci, do ktereÂ se algoritmus na daneÂ posloupnosti uÂ loh a posloupnosti naÂhodnyÂch bituÊ dostane.

TvrzenõÂ 3.2.5 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P_K , P^{−2} ∈ P_K , B ∈ R_A platõÂ ( ∀i ∈ [|P |], P^{i−1} ∈ P_K ) : A(P, B, i) ∈ M_A(P^{i−1}, B) (3.16) a Load_{(A,P,B)}(m) = Load_{(A,P} −2_{,B)}(1) + P_{−1} (3.17)

To znamenaÂ, zÏe algoritmus se chovaÂ deterministicky a to tak, zÏe vzÏdy umõÂst’uje kritickou uÂ lohu (dostatecÏneÏ dlouheÂ) kritickeÂ posloupnosti na pocÏõÂtacÏ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ, navõÂc se z neÏj stane pocÏõÂtacÏ s maximaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ.

DuÊ kaz. Bud’ i ∈ [m − 1] pevneÂ a B pevneÂ. Pak z tvrzenõÂ 2.8.6 plyne

Load_{(A,P,B)}(i) ≤ Load_{(A,P} −2_{,B)}(i + 1) (3.18)

CõÂlem je dokaÂzat v formuli 3.18 rovnost, proto se pro spor prÏedpoklaÂdaÂ ostraÂ nerovnost, tedy

Load_{(A,P,B)}(i) < Load_{(A,P} −2_{,B)}(i + 1) (3.19)

Toto se ovsÏem zpruÊ meÏruje prÏes B ∈ R_A, z deőnice 2.4.5 plyne, zÏe zõÂskanaÂ konőgurace pro daneÂ B, P a i maÂ nenulovou pravdeÏpodobnost, nutneÏ se musõÂ projevit v pruÊ meÏru, tudõÂzÏ ostraÂ nerovnost zuÊ stane zachovaÂna. FormaÂlneÏ stacÏõÂ dosadit podle deőnice 2.5.4 takto

E load_{(A,P )}(i) = E_{B∈R} [ Load_{(A,P,B)}(i) ] = (3.20)

podle tvrzenõÂ 2.20 ukazuje, zÏe Pr_{B1∈R} [B_1 ∈ R − R_A] = 0, tedy mnozÏina odebranyÂch hodnot maÂ mõÂru nula, tudõÂzÏ neovlivnõÂ pruÊ meÏr (z jeho deőnice), proto platõÂ = E_{B∈RA} [ Load_{(A,P,B)}(i) ] < (3.21)

podle deőnice 2.4.5 mnozÏina naÂhodnyÂch posloupnostõÂ majõÂcõÂ stejnou zaÂteÏzÏ neÏjakeÂho pocÏõÂtacÏe (obecneÏji stejnou konőguraci) jako posloupnost B ∈ R_A maÂ nenulovou mõÂru. TudõÂzÏ se podle prÏedpokladu 3.19 zvyÂsÏõÂ hodnota pruÊ meÏru a platõÂ < E_{B∈RA} [ Load_{(A,P} −2_{,B)}(i + 1) ] = (3.22)

naÂsledujõÂ dveÏ elementaÂrnõÂ uÂ pravy = E_{B∈R} [ Load_{(A,P} −2_{,B)}(i + 1) ] = E load_{(A,P} −2_)(i + 1) (3.23)

KdyzÏ se v zaÂpisu vynechajõÂ mezikroky, tak se obdrzÏõÂ ostraÂ nerovnost

E load_{(A,P )}(i) < E load_{(A,P} −2_)(i + 1) (3.24)

cozÏ je ve sporu s tvrzenõÂm 3.2.3. Tedy platõÂ

(∀i ∈ [m − 1]) : Load_{(A,P,B)}(i) = Load_{(A,P} −2_{,B)}(i + 1) (3.25)

Toto se netyÂkaÂ Load_{(A,P,B)}(m) ani Load_{(A,P} −2_{,B)}(1), prÏitom prÏidaÂnõÂm uÂ lohy P_{−1} se muÊ zÏe zmeÏnit zaÂteÏzÏ jen jedineÂho pocÏõÂtacÏe, proto dle deőnic 2.5.3 a 2.4.3 platõÂ

Load_{(A,P,B)}(m) = Load_{(A,P} −2_{,B)}(1) + P_{−1} (3.26)

cozÏ je praÂveÏ dokazovanyÂ vztah 3.17.

UÂ loha byla umõÂsteÏna na pocÏõÂtacÏ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ. Z deőnice 2.5.2 mohlo byÂt võÂce pocÏõÂtacÏuÊ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ, praÂveÏ proto je zde pocÏõÂtaÂno minimum.

TõÂm je tvrzenõÂ dokaÂzaÂno pro i = |P |. Zbytek lze snadno dokaÂzat indukcõÂ. OmezujõÂcõÂ podmõÂnka je daÂna prÏedpokladem existence kratsÏõÂ kritickeÂ posloupnosti kvuÊ li prÏedpokladuÊ m tvrzenõÂ 3.2.3 a 2.8.6. □

TvrzenõÂ 3.2.6 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P_K , i ∈ [m], B ∈ R_A, P^{−m} ∈ P_K platõÂ

(∀i ∈ [m]) : Load_{(A,P} −i_{,B)}(i) = Load_{(A,P,B)}(1) (3.27)

DuÊ kaz. IndukcõÂ podle i s pomocõÂ tvrzenõÂ 3.2.5. □

TvrzenõÂ 3.2.7 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, P ∈ P_K , i ∈ [m], B ∈ R_A, P^{−m} ∈ P_K platõÂ

Load_{(A,P,B)}(1) = Load_{(A,P} −m−1_{,B)}(1) + K(P^{−m−1}) (3.28)

a obecneÏji

Load_{(A,P,B)}(i) = Load_{(A,P} −m−1_{,B)}(i) + K(P^{−m+i−2}) (3.29)

Algoritmus od okamzÏiku, kdy zacÏne daÂvat kritickeÂ uÂ lohy na pocÏõÂtacÏ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ a z neÏj se zacÏne staÂvat pocÏõÂtacÏ s maximaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ, jizÏ jen podle tohoto scheÂmatu cyklõÂ a zvysÏuje zaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ .

DuÊ kaz. PrvnõÂ formule se dokaÂzÏe dle tvrzenõÂ 3.2.5. DruhaÂ je jen posloupnostõÂ uÂ prav, ve kteryÂch se pouzÏije prvnõÂ formule a tvrzenõÂ 3.2.6 na posloupnost P nebo na posloupnost ji prodlouzÏujõÂcõÂ o neÏjakeÂ dalsÏõÂ kritickeÂ uÂ lohy, aby bylo mozÏno pouzÏõÂt tvrzenõÂ. □

TvrzenõÂ 3.2.8 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A platõÂ (∀ε > 0)(∃n ∈ N )(∀P ∈ P_K , Crit(P, n))(∀B ∈ R_A)(∀i ∈ [m − 1]) : (3.30) | | |Load^{(A,P,B)}(i + 1) Load_{(A,P,B)}(i) − m m − 1 | | | < ε MaÂ-li algoritmus na vstupu kritickou posloupnost, potom lze vyÂslednou konőguraci libovolneÏ prÏesneÏ (ve smyslu pomeÏruÊ , ne absolutneÏ) prÏiblizÏovat pruÊ meÏrneÂ konőguraci. PrÏiblizÏovaÂnõÂ zaÂvisõÂ na źprodluzÏovaÂnõÂ ł vstupnõÂ posloupnosti.

PoznaÂmka: źProdluzÏovaÂnõÂł je ve smyslu pocÏtu kritickyÂch uÂloh v posloupnosti. KvuÊ li pozÏadavku celocÏõÂselnosti nelze uvazÏovat jen prÏidaÂvaÂnõÂ novyÂch uÂloh.

DuÊ kaz. Bud’ n ∈ N libovolneÏ (dostatecÏneÏ) velikeÂ, podle tvrzenõÂ 2.7.12 existuje kritickaÂ posloupnost P ∈ P_K majõÂcõÂ alesponÏ n poslednõÂch uÂ loh kritickyÂch. Podle tvrzenõÂ 2.7.9 platõÂ P^{−n+m−1} ∈ P_K (zrovna tak vsÏechny podposloupnosti P s tõÂmto preőxem jsou kritickeÂ), oznacÏme Q = P^{−n+m−1}.

NynõÂ bude ukaÂzaÂna konvergence konőgurace k pruÊ meÏrneÂ konőguraci. Z tvrzenõÂ 3.2.7 dosazenõÂm P^j plyne (∀j ∈ [|P |], j > |Q| + m)(∀i ∈ [m]) : (3.31) Load_{(A,P} j_{,B)}(i) = Load_{(A,P} j−m_{,B)}(i) + K(P^{j−m+i−1}) IndukcõÂ podle k lze dokaÂzat naÂsledujõÂcõÂ tvrzenõÂ, ktereÂ se zõÂskaÂ iterovaÂnõÂm praÂveÏ odvozeneÂ rovnosti (∀j, k ∈ [|P |], j > |Q|, j + k · m ≤ |P |)(∀i ∈ [m]) : (3.32)

Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) = Load_{(A,P} j_{,B)}(i) + k−1∑ t=0 K(P^{j+t·m+i−1}) = DaÂle stacÏõÂ dosadit z tvrzenõÂ 2.7.10

= Load_{(A,P} j_{,B)}(i) + k−1∑ t=0 ( m m − 1 )_{t·m+i−1} · sum(P^j) m − 1 = (3.33)

a secÏõÂst geometrickou rÏadu

= Load_{(A,P} j_{,B)}(i) + sum(P^j) m − 1 · ( m m − 1 )_{i−1} · (_m m−1 )_{m·k} − 1 (_m m−1 )_m − 1 (3.34) Bud’ pevneÂ B ∈ R_A, i ∈ [m − 1], j ∈ [|P |], j > |Q|, j + k · m ≤ |P |, ε > 0, nerovnost dokazovaneÂho z tvrzenõÂ (s drobnou uÂ pravou, kteraÂ bude naÂsledneÏ napravena) se dokaÂzÏe posloupnostõÂ uÂ prav, podmõÂnka nenulovosti jmenovatele je triviaÂlneÏ splneÏna | | | | Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i + 1) Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) − m m − 1 | | | | = (3.35)

= | | | Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i + 1) −^m_{m−1} · Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) | | | = (3.36)

daÂle se dosadõÂ podle vztahu 3.32 vyÂraz 3.34, zõÂskanyÂ źvelkyÂ cÏlenł se v cÏitateli odecÏtem, vyÂsledkem je naÂsledujõÂcõÂ vyÂraz = | | | Load_{(A,P} j_{,B)}(i + 1) − Load_{(A,P} j_{,B)}(i) Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) | | | ≤ (3.37)

VnitrÏnõÂ cÏlen se shora odhadne hodnotou sum(P^j), zaÂrovenÏ se odstranõÂ absolutnõÂ hodnota ≤ sum(P^j) Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) = (3.38)

Do jmenovatele se dosadõÂ vyÂraz 3.34 podle rovnosti daneÂ vztahem 3.32

= sum(P^j)

Load_{(A,P} j_{,B)}(i) + sum^{(P j )}_{m−1} · (_m m−1 )_{i−1} · (^{mm−1} ) m·k −1 (^m_{m−1} )^m−1

≤ (3.39)

NaÂsleduje hornõÂ odhad vynechaÂnõÂm prvnõÂho cÏlenu ve jmenovateli naÂsledovanyÂ pokraÂcenõÂm s cÏitatelem, cÏõÂmzÏ odpadaÂ zaÂvislost na promeÏnneÂ j, takto ≤ (m − 1) · (_m m−1 )_{−i+1} · ((_m m−1 )_m − 1 ) (_m m−1 )_{m·k} − 1 ≤ (3.40)

DalsÏõÂm odhadem odpadne zaÂvislost na i, nebot’ (_m m−1 )_{i−1} ≤ 1, tedy

≤ (m − 1) · ((_m m−1 )_m − 1 ) (_m m−1 )_{m·k} − 1 ≤ (3.41)

Toto se posloupnostõÂ elementaÂrnõÂch uÂ prav a pouzÏitõÂm nerovnosti z matematickeÂ analyÂzy (∀x ∈ R, x > −1) : ln(1 + x) ≤ x upravõÂ na tvar ≤ e · m (_m m−1 )_{m·k} − 1 (3.42)

Bude-li k zvoleno tak, aby k > ln(^{e·m}_ε + 1) m · ln (_m m−1 ) (3.43)

pak lze odvozovanou posloupnost nerovnostõÂ zakoncÏit hornõÂm odhadem ε, tedy tõÂm bylo dokaÂzaÂno, zÏe | | | | Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i + 1) Load_{(A,P} j+k·m_{,B)}(i) − ( m m − 1 )| | | < ε (3.44)

K tomu je jesÏte nutnyÂ prÏedpoklad, zÏe maÂme takoveÂ P , tedy nutneÏ n ≥ j + k · m. SlozÏka j urcÏuje minimaÂlnõÂ pocÏet kritickyÂch uÂ loh v kritickeÂ posloupnosti splnÏ ujõÂcõÂ prÏedpoklady tvrzenõÂ 3.2.5, cozÏ je m + 1 uÂ loh (P^{−2} maÂ byÂt kritickaÂ).

Celkem je postacÏujõÂcõÂ pozÏadavek

n ≥ ln(^{e·m}_ε + 1) ln (_m m−1 ) + m + 2 (3.45) dalsÏõÂ +1 prÏibylo kvuÊ li neostreÂ nerovnosti.

Existence kritickeÂ posloupnosti splnÏ ujõÂcõÂ Crit(P, n) vyplyÂvaÂ z tvrzenõÂ 2.7.12 a deőnice 2.7.5. □

TvrzenõÂ 3.2.9 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A platõÂ (∀ε > 0)(∃n ∈ N )(∀P ∈ P_K , Crit(P, n))(∀B ∈ R_A)(∀i ∈ [m]) : (3.46) | | | | | Load_{(A,P,B)}(i) sum(P ) − (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} | | | | | < ε Je duÊ sledkem tvrzenõÂ 3.2.8 a jen jinyÂm zpuÊ sobem rÏõÂkaÂ, zÏe se algoritmus blõÂzÏõÂ pruÊ meÏrneÂ konőguraci. ExplicitneÏ vyjadrÏuje pruÊ meÏrnou konőguraci. UrcÏuje, jak moc dobrou aproximacõÂ je pruÊ meÏrnaÂ konőgurace pro konőguraci prÏi pevneÂ naÂhodneÂ posloupnosti.

DuÊ kaz. Bud’ ε′ > 0 dostatecÏneÏ maleÂ, potom podle tvrzenõÂ 3.2.8 existuje posloupnost, splnÏ ujõÂcõÂ stejneÂ prÏedpoklady a platõÂ

(∀i ∈ [m − 1]) : | | | | Load_{(A,P,B)}(i + 1) Load_{(A,P,B)}(i) − m m − 1 | | | | < ε′ (3.47)

DaÂle duÊ kaz bude pokracÏovat tak, zÏe se spocÏte ε′ v zaÂvislosti na ε, aby bylo splneÏno i toto tvrzenõÂ.

NaÂsledujõÂcõÂ nerovnosti lze snadno odvodit z tvrzenõÂ 3.2.8

(∀i ∈ [m − 1]) : Load_{(A,P,B)}(i + 1) < Load_{(A,P,B)}(i) · ( m m − 1 + ε′ ) (3.48)

(∀i ∈ [m − 1]) : Load_{(A,P,B)}(i + 1) > Load_{(A,P,B)}(i) · ( m m − 1 − ε′ ) (3.49)

Z cÏehozÏ se indukcõÂ podle i dokaÂzÏõÂ nerovnosti

(∀i ∈ [m]) : Load_{(A,P,B)}(i) ≤ Load_{(A,P,B)}(1) · ( m m − 1 + ε′ )_{i−1} (3.50)

(∀i ∈ [m]) : Load_{(A,P,B)}(i) ≥ Load_{(A,P,B)}(1) · ( m m − 1 − ε′ )_{i−1} (3.51)

A jejich poscÏõÂtaÂnõÂm a uÂ pravou se odvodõÂ nerovnosti

Load_{(A,P,B)}(1)

sum(P ) = Load_{(A,P,B)}(1) ∑ i∈[m] Load(A,P,B)(i) ≥ 1 ∑ i∈[m] (_m m−1 + ε′ )_{i−1} (3.52)

Load_{(A,P,B)}(1)

sum(P ) = Load_{(A,P,B)}(1) ∑ i∈[m] Load(A,P,B)(i) ≤ 1 ∑ i∈[m] (_m m−1 − ε′ )_{i−1} (3.53)

NaÂsledovat bude posloupnost uÂ prav vyÂrazu, kteryÂmi se nakonec dospeÏje k hornõÂmu odhadu ε′ v zaÂvislosti na ε, aby toto dokazovaneÂ tvrzenõÂ platilo. | | | | Load_{(A,P,B)}(i) sum(P ) − (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} | | | | ≤ (3.54)

AplikacõÂ zrÏejmeÂ nerovnosti (∀a, b ∈ R) : |a − b| ≤ max {a, b}−min {a, b} se dostane

≤ max { Load_{(A,P,B)}(i) sum(P ) , (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} } − (3.55)

− min { Load_{(A,P,B)}(i) sum(P ) , (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} } ≤ daÂle se aplikujõÂ spocÏteneÂ hornõÂ a dolnõÂ odhady 3.50 a 3.51 takto

≤ max { Load_{(A,P,B)}(1) · (_m m−1 + ε′ )_{i−1} sum(P ) , (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} ) } − (3.56)

− min { Load_{(A,P,B)}(1) · (_m m−1 − ε′ )_{i−1} sum(P ) , (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} } ≤ daÂle se aplikujõÂ hornõÂ a dolnõÂ odhady 3.52 a 3.53 spocÏteneÂ pro praÂveÏ zõÂskaneÂ cÏleny, tõÂm se zõÂskaÂ

≤ max { (_m m−1 + ε′ )_{i−1} ∑ i∈[m] (_m m−1 − ε′ )_{i−1} , (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} ) } − (3.57)

− min { (_m m−1 − ε′ )_{i−1} ∑ i∈[m] (_m m−1 + ε′ )_{i−1} , (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} } ≤ s prÏedpokladem^m_{m−1} > ε′ se lze zbavit operaÂtoruÊ min a max takto ≤ (_m m−1 + ε′ )_{i−1} ∑ i∈[m] (_m m−1 − ε′ )_{i−1} − (_m m−1 − ε′ )_{i−1} ∑ i∈[m] (_m m−1 + ε′ )_{i−1} = (3.58)

daÂle bude secÏtena geometrickaÂ rÏada ve jmenovatelõÂch = (_m m−1 + ε′ )_{i−1} · (_m m−1 − ε′ − 1 ) (_m m−1 − ε′ )_m − 1 − (_m m−1 − ε′ )_{i−1} · (_m m−1 + ε′ − 1 ) (_m m−1 + ε′ )_m − 1 ≤ (3.59)

daÂle je prÏevedeno na spolecÏnyÂ jmenovatel a ten je hrubeÏ odhadnut s pomocõÂ prÏedpokladu (^{mm−1} )_2 > ε′, roznaÂsoben cÏitatel a proveden hornõÂ odhad cÏlenuÊ , ktereÂ tõÂm zmizõÂ ≤ (_m m−1 ) (_1 2 ·^m_{m−1} )_m − 1 · (( m m − 1 + ε′ )_{m+i−1} − ( m m − 1 − ε′ )_{m+i−1}) ≤ (3.60)

naÂsledneÏ je pouzÏita nerovnost plynoucõÂ z binomickeÂ veÏty a to, zÏe platõÂ

(∀x ≥ 1)(∀ε′ > 0)(∀j ∈ N ) : (x + ε′)^j ≤ x^j · (1 + ε′)^j (3.61)

cozÏ je aplikovaÂno pro x =^m_{m−1} − ε′, takto zõÂskanyÂ cÏlen se vytkne a odhadne ≤ (_m m−1 )_{m+i} (_1 2 ·^m_{m−1} )_m − 1 · ( (1 + 2ε′)^{m+i−1} − 1 ) ≤ (3.62)

dalsÏõÂm krokem je hornõÂ odhad eliminacõÂ neznaÂmeÂ i takto ≤ (_m m−1 )_{2m} (_1 2 ·^m_{m−1} )_m − 1 · ( (1 + 2ε′)^{2m−1} − 1 ) (3.63)

UvedenyÂ vyÂraz maÂ byÂt mensÏõÂ nezÏ ε, tedy snadnou uÂ pravou se zõÂskaÂ pozÏadavek na ε′, tedy

ε′ < 2m−1 √ ε · (^{mm−1} ) m −1 (^m_{m−1} )^{2m}

+ 1 − 1 2 (3.64)

UvedenyÂ duÊ kaz je korektnõÂ, nebot’zõÂskanyÂ pozÏadavek je vzÏdy kladnyÂ a tõÂm je tvrzenõÂ dokaÂzaÂno. □

3.3 ZaÂkladnõÂ duÊ kaz pro m = 3 pocÏõÂtacÏe

NaÂsleduje zbytek duÊ kazu tvrzenõÂ 3.1.1. DuÊ kaz je rozdeÏlen na logickeÂ cÏaÂsti, kazÏdaÂ cÏaÂst maÂ vlastnõÂ kapitolku.

3.3.1 MysÏlenka duÊ kazu

DuÊ kaz bude proveden sporem. Vyjde se z prÏedpokladu existence takoveÂho algoritmu, avsÏak dojde se ke sporu s hodnotou jeho kompetitivnõÂho pomeÏru. Pro snadneÂ prÏõÂpadneÂ zobecneÏnõÂ bylo v mõÂstech, kde to nenõÂ na uÂ kor cÏitelnosti, ponechaÂno m mõÂsto dosazenõÂ jeho hodnoty.

NaprÏed se vezme kritickaÂ posloupnost, pro kterou σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus pro libovolnou naÂhodnou posloupnost dospeÏje ke konőguraci, kteraÂ se v pomeÏrech lisÏõÂ od pruÊ meÏrneÂ konőgurace nejvyÂsÏe o ε. S tõÂmto prÏedpokladem se źspeciaÂlneÏł rozsÏõÂrÏõÂ opeÏt na kritickou posloupnost tak, zÏe je umõÂsteÏna jedna maximaÂlnõÂ mozÏnaÂ nadkritickaÂ uÂ loha (dle deőnice 2.7.3) a m kritickyÂch uÂ loh. UkaÂzÏe se, zÏe zÏaÂdnyÂ σ_m-kompetitivnõÂ on-line algoritmus nemuÊ zÏe na teÂto posloupnosti umeÏt sestrojit rozvrh lepsÏõÂ nezÏ^{12969}_{9125} - kompetitivnõÂ. OvsÏem to je spor s prÏedpokladem, zÏe zkoumanyÂ algoritmus je σ_m-kompetitivnõÂ.

3.3.2 Konstrukce źdosveÏdcÏujõÂcõÂł posloupnosti

Bud’ ε > 0, podle tvrzenõÂ 3.2.9 existuje kritickaÂ posloupnost P ∈ P_K , zÏe platõÂ

(∀i ∈ [m − 1])(∀B ∈ R_A) : | | | | Load_{(A,P,B)}(i) sum(P ) − (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} | | | | < ε (3.65)

a navõÂc ji lze rozsÏõÂrÏit na kritickou posloupnost Q ∈ P_K , jezÏ dosveÏdcÏõÂ hledanyÂ spor. V posloupnosti Q je za preőxem P jedna nadkritickaÂ uÂ loha velikosti sum^{(P )}_{m−2} naÂsledovaÂna m kritickyÂmi uÂ lohami. FormaÂlneÏ je to zapsaÂno takto:

Q^{−m−2def}= P (3.66)

Q_{−m−1}^{def}= sum(P ) m − 2 (3.67)

Crit(Q, m) (3.68) PoznaÂmka: Posloupnost Q s uvedenyÂmi vlastnostmi existuje. Podle tvrzenõÂ 2.7.12 existuje kritickaÂ posloupnost majõÂcõÂ alesponÏ |Q| kritickyÂch uÂloh navõÂc splnÏujõÂcõÂ, zÏe (m − 2) deÏlõÂ pocÏet jejõÂch jednotkovyÂch uÂloh. Existence Q potom plyne z nesoudeÏlnosti (m − 2) a (m − 1).

Z deőnice 2.7.13 posloupnost Q zkraÂcenaÂ azÏ o m − 1 poslednõÂch uÂ loh zuÊ stane slabeÏ kritickaÂ, tudõÂzÏ podle tvrzenõÂ 2.8.2 je znaÂma deÂlka optimaÂlnõÂho off-line rozvrhu, tedy

(∀i ∈ [m]) : Q^{−i} ∈ P_S ∧ OPT(Q^{−i}) = Q_{−i} (3.69)

3.3.3 OdvozenõÂ omezujõÂcõÂch podmõÂnek

Pro vyrÏesÏenõÂ uÂ lohy bude sestrojen lineaÂrnõÂ program, proto je trÏeba odvodit neÏjakeÂ platneÂ vztahy, ktereÂ potom budou pouzÏity jako omezujõÂcõÂ podmõÂnky v lineaÂrnõÂm programu. PromeÏnneÂ lineaÂrnõÂho programu budou odpovõÂdat neznaÂmyÂm zde uvedenyÂm.

Pro kazÏdyÂ mozÏnyÂ prÏedpis umõÂsteÏnõÂ poslednõÂch m + 1 uÂ loh posloupnosti Q bude uvaÂzÏena pravdeÏpodobnost jeho pouzÏitõÂ algoritmem A, tyto pravdeÏpodobnosti jsou ( ∀c ∈ [m]^{m+1} ) : p_c ∈ R, formaÂlneÏ splnÏ ujõÂ

p_c = Pr_{B∈RA} [(∀i ∈ [m + 1]) : A(Q, B, |P | + i) = c_i] (3.70)

Je zrÏejmeÂ, zÏe p_c jsou nezaÂporneÂ (protozÏe jsou to pravdeÏpodobnosti). Dohromady daÂvajõÂ uÂ plnyÂ jev, tedy platõÂ ∑ c∈[m]^{m+1} p_c = 1 (3.71)

DaÂle bude jesÏteÏ promeÏnnaÂ ϱ ∈ R, nezaÂpornaÂ, dolnõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru algoritmu A, maÂ-li na vstupu posloupnost Q.

Pro posloupnosti (∀i ∈ [m + 1]) : Q^{|P |+j} budou pravdeÏpodobnosti pro umõÂsteÏnõÂ praÂveÏ prvnõÂch i z novyÂch uÂ loh vyjaÂdrÏeny z deőnice 2.4.3 a deőnice uÂ plneÂho jevu takto

(∀i ∈ [m + 1]) ( ∀d ∈ [m]^i ) : p_d = ∑ c∈d×[m]^{m+1−i} p_c (3.72)

Na zaÂkladeÏ deőnice 2.8.3 vzhledem k prÏedpoklaÂdaneÂmu dolnõÂmu odhadu ϱ kompetitivnõÂho pomeÏru se sestrojõÂ naÂsledujõÂcõÂ nerovnosti

(∀i ∈ [m + 1]) : E makespan_A(Q^{|P |+i}) ≤ ϱ · OPT(Q^{|P |+i}) (3.73)

Podle tvrzenõÂ 2.8.2 a Q ∈ P_S platõÂ

OPT(Q^{|P |+i}) = Q_{|P |+i} (3.74) a podle deőnice 2.5.8 a 2.5.5 pro i ∈ [m + 1] platõÂ

E makespan_A(Q^{|P |+i}) ≥ ∑ d∈[m]^i p_d · max_{j∈[m]} L_j + ∑ k∈[m+1]∧A(Q,B,|P |+k)=j Q_{|P |+k} (3.75) kde symbol L_j ∈ R je dolnõÂ odhad pro hodnoty konőgurace, do ktereÂ se algoritmus A dostane prÏi vstupnõÂ posloupnosti P , bud’ tedy

(∀j ∈ [m])(∀B ∈ R_A) : L_j ≤ Load_{(A,P,B)}(j) (3.76)

jezÏ mohou byÂt zvolenaÂ naprÏ. jako inőmum.

3.3.4 Konstrukce lineaÂrnõÂho programu

ProbleÂm rÏesÏõÂ naÂsledujõÂcõÂ lineaÂrnõÂ program, (minimalizacÏnõÂ) ohodnocujõÂcõÂ funkce je x_ϱ (3.77) VsÏechny promeÏnneÂ jsou nezaÂporneÂ. ( ∀[m]^{m+1} ) : x_{pc} ≥ 0 (3.78) (∀i ∈ [m]) : x_{pomi} ≥ 0 x_ϱ ≥ 0 Rovnice podle vztahu 3.71 ∑ c∈[m]^{m+1} x_{pc} = 1 (3.79)

PoslednõÂ podmõÂnky jsou pro i ∈ [m] tyto ∑ d∈[m]^i ∑ c∈d×[m]^{m+1−i} x_{pc} ·max_{j∈[m]} mag · L^j sum(P ) + ∑ k∈[m+1]∧A(Q,B,|P |+k)=j mag · Q_{|P |+k} sum(P ) + (3.80)

+x_{pomi} − x_ϱ · mag · Q_{|P |+i} = 0 zõÂskaneÂ ze vztahu 3.75 dosazenõÂm za promeÏnneÂ dle vztahu 3.72 (mõÂsto neznaÂmyÂch se pouzÏily odpovõÂdajõÂcõÂ promeÏnneÂ), daÂle je provedena źnormalizaceł takovyÂchto nerovnic podeÏlenõÂm cÏõÂslem sum(P ) > 0 a vynaÂsobenõÂm cÏõÂslem mag (pro m = 3 je mag = 76, zarucÏuje celocÏõÂselnost, obecneÏ muÊ zÏe byÂt volena takto mag = (m^m − (m − 1)^m)(m − 2)(m − 1)^{(m−1)}). PromeÏnneÂ x_{pomi} zajistõÂ prÏevod z nerovnic na rovnice, tedy x_{pomi} dorovnaÂ i-tou nerovnici na rovnost. PromeÏnnaÂ x_ϱ je prÏevedena na levou stranu rovnice.

3.3.5 NezaÂvislost na posloupnosti

Bude-li L_i voleno jako inőmum, tedy

(∀i ∈ [m]) : L_i^{def}= inf_{B∈RA} Load_{(A,P,B)}(i) (3.81)

potom podle deőnice inőma. NavõÂc dosazenõÂm L_i do tvrzenõÂ 3.2.8 se zõÂskaÂ (∀i ∈ [m]) : | | | | L_i sum(P ) − (_m m−1 )_{i−1} ∑ j∈[m] (_m m−1 )_{j−1} | | | | ≤ ε (3.82)

Z tohoto vztahu vyplyÂvaÂ, zÏe koeőcienty u promeÏnnyÂch x_{pc} lineaÂrnõÂho programu a lineaÂrnõÂho programu zõÂskaneÂho z neÏj nahrazenõÂm vsÏech^{Li}sum_{(P )} za (^{mm−1} ) i−1 ∑ j∈[m] ( m m−1 )^{j−1} se budou lisÏit nejvyÂsÏe o ε·mag. Velmi vyÂznamou vyÂhodou teÂto uÂ pravy je zbavenõÂ se zaÂvislosti lineaÂrnõÂho programu na posloupnosti P , naÂhodneÂ posloupnosti B i na vyÂpocÏtu algoritmu A.

3.3.6 KriteÂria redukce pocÏtu promeÏnnyÂch

LineaÂrnõÂ program byl rÏesÏen v uvedeneÂm tvaru. OvsÏem ukaÂzalo se, zÏe vzhledem k jeho velikosti co do pocÏtu promeÏnnyÂch bude v zaÂjmu cÏitelnosti, prÏehlednosti a oveÏrÏitelnosti duÊ kazu, ale i v zaÂjmu źupocÏitatelnostił prÏi prÏõÂpadneÂm zobecneÏnõÂ, vhodneÏjsÏõÂ pokusit se naleÂzt metody, jak pocÏet teÏchto promeÏnnyÂch snõÂzÏit. ZaÂkladnõÂ fakt, o kteryÂ se to opõÂraÂ, je ten, zÏe prÏedpoklad nulovosti neÏkteryÂch promeÏnnyÂch nezvyÂsÏõÂ (neovlivnõÂ) hodnotu optima. TakoveÂ promeÏnneÂ budou nynõÂ hledaÂny.

PoslednõÂ uÂ loha (tedy Q_{−1}) muÊ zÏe byÂt vzÏdy umõÂsteÏna na pocÏõÂtacÏ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ. Provede-li algoritmus umõÂsteÏnõÂ teÂto uÂ lohy podle tohoto pravidla, tak rozvrh nepokazõÂ (tj. neprodlouzÏõÂ). Proto necht’pro prÏedpisy umõÂst’ovaÂnõÂ nesplnÏ ujõÂcõÂ toto pravidlo platõÂ

(∀d ∈ [m]^m × ([m] − {1})) : x_{pd} = 0 (3.83)

UÂ vahu lze zobecnit pro i-tou uÂ lohu Q_{−i}, maÂ smysl uvazÏovat jen umõÂsteÏnõÂ na neÏkteryÂ z prvnõÂch i pocÏõÂtacÏuÊ sezÏazenyÂch podle zaÂteÏzÏe, formaÂlneÏ necht’platõÂ

(∀i ∈ [m]) (∀d ∈ [m]^m × ([m] − [i])) : x_{pd} = 0 (3.84)

PoznaÂmka: UvedeneÂ kriteÂrium umozÏnilo pro m = 3 pocÏõÂtacÏe snõÂzÏit pocÏet promeÏnnyÂch z 81 + 3 + 1 = 84 na 18 + 3 + 1 = 23 (+3 jsou pomocneÂ promeÏnneÂ x_{pomi} a +1 je promeÏnnaÂ x_ϱ).

DruheÂ kriteÂrium vyuzÏõÂvaÂ speciaÂlnõÂ vlastnosti teÂto posloupnosti, kterou je rovnost Q_{−m−1} = Q_{−m} nadkritickeÂ a dalsÏõÂ kritickeÂ uÂ lohy. Na m = 3 pocÏõÂtacÏõÂch je 6 mozÏnostõÂ (kombinacõÂ) jejich rozmõÂsteÏnõÂ, mõÂsto normaÂlnõÂch 9. Lze prÏedpoklaÂdat, zÏe zaÂteÏzÏ pocÏõÂtacÏe s prvnõÂ z nich je nizÏsÏõÂ nezÏ s druhou z nich. Pokud by tomu tak nebylo, tak lze porÏadõÂ jejich umõÂsteÏnõÂ prÏehodit, deÂlka rozvrhu se leda muÊ zÏe zkraÂtit. DalsÏõÂ vyÂpocÏet algoritmu A tõÂm nenõÂ ovlivneÏn.

PoznaÂmka: Pro m = 3 se tõÂmto kriteÂriem daÂle snõÂzÏõÂ pocÏet promeÏnnyÂch na 12 + 3 + 1 = 16.

LineaÂrnõÂ program zjednodusÏenyÂ podle teÏchto kriteÂriõÂ nazveme źredukovanyÂ.ł Aplikace teÏchto kriteÂriõÂch je zakomponovaÂna v pocÏõÂtacÏoveÂm programu sestavujõÂcõÂm lineaÂrnõÂ program, jeho zdrojovyÂ koÂ d bude pozdeÏji uveden. Byly nalezeny i dalsÏõÂ metody snõÂzÏenõÂ pocÏtu promeÏnnyÂch, budou zmõÂneÏny pozdeÏji.

3.3.7 GenerovaÂnõÂ redukovaneÂho lineaÂrnõÂho programu

NynõÂ bude rÏesÏen tento źredukovanyÂł lineaÂrnõÂ program z neÏhozÏ bude naÂsledneÏ odvozeno rÏesÏenõÂ puÊ vodnõÂho lineaÂrnõÂho programu. Pro nalezenõÂ jeho optimaÂlnõÂho rÏesÏenõÂ byla pouzÏita simplexovaÂ metoda.

Vzhledem k tomu, zÏe zÏaÂdnyÂ program neposkytoval rÏesÏenõÂ s absolutnõÂ prÏesnostõÂ (v racionaÂlnõÂch cÏõÂslech) nebo tuto soustavu nebyl schopen vyrÏesÏit, bylo nutneÂ napsat vlastnõÂ pocÏõÂtacÏovyÂ program. DuaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ bylo s pomocõÂ takto zõÂskanyÂch vyÂsledkuÊ dopocÏõÂtaÂno s pouzÏitõÂm programu Maple. BudizÏ prÏipomenuto, zÏe podle tvrzenõÂ 2.9.1 nenõÂ trÏeba oveÏrÏovat korektnost zÏaÂdneÂho z teÏchto programuÊ .

Pro eliminovaÂnõÂ numerickyÂch chyb prÏi rucÏnõÂch vyÂpocÏtech, vysÏsÏõÂ ŕexibilitu prÏi zkoumaÂnõÂ vlastnostõÂ ruÊ znyÂch variant vstupnõÂch posloupnostõÂ a pro leckoho i meÂneÏ pracneÂ oveÏrÏovaÂnõÂ spraÂvnosti koeőcientuÊ lineaÂrnõÂho programu byl sestaven pocÏõÂtacÏovyÂ program v jazyku C, kteryÂ lineaÂrnõÂ program generuje. ZdrojovyÂ koÂ d programu je zde prÏilozÏen, takeÂ je uveden v prÏõÂloze.

/* Diplomova prace, 2001, Tomas Tichy
 * ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
 * overeni/odhad-m3/glp.c
 *
 * Program je soucasti Zakladniho dukazu neexistence
 * 27/19-kompetitivniho pravdepodobnostniho on-line
 * algoritmu pro m=3 pocitace.

 *
 * Vygeneruje linearni program definovany v tomto
 * dukazu. Tj. umistuje posloupnost uloh 76, 76, 114,
 * 171 na limitni deterministickou konfiguraci 16, 24,
 * 36 a zdola odhaduje pravdepodobnostni kompetitivni
 * pomer.
 */

#include <stdio.h>

#define M 3 /* pocet pocitacu */
#define P 4 /* delka vstupni posloupnosti */

int z[M] = { 16, 24, 36 }; /* pocatecni konfigurace */
int p[P] = { 76, 76, 114, 171 }; /* vstupni posloupnost */

int c[P]; /* aktualni konfigurace */
int um[P]; /* umisteni uloh (cisla pocitacu) */

int generuj_vse(int h, int w, int koef, int *loady,
                int *jmena)
/* Umistuje (zbyle) ulohy žp[h], ..., p[P-1]ž
 * Vysledna konfigurace ma v linearnim programu
 * prirazen koeficient žkoefž, nebot ukolem teto
 * funkce je roznasobeni sumy, viz. definice LP.
 * žloady[]ž jsou zateze pocitacu, jejich nazvy jsou
 * dany polem žjmena[]ž
 * žw == 0ž nevypisuje nic, žw < 0ž vypisuje
 * koeficienty LP, žw > 0ž vypisuje nazvy promennych
 * Navratova hodnota: pocet vygenerovanych promennych
 * (=konfiguraci)
 */
{
  int i, j, sum=0;
  /* Zateze se seradi podle velikosti na zacatku, nebo
   * byla-li predchazejici uloha ruzna od aktualni. M
   * je konstanta, tak nema smysl pouzivat lepsi
   * tridici algoritmus.
   */
  if (h==0 || p[h]!=p[h-1])

  {
    for (i=0; i<M-1; i++)
     for (j=0; j<M-1; j++)
      if (loady[j] > loady[j+1])
      {
        int s;
        s=loady[j]; loady[j]=loady[j+1]; loady[j+1]=s;
s=jmena[j]; jmena[j]=jmena[j+1]; jmena[j+1]=s;
      }
  }

  if (h<P)
  {
    /* Zbyva-li jeste nejaka neumistena uloha, pak ji
     * zkusi umistit.
     * Nasledujici tri radky obsahuji tzv. kriteria
     * redukce poctu promennych
     */
    int max = M;
    if (max > P-h) max=P-h;
    if (h>0 && p[h]==p[h-1] && max>c[h-1]+1)
       max=c[h-1]+1;

    for (i=0; i<max; i++)
    {
      /* uloha p[h] bude umistena na i-ty minimalni
       * pocitac, zateze a jmena pocitacu museji byt
       * pro rekurzivni duplikovany.
       */
      int loady_nove[M], jmena_nove[M];
      for (j=0; j<M; j++) { loady_nove[j]=loady[j];
                            jmena_nove[j]=jmena[j]; }
      /* umisteni ulohy p[h]: */
       /* h-ta uloha je umistena na i-ty minimalni */
      c[h]=i;
       /* jak puvodne se tento pocitac jmenoval */
      um[h]=jmena[i];
       /* zvyseni zateze prislusneho pocitace */
      loady_nove[i]+=p[h];
      /* rekurzivni dovygenerovani, pricti pocet
       * vygenerovanych koeficientu

       */
      sum+=generuj_vse(h+1, w, koef, loady_nove,
                       jmena_nove);
    }
    return sum;
  } else
  {
    /* vypsani koeficientu nebo nazvu promenne */
    if (w>0) printf(ž%d ž, koef); else
    if (w<0)
    {
    printf(žp_ž);
    for (j=0; j<P; j++) printf(ž%dž, um[j]);
    printf(ž ž);
    }
    return 1; /* toto je jedna promenna */
  }
}

void generuj_mks(int h, int d, int *loady, int *jmena)
/* Umistuje (zbyle) ulohy žp[h], ..., p[d-1]ž
 * tj. do predem dane hloubky d, tj. podle toho, ktera
 * rovnice LP to ma byt. V hloubce d je prirazen
 * koeficient odpovidajici delce rozvrhu v ziskane
 * konfiguraci. Funkce generuj_vse() vygeneruje sumu
 * promennych, z nichz se tato pseudopromenna sklada,
 * viz. odvozeni LP, je jim prirazen zmineny
 * koeficient.
 * žloady[]ž jsou zateze pocitacu, jejich nazvy jsou
 * dany polem žjmena[]ž
 */
{
  int i, j;
  /* Zateze se seradi podle velikosti na zacatku, nebo
   * byla-li predchazejici uloha ruzna od aktualni. M
   * je konstanta, tak nema smysl pouzivat lepsi
   * tridici algoritmus.
   */
  if (h==0 || p[h]!=p[h-1])
  {
    for (i=0; i<M-1; i++)

     for (j=0; j<M-1; j++)
      if (loady[j] > loady[j+1])
      {
        int s;
        s=loady[j]; loady[j]=loady[j+1]; loady[j+1]=s;
s=jmena[j]; jmena[j]=jmena[j+1]; jmena[j+1]=s;
      }
  }

  if (h<d)
  {
    /* Zbyva-li jeste nejaka neumistena uloha, pak ji
     * zkusi umistit.
     * Nasledujici tri radky obsahuji tzv. kriteria
     * redukce poctu promennych
     */
    int max = M;
    if (max > P-h) max=P-h;
    if (h>0 && p[h]==p[h-1] && max>c[h-1]+1)
       max=c[h-1]+1;

    for (i=0; i<max; i++)
    {
      /* uloha p[h] bude umistena na i-ty minimalni
       * pocitac, zateze a jmena pocitacu museji byt
       * pro rekurzivni duplikovany.
       */
      int loady_nove[M], jmena_nove[M];
      for (j=0; j<M; j++) { loady_nove[j]=loady[j];
                          jmena_nove[j]=jmena[j]; }
      /* umisteni ulohy p[h]: */
       /* h-ta uloha je umistena na i-ty minimalni */
      c[h]=i;
       /* jak puvodne se tento pocitac jmenoval */
      um[h]=jmena[i];
       /* zvyseni zateze prislusneho pocitace */
      loady_nove[i]+=p[h];
      /* rekurzivni dovygenerovani */
      generuj_mks(h+1, d, loady_nove, jmena_nove);
    }
  } else

  {
      /* vybere maximum zatezi, tj. delka rozvrhu po
       * umisteni uloh p[0],..,p[d-1], to je koeficient
       * linearniho programu, takze je u vsech
       * promennych s timto umisteni techto uloh
       */
      int max = loady[0];
      for (i=0; i<M; i++)
      if (max<loady[i]) max=loady[i];
      generuj_vse(h, 1, max, loady, jmena);
  }
}

int main()
/* hlavni funkce
 */
{
  int i, d, poc;
  int jmena[M] = { 1, 2, 3 };

  /* spocte pocet promennych linearniho programu,
   * promenne odpovidajici umistovani uloh jsou
   * generovane, P-1 je pomocnych pro prevedeni
   * na rovnice a 1 je pro odhad kompetitivniho pomeru
   * (rho).
   */
  poc=generuj_vse(0, 0, 1, z, jmena)+P-1+1;

  /* vystupem je popis linearniho programu,
   * vypise: <pocet rovnic> <pocet promennych>
   * jedna rovnice je trivialni a P-1 je generovanych,
   * celkem P
   */
  printf(ž%d %d\n\nž, 1+P-1, poc);

  /* vypise ucelovou funkci, pro odhad kompetitivniho
   * pomeru (promenna rho) je jedna, jinak nula
   */
  for (i=0; i<poc-1; i++) printf(ž0 ž);
  printf(ž1\n\nž);

  /* vypise trivialni rovnici, dle definice uplneho
   * jevu, viz. definice LP, vsechny promenne
   * odpovidajici umistovani uloh maji koeficient 1,
   * ostatni maji 0, suma celkem ma byt 1.
   */
  generuj_vse(0, 1, 1, z, jmena);
  for (i=0; i<P-1; i++) printf(ž0 ž);
  printf(ž0 1\nž);

  /* vypise zbyvajici rovnice */
  for (d=1; d<P; d++)
  {
    /* napred koeficienty promennych odpovidajicich
     * umistovani uloh, generovane pro hloubku d, viz.
     * definice LP
     */
    generuj_mks(0, d+1, z, jmena);
    /* koeficienty pomocnych promennych pro doplneni
     * nerovnice na rovnici
     */
    for (i=0; i<P-1; i++)
       printf(ž%d ž, (i==d-1) ? 1 : 0);
    /* promenna odhadu kompetitivniho pomeru (rho),
     * delka optimalniho rozvrhu ma byt rovna velikosti
     * posledni ulohy (pro slabe kriticke posl.)
     * a prava strana je 0
     */
    printf(ž%d 0\nž, -p[d]);
  }
  printf(ž\nž);
  /* vypise nazvy pouzitych promennych */
  generuj_vse(0, -1, 1, z, jmena);
  for (i=0; i<P-1; i++) printf(žpom_%d ž, i+1);
  printf(žrho\nž);

  return 0;
}

3.3.8 RÏ esÏenõÂ simplexovyÂm algoritmem

VyÂstupem programu jsou p pocÏet rovnic, n pocÏet promeÏnnyÂch, dalsÏõÂch n cÏõÂsel je uÂ cÏelovaÂ funkce lineaÂrnõÂho programu. UÂ cÏelovaÂ funkce je 1 praÂveÏ pro promeÏnnou x_ϱ, jejõÂzÏ hodnota se minimalizuje. NaÂsleduje p rovnic ve tvaru n koeőcientuÊ pro jednotliveÂ promeÏnneÂ naÂsledovaneÂ cÏõÂslem, jezÏ je prÏõÂslusÏnou pravou stranou. NaprÏed jsou uvedeny koeőcienty pro promeÏnneÂ x_{pc} , naÂsledujõÂ pomocneÂ promeÏnneÂ x_{pomi} a poslednõÂ promeÏnnaÂ je x_ϱ. PromeÏnneÂ budou v tomto porÏadõÂ koÂ dovaÂny ve vektoru x ∈ R^n. Koeőcienty jsou v matici p × n : A ∈ R^{n·p}, pravaÂ strana ve vektoru b ∈ R^p a uÂ cÏelovaÂ funkce ve vektoru c ∈ R^n. Jejich hodnoty jsou tyto:

A = p_{1123} p_{1132} p_{2131} p_{2113} p_{2213} p_{2231} p_{3121} p_{3112} p_{3212} p_{3221} p_{3312} p_{3321} pom_1 pom_2 pom_3 ϱ

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 168 168 100 100 176 176 112 112 112 112 188 188 1 0 0 −76 168 168 150 206 176 176 138 206 130 214 188 188 0 1 0 −114 207 195 263 207 207 187 263 206 271 214 195 188 0 0 1 −171 (3.85)

b = [1, 0, 0, 0] (3.86)

c = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1] (3.87)

3.3.9 DalsÏõÂ redukce pocÏtu promeÏnnyÂch

V souvislosti s źjednoduchouł strukturou teÂto matice A bylo nalezeno dalsÏõÂ univerzaÂlnõÂ kriteÂrium, umozÏnujõÂcõÂ odstranit neÏktereÂ dalsÏõÂ promeÏnneÂ. RÏ esÏitelnost ani hodnotu optima neovlivnõÂ odstraneÏnõÂ promeÏnneÂ p_c (=sloupecÏku matice), jejõÂzÏ sloupecÏek majorizuje sloupecÏek jineÂ promeÏnneÂ p_d. źMajorizujõÂcõÂ ł promeÏnnaÂ p_c muÊ zÏe byÂt őxovaÂna na 0, źmajorizovanaÂł promeÏnnaÂ p_d muÊ zÏe byÂt zvyÂsÏena o puÊ vodnõÂ hodnotu źmajorizujõÂcõÂ ł promeÏnneÂ p_c, prvnõÂ rovnice zuÊ stane splneÏna, u ostatnõÂch stacÏõÂ odpovõÂdajõÂcõÂm zpuÊ sobem zvyÂsÏit pomocneÂ promeÏnneÂ pom_i, aby zuÊ staly rovnicemi.

PoznaÂmka: Uvedenou uÂvahu lze daÂle zobecnit a odstranit promeÏnneÂ, jejichzÏ sloupecÏky majorizujõÂ neÏjakou konvexnõÂ kombinaci zbylyÂch sloupecÏkuÊ odpovõÂdajõÂcõÂch promeÏnnyÂm p_c. Z praktickeÂho hlediska to nenõÂ efektivnõÂ, nebot’ hledaÂnõÂ takovyÂch promeÏnnyÂch je vyÂpocÏetneÏ naÂrocÏneÂ tak jako rÏesÏenõÂ tohoto lineaÂrnõÂho programu.

Pro tuto konkreÂtnõÂ matici lze podle tohoto pravidla őxovat na 0 naÂsledujõÂcõÂ promeÏnneÂ p_{1123}, p_{2213}, p_{3221}, p_{3312} a p_{3321} (ve stejneÂm porÏadõÂ majorizujõÂ promeÏnneÂ p_{1132}, p_{2231}, p_{3112}, p_{2231} a p_{2231}). Bude proto uvaÂzÏen tento zjednodusÏenyÂ lineaÂrnõÂ program

VyrÏesÏenõÂ lineaÂrnõÂho programu

A = p_{1132}

p_{2131}

p_{2113}

p_{2231}

p_{3121}

p_{3112}

p_{3212} pom_1 pom_2 pom_3 ϱ

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

168 100 100 176 112 112 112 1 0 0 −76

168 150 206 176 138 206 130 0 1 0 −114

195 263 207 187 263 206 271 0 0 1 −171

(3.88)

c = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1] (3.89)

b = [1, 0, 0, 0] (3.90)

Poznamenejme, zÏe tento lineaÂrnõÂ program byl rÏesÏen a jeho optimum maÂ hodnotu^{12969}_{9125} . NaÂsleduje vektor primaÂrnõÂch promeÏnnyÂch x ∈ R^n a vektor duaÂlnõÂch promeÏnnyÂch y ∈ R^p, cozÏ jsou odpovõÂdajõÂcõÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ. DaÂle naÂsleduje oveÏrÏenõÂ prÏõÂpustnosti duaÂlnõÂho rÏesÏenõÂ.

x = [ 38 9125 , 0, 3207 9125 , 0, 1176 1825 , 0, 0, 0, 0, 0, 12969 9125

] (3.91)

y = [

12969 9125 , − 368 173375 , − 26 9125 , − 521 173375

] (3.92)

A^⊤y = [0, − 1512 173375 , 0, − 2728 173375 , 0, − 41 1825 , − 216 173375 , − 368 173375 , − 26 9125 , − 521 173375

, 1] (3.93)

BudizÏ pro korektnost poznamenaÂno, zÏe vsÏechny vektory zde uvedeneÂ jsou chaÂpaÂny jako sloupce a takto jsou zde uvedeny jen pro uÂ sporu mõÂsta.

PrÏõÂpustnost primaÂrnõÂho rÏesÏenõÂ x se oveÏrÏõÂ vynaÂsobenõÂm. PrÏõÂpustnost duaÂlnõÂho rÏesÏenõÂ se snadno oveÏrÏõÂ porovnaÂnõÂm vyÂsledku A^⊤y s vektorem c, nebot’tento maÂ vsÏechny slozÏky azÏ na jednu ≤ 0, odpovõÂdajõÂcõÂ slozÏka v c je 0, jedinaÂ vyÂjimka je poslednõÂ slozÏka, kdy v tomto i vektoru c je 1, tedy y je prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ.

DaÂle lze snadno spocÏõÂtat hodnoty jim odpovõÂdajõÂcõÂch uÂ cÏelovyÂch funkcõÂ c^⊤ · x = 12969 9125

(3.94)

b^⊤ · y = 12969 9125

(3.95) Hodnoty uÂ cÏelovyÂch funkcõÂ primaÂrnõÂ a duaÂlnõÂ uÂ lohy se rovnajõÂ. Podle tvrzenõÂ 2.9.1 je hledaneÂ optimum pro rÏesÏenyÂ lineaÂrnõÂ program^{12969}_{9125} .

3.3.10 NaÂvrat k puÊ vodnõÂmu zadaÂnõÂ

Na zaÂkladeÏ tohoto rÏesÏenõÂ bude odvozeno prÏõÂpusneÂ źteÂmeÏrÏ optimaÂlnõÂł rÏesÏenõÂ pro duaÂlnõÂ program puÊ vodnõÂho zadanõÂ prÏed zaokrouhlenõÂm podle 3.76. Necht’ ỹ^{def}= y − [m · ε · w, 0, 0, 0] (3.96) Konstanta w je volena jako w^{def}= mag · ( 1 + (m − 1) · ((_m m−1 )_m − 1 )) , cozÏ je soucÏet uÂ loh posloupnosti po normalizaci, tedy maximaÂlnõÂ mozÏnyÂ koeőcient v maticõÂch A a Ã.

Je nutneÂ oveÏrÏit prÏõÂpustnost ỹ, tedy zda platõÂ A^⊤ỹ ≤ c. Matice A a puÊ vodnõÂ Ã se lisÏõÂ jen v koeőcientech odpovõÂdajõÂcõÂch promeÏnnyÂm x_{pc} a to nejvyÂsÏe o ε · w. PromeÏnneÂ x_{pc} odpovõÂdajõÂ praÂveÏ sloupecÏkuÊ m matice, ktereÂ majõÂ v prvnõÂm rÏaÂdku hodnotu 1, ostatnõÂ sloupecÏky majõÂ 0.

VyÂsledek soucÏinu Ã^⊤y oproti A^⊤y je ve vsÏech slozÏkaÂch veÏtsÏõÂ nejvyÂsÏe o m · ε · w. Tento rozdõÂl je kompenzovaÂn volbou ỹ, to je tedy prÏõÂpustneÂ duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ puÊ vodnõÂho zadaÂnõÂ.

Hodnota uÂ cÏeloveÂ funkce pro toto duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ je^{12969}_{9125} − 1311 · ε, nebot’ 1311 = m · w pro m = 3.

PodobneÏ lze sestrojit i prÏõÂpustneÂ źteÂmeÏrÏ optimaÂlnõÂ ł rÏesÏenõÂ pro primaÂrnõÂ uÂ lohu puÊ vodnõÂho zadaÂnõÂ. OvsÏem pro pouzÏitõÂ tvrzenõÂ 2.9.2 stacÏõÂ duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ, ktereÂ bylo spocÏõÂtaÂno, viz. formule 3.96 a omezenost primaÂrnõÂho rÏesÏenõÂ. UÂ cÏelovaÂ funkce c maÂ jedinou nenulovou slozÏku, z jejõÂ nezaÂpornosti plyne omezenõÂ primaÂrnõÂ uÂ lohy nulou. TudõÂzÏ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ tohoto lineaÂrnõÂho programu je alesponÏ^{12969}_{9125} − 1311 · ε.

TõÂmto bylo ukaÂzaÂno, zÏe kompetitivnõÂ pomeÏr algoritmu A je alesponÏ

12969 9125 − 1311 · ε. SoucÏasneÏ se vsÏak prÏedpoklaÂdaÂ, zÏe kompetitivnõÂ pomeÏr je

nejvyÂsÏe σ_m =^{27}_{19} . MeÏlo by tedy byÂt^{12969}_{9125} − 1311 · ε ≤^{27}_{19} . ZrÏejmeÏ^{12969}_{9125} >^{27}_{19} , tudõÂzÏ pro spor stacÏõÂ zvolit ε dostatecÏneÏ maleÂ. At’ je ε <^{129699125 − 2719}_{1311} , cÏõÂmzÏ je nalezen spor.

3.4 SilneÏjsÏõÂ verze duÊ kazu

Verze duÊ kazu tvrzenõÂ 3.1.1 uvedenaÂ v prÏedchozõÂ kapitole je sice pro m = 3 pocÏõÂtacÏe dostacÏujõÂcõÂ, avsÏak podarÏilo se naleÂzt zesõÂlenõÂ duÊ kazu, ktereÂ vsÏak znamenaÂ zkomplikovaÂnõÂ duÊ kazu. Je uvedeno proto, zÏe by mohlo pomoci naleÂzt duÊ kaz pro vysÏsÏõÂ pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ .

ZaÂkladnõÂ idea duÊ kazu zuÊ staÂvaÂ stejnaÂ, zmeÏnõÂ se vsÏak soustava omezujõÂcõÂch podmõÂnek (rovnic a nerovnic). OpeÏt bude zdola omezovaÂna hodnota kompetitivnõÂho pomeÏru a hledaÂna minimaÂlnõÂ hodnota vyhovujõÂcõÂ teÏmto pozÏadavkuÊ m.

3.4.1 ObecneÏjsÏõÂ posloupnost

PrÏi prÏõÂlezÏitosti posilovaÂnõÂ duÊ kazu byla zvolena i obecneÏjsÏõÂ posloupnost. SpeciaÂlnõÂ kritickaÂ posloupnost zvolenaÂ v tomto duÊ kazu pro konstrukci lineaÂrnõÂho programu maÂ na sveÂm konci t ∈ N nadkritickyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂch m kritickyÂmi uÂ lohami.

PoznaÂmka: NadkritickyÂmi uÂlohami jsou zde mõÂneÏny maximaÂlnõÂ takoveÂ.

Necht’ takovaÂ posloupnost je oznacÏena symbolem Q. Necht’ posloupnost P je podposloupnost Q bez poslednõÂch t + m uÂ loh, tedy P = Q^{−t−m−1}.

3.4.2 NoveÂ pomocneÂ deőnice a tvrzenõÂ

Deőnice 3.4.1 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, q ∈ [t + m], c ∈ [m]^q rÏekneme, zÏe algoritmus A umõÂst’uje P podle prÏedpisu c, pokud platõÂ (∀j ∈ [q])(∀B ∈ R) : A(P, B, −t − m + i − 1) = [c]^q_i (3.97) PrvnõÂch q z t+m poslednõÂch uÂ loh umõÂstõÂ algoritmus A na pocÏõÂtacÏe podle prÏedpisu c (nezaÂvisle na naÂhodneÂ posloupnosti B).

Deőnice 3.4.2 Pro m ∈ N , m > 1, t ∈ N , algoritmus A, P ∈ P, |P | ≥ t + m q ∈ [t + m], c ∈ [m]^q, B ∈ R deőnujme symbol ccfg_{(A,B)}(P, c) pro i ∈ [q] prÏedpisem [ ccfg_{(A,B)}(P, c) ]_m i def= cfg_A(P^{−t−m−1}, B) + ∑ (j∈[q])∧([c]^q_j =i) P_{−t−m+j−1} (3.98)

Tento symbol oznacÏuje konőguraci zõÂskanou umõÂsteÏnõÂm uÂ loh posloupnosti P^{−t−m−1} rozhodovaÂnõÂm algoritmu A prÏi naÂhodneÂ posloupnosti B a prvnõÂch q uÂ loh z t + m poslednõÂch uÂ loh posloupnosti P podle prÏedpisu c. PoznaÂmka: Snadno lze oveÏrÏit konzistentnost teÂto deőnice s deőnicemi 2.4.3 a 2.4.4.

TvrzenõÂ 3.4.3 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P, |P | ≥ t + m, q ∈ [t + m], c ∈ [m]^q, algoritmus A umõÂst’ujõÂcõÂ uÂlohy P podle prÏedpisu c platõÂ

(∀B ∈ R) : cfg_A(P, B) = ccfg_{(A,B)}(P, c) (3.99)

a takeÂ

(∀i ∈ [m])(∀B ∈ R) : ordccfg_{(A,B)(P,c)}(i) = Load_{(A,P,B)}(i) (3.100)

VyjadrÏuje zõÂskanou konőguraci v zaÂvislosti na pouzÏiteÂm prÏedpisu c. DruhaÂ formule navõÂc vyjadrÏuje vztah k zaÂteÏzÏi pocÏõÂtacÏuÊ .

DuÊ kaz. SnadnyÂ z deőnic 3.4.2, 3.4.1, 2.4.4 a 2.4.3.

Formule 3.100 je podle deőnice 2.5.3 duÊ sledkem formule 3.99. □

3.4.3 SnõÂzÏenõÂ pocÏtu promeÏnnyÂch

NaprÏed se dokaÂzÏe pomocneÂ tvrzenõÂ, ktereÂ je vlastneÏ kriteÂriem pro vyÂznamneÂ snõÂzÏenõÂ pocÏtu promeÏnnyÂch v lineaÂrnõÂm programu.

TvrzenõÂ 3.4.4 Pro m ∈ N , m > 1, σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A, B ∈ R_A, Q ∈ P_K , i ∈ [m], P ∈ P, P = Q^{−i} platõÂ

makespan_A(P, B) = Load_{(A,Q,B)}(−i) (3.101)

ZaÂteÏzÏ i-teÂho maximaÂlnõÂho pocÏõÂtacÏe je rovna deÂlce rozvrhu po umõÂsteÏnõÂ od konce i-teÂ (kritickeÂ) uÂ lohy.

PoznaÂmka: Motivace tvrzenõÂ je v tom, zÏe veÏtsÏinou (azÏ na neÏjakeÂ singularity prÏi rovnostech zaÂteÏzÏõÂ) kazÏdaÂ z teÏchto kritickyÂch uÂloh je umõÂsteÏna na jinyÂ pocÏõÂtacÏ.

DuÊ kaz. Podle tvrzenõÂ 2.8.7 pro B ∈ R_A platõÂ

makespan_A(P, B) ≥ Load_{(A,Q,B)}(−i) (3.102)

UvedenaÂ nerovnost musõÂ platit i v pruÊ meÏru prÏes R_A cÏi R. Je-li pro neÏjakeÂ B ∈ R_A nerovnost ostraÂ, potom (jak jizÏ bylo drÏõÂve ukaÂzaÂno, naprÏ. v duÊ kazu tvrzenõÂ 3.2.5) bude ostraÂ nerovnost zachovaÂna i v pruÊ meÏru.

Pro spor budizÏ prÏedpoklaÂdaÂno, zÏe platõÂ

E makespan_A(P ) > E load_{(A,Q)}(−i) (3.103)

ObeÏ tyto strany budou odhadovaÂny pomocõÂ neostryÂch nerovnostõÂ. DospeÏje se k omezenõÂ stejnyÂm cÏõÂslem, cozÏ bude spor s ostrou nerovnostõÂ.

PrvnõÂ odhad podle prÏedpoklaÂdaneÂho kompetitivnõÂho pomeÏru algoritmu A, dosazeno podle tvrzenõÂ 2.8.2, dosazeno z deőnice P a deőnice 2.7.6.

E makespan_A(P ) ≤ σ_m · OPT(P ) = σ_m · P_{−1} = σ_m · Q_{−i} = (3.104)

DalsÏõÂ uÂ pravou je jizÏ jen dosazenõÂ podle tvrzenõÂ 2.7.10.

= σ_m · ( m m − 1 )_{m−i} sum(Q^{−m−1}) m − 1 (3.105)

PodobneÏ se odhadne podle tvrzenõÂ 3.2.2 takto

E load_{(A,Q)}(−i) = σ_m · ( m m − 1 )_{m−i} sum(Q^{−m−1}) m − 1 (3.106)

OvsÏem hornõÂ odhad je roven dolnõÂmu (viz. formule 3.105 a 3.106), cozÏ si vynucuje rovnost mõÂsto ostreÂ nerovnosti ve vztahu 3.103, to je spor. Podle uvedeneÂho platõÂ

E makespan_A(P ) = E load_{(A,Q)}(−i) (3.107) a navõÂc podle nerovnosti 3.102, rovnosti 3.107 a deőnice 2.4.5 takeÂ platõÂ

makespan_A(P, B) = Load_{(A,Q,B)}(−i) (3.108)

cozÏ bylo cõÂlem duÊ kazu. □ KazÏdaÂ promeÏnnaÂ prÏõÂslusÏõÂ neÏjakeÂmu prÏedpisu rozmõÂsteÏnõÂ uÂ loh, ovsÏem podle praÂveÏ uvedeneÂho tvrzenõÂ jsou tyto mozÏnosti umõÂst’ovaÂnõÂ σ_mkompetitivnõÂm algoritmem A znacÏneÏ omezeneÂ. RÏ ada prÏedpisuÊ umõÂsteÏnõÂ je neprÏõÂpustnaÂ, tudõÂzÏ pravdeÏpodobnost, zÏe je algoritmus pouzÏije je nulovaÂ. Jim odpovõÂdajõÂcõÂ promeÏnneÂ mohou byÂt z lineaÂrnõÂho programu vyloucÏeny. TvrzenõÂ umozÏnõÂ velmi vyÂznamnou redukci pocÏtu promeÏnnyÂch v lineaÂrnõÂm programu, kteryÂ bude sestaven.

Toto kriteÂrium nenõÂ mozÏno pouzÏõÂt spolu s źsoőstikovanyÂmił kriteÂrii uvedenyÂmi v prÏedchozõÂ kapitole, nebot’se navzaÂjem vylucÏujõÂ. PoznaÂmka: JedineÂ kriteÂrium z prÏedchozõÂ kapitoly nezaÂvisleÂ na chovaÂnõÂ algoritmu, ale jen na lineaÂrnõÂm programu je tzv. źmajorizovaÂnõÂ sloupcuÊ .ł Ani toto kriteÂrium nenõÂ pouzÏitelneÂ, protozÏe v soustaveÏ se budou vyskytovat rovnice. Touto redukcõÂ by se z rovnic staly nerovnice, cozÏ by vyzÏadovalo prÏidaÂnõÂ m novyÂch pomocnyÂch promeÏnnyÂch.

Deőnice 3.4.5 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P_K , c ∈ [m]^{t+m} deőnujme predikaÂt Sr_A(P, c) formulõÂ (∀j ∈ [m]) ( ∀e ∈ [m]^j, c ∈ e × [m]^{t+m−j} ) (∀B ∈ R) : (3.109) max ( ccfg_{(A,B)}(P, e) ) = ordccfg_{(A,B)(P,c)}(j)

Tento predikaÂt rozpoznaÂvaÂ, zda prÏedpis c rozmõÂsteÏnõÂ uÂ loh posloupnosti P je vyhovujõÂcõÂ tvrzenõÂ 3.4.4. Korektnost deőnice lze oveÏrÏit z deőnice 3.4.2.

3.4.4 LimitnõÂ prÏechod

ProveÂst preciznõÂ matematickyÂ vyÂpocÏet s odhady pomocõÂ maleÂho ε je mozÏneÂ, avsÏak technicky komplikovaneÏjsÏõÂ. TakovyÂto vyÂpocÏet lze realizovat obdobneÏ, jako tomu je v kapitole 3.3.

PoznaÂmka: Hodnota ε klesaÂ vzhledem k deÂlce uÂseku kritickyÂch uÂloh prÏed poslednõÂmi t+m uÂlohami v posloupnosti. TakovaÂ libovolneÏ dostatecÏneÏ dlouhaÂ posloupnost P existuje podle tvrzenõÂ 2.7.12, tedy existuje i P rozsÏõÂrÏenaÂ o t nadkritickyÂch a m kritickyÂch uÂloh.

Vzhledem ke zmõÂneÏnyÂm komplikacõÂm se ukaÂzalo vyÂhodneÏjsÏõÂ pouzÏõÂt v uÂ vaze limitnõÂ prÏechod. Je tedy mozÏneÂ dokazovat odhad pro nekonecÏnou posloupnost, k nõÂzÏ je mozÏneÂ se dostat limitou z konecÏnyÂch posloupnostõÂ.

Budou odvozeny vztahy, ktereÂ musõÂ byÂt splneÏny pro kazÏdou posloupnost a σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus. TudõÂzÏ musõÂ byÂt splneÏny i v jejich limitnõÂ verzi.

KvuÊ li korektnosti je trÏeba proveÂst normalizaci posloupnostõÂ, aby bylo mozÏneÂ źrozumneÏł manipulovat s dlouhyÂmi a nekonecÏnyÂmi posloupnostmi. Normalizace bude daÂna pozÏadavkem, aby celkovyÂ soucÏet uÂ loh v P byl roven 1.

3.4.5 NoveÏ pozÏadovaneÂ rovnosti

Podle tvrzenõÂ 3.2.1 pro σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus A na kritickeÂ posloupnosti je znaÂma pruÊ meÏrnaÂ zaÂteÏzÏ na i-teÂm minimaÂlnõÂm pocÏõÂtacÏi po rozvrhnutõÂ vsÏech uÂ loh posloupnosti. Podle tvrzenõÂ 3.2.2 je mozÏneÂ hodnoty teÏchto zaÂteÏzÏõÂ spocÏõÂtat. Pro kazÏdou zaÂteÏzÏ se takto sestavõÂ jedna rovnice, celkem se sestavõÂ m rovnic.

NaprÏed oznacÏme pravdeÏpodobnosti p_c analogicky jako v prvnõÂ varianteÏ duÊ kazu bylo oznacÏeno vztahem 3.70, nynõÂ pro q ∈ [t + m] a c ∈ [m]^q jsou p_c vyjaÂdrÏena takto:

p_c = Pr_{B∈RA} [(∀i ∈ [q]) : A(Q, B, |P | + i) = c_i] (3.110) cozÏ jsou pravdeÏpodobnosti, zÏe algoritmus A pouzÏije pro umõÂsteÏnõÂ uÂ loh prÏedpis c.

SkutecÏnaÂ zaÂteÏzÏ se po normalizaci lisÏõÂ nejvyÂsÏe o ε > 0, ktereÂ lze libovolneÏ daÂle zmensÏovat. Jako v kapitole 3.3 jej lze zvolit podle tvrzenõÂ 3.2.2, hodnoty normalizovanyÂch zaÂteÏzÏõÂ se potom podle tvrzenõÂ 3.2.9 lisÏõÂ nejvyÂsÏe o ε. Proto pro j ∈ [m] a B ∈ R proto platõÂ naÂsledujõÂcõÂ vztahy ∑ c∈[m]^{t+j} ∧Sr_A(Q,c) p_c· ordccfg_{(A,B)(Q,c)}(i) sum(P ) ∈ ⟨ E load_{(A,Q)}(i) sum(P ) − ε, E load_{(A,Q)}(i) sum(P ) + ε ⟩

(3.111) V limiteÏ nastaÂvaÂ rovnost, tedy pro limitnõÂ posloupnost Q platõÂ ∑ c∈[m]^{t+j} ∧Sr_A(Q,c) p_c · E_{B∈R} ordccfg_{(A,B)(Q,c)}(i) sum(P )

= E load^{(A,Q)}(i)

sum(P )

(3.112)

3.4.6 PozÏadavky na kompetitivnõÂ pomeÏr

DalsÏõÂ nerovnice se sestrojõÂ z deőnice 2.8.3, to je deőnice kompetitivnõÂho pomeÏru. DosazenõÂm se dostanou naÂsledujõÂcõÂ nerovnosti pro j ∈ [t + m]

∑ c∈[m]^{t+j} ∧Sr_A(Q,c) p_c·E_{B∈R} max(ordccfg_{(A,B)(Q,c)}) sum(P ) ≤ σ^m · OPT(Q^{−t−m+j−1}) sum(P ) −ε (3.113) Pro limitnõÂ Q bude nerovnost takovaÂto ∑ c∈[m]^{t+j} ∧Sr_A(Q,c) p_c · E_{B∈R} max(ordccfg_{(A,B)(Q,c)}) sum(P ) ≤ σ^m · OPT(Q^{−t−m+j−1}) sum(P ) (3.114)

3.4.7 Konstrukce lineaÂrnõÂho programu

LineaÂrnõÂ program je sestrojen pro limitnõÂ prÏõÂpad vztahuÊ 3.114 a 3.112. PromeÏnneÂ jsou znacÏeny stejneÏ jako drÏõÂve.

KonstruovanyÂ lineaÂrnõÂ program je minimalizacÏnõÂ, uÂ cÏelovaÂ funkce je

x_ϱ (3.115)

Podle vztahu 3.114 a tvrzenõÂ 2.8.2 rovnice pro j ∈ [m] jsou ∑ c∈[m]^{t+j} ∧Sr_A(Q,c) x_{pc} · max ( ccfg_{(A,B)}(Q, c)

sum(P ) ) + x_{pomj} − x_ϱ · Q^{−t−m+j−1} sum(P ) = 0 (3.116) a dle vztahu 3.112 pro j ∈ [m] jesÏteÏ rovnice ∑ c∈[m]^{t+j} ∧Sr_A(Q,c) x_{pc} sum(P )

· ordccfg_{(A,B)(Q,c)}(j) =

E load_{(A,Q)}(j) sum(P )

(3.117)

V koeőcientech je za posloupnost Q dosazena limitnõÂ posloupnost, tj. rovnice a nerovnice jsou pouzÏity v jejich limiteÏ. Limita maÂ vliv jen na koeőcienty tohoto lineaÂrnõÂho programu. Koeőcienty, podle tvrzenõÂ 3.2.8, normovaÂnõÂ a limitnõÂho prÏechodu, jsou konstantnõÂ vzhledem k naÂhodneÂ posloupnosti B.

Pro konstrukci tohoto lineaÂrnõÂho programu byl napsaÂn pocÏõÂtacÏovyÂ program v programovacõÂm jazyku C, jehozÏ zdrojovyÂ koÂ d je uveden v prÏõÂloze teÂto praÂce. Tento pocÏõÂtacÏovyÂ program vyzÏaduje na vstupu cÏõÂsla m a t.

3.4.8 Koeőcienty lineaÂrnõÂho programu

Pro ozrÏejmeÏnõÂ vyÂrazuÊ pouzÏityÂch prÏi inicializacõÂch v zmõÂneÏneÂm pocÏõÂtacÏoveÂm programu budou na naÂsledujõÂcõÂch rÏaÂdcõÂch uvedeny jejich odvozenõÂ. MuÊ zÏeme prÏedpoklaÂdat t ≤ m, alesponÏ prozatõÂm nebude voleno võÂce nadkritickyÂch uÂ loh nezÏ m.

Aby vyÂslednyÂ program meÏl celocÏõÂselneÂ koeőcienty, tak bude po normalizaci vynaÂsoben vyÂrazem (m − 1)^{2m−1−t}(m − 2)^t.

• PrÏiblizÏneÂ zaÂteÏzÏe pocÏõÂtacÏuÊ (L_i) po umõÂsteÏnõÂ P

VyjaÂdrÏeneÂ podle 3.2.9, tj. pomeÏry 1 : (_m m−1 ) : · · · : (_m m−1 )_{m−1} . ZaÂteÏzÏ i-teÂho pocÏõÂtacÏe po uÂ praveÏ na celaÂ cÏõÂsla pro i = 0, . . . , m − 1 je

m^i · (m − 1)^{2m−1−t−i} · (m − 2)^t (3.118)

• SoucÏet vsÏech uÂ loh P , tj. soucÏet vsÏech zaÂteÏzÏõÂ

Snadno secÏtenõÂm zaÂteÏzÏõÂ.

(m^m − (m − 1)^m) · (m − 1)^{m−t} · (m − 2)^t (3.119)

• t nadkritickyÂch uÂ loh navazujõÂcõÂch na P

Jsou vyjaÂdrÏeny podle deőnice 2.7.3 pro i = 1, . . . , m takto

(m^m − (m − 1)^m) · (m − 1)^{m−1−t+i} · (m − 2)^{t−i} (3.120)

• m kritickyÂch uÂ loh navazujõÂcõÂ na t kritickyÂch navaÂzanyÂch na P Jsou vyjaÂdrÏeny podle deőnice 2.7.3 pro i = 0, . . . , m − 1 takto

(m^m − (m − 1)^m) · (m − 1)^{m−1−i} · m^i (3.121)

3.4.9 RÏ esÏenõÂ pro m = 3

Pro m = 3 bylo zvoleno t = 1, cozÏ znamenaÂ, zÏe se zkoumanaÂ posloupnost sklaÂdaÂ z dlouheÂ kritickeÂ posloupnosti rozsÏõÂrÏeneÂ o jednu nadkritickou uÂ lohu naÂsledovanou m kritickyÂmi uÂ lohami.

UkaÂzalo se, zÏe takto zvolenyÂ lineaÂrnõÂ program nemaÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ, proto v duÊ kazu je trÏeba pouzÏõÂt tvrzenõÂ 2.9.3 k dokaÂzaÂnõÂ jeho neexistence. Je proto rÏesÏen upravenyÂ lineaÂrnõÂ program.

PoznaÂmka: SimplexovyÂ algoritmus potrÏebuje na zacÏaÂtku vyÂpocÏtu znaÂt libovolneÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ, ktereÂ se daÂle optimalizuje. Proto takovouto uÂpravu provaÂdõÂ simplexovyÂ algoritmus vzÏdy.

Byl napsaÂn pocÏõÂtacÏovyÂ program - őltr, kteryÂ transformuje popis lineaÂrnõÂho programu v popis lineaÂnõÂho programu majõÂcõÂho nuloveÂ optimum praÂveÏ, kdyzÏ puÊ vodnõÂ maÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ. Na vstup tomuto őltru je daÂn vyÂstup pocÏõÂtacÏoveÂho programu generujõÂcõÂho deőnovanyÂ lineaÂrnõÂ program.

ZõÂskanyÂ lineaÂrnõÂ program v maticoveÂm zaÂpisu, kteryÂ rozhoduje o prÏõÂpustnosti lineaÂrnõÂho programu vytvorÏeneÂho v prÏedchozõÂ kapitolce, vypadaÂ takto:

A = p_{1231} p_{1213} p_{1321} p_{2131} p_{2113} p_{2312} p_{3121} p_{3212} pom_1 pom_2 pom_3 rho q_0 q_1 q_2 q_3 q_4 q_5 q_6

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

100 100 112 100 100 112 112 112 1 0 0 −76 0 1 0 0 0 0 0

150 206 138 150 206 130 138 130 0 1 0 −114 0 0 1 0 0 0 0

263 207 263 263 207 271 263 271 0 0 1 −171 0 0 0 1 0 0 0

100 100 112 100 100 112 112 112 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

150 206 138 150 206 130 138 130 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

263 207 263 263 207 271 263 271 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 (3.122) PromeÏnneÂ v matici A oznacÏeneÂ jako q_i jsou prÏidaneÂ pro prÏevedenõÂ lineaÂrnõÂho programu na novyÂ lineaÂrnõÂ program rozhodujõÂcõÂ rÏesÏitelnost puÊ vodnõÂho.

PravaÂ strana soustavy vypadaÂ takto:

b = [1, 0, 0, 0, 108, 162, 243] (3.123)

OdhodnocujõÂcõÂ funkce je opeÏt daÂna prÏevodem na novyÂ lineaÂrnõÂ program takto:

c = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] (3.124) Tento lineaÂrnõÂ program byl rÏesÏen simplexovyÂm algoritmem, tõÂm bylo spocÏteno optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ primaÂrnõÂ uÂ lohy a optimaÂlnõÂ hodnota, daÂle bylo dopocÏõÂtaÂno optimaÂlnõÂ duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ.

OptimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ primaÂrnõÂ uÂ lohy je

x = [0,

2268 6403 , 4131 6403 , 0, 0, 0, 0, 0, 108 337 , 0, 0, 27 19 , 4 6403 , 0, 0, 0, 108 337 , 0, 0] (3.125)

a optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ duaÂlnõÂ uÂ lohy je y = [1, 0, 0, 0, 1, − 793 6403 , − 2335 6403

] (3.126)

OveÏrÏenõÂm prÏõÂpustnosti a optimaÂlnosti teÏchto rÏesÏenõÂ se odstranõÂ źpocÏõÂtacÏovostł tohoto duÊ kazu. PrÏõÂpustnost primaÂrnõÂho rÏesÏenõÂ x plyne z nezaÂpornosti x, vynaÂsobenõÂm a porovnaÂnõÂm vztahu Ax = b. Pro duaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ je trÏeba oveÏrÏit vztah A^⊤y ≤ c, vynaÂsobenõÂ daÂvaÂ A^⊤y = [− 86352 6403 , 0, 0, − 86352 6403 , 0, − 12336 6403 , 0, − 12336 6403 , 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, − 793 6403 , − 2335 6403 ] (3.127) cozÏ se triviaÂlneÏ porovnaÂ s uvedenyÂm c.

Tedy tato rÏesÏenõÂ jsou prÏõÂpustnaÂ, navõÂc hodnoty uÂ cÏelovyÂch funkcõÂ se pro neÏ rovnajõÂ c^⊤x = 2056 6403

= b^⊤y (3.128) Proto lze aplikovat tvrzenõÂ 2.9.1, odkud vyplyÂvaÂ, zÏe optimaÂlnõÂ hodnota rÏesÏeneÂho upraveneÂho lineaÂrnõÂho programu je^{2056}_{6403} . DaÂle podle tvrzenõÂ 2.9.3 puÊ vodnõÂ lineaÂrnõÂ program nemaÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ.

TudõÂzÏ pro m = 3 neexistuje σ_m-kompetitivnõÂ algoritmus, tõÂm bylo dokaÂzaÂno tvrzenõÂ 3.1.1.

3.5 ZaÂveÏrecÏneÂ poznaÂmky

Byly nalezeny dva ruÊ zneÂ duÊ kazy tvrzenõÂ 3.1.1. PodarÏilo se dokaÂzat, zÏe neexistuje^{27}_{19} -kompetitivnõÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus pro probleÂm rozvrhovaÂnõÂ na m = 3 pocÏõÂtacÏõÂch.

3.5 ZA^ÂVE^Ï REC^ÏNE^Â POZNA^Â MKY 101

PuÊ vodnõÂm zaÂmeÏrem bylo obecneÏji dokaÂzat neexistenci σ_mkompetitivnõÂho pravdeÏpodobnostnõÂho algoritmu pro probleÂm rozvrhovaÂnõÂ na m pocÏõÂtacÏõÂch. To se bohuzÏel prÏes vsÏechnu snahu nepodarÏilo dokaÂzat. Proto muÊ zÏe byÂt uzÏitecÏneÂ shrnout to, co bylo vyzkousÏeno a nevedlo k lepsÏõÂmu vyÂsledku.

Byly vyzkousÏeny naÂsledujõÂcõÂ modiőkace uvedenyÂch duÊ kazuÊ

• võÂce nezÏ t > 1 nadkritickaÂ uÂ loha

V silneÏjsÏõÂ varianeÏ zpuÊ sobilo zvyÂsÏenõÂ pocÏtu nadkritickyÂch uÂloh pro m = 3 pocÏõÂtacÏe oslabenõÂ lineaÂrnõÂho programu. OslabenõÂ spocÏõÂvaÂ v prÏidaÂnõÂ spousty novyÂch promeÏnnyÂch a zÏaÂdneÂho silneÂho omezenõÂ. Pro m = 3 a t > 1 nebo m > 3 a t libovolneÂ byl spocÏtenyÂ odhad ve vyzkousÏenyÂch prÏõÂpadech roven σ_m.

• võÂce cÏi meÂneÏ nezÏ m kritickyÂch uÂ loh

Pro meÂneÏ kritickyÂch uÂloh ani nebyl dosazÏen odhad σ_m. Pro võÂce kritickyÂch uÂloh byl dosazÏen stejnyÂ odhad jako pro m kritickyÂch uÂloh.

• ruÊ zneÂ velikosti uÂ lohy prÏedchaÂzejõÂcõÂ m kritickyÂm

NejlepsÏõÂ odhad byl pro maximaÂlnõÂ mozÏnou nadkritickou uÂlohu. VysÏsÏõÂ nebyly zkoumaÂny, nebot’nesplnÏujõÂ prÏedpoklady tvrzenõÂ 2.8.2.

• jineÂ zobecneÏnõÂ nadkritickeÂ uÂ lohy

JednõÂm z pokusuÊ o zobecneÏnõÂ pojmu nadkritickeÂ uÂlohy bylo zvolit jejõÂ velikost rovnou soucÏtu prÏedchozõÂch uÂloh. Pro m = 3 deőnice splyÂvajõÂ. BohuzÏel bud’ takovaÂ posloupnost (i s t takovyÂmi uÂlohami a m kritickyÂmi uÂlohami) nedala odhad lepsÏõÂ nezÏ σ_m, nebo nebylo mozÏneÂ sestrojit rozvrh podle tvrzenõÂ 2.8.2.

UÂ speÏsÏneÂmu duÊ kazu tvrzenõÂ 3.1.1 prÏedchaÂzel dlouhyÂ vyÂzkum. VyÂzkum byl jak teoretickyÂ, tak i provaÂzenyÂ rÏadou pocÏõÂtacÏovyÂch experimentuÊ . Bylo provedeno hodneÏ experimentuÊ s cõÂlem naleÂzt vhodnou teÏzÏkou posloupnost. V pocÏaÂtcõÂch vyÂzkumu, kdyzÏ nebyl zÏaÂdnyÂ naÂpad, jak zacÏõÂt tvrzenõÂ dokazovat, bylo zkousÏeno chovaÂnõÂ neÏkteryÂch algoritmuÊ a byla provedena rÏada vyÂpocÏtuÊ s cõÂlem zõÂskat alesponÏ neÏjakou tolik potrÏebnou intuici v teÂto oblasti.

HlavnõÂ nadeÏje pro duÊ kaz neexistence σ_m-kompetitivnõÂho pravdeÏpodobnostnõÂho on-line algoritmu pro m > 3 pocÏõÂtacÏuÊ byly vklaÂdaÂny do zobecneÏnõÂ pouzÏiteÂ posloupnosti, kteraÂ dala vyÂsledek pro m = 3. Znamenalo to proveÂst rÏadu vyÂpocÏtuÊ znovu a mnohem obecneÏji. Podle spocÏtenyÂch vyÂsledkuÊ bylo trÏeba netriviaÂlneÏ upravit jizÏ existujõÂcõÂ pocÏõÂtacÏoveÂ programy.

Snad teorie vlastnostõÂ σ_m-kompetitivnõÂch algoritmuÊ vybudovanaÂ v teÂto praÂci a uvedenaÂ v teÂto kapitole jednou pomuÊ zÏe naleÂzt duÊ kaz neexistence takovyÂch algoritmuÊ , prÏõÂpadneÏ pomuÊ zÏe naleÂzt lepsÏõÂ odhad, pro m > 3 pocÏõÂtacÏuÊ .

Pro pokracÏovaÂnõÂ v tomto smeÏru zatõÂm bohuzÏel schaÂzõÂ neÏjakyÂ novyÂ naÂpad, jak prÏedvedeneÂ duÊ kazy zobecnit pro veÏtsÏõÂ pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ .

ShrnÏ me zde nejzajõÂmaveÏjsÏõÂ dokaÂzaneÂ vyÂsledky, zejmeÂna vlastnosti σ_mkompetitivnõÂch pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ .

• dolnõÂ odhad pro m = 3, viz. tvrzenõÂ 3.1.1

• kritickaÂ uÂ loha je umõÂst’ovaÂna na pocÏõÂtacÏ s minimaÂlnõÂ zaÂteÏzÏõÂ, prÏedchaÂzõÂ-li jõÂ alesponÏ m kritickyÂch uÂ loh, viz. tvrzenõÂ 3.2.5

• prÏesneÂ vyjaÂdrÏenõÂ pruÊ meÏrnyÂch zaÂteÏzÏõÂ pocÏõÂtacÏuÊ po kritickeÂ posloupnosti, viz. tvrzenõÂ 3.2.2

• speciaÂlnõÂ rovnost zaÂteÏzÏõÂ a deÂlek rozvrhu, viz. tvrzenõÂ 3.4.4

• deÂlka optimaÂlnõÂho rozvrhu pro slabou kritickou posloupnost, viz.

tvrzenõÂ 2.8.2

Kapitola 4

Odhad pro beÏzÏneÂ rozvrhovacõÂ algoritmy

V teÂto kapitole jsou zkoumaÂny pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy pro probleÂm rozvrhovaÂnõÂ konstruovaneÂ v duÊ kazech hornõÂch odhaduÊ . V kapitole 1.2.5 byla strucÏneÏ nastõÂneÏna stuktura takovyÂchto algoritmuÊ , tedy jejich hlavnõÂm rysem je to, zÏe umõÂst’ujõÂ uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe.

4.1 UÂ vodnõÂ poznaÂmky

CõÂlem teÂto kapitoly je sestrojit dolnõÂ odhad pro pravdeÏpodobnostnõÂ online algoritmy umõÂst’ujõÂcõÂ prÏõÂchozõÂ uÂ lohu na dva pocÏõÂtacÏe rÏesÏõÂcõÂ probleÂm rozvrhovaÂnõÂ.

Je zdola odhadovaÂn kompetitivnõÂ pomeÏr kazÏdeÂho takoveÂho algoritmu. PoznaÂmka: Pojmem źumõÂst’ovat na dva pocÏõÂtacÏeł znamenaÂ, zÏe algoritmus umõÂstõÂ uÂlohu bud’ na minimaÂlnõÂ nebo h-tyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ, kde h je pro algoritmus konstanta (prÏi pevneÂm m pocÏtu pocÏõÂtacÏuÊ ).

TakoveÂto algoritmy jsou zkoumaÂny, protozÏe jsou jednodusÏsÏõÂ nezÏ obecneÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy pro rozvrhovaÂnõÂ a vyÂsledky pro neÏ by mohly prÏineÂst zkusÏenosti uzÏitecÏneÂ pro zkoumaÂnõÂ teÏch obecnyÂch. NavõÂc takoveÂto existujõÂcõÂ algoritmy daÂvajõÂ celkem dobreÂ vyÂsledky, tudõÂzÏ toto zjednodusÏenõÂ nenõÂ prÏõÂlisÏneÂ.

ProtozÏe pro tento probleÂm neexistujõÂ odhady, tak nenõÂ vyÂsledky s cÏõÂm porovnaÂvat. PuÊ vodnõÂ zaÂmeÏr odhadu byl prÏõÂpadneÏ zjistit, zÏe Seidenovy algoritmy, viz. Seiden [14], jsou dobreÂ. MotivacõÂ bylo pokusit se dokaÂzat dolnõÂ odhad blõÂzkyÂ kompetitivnõÂmu pomeÏru SeidenovyÂch algoritmuÊ .

BohuzÏel zõÂskanyÂ odhad nenõÂ teÏmto SeidenovyÂm algoritmuÊ m moc blõÂzkyÂ. To neznamenaÂ, zÏe prÏedvedenyÂ odhad je slabyÂ, prÏesto muÊ zÏe byÂt blõÂzkyÂ optimu.

PoznaÂmka: ZrÏejmeÏ tento dolnõÂ odhad nesouvisõÂ s dolnõÂmi odhady pro Seidenovy algoritmy, nebot’ ty odhadujõÂ kompetitivnõÂ pomeÏr konkreÂtnõÂho algoritmu nikoliv teÂto trÏõÂdy algoritmuÊ umõÂst’ujõÂcõÂch na dva pocÏõÂtacÏe.

BohuzÏel, vzhledem k formeÏ duÊ kazu, se zatõÂm nepodarÏilo sestrojit standardnõÂ matematickyÂ duÊ kaz. ProtozÏe je prÏedveden pocÏõÂtacÏovyÂ duÊ kaz, nenõÂ mozÏneÂ se na vyÂsledky zcela spoleÂhat. AvsÏak vzhledem k oveÏrÏitelnosti tohoto duÊ kazu cÏtenaÂrÏem muÊ zÏe byÂt povazÏovaÂn za duÊ veÏryhodnyÂ. PrÏinejmensÏõÂm spocÏteneÂ odhady mohou byÂt povazÏovaÂny za źodrazovyÂ muÊ stekł pro dalsÏõÂ vyÂzkum v tomto smeÏru.

4.2 MysÏlenka

ZaÂkladnõÂ mysÏlenka odhadu se odvõÂjõÂ od pozorovaÂnõÂ, zÏe pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy nemohou byÂt postaveny na invariantu udrzÏujõÂcõÂm neÏjakeÂ pevneÂ pruÊ meÏrneÂ rozlozÏenõÂ zaÂteÏzÏõÂ, viz. tvrzenõÂ 3.2.8, jak jizÏ bylo drÏõÂve zmõÂneÏno.

4.2 MYS^ÏLENKA 105

Proto bude konstruovaÂn obecnyÂ odhad pocÏõÂtanyÂ prÏes vsÏechny mozÏneÂ distribuce konőguracõÂ na dlouheÂ posloupnosti jednotkovyÂch uÂ loh. Postup, jak duÊ kaz probõÂhaÂ, lze schematicky popsat takto:

• volba źteÏzÏkeÂł posloupnosti

Preőx posloupnosti je tvorÏen potenciaÂlnõÂm nekonecÏnem jednotkovyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂch t ≥ m kritickyÂmi uÂ lohami. Ze zkusÏenosti je tato posloupnost povazÏovaÂna za źteÏzÏkou,ł nelze vsÏak vyloucÏit existenci posloupnosti daÂvajõÂcõÂ lepsÏõÂ odhad.

• konstrukce nerovnostõÂ dle deőnice 2.8.3 kompetitivnõÂho pomeÏru SestrojõÂ se integraÂlnõÂ rovnice, protozÏe odhad je provaÂdeÏn obecneÏ prÏes libovolnou distribuci konőguracõÂ, tedy pruÊ meÏr se pocÏõÂtaÂ integraÂlem prÏes nõÂ.

• rozklad na intervaly

Interval, prÏes kteryÂ se integruje, je rozlozÏen na cÏaÂsti, na nichzÏ je integrovanaÂ (po cÏaÂstech lineaÂrnõÂ) funkce lineaÂrnõÂ.

• zjemneÏnõÂ intervaluÊ

Intervaly vytvorÏeneÂ v prÏedchozõÂm kroku majõÂ ruÊ znorodou velikost. PozdeÏji bude trÏeba prÏes kazÏdyÂ takovyÂ interval odhadovat integraÂl, tudõÂzÏ je vyÂhodneÂ je mõÂt co nejmensÏõÂ. Intervaly jsou proto rozkouskovaÂny na dostatecÏneÏ maleÂ, velikost je parametrem rÏesÏenõÂ.

• zjednodusÏenõÂ integraÂlnõÂch rovnic

PrÏi blizÏsÏõÂm zkoumaÂnõÂm lze zjistit, zÏe je integrovaÂna po cÏaÂstech lineaÂrnõÂ funkce. V teÂto lineaÂrnõÂ funkci hraje hlavnõÂ roli konstanta. SamostatneÏ se integruje po cÏaÂstech konstantnõÂ funkce, zbytek je integrovaÂn oddeÏleneÏ. IntegraÂl je nahrazen sumou prÏes intervaly, na kteryÂch je integrovanaÂ (po cÏaÂstech lineaÂrnõÂ) funkce lineaÂrnõÂ. Konstanta se zintegruje, uvnitrÏ sumy zuÊ stane jesÏte integraÂl lineaÂrnõÂho cÏlenu. PoznaÂmka: LineaÂrnõÂ cÏlen nelze snadno zintegrovat, nebot’se integruje prÏes distribuci.

• slepenõÂ intervaluÊ

NeÏkdy muÊ zÏe byÂt prÏõÂlisÏ mnoho vytvorÏenyÂch intervaluÊ , pak je v zaÂjmu snõÂzÏenõÂ cÏasoveÂ naÂrocÏnosti zÏaÂdoucõÂ snõÂzÏit pocÏet teÏchto intervaluÊ jejich spojovaÂnõÂm v intervaly o neÏjakeÂ minimaÂlnõÂ deÂlce. Pro vyÂslednyÂ interval se pouzÏije koeőcient, kteryÂ je roven minimaÂlnõÂmu koeőcientu podintervaluÊ .

• prÏevod na lineaÂrnõÂ nerovnice

Pro zõÂskaÂnõÂ lineaÂrnõÂ rovnice je trÏeba zbyÂvajõÂcõÂ integraÂl zdola odhadnout. Odhad je snadnyÂ, nebot’je integrovaÂna monotoÂ nnõÂ funkce. ZmõÂneÏneÂ zjemneÏnõÂ bylo provedeno, aby tento odhad integraÂlu prÏõÂlisÏ neoslaboval dokazovanyÂ vyÂsledek.

• vygenerovaÂnõÂ soustavy pocÏõÂtacÏovyÂm programem PocÏõÂtacÏovyÂ program napsanyÂ v jazyku BC sestrojõÂ formaÂlneÏ odvozenyÂ lineaÂrnõÂ program, kteryÂ bude daÂle rÏesÏen.

• rÏesÏenõÂ lineaÂrnõÂho programu

Byl napsaÂn pocÏõÂtacÏovyÂ program v jazyku BC rÏesÏõÂcõÂ lineaÂrnõÂ program simplexovyÂm algoritmem s absolutnõÂ prÏesnostõÂ v racionaÂlnõÂch cÏõÂslech.

4.3 ZNAC^ÏENI^Â A ZA^Â KLADY 107

4.3 ZnacÏenõÂ a zaÂklady

NaÂsledujõÂcõÂ symboly jsou pevneÂ a nebudou se vyskytovat v jineÂm vyÂznamu.

• m ∈ N pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ • h ∈ [m] cÏõÂslo druheÂho pocÏõÂtacÏe pro umõÂst’ovaÂnõÂ uÂ loh • A pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus umõÂst’ujõÂcõÂ prÏõÂchozõÂ uÂ lohu na minimaÂlnõÂ a h-tyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ • P ∈ P_T teÏzÏkaÂ posloupnost

mnozÏina teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ je deőnovaÂna v naÂsledujõÂcõÂch deőnicõÂch Deőnice 4.3.1 Pro m ∈ N , m > 1, t ∈ N , t ≥ m P ∈ P nazveme teÏzÏkaÂ posloupnost, pokud platõÂ Crit(P, t) ∧ (∀i ∈ [|P | − t]) : P_i = 1 (4.1) TeÏzÏkaÂ posloupnost je tvorÏena preőxem jednotkovyÂch uÂ loh naÂsledovanyÂch t kritickyÂmi uÂ lohami.

Deőnice 4.3.2 Pro m ∈ N , m > 1 deőnujme mnozÏiny P^1_T^{def}= {P ∈ P | P je teÏzÏkaÂ posloupnost} (4.2)

P_T^{def}= uzaÂveÏr mnozÏiny P^1_T na limitu (4.3) MnozÏina teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ a mnozÏina teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ rozsÏõÂrÏenaÂ o limity teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ.

PoznaÂmka: Existuje nekonecÏneÏ mnoho dlouhyÂch teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ. Lze tedy pozÏadovat teÏzÏkou posloupnost o alesponÏ zvoleneÂ deÂlce.

TvrzenõÂ 4.3.3 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, (∀i ∈ [|P |]) : P_i = 1 platõÂ (∀B ∈ R)(∃a, d ∈ N_0)(∀i ∈ [m]) : (4.4) i ≤ m − h : Load_{(A,P,B)}(i) ∈ ⟨a, a + 1⟩ i > m − h : Load_{(A,P,B)}(i) ∈ ⟨a + d, a + d + 1⟩ VyÂslednaÂ konőgurace prÏi pevneÏ zvoleneÂ naÂhodneÂ posloupnosti maÂ dveÏ hladiny, tedy a a a + d.

PoznaÂmka: CÏlen +1 lze prÏi dostatecÏneÏ dlouhyÂch posloupnostech zanedbat, v limitnõÂch posloupnostech zmizõÂ uÂplneÏ.

DuÊ kaz. SnadnyÂ, indukcõÂ podle deÂlky posloupnosti P . □

TvrzenõÂ 4.3.4 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P, (∀i ∈ [|P |]) : P_i = 1 platõÂ (∃a, d ∈ R)(∀i ∈ [m]) : (4.5) i ≤ m − h : E load_{(A,P )}(i) ∈ ⟨a, a + 1⟩ i > m − h : E load_{(A,P )}(i) ∈ ⟨a + d, a + d + 1⟩ PruÊ meÏrnaÂ konőgurace maÂ dveÏ hladiny a a a + d.

DuÊ kaz. Snadno z tvrzenõÂ 4.3.3 a deőnice strÏednõÂ hodnoty. □ PoznaÂmka: UvedenaÂ tvrzenõÂ mohou byÂt analogicky formulovaÂna i pro algoritmy umõÂst’ujõÂcõÂ uÂlohy na võÂce nezÏ dva pocÏõÂtacÏe. V obecneÂ verzi platõÂ, zÏe pocÏet hladin zõÂskaneÂ konőgurace je roven pocÏtu pocÏõÂtacÏuÊ , na ktereÂ algoritmus umõÂst’uje prÏõÂchozõÂ uÂlohy. Rovnost prÏedpoklaÂdaÂ obecnou konőguraci, protozÏe hladiny mohou splyÂvat v singulaÂrnõÂch konőguracõÂch.

4.4 Normalizace, limitnõÂ prÏechod

Pro uÂ cÏely dalsÏõÂho textu je potrÏeba parametrizovat konőgurace zõÂskaneÂ na jednotkovyÂch preőxech teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ. ZõÂskaneÂ konőgurace jsou normalizovaÂny tak, aby soucÏet vsÏech zaÂteÏzÏõÂ byl prÏiblizÏneÏ 1. VsÏe je daÂle pocÏõÂtaÂno v reaÂlnyÂch cÏõÂslech.

PrÏed normalizacõÂ podle tvrzenõÂ 4.3.3 pro teÏzÏkou posloupnost P ∈ P_T platõÂ (rovnost z deőnice 4.3.1)

ma + hd ≤ sum(P^{−t−1}) = |P | − t ≤ ma + hd + m (4.6) PoznaÂmka: I po normalizaci se bude mluvit o jednotkoveÂm preőxu (uzÏ normalizavaneÂ) posloupnosti, tõÂm je mõÂneÏn preőx uÂloh, ktereÂ prÏed normalizacõÂ byly jednotkoveÂ.

Normalizace se provede źzmensÏenõÂm meÏrÏõÂtkał a to tak, aby soucÏet uÂ loh v jednotkoveÂm preőxu byl 1, tedy kazÏdaÂ uÂ loha je podeÏlena deÂlkou tohoto preőxu. TudõÂzÏ v normalizovaneÂm tvaru platõÂ:

ma + hd ≤ 1 ≤ ma + hd + m |P | − t (4.7)

Pro dolnõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru muÊ zÏe byÂt pouzÏita libovolnaÂ teÏzÏkaÂ posloupnost. TriviaÂlneÏ muÊ zÏe byÂt vytvorÏena posloupnost takovyÂchto posloupnostõÂ s rostoucõÂ deÂlkou posloupnosti. TudõÂzÏ cÏlen^m_{|P |−t} konverguje k 0 podle deÂlky takoveÂ posloupnosti.

PouzÏitõÂm limitnõÂho prÏechodu se zõÂskaÂ limitnõÂ posloupnost, dolnõÂ odhad dokaÂzanyÂ pro limitnõÂ posloupnost bude dokazovanyÂm dolnõÂm odhadem. Budou odvozeny nerovnosti, ktereÂ musõÂ byÂt splneÏny pro kazÏdou posloupnost. Tedy podle limitnõÂho prÏechodu musõÂ byÂt tyto nerovnosti splneÏny i v limiteÏ.

PoznaÂmka: LimitnõÂ prÏechod je mozÏneÂ obejõÂt podobneÏ, jako tomu bylo v kapitole 3.3 pocÏõÂtaÂnõÂm s posloupnostõÂ malyÂch ε_i konvergujõÂcõÂch k 0. OvsÏem to by znamenalo zbytecÏneÂ prodlouzÏenõÂ a formaÂlnõÂ komplikace duÊ kazu na uÂkor cÏitelnosti. PoznaÂmka: LimitnõÂ posloupnost je tvorÏena nekonecÏneÏ dlouhyÂm preőxem uÂloh o celkoveÂ velikosti 1, po kteryÂch se dostane do konőgurace majõÂcõÂ na m−h pocÏõÂtacÏõÂch zaÂteÏzÏ praÂveÏ a a na zbyÂvajõÂcõÂch h pocÏõÂtacÏõÂch zaÂteÏzÏ praÂveÏ a + d.

Limitou vyÂrazu 4.7 je rovnost

ma + hd = 1 (4.8)

Z tohoto vztahu lze v limiteÏ jednoznacÏneÏ vyjaÂdrÏit d rozdõÂl hladin takto

d = 1 − ma h (4.9)

MozÏneÂ konőgurace, ke kteryÂm algoritmus dospeÏje pro jednotkovyÂ preőx limitnõÂ posloupnosti, lze popsat na zaÂkladeÏ vztahu 4.9 a pozÏadavkuÊ a, d ≥ 0. Konőgurace jsou daÂny parametrem a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ , hodnota d je dopocÏõÂtaÂna podle 4.9.

NynõÂ lze uveÂst dalsÏõÂ znacÏenõÂ

• a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ znacÏõÂ nizÏsÏõÂ hladinu konőgurace po jednotkoveÂm preőxu

• d ∈ ⟨0, 1⟩ znacÏõÂ rozdõÂl mezi vysÏsÏõÂ a nizÏsÏõÂ hladinou konőgurace po jednotkoveÂm preőxu • f(a) ∈ ⟨0, 1⟩ pro a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ je pravdeÏpodobnostnõÂ distribuce deterministickyÂch konőguracõÂ po preőxu jednotkovyÂch uÂ loh posloupnosti P pro algoritmus A. Funkce f(a) je neznaÂmaÂ meÏrÏitelnaÂ funkce. DuÊ kaz je veden prÏes vsÏechny mozÏneÂ takoveÂ funkce.

• k ∈ {0, 1}^t je prÏedpis chovaÂnõÂ algoritmu A na poslednõÂch t kritickyÂch uÂ lohaÂch prÏi pevneÂ naÂhodneÂ posloupnosti. Hodnota [k]^t_j urcÏuje umõÂsteÏnõÂ kritickeÂ uÂ lohy P_{−t+j−1}, 0 znamenaÂ na minimaÂlnõÂ, 1 na h-tyÂ maximaÂlnõÂ. Algoritmus A je pravdeÏpodobnostnõÂ kombinacõÂ teÏchto prÏedpisuÊ .

PoznaÂmka: Algoritmus a naÂhodnaÂ posloupnost urcÏujõÂ praÂveÏ jeden takovyÂ prÏedpis. PouzÏõÂvajõÂ se i cÏaÂstecÏneÂ prÏedpisy, tj. neÏjakyÂ preőx k, urcÏujõÂcõÂ umõÂsteÏnõÂ zkraÂceneÂ posloupnosti.

• p_k(P, a) znacÏõÂ pravdeÏpodobnost, zÏe se algoritmus A rozhodnul proveÂst umõÂsteÏnõÂ t kritickyÂch uÂ loh prÏedpisem k pro posloupnost P a konőguraci a. Analogicky se deőnuje pro preőx prÏedpisu.

Pro f(a) pravdeÏpodobnostnõÂ distribuci prÏes a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ platõÂ z deőnice pravdeÏpodobnostnõÂ distribuce naÂsledujõÂcõÂ vztah ∫ 1_m 0 f(a)da = 1 (4.10)

Z deőnice uÂ plneÂho jevu platõÂ (∀w ∈ [t]) : ∑ k∈{0,1}^w p_k(P, a) = 1 (4.11)

a pravdeÏpodobnost lze vyjaÂdrÏit takto (∀w ∈ [t])(∀k ∈ {0, 1}^w) : p_k(P, a) = ∑ l∈k×{0,1}^{t−w} p_l(P, a) (4.12)

Pro dalsÏõÂ odvozovaÂnõÂ je velmi duÊ lezÏitaÂ deÂlka rozvrhu, tzv. makespan. StejneÏ jako konőgurace bude pouzÏõÂvaÂn v normalizovaneÂm tvaru, takzÏe jeho hodnota bude reaÂlneÂ cÏõÂslo.

Deőnice 4.4.1 Pro m ∈ N , m > 1, w ∈ [t], k ∈ {0, 1}^w, a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ , P ∈ P_T oznacÏme symbolem mks_k(P, a) normalizovanou deÂlku rozvrhu prÏi umõÂsteÏnõÂ prvnõÂch w uÂloh z poslednõÂch t kritickyÂch uÂloh posloupnosti P na konőguraci danou parametrem a. UÂ lohy byly umõÂsteÏny podle prÏedpisu k. PoznaÂmka: FormaÂlnost nenõÂ trÏeba, navõÂc by snõÂzÏila cÏitelnost.

Pro zkoumaÂnõÂ vlastnostõÂ teÂto funkce je trÏeba zõÂskat jejõÂ lepsÏõÂ popis. DeÂlka rozvrhu mks_k(P, a) se bude pocÏõÂtat soucÏtem jednodusÏsÏõÂch slozÏek:

• zaÂkladnõÂ hladina a

jednotkovyÂ preőx daÂvaÂ konőguraci o hladinaÂch a a a + d, nutneÏ a bude slozÏkou deÂlky rozvrhu

• Q_P (k, a) · d je prÏõÂpadnyÂ rozdõÂl hladin o d

funkce Q_P (k, a) nabyÂvaÂ hodnotu 0 nebo 1, urcÏuje, zda na maximaÂlnõÂm pocÏõÂtacÏi je celkem a nebo a + d jednotkovyÂch uÂ loh bez prÏõÂpadneÂ poslednõÂ prÏed normalizacõÂ neprÏicÏteneÂ.

• M_P (k, a) je soucÏet uÂ loh z poslednõÂch t kritickyÂch uÂ loh posloupnosti P umõÂsteÏnyÂch na maximaÂlnõÂm pocÏõÂtacÏi.

• ε_k(P, a) odchylka (korekce) kvuÊ li prÏõÂpadneÂ +1 v hladineÏ prÏed normalizacõÂ. Hodnota (stejnomeÏrneÏ) konverguje dle deÂlky posloupnosti k 0. Pro limitnõÂ posloupnost je rovno 0.

PoznaÂmka: UvazÏovanyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ je prÏedem pevneÏ zvolen (muÊ zÏe jich byÂt võÂce).

Tedy pro posloupnost P ∈ P_T platõÂ

mks_k(P, a) = a + Q_P (k, a) 1 − ma h + M_P (k, a) + ε_k(P, a) (4.13)

Vztah 4.13 platõÂ pro kazÏdou posloupnost. MusõÂ platit i v limiteÏ, tedy pro limitnõÂ posloupnost P , takto mks_k(P, a) = a + Q_P (k, a) 1 − ma h + M_P (k, a) (4.14) snadnou uÂ pravou se zõÂskaÂ mks_k(P, a) = ( M_P (k, a) +

Q_P (k, a) h ) + a · ( 1 − m h Q_P (k, a) ) (4.15)

TvrzenõÂ 4.4.2 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P_T , w ∈ [m + 1], k ∈ {0, 1}^w platõÂ, zÏe zobrazenõÂ M_P (k, a) a Q_P (k, a) na a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ jsou po cÏaÂstech konstantnõÂ funkce.

DuÊ kaz. SnadnyÂ, nebot’muÊ zÏe nabyÂvat jen neÏkterou z m hodnot, kterou je soucÏet velikostõÂ kritickyÂch uÂ loh umõÂsteÏnyÂch na pocÏõÂtacÏõÂch podle prÏedpisu k. PoznaÂmka: V teÏchto funkcõÂch nenõÂ prÏicÏtena hladina konőgurace, urcÏujõÂ jen koeőcienty zkoumaneÂ po cÏaÂstech lineaÂrnõÂ funkce. Hodnota a ovlivnÏuje jen vyÂbeÏr vyÂsledneÂ konőgurace. □

Deőnice 4.4.3 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P_T , w ∈ [m + 1], k ∈ {0, 1}^w deőnujme rozklad intervalu ⟨ 0,^1_m ⟩ na podintervaly, na kteryÂch maÂ po cÏaÂstech lineaÂrnõÂ funkce mks_k(P, a), ve vyjaÂdrÏenõÂ formulõÂ 4.15, konstantnõÂ koeőcienty. Tj. M_P (k, a) + Q^{P (k,a)}_h a 1 −^m_h Q_P (k, a) jsou konstanty.

Necht’jsou tyto intervaly oznacÏeny I_1, . . . , I_T , kde T je jejich pocÏet. PoznaÂmka: Deőnice je korektnõÂ podle tvrzenõÂ 4.4.2.

4.5 PodmõÂnka kompetitivnõÂho pomeÏru

NynõÂ jizÏ je mozÏneÂ prÏikrocÏit k formulaci pozÏadavku kompetitivnõÂho pomeÏru. OpeÏt je pozÏadavkem splnit deőnici kompetitivnõÂho pomeÏru, tedy pruÊ meÏrnaÂ deÂlka rozvrhu musõÂ byÂt nejvyÂsÏe ϱ-kraÂt optimaÂlnõÂ deÂlka rozvrhu.

TvrzenõÂ 4.5.1 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P_T , w ∈ [t], a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ je pruÊ meÏrnaÂ deÂlka rozvrhu prÏi konőguraci jednotkoveÂho preőxu s parametrem a rovna ∑ k∈{0,1}^w ( p_k(P, a) · mks_k(P, a) ) (4.16)

Tj. pruÊ meÏrnaÂ deÂlka rozvrhu po umõÂsteÏnõÂ prvnõÂch w uÂ loh z t poslednõÂch kritickyÂch uÂ loh posloupnosti P na konőguraci danou parametrem a.

DuÊ kaz. PrÏõÂmo z deőnice strÏednõÂ hodnoty. □

TvrzenõÂ 4.5.2 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P_T , w ∈ [m + 1], pravdeÏpodobnostnõÂ distribuce f(a) na a ∈ ⟨ 0,^1_m ⟩ je pruÊ meÏrnaÂ deÂlka rozvrhu ∫ 1_m 0 f(a) · ∑ k∈{0,1}^w ( p_k(P, a) · mks_k(P, a) ) da (4.17)

Tj. pruÊ meÏrnaÂ deÂlka rozvrhu po umõÂsteÏnõÂ prvnõÂch w z t poslednõÂch kritickyÂch uÂ loh posloupnosti P .

DuÊ kaz. Snadno z deőnice strÏednõÂ hodnoty a tvrzenõÂ 4.5.1. □ Podle tvrzenõÂ 4.5.2 a 2.8.2 lze vytvorÏit dolnõÂ omezenõÂ pro kompetitivnõÂ pomeÏr ϱ, nebot’ deÂlka optimaÂlnõÂho rozvrhu pro w ∈ [t] je OPT(P^{−t+w−1}). Proto lze formaÂlneÏ deőnovat omezujõÂcõÂ podmõÂnku pro w ∈ [t], P ∈ P_T jako

∫ 1_m 0 f(a) · ∑ k∈{0,1}^w ( p_k(P, a) · mks_k(P, a) ) da ≤ ϱ · OPT(P^{−m−1+w−1}) (4.18)

UvedenaÂ nerovnost obsahuje integraÂl a promeÏnnyÂmi jsou funkce, tudõÂzÏ v tomto tvaru nenõÂ pouzÏitelnaÂ pro konstrukci lineaÂrnõÂho programu. Je proto trÏeba zmeÏnit integraÂl na sumu.

Jednak je potrÏeba deÂlku rozvrhu mks_k(P, a) pro a ∈ I_i zdola odhadnout konstantou. To je triviaÂlnõÂ operace, vzhledem k tomu, zÏe meze intervaluÊ I_i pro i ∈ [T ] jsou znaÂmy a mks_k(P, a) je znaÂmaÂ lineaÂrnõÂ funkce na I_i.

Deőnice 4.5.3 Pro m ∈ N , m > 1, P ∈ P_T , i ∈ [T ], w ∈ [t], k ∈ {0, 1}^w deőnujme C_k(P, i)^{def}= min_{a∈Ii} mks_k(P, a) (4.19) Je konstanta, kteraÂ je dolnõÂm odhadem pro vyÂraz mks_k(P, a) na a ∈ I_i.

PoznaÂmka: Deőnice je korektnõÂ, protozÏe mks_k(P, a) je lineaÂrnõÂ funkce v a. Pro limitnõÂ posloupnost nastaÂvaÂ rovnost.

TvrzenõÂ 4.5.4 Pro m ∈ N , m > 1, algoritmus A, P ∈ P_T , i ∈ [T ], w ∈ [m + 1] platõÂ ∫ a∈I_i f(a) ∑ k∈{0,1}^w ( p_k(P, a) · C_k(P, i) ) da = (4.20)

= ∫ a∈I_i f(a)da · ∑ k∈{0,1}^w (∫ a∈I_i f(a) · pk(P, a)da ∫ a∈I_i f(a)da · C_k(P, i) )

DuÊ kaz. PomocõÂ veÏty o lineariteÏ strÏednõÂ hodnoty. SnadneÂ, nebot’platõÂ pro kazÏdeÂ k.

PoznaÂmka: Pro limitnõÂ posloupnost nastaÂvaÂ rovnost. □ Podle tvrzenõÂ 4.5.4 a deőnice 4.5.3 lze zdola odhadnout pruÊ meÏrnou deÂlku rozvrhu. Je odstraneÏneÏn integraÂl, pouzÏiteÂ symboly daÂle viz. 4.22 a 4.23. Odhad vypadaÂ takto ∫ a∈I_i f(a) ∑ k∈{0,1}^w ( p_k(P, a) · C_k(P, i) ) da = ∑ i∈[T ] F_i · ∑ k∈{0,1}^w (p_k(i) · C_k(P, i)) (4.21) Kde jsou pouzÏiteÂ symboly deőnovaÂny takto F_i^{def}= ∫ a∈I_i f(a)da (4.22) p_k(i)^{def}= ∫ a∈I_i f(a) · pk(P, a)da ∫ a∈I_i f(a)da (4.23) NavõÂc podle vztahuÊ 4.10 a 4.11 lze snadno ukaÂzat, zÏe platõÂ ∑ i∈[T ] F_i = 1 (4.24)

∑ k∈{0,1}^w p_k(i) = 1 (4.25)

tudõÂzÏ platõÂ ∑ i∈[T ],k∈{0,1}^w F_i · p_k(i) = 1 (4.26)

PozÏadavek kompetitivnõÂho pomeÏru nynõÂ vypadaÂ takto 2.8.2):

(∀w ∈ [t]) : ∑ i∈[T ] F_i · ∑ k∈{0,1}^w (p_k(i) · C_k(P, i)) ≤ ϱ · P_{−t+w−1} (4.27)

I tento vztah je splneÏn pro kazÏdou posloupnost, tedy platõÂ i v limiteÏ. PotrÏebneÂ koeőcienty C_k(P, i) jsou spocÏteny v limiteÏ (pro limitnõÂ posloupnost) podle deőnice 4.5.3.

LineaÂrnõÂ program pro vyÂpocÏet dolnõÂho odhadu kompetitivnõÂho pomeÏru se sestrojõÂ podle vztahuÊ 4.26 a 4.27. PodstatnaÂ je volba trÏõÂdy teÏzÏkyÂch posloupnostõÂ, parametrem P_T je t ≥ m. VyÂpocÏtem bylo zjisÏteÏno, zÏe zajõÂmaveÂ vyÂsledky se zõÂskajõÂ volbou t = m + 1.

PromeÏnneÂ lineaÂrnõÂho programu odpovõÂdajõÂ soucÏinu F_i · p_k(i), necht’ prÏõÂslusÏnaÂ promeÏnnaÂ je oznacÏena x_{i,k}. Hodnoty p_l(i) jsou vyjaÂdrÏeny pomocõÂ p_k(i) pro neÏzÏ k ∈ {0, 1}^t. LineaÂrnõÂ program s minimalizacõÂ uÂ cÏeloveÂ funkce vypadaÂ takto:

• uÂ cÏelovaÂ funkce je x_ϱ (4.28)

4.6 POC^ÏI^ÂTAC^ÏOVE^Â R^Ï ES^ÏENI^Â 117

• rovnice podle 4.26 ∑ i∈[T ],k∈{0,1}^t x_{i,k} = 1 (4.29)

• daÂle nerovnice podle 4.27 pro w ∈ [t] ∑ i∈[T ] ∑ k∈{0,1}^w C_k(P, i) · ∑ l∈k×{0,1}^{t−w} x_{i,l} ≤ ϱ · P_{−t+w−1} (4.30)

Za neznaÂmeÂ koeőcienty se dosadõÂ z deőnice posloupnosti 4.3.1. ZõÂskanyÂ lineaÂrnõÂ program je rÏesÏen simplexovou metodou.

4.6 PocÏõÂtacÏoveÂ rÏesÏenõÂ

ProtozÏe konstrukce je komplikovanaÂ a v teÂto formeÏ je teÂmeÏrÏ źnad lidskeÂ sõÂly,ł tak byl sestaven pocÏõÂtacÏovyÂ program, kteryÂ sestavõÂ tento lineaÂrnõÂ program. PocÏõÂtacÏovyÂ program byl napsaÂn v pocÏõÂtacÏoveÂm jazyku BC a jeho zdrojovyÂ koÂ d je uveden v prÏõÂloze teÂto praÂce.

ZõÂskanyÂ lineaÂrnõÂ program bylo potrÏeba neÏjakyÂm zpuÊ sobem vyrÏesÏit. ZÏ aÂdnyÂ dostupnyÂ software nebyl vyhovujõÂcõÂ, nebot’ nebyl schopen vyrÏesit tak rozsaÂhlyÂ lineaÂrnõÂ program s absolutnõÂ prÏesnostõÂ v racionaÂlnõÂch cÏõÂslech. Proto byl napsaÂn program v jazyku BC rÏesÏõÂcõÂ primaÂrnõÂ lineaÂrnõÂ program simplexovou metodou. Jeho zdrojovyÂ koÂ d je rovneÏzÏ uveden v prÏõÂloze teÂto praÂce.

PoznaÂmka: UzÏitõÂ a oveÏrÏenõÂ zdrojovyÂch koÂduÊ vyzÏaduje znalosti operacÏnõÂho systeÂmu UNIX cÏi Linux a programovacõÂho jazyku BC. Mezi ruÊ znyÂmi verzemi jsou urcÏiteÂ odlisÏnosti, ktereÂ mohou zpuÊ sobit drobneÂ technickeÂ probleÂmy. Pro uÂcÏely teÂto praÂce byla pouzÏita verze je 1.06, kteraÂ musela byÂt upravena tak, aby podporovala dostatecÏneÏ velkaÂ pole. UÂ prava tohoto programu je rovneÏzÏ uvedena v prÏõÂloze teÂto praÂce.

4.7 VyÂsledky

VyÂsledky byly spocÏteny pro m = 2, 3, 4, 5, 6, vyÂpocÏet pro võÂce pocÏõÂtacÏuÊ je komplikovaÂn neustaÂle rostoucõÂ cÏasovou slozÏitostõÂ, nebot’pocÏet promeÏnnyÂch lineaÂrnõÂho programu znacÏneÏ roste.

PoznaÂmka: CÏasovaÂ slozÏitost zaÂmeÏrneÏ nenõÂ rozebõÂraÂna, nebot’ zaÂvisõÂ na zjemneÏnõÂ intervaluÊ , na ktereÂm zaÂvisõÂ źkvalitał vyÂsledku.

VyÂsledky jsou shrnuty v tabulkaÂch 4.1 a 4.2. V tabulce 4.1 jsou rozepsaÂny dolnõÂ odhady pro algoritmy umõÂst’ujõÂcõÂ na minimaÂlnõÂ a h-tyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ podle h, vyÂslednyÂ dolnõÂ odhad je minimalnõÂ z nich. Tabulka 4.2 srovnaÂvaÂ dosazÏeneÂ dolnõÂ odhady s dolnõÂmi odhady pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ a hornõÂmi odhady SeidenovyÂch algoritmuÊ .

4.8 ZaÂveÏrecÏneÂ poznaÂmky

Podle tabulky 4.2 se podarÏilo spocÏõÂtat zajõÂmavyÂ vyÂsledek pro m = 3, 5, 6, tedy vsÏechny tyto vyÂsledky jsou lepsÏõÂ nezÏ odhad σ_m pro obecneÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy.

V prÏõÂpadeÏ pro m = 2 pocÏõÂtacÏe je znaÂm optimaÂlnõÂ algoritmus, tomuto vyÂsledku se zõÂskanyÂ odhad hodneÏ prÏiblõÂzÏil. Odhad pro m = 2 byl pocÏõÂtaÂn jen pro ilustraci toho, zÏe zõÂskaneÂ odhady nemusõÂ byÂt prÏõÂlisÏ vzdaÂleneÂ optimu.

V prÏõÂpadeÏ pro m = 4 pocÏõÂtacÏe se prÏes vsÏechno zjemnÏ ovaÂnõÂ nepodarÏilo v rozumneÂm cÏase dokaÂzat lepsÏõÂ odhad nezÏ pro obecneÂ algoritmy. ObtõÂzÏnyÂm prÏõÂpadem je umõÂst’ovaÂnõÂ uÂ loh na minimaÂlnõÂ a druhyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ. V tomto prÏõÂpadeÏ se zõÂskanyÂ odhad dost prÏiblõÂzÏil obecneÂmu odhadu. PoznaÂmka: Na zaÂkladeÏ zkusÏenostõÂ a pozorovaÂnõÂ se domnõÂvaÂm, zÏe pro m = 4 pocÏõÂtacÏe existuje algoritmus umõÂst’ujõÂcõÂ prÏõÂchozõÂ uÂlohy na minimaÂlnõÂ a druhyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ, kteryÂ je lepsÏõÂ nezÏ Seidenovy algoritmy.

4.8 ZA^ÂVE^Ï REC^ÏNE^Â POZNA^Â MKY 119

DolnõÂ odhad pro pevneÂ h DolnõÂ odhad

m 1 2 3 4 5

2^{127}_{96}^{127}_{96}

1.32291 1.32291

3^{315}_{221}^{200149}_{139824}^{315}_{221}

1.42533 1.43143 1.42533

4^{1224708}

810299

45894095371 31397765060

437479 288576

45894095371 31397765060

1.51142 1.46169 1.51599 1.46169

5^8_5^{38563235419399785}

25793244858256829

52454839 34975955

3779491 2391040

38563235419399785 25793244858256829

1.60000 1.49509 1.49974 1.58068 1.49509

6^5_3^{28759134488615740214}

19111947086089515879

797052565279793 526289586249368

1695768673820548 1117453753428309

47981194157 29502571875

28759134488615740214 19111947086089515879

1.66666 1.50477 1.51447 1.51752 1.62633 1.50477

Tabulka 4.1: DolnõÂ odhady algoritmuÊ umõÂst’ujõÂcõÂ uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe

DolnõÂ odhad ObecnyÂ dolnõÂ HornõÂ odhad m na dva odhad na dva 2 1.32291 1.33333 1.33333 3 1.42533 1.42105 1.55871 4 1.46169 1.46285 1.67517 5 1.49509 1.48738 1.74114 6 1.50477 1.50352 1.78810 Tabulka 4.2: SrovnaÂnõÂ zõÂskanyÂch a znaÂmyÂch vyÂsledkuÊ

SpocÏtenaÂ hodnota odhadu pro jednotlivaÂ h muÊ zÏe pomoci prÏi konstrukci novyÂch algoritmuÊ . Odhad daÂvaÂ urcÏitou prÏedstavu o tom, na ktereÂ pocÏõÂtacÏe je võÂce a na ktereÂ je meÂneÏ vyÂhodneÂ umõÂst’ovat uÂ lohy.

PoznaÂmka: Po zkusÏenostech z vyÂpocÏtuÊ za nejnaÂrocÏnejsÏõÂ pro malyÂ pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ povazÏuji pocÏõÂtaÂnõÂ dolnõÂch odhaduÊ prÏi umõÂst’ovaÂnõÂ uÂloh na minimaÂlnõÂ a druhyÂ maximaÂlnõÂ pocÏõÂtacÏ.

Tato metoda byla uvedena takeÂ proto, zÏe se jednaÂ o novou obecnou metodu pro konstrukci dolnõÂch odhaduÊ . NavõÂc umozÏnÏ uje pocÏõÂtat odhady prÏes vsÏechny mozÏneÂ pravdeÏpodobnostnõÂ distribuce konőguracõÂ.

DaÂ se ocÏekaÂvat, zÏe uvedenaÂ metoda muÊ zÏe byÂt zlepsÏena, naprÏõÂklad volbou jineÂ teÏzÏkeÂ posloupnosti atp., pro zõÂskaÂnõÂ silneÏjsÏõÂho dolnõÂho odhadu. PoznaÂmka: Bylo propocÏõÂtaÂvaÂno, zda jsou vyÂsledky podstatneÏ ovlivneÏny (oslabeny) źzaokrouhlenõÂmł vzniklyÂm prÏi prÏevodu integraÂlu na sumu, avsÏak ukaÂzalo se, zÏe rozdõÂl je velmi malyÂ (v rÏaÂdu setin).

Kapitola 5

Popis prÏõÂloh na kompaktnõÂm disku

PrÏõÂlohou teÂto praÂce je kompaktnõÂ disk. Tato kapitola se zabyÂvaÂ popisem a pouzÏitõÂm souboruÊ ulozenyÂch na tomto kompaktnõÂm disku. Pro pouzÏitõÂ teÂto prÏõÂlohy se prÏedpoklaÂdajõÂ znalosti operacÏnõÂho systeÂmu UNIXoveÂho typu, naprÏõÂklad Linux, vybavenyÂ standardnõÂmi UNIXovyÂmi prÏõÂkazy (sh, make, awk, sed, gcc, rm, mv, . . . ).

5.1 Instalace

Soubory ulozÏeneÂ na kompaktnõÂm disku je mozÏneÂ prohlõÂzÏet pod libovolnyÂm operacÏnõÂm systeÂmem na pocÏõÂtacÏi s prÏõÂstupem k CD-ROM. Kopii kompaktnõÂho disku lze takeÂ naleÂzt na internetu na adrese

http://kiwi.ms.mff.cuni.cz/∼tom/diplomka/

KopõÂrovaÂnõÂ

Pro pouzÏitõÂ oveÏrÏovacõÂch skriptuÊ je potrÏeba si tento disk zkopõÂrovat do domovskeÂho adresaÂrÏe na pocÏõÂtacÏi vybevenyÂm operacÏnõÂm systeÂmem UNIXoveÂho typu. NaprÏõÂklad pomocõÂ prÏõÂkazuÊ :

$ mount /mnt/cdrom
$ mkdir Ä/diplomka
$ cp -Rf /mnt/cdrom Ä/diplomka
$ umount /mnt/cdrom
$ cd Ä/diplomka

ZkopõÂrovaÂnõÂ zabaleneÂ prÏõÂlohy z internetu se provede bud’ pomocõÂ internetoveÂho prohlõÂzÏecÏe ulozÏenõÂm souboru diplomka.tar.gz na domovskeÂ straÂnce teÂto praÂce nebo pomocõÂ programu lynx, je-li nainstalovaÂn, prÏõÂkazem:

$ lynx -source http://kiwi.ms.mff.cuni.cz/Ätom/diplomka/
download/diplomka.tar.gz > Ä/diplomka.tar.gz

Zabalenou prÏõÂlohu je mozÏneÂ rozbalit prÏõÂkazem:

$ mkdir Ä/diplomka
$ tar xvfz Ä/diplomka.tar.gz -C Ä/diplomka
$ cd Ä/diplomka

AdresaÂrÏ download

Neexistuje-li adresaÂrÏ download, tak jeho vygenerovaÂnõÂ se provede prÏõÂkazem

$ cd Ä/diplomka
$ make download

Tento adresaÂrÏ je sice ulozÏen na kompaktnõÂm disku, avsÏak nenõÂ ulozÏen v souborech obsahujõÂcõÂ zabaleneÂ adresaÂrÏe a soubory kompaktnõÂho disku kvuÊ li zrÏejmeÂmu źzacyklenõÂ.ł

PrÏekompilovaÂnõÂ

SmazaÂnõÂ vsÏech vygenerovanyÂch souboruÊ se provede prÏõÂkazem

$ make clean

OpeÏtovneÂ vygenerovaÂnõÂ souboruÊ , vcÏetneÏ prÏekompilovaÂnõÂ zdrojoveÂho koÂ du v jazyku L^ATEX do ruÊ znyÂch formaÂtuÊ a vytvorÏenõÂ adresaÂrÏe download spolu s vygenerovaÂnõÂm zabalenyÂch kopiõÂ prÏõÂlohy, se provede prÏõÂkazem

$ make

PoznaÂmka: Toto prÏegenerovaÂnõÂ nenõÂ nutneÂ.

HTML straÂnka

PrÏõÂlohu je mozÏneÂ prohlõÂzÏet internetovyÂmi prohlõÂzÏecÏi. Je mozÏneÂ si prohlõÂzÏet zmõÂneÏnou domovskou straÂnku diplomoveÂ praÂce nebo ji prohlõÂzÏet lokaÂlneÏ. Pro lokaÂlnõÂ prohlõÂzÏenõÂ stacÏõÂ otevrÏõÂt soubor index.html na tomto kompaktnõÂm disku nebo v jeho kopii. ProhlõÂzÏenõÂ programem lynx je mozÏneÂ prÏõÂkazem:

$ lynx Ä/diplomka/index.html

nebo obdobneÏ programem Netscape:

$ netscape Ä/diplomka/index.html

5.2 Obsah prÏõÂlohy

HlavnõÂ adresaÂrÏ

HlavnõÂ adresaÂrÏ kompaktnõÂho disku obsahuje naÂsledujõÂcõÂ soubory a adresaÂrÏe:

• README.txt

Obsahuje hlavicÏku diplomoveÂ praÂce a komentaÂrÏ k tomuto disku. • index.html

Je HTML dokument obsahujõÂcõÂ kopii domovskeÂ straÂnky diplomoveÂ praÂce. ProstrÏednictvõÂm teÂto straÂnky je mozÏneÂ si prohlõÂzÏet obsah kompaktnõÂho disku.

• Makeőle

Obsahuje deőnice prÏõÂkazuÊ pro program make. Jsou to prÏõÂkazy:

$ make
$ make download
$ make clean

• overeni/

Tento adresaÂrÏ obsahuje skripty, programy a jejich vyÂstupy pro snadneÂ oveÏrÏenõÂ spraÂvnosti spocÏtenyÂch odhaduÊ v teÂto praÂci.

• latex-src/

Tento adresaÂrÏ obsahuje zdrojovyÂ koÂ d diplomoveÂ praÂce a jeho prÏeklady do ruÊ znyÂch datovyÂch formaÂtuÊ (PostScript, PDF, DVI).

• images/

Tento adresaÂrÏ obsahuje obraÂzky pouzÏiteÂ v HTML straÂnce. V sveÂm podadresaÂrÏi mff-logo/ obsahuje logo Matematicko-fyzikaÂlnõÂ fakulty Univerzity Karlovy pouzÏiteÂ na titulnõÂ straneÏ diplomoveÂ praÂce.

• download/

Tento adresaÂrÏ obsahuje vygenerovaneÂ soubory obsahujõÂcõÂ zabaleneÂ ostatnõÂ adresaÂrÏe, daÂle obsahuje text diplomoveÂ praÂce v ruÊ znyÂch datovyÂch formaÂtech. Tento adresaÂr je urcÏen pro kopõÂrovaÂnõÂ. Pokud tento adresaÂrÏ neexistuje, tak muÊ zÏe byÂt vygenerovaÂn prÏõÂkazem:

$ make download

AdresaÂrÏ latex-src/

Tento adresaÂrÏ obsahuje zdrojovyÂ koÂ d diplomoveÂ praÂce, je napsanyÂ v typograőckeÂm systeÂmu L^ATEX. NavõÂc se v tomto adresaÂrÏi nachaÂzejõÂ i prÏeklady diplomoveÂ praÂce do ruÊ znyÂch datovyÂ formaÂtuÊ pro jejich snadneÂ prohlõÂzÏenõÂ a tisk.

NaÂsledujõÂcõÂ soubory jsou puÊ vodnõÂ: • src.tex

Je hlavnõÂm souborem teÂto praÂce napsanyÂ v systeÂmu L^ATEX. Jeho kompilovaÂnõÂm se dostanou vysaÂzeneÂ formaÂty pro snadneÂ prohlõÂzÏenõÂ a tisk.

• debugőltr.sh

Je pomocnyÂ skriptõÂk pouzÏityÂ prÏi kompilaci. V zdrojoveÂm koÂ du rozlisÏuje, ktereÂ rÏaÂdky budou jen v ladõÂcõÂ verzi a ktereÂ ne. Je pouzÏõÂvaÂn interneÏ prÏõÂkazem make.

• Makeőle

Obsahuje deőnice prÏõÂkazuÊ pro program make. DeőnovaÂny jsou naÂsledujõÂcõÂ prÏõÂkazy:

$ make
$ make clean
$ make test
$ make debug

Tyto prÏõÂkazy provaÂdeÏjõÂ postupneÏ kompilaci zdrojovyÂch koÂ duÊ , smazaÂnõÂ generovanyÂch souboruÊ , rychlou testovacõÂ kompilaci a kompilaci s ladõÂcõÂmi poznaÂmkami v textu (naÂveÏsÏtõÂ atp.).

ZbyleÂ soubory jsou generovaneÂ a obsahujõÂ text diplomoveÂ praÂce prÏelozÏenyÂ do ruÊ znyÂch datovyÂch formaÂtuÊ :

• diplomka.ps, diplomka.pdf, diplomka.dvi

PostSciptovaÂ verze, PDF - Portable Document Format, Device Independent verze.

• diplomka.ps.gz, diplomka.pdf.gz, diplomka.dvi.gz

StejneÂ jako prÏedchozõÂ, navõÂc zkomprimovaneÂ programem GZip.

• diplomka.tex

UpravenyÂ puÊ vodnõÂ zdrojovyÂ koÂ d po prÏeőltrovaÂnõÂ pomocnyÂm skriptem. U neÏkteryÂch rÏaÂdkuÊ bylo rozhodovaÂno, zda budou vlozÏeny. RozhodovaÂnõÂ zaÂlezÏelo na tom, zda vyÂsledkem maÂ byÂt őnaÂlnõÂ nebo ladõÂcõÂ verze.

AdresaÂrÏ overeni/

Tento adresaÂrÏ obsahuje skripty, program a jejich vyÂstupy pro snadneÂ oveÏrÏenõÂ spraÂvnosti odhaduÊ provedenyÂch v teÂto praÂci. NachaÂzõÂ se zde neÏkolik adresaÂrÏuÊ :

• bin

Obsahuje pomocneÂ őltry. Filtr g2t.awk posõÂlaÂ na vyÂstup praÂveÏ jen ohranicÏenou cÏaÂst. Filtr tab2bc.awk slouzÏõÂ pro vygenerovaÂnõÂ koÂ du v jazyku BC, kteryÂ inicializuje cÏõÂselnaÂ pole podle vstupnõÂ tabulky popisujõÂcõÂ lineaÂrnõÂ program. Filtr tab2xtab.awk prÏevaÂdõÂ vstupnõÂ lineaÂrnõÂ program na lineaÂrnõÂ program majõÂcõÂ nuloveÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ praÂveÏ, kdyzÏ puÊ vodnõÂ maÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ, viz. tvrzenõÂ 2.9.3. Po zkompilovaÂnõÂ se zde nachaÂzõÂ i program bc interpretujõÂcõÂ jazyk BC, jazyk pro matematickeÂ vyÂpocÏty.

• odhad-m3

Programy v jazyku C pouzÏiteÂ v zaÂkladnõÂm dolnõÂm odhadu pro m = 3 pocÏõÂtacÏe. Tyto programy generujõÂ lineaÂrnõÂ programy popsaneÂ v kapitolce 3.3. Program glp je uveden v teÂto praÂci prÏõÂmo v textu a generuje lineaÂrnõÂ program praÂveÏ pro m = 3. Program glpm je zobecneÏnyÂ prÏedchozõÂ pro obecneÂ m.

Soubory glp.c a glpm.c jsou jejich zdrojoveÂ koÂ dy. Programy jsou zkompilovaÂny automaticky prÏi prvnõÂm pouzÏitõÂ testovacõÂch skriptuÊ .

• silnejsi

Obsahuje program silnejsi v jazyku C generujõÂcõÂ lineaÂrnõÂ program pro silneÏjsÏõÂ verzi duÊ kazu dolnõÂho odhadu kompetitivnõÂho pomeÏru pro pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy. Program na vstupu dostane pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ a pocÏet nadkritickyÂch uÂ loh, ktereÂ majõÂ byÂt obsazÏeny ve vstupnõÂ posloupnosti, podrobnosti viz. kapitolka 3.4. ZdrojovyÂ koÂ d programu je v souboru silnejsi.c.

• na-dva Obsahuje program gen.bc v jazyku BC generujõÂcõÂ lineaÂrnõÂ program pocÏõÂtajõÂcõÂ dolnõÂ odhad pro trÏõÂdu pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ pro rozvrhovaÂnõÂ umõÂst’ujõÂcõÂch prÏõÂchozõÂ uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe. Tento lineaÂrnõÂ program je deőnovanyÂ v kapitole 4.

Soubor gen.bc je zdrojovyÂ a soucÏasneÏ spustitelnyÂ, nebot’je interpretovaÂn interpreterem jazyka BC, interpreter je program bin/bc.

• simplex Obsahuje soubor simplex.bc0, kteryÂ je cÏaÂstõÂ programu v jazyku BC, kteraÂ umõÂ rÏesÏit lineaÂrnõÂ program simplexovyÂm algoritmem, viz. GrygarovaÂ [9].

Tato praÂce se nezabyÂvaÂ rozebõÂraÂnõÂm simplexoveÂho algoritmu, proto necht’se kazÏdyÂ podõÂvaÂ do okomentovaneÂho zdrojoveÂho koÂ du a oveÏrÏõÂ jeho spraÂvnost podle uvedeneÂ literatury.

SpojenõÂm vyÂstupu z őltru tab2bc.awk s tõÂmto souborem dojde k vytvorÏenõÂ programu v jazyku BC, kteryÂ rÏesÏõÂ lineaÂrnõÂ program, jezÏ meÏl őltr na vstupu.

• ruzne

Obsahuje soubor bc 1.06.tar.gz, ve ktereÂm jsou zdrojoveÂ soubory od interpretru programovacõÂho jazyka BC pro matematickeÂ vyÂpocÏty ve verzi 1.06.

Tento program je volneÏ sÏirÏitelnyÂ s GNU licencõÂ.

Ve zdrojoveÂm koÂ du je zde uveden, protozÏe pro uÂ cÏely teÂto praÂce musõÂ byÂt upraven a prÏekompilovaÂn, aby podporoval veÏtsÏõÂ pole, nezÏ jakaÂ poskytuje standardneÏ. Tato uÂ prava a kompilace je provedena prÏõÂkazem spusÏteÏnyÂm z adresaÂrÏe overeni/:

$ make bc

Tento prÏõÂkaz je proveden automaticky. ZmõÂneÏnou opravu realizuje sed-ovyÂ skript őx.sed spusÏteÏnyÂ na soubor consts.h ve zdrojovyÂch koÂ dech programu bc.

• vystupy

Obsahuje ulozÏeneÂ vyÂstupy pro jednotliveÂ oveÏrÏovacõÂ skripty, cozÏ bude u kazÏdeÂho skriptu popsaÂno zvlaÂsÏt’.

DaÂle se v tomto adresaÂrÏi nachaÂzejõÂ testovacõÂ skripty, ktereÂ poskytujõÂ rozhranõÂ pro snadneÂ oveÏrÏenõÂ spraÂvnosti prezentovanyÂch vyÂsledkuÊ . VyÂstupy teÏchto skriptuÊ pro neÏktereÂ parametry jsou ulozÏeny v adresaÂrÏi vystupy/. Pokud se v duÊ sledku kopõÂrovaÂnõÂ ztratila spousÏteÏcõÂ praÂva, tak prÏõÂkazem

$ make

dojde k spraÂvneÂmu nastavenõÂ prÏõÂstupovyÂch praÂv a zkompilovaÂnõÂ potrÏebnyÂch programuÊ . Jsou-li prÏõÂstupovaÂ praÂva nastavena spraÂveÏ, tak tento prÏõÂkaz nenõÂ potrÏeba zadaÂvat, nebot’ je teÏmi testovacõÂmi skripty automaticky spusÏteÏn. Tento prÏõÂkaz je proveden jen prÏi jeho prvnõÂm pouzÏitõÂ, aby se zbytecÏneÏ neprovaÂdeÏly duplicitnõÂ operace. PrÏipadneÂ smazaÂnõÂ vygenerovanyÂch souboruÊ muÊ zÏe byÂt provedeno prÏõÂkazem

$ make clean

NynõÂ jizÏ naÂsleduje popis testovacõÂch (oveÏrÏovacõÂch) skriptuÊ :

• test-m3.sh

OveÏrÏuje dolnõÂ odhad pro m = 3 pocÏõÂtacÏe, zÏe kompetitivnõÂ pomeÏr musõÂ byÂt alesponÏ^{12969}_{9125} , cozÏ vypõÂsÏe jako optimaÂlnõÂ hodnotu rÏesÏeneÂho lineaÂrnõÂho programu. SpousÏtõÂ se prÏõÂkazem

$ ./test-m3.sh

LineaÂrnõÂ program je vygenerovaÂn programem odhad-m3/glp, jeho vyÂstupem je textovyÂ popis matice. VyÂstup je transformovaÂn őltrem bin/tab2bc.awk do formaÂtu jazyku BC a daÂle je prÏipojen skript simplexoveÂ metody simplex/simplex.bc0. VyÂsledek je interpretovaÂn interpreterem jazyka BC, tj. program bin/bc.

V adresaÂrÏi vystupy/test-m3 se nachaÂzõÂ jizÏ spocÏtenyÂ vyÂstup z tohoto skriptu. VyÂstup je v souboru test-m3.txt, rÏaÂdek obsahujõÂcõÂ vyÂsledek byl pro prÏehlednost ulozÏen i do souboru vysledky.txt. VyÂstup lze v tomto adresaÂrÏi (se souborem s vyÂstupem) prÏegenerovat prÏõÂkazem

$ make

• test-m.sh

PrÏedvaÂdõÂ zaÂkladnõÂ verzi duÊ kazu obecneÏ pro m pocÏõÂtacÏuÊ , tedy spocÏte dolnõÂ odhad kompetitivnõÂho pomeÏru vyplyÂvajõÂcõÂ z lineaÂrnõÂho programu sestrojeneÂho s prÏedpokladem existence σ_m-kompetitivnõÂho algoritmu. CÏ õÂslo m dostane tento skript jako parametr, muÊ zÏe byÂt (z tohoto adresaÂrÏe) spusÏteÏn naprÏõÂklad prÏõÂkazem

$ ./test-m.sh 4

kteryÂ spocÏte odhad pro m = 4 a vypõÂsÏe jej na vyÂstup. Na vyÂstup je rovneÏzÏ vypsaÂn lineaÂrnõÂ program, uÂ daje potrÏebneÂ pro oveÏrÏenõÂ optimality a informace o pruÊ beÏhu vyÂpocÏtu simplexoveÂ metody. ZmõÂneÏnyÂ lineaÂrnõÂ program je vygenerovanyÂ programem odhadm3/glpm, jehozÏ vyÂstupem je textovyÂ popis matice, daÂle je pouzÏit őltr bin/tab2bc.awk. ZõÂskanyÂ vyÂstup je spojen se skriptem simplexoveÂ metody simplex/simplex.bc0 a vyÂsledek je interpretovaÂn programem bin/bc.

V adresaÂrÏi vystupy/test-m se nachaÂzejõÂ prÏedem spocÏteneÂ vyÂstupy pro m = 2, 3, 4, 5, 6 v souborech test-m2.txt, . . . , test-m6.txt. VyÂsledky jsou shrnuty v souboru vysledky.txt. Tyto vyÂsledky mohou byÂt z tohoto adresaÂrÏe prÏegenerovaÂny prÏõÂkazem

$ make

Z teÏchto spocÏtenyÂch vyÂsledkuÊ je zajõÂmavyÂ jen odhad pro m = 3, cozÏ je^{12969}_{9125} , ostatnõÂ jsou rovny odhadu σ_m.

• test-silnejsi.sh Tento skript oveÏrÏuje duÊ kaz v kapitolce 3.4 o silneÏjsÏõÂ verzi duÊ kazu. Tedy cõÂlem je rozhodnout o rÏesÏitelnosti lineaÂrnõÂho programu sestaveneÂho na zaÂkladeÏ prÏedpokladu existence σ_m-kompetitivnõÂho algoritmu. Parametry lineaÂrnõÂho programu jsou m pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ a p pocÏet nadkritickyÂch uÂ loh ve vstupnõÂ posloupnosti (viz. jejõÂ deőnice). CÏ õÂsla m a p jsou vyzÏadovaÂna jako parametry tohoto skriptu. Skript muÊ zÏe byÂt pouzÏit naprÏõÂklad prÏõÂkazem

$ ./test-silnejsi.sh 4 2

kteryÂ provede vyÂpocÏet pro m = 4 pocÏõÂtacÏe a p = 2 nadkritickeÂ uÂ lohy. LineaÂrnõÂ program je sestrojen programem silnejsi/silnejsi, jeho zdrojovyÂ koÂ d v jazyku C je v souboru silnejsi/silnejsi.c. VyÂstupem tohoto program je popis tohoto lineaÂrnõÂho programu, ten je transformovaÂn őltrem bin/tab2xtab.awk v lineaÂrnõÂ program majõÂcõÂ optimaÂlnõÂ rÏesÏenõÂ 0 praÂveÏ, kdyzÏ puÊ vodnõÂ maÂ prÏõÂpustneÂ rÏesÏenõÂ, viz. tvrzenõÂ 2.9.3. DaÂle po transformaci őltrem bin/tab2bc.awk a prÏipojenõÂ koÂ du simplex/simplex.bc0 je zõÂskanyÂ program v jazyku BC interpretovaÂn programem bin/bc.

V adresaÂrÏi vystupy/test-silnejsi jsou ulozÏeny vyÂstupy tohoto skriptu pro neÏktereÂ hodnoty m a p. Pro m = 3 a p = 1 je vyÂstup ulozÏen v souboru test-m3-p1.txt. OptimaÂlnõÂ hodnoty lineaÂrnõÂch programuÊ jsou opeÏt shrnuty v souboru vysledky.txt a mohou byÂt prÏegenerovaÂny z tohoto adresaÂrÏe prÏõÂkazem

$ make

SpocÏtenaÂ optimaÂlnõÂ hodnota pro m = 3 a p = 1 je^{2056}_{6403} . TudõÂzÏ pro puÊ vodnõÂ lineaÂrnõÂ program nemaÂ rÏesÏenõÂ a tedy neexistuje σ_mkompetitivnõÂ algoritmus pro m = 3. Pro ostatnõÂ zkousÏeneÂ parametry je spocÏteneÂ optimum 0.

• test-silnejsi-hod.sh Tento skript provaÂdõÂ teÂmeÏrÏ toteÂzÏ co skript test-silnejsi.sh, avsÏak je vynechaÂno pouzÏitõÂ őltru bin/tab2xtab.awk, tedy prÏõÂmo je pocÏõÂtaÂna optimaÂlnõÂ hodnota lineaÂrnõÂho programu.

VyÂsledky jsou v adresaÂrÏi vystupy/test-silnejsi-hod, pro m = 3 a p = 1 lineaÂrnõÂ program nemaÂ rÏesÏenõÂ a jinak je zõÂskanyÂ odhad roven hodnoteÏ σ_m.

• test-na2.sh Tento skript pocÏõÂtaÂ dolnõÂ odhady kompetitivnõÂho pomeÏru pro pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmy pro rozvrhovaÂnõÂ umõÂst’ujõÂcõÂ prÏõÂchozõÂ uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe. Podrobnosti lze naleÂzt v kapitole 4. Tento skript maÂ naÂsledujõÂcõÂ parametry, ktereÂ musõÂ byÂt uvedeny v tomto porÏadõÂ:

ś m pocÏet pocÏõÂtacÏuÊ ś i cÏõÂslo pocÏõÂtacÏe ZkoumanyÂ algoritmus umõÂst’uje prÏõÂchozõÂ uÂ lohy na minimaÂlnõÂ a i-tyÂ maximaÂl’nõÂ pocÏõÂtacÏ.

ś st zjemneÏnõÂ

UrcÏuje, na jak maleÂ intervaly maÂ byÂt interval ⟨ 0,^1_m ⟩ rozkouskovaÂn pro zprÏesneÏnõÂ vyÂpocÏtu. Intervaly budou mõÂt velikost nejvyÂsÏe 1 xst·m^{st} . Tento parametr nenõÂ povinnyÂ, nenõÂ-li uveden, pouzÏije se

defaultnõÂ hodnota st = 2. ś xst zjemneÏnõÂ

Spolu s st urcÏuje zjemneÏnõÂ. NenõÂ povinnyÂ, avsÏak je-li uveden, pak vzÏdy naÂsleduje st, jeho defaultnõÂ hodnota je xst = 1.

ś L prÏõÂznak lepenõÂ Tento prÏõÂznak urcÏuje, zda maÂ byÂt pouzÏita faÂze zpeÏtneÂho slepovaÂnõÂ intervaluÊ po tom, co jsou spocÏteny koeőcienty lineaÂrnõÂho programu. PrÏi slepovaÂnõÂ jsou intervaly spojovaÂny na maximaÂlnõÂ velikost nejvyÂsÏe vsÏak^1_{xst·mst} . NenõÂ-li tento parametr uveden, potom tato faÂze nenõÂ provedena.

PrÏõÂklady mozÏneÂho pouzÏitõÂ jsou naÂsledujõÂcõÂ:

$ ./test-na2.sh 3 1 4
$ ./test-na2.sh 4 2 4 2 L
$ ./test-na2.sh 6 4 0 16 L

Tento skript naprÏed vyhodnotõÂ zadaneÂ parametry skriptu. Podle teÏchto parametruÊ je spusÏteÏn skript na-dva/gen.bc, kteryÂ vygeneruje lineaÂrnõÂ program odhadujõÂcõÂ kompetitivnõÂ pomeÏr. ProtozÏe tento program vypisuje i neÏjakeÂ jineÂ uÂ daje, tak lineaÂrnõÂ program je z jeho vyÂstupu zõÂskaÂn őltrem bin/g2t.awk. LineaÂrnõÂ program je transformovaÂn do jazyka BC őltrem bin/tab2bc.awk, je prÏipojen skript simplexoveÂ metody simplex/simplex.bc0 a vyÂslednyÂ program je interpretovaÂn programem bin/bc.

SpocÏteneÂ vyÂsledky jsou ulozÏeny v adresaÂrÏi vystupy/test-na2. NaÂzev souboruÊ s vyÂstupem odpovõÂdaÂ zadanyÂm parametruÊ m skriptu, naÂzev zacÏõÂnaÂ vzÏdy test- a koncÏõÂ .txt a mezi jsou jednotliveÂ parametry oddeÏleneÂ znakem -. NaprÏõÂklad pro vyÂsÏe uvedeneÂ prÏõÂklady to jsou soubory test-3-1-4.txt, test-4-2-4-2-L.txt, test-6-4-0-16-L.txt. Odhady jsou shrnuty v souboru vysledky.txt, podle nichzÏ byla vytvorÏena tabulka 4.1.

VyÂsledky je mozÏneÂ vygenerovat prÏõÂkazem

$ make

avsÏak je trÏeba pocÏõÂtat s dlouhyÂm cÏasem vyÂpocÏtu. PrezentovaneÂ vyÂsledky byly pocÏõÂtaÂny paralelneÏ na võÂce pocÏõÂtacÏõÂch.

PoznaÂmka: Rychlost vyÂpocÏtu velmi zaÂlezÏõÂ na rychlosti pouzÏityÂch pocÏõÂtacÏuÊ a muÊ zÏe se pohybovat od neÏkolika hodin azÏ po neÏkolik desõÂtek hodin.

136 KAPITOLA 5: POPIS PR^Ï I^ÂLOH NA KOMPAKTNI^ÂM DISKU

Kapitola 6

ZaÂveÏr

Tato praÂce võÂcemeÂneÏ splnila vsÏechny prÏedem zvoleneÂ cõÂle. PraÂce obsahuje zaÂkladnõÂ fakta z teoretickeÂ informatiky k pravdeÏpodobnostnõÂm (online) algoritmuÊ m. KromeÏ toho historickyÂ uÂ vod mapuje vyÂvoj v teÂto oblasti od pocÏaÂtkuÊ veÏdnõÂho oboru teoretickaÂ informatika.

SnazÏil jsem se o cÏitelnost a snadnou pochopitelnost teÂto praÂce i cÏtenaÂrÏem bez hlubsÏõÂch znalostõÂ tohoto oboru. K tomu meÏ vedlo to, zÏe probleÂm rozvrhovaÂnõÂ pomocõÂ pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ je velmi speciaÂlnõÂ podobor teoretickeÂ informatiky, se kteryÂm vuÊ bec nenõÂ seznaÂmena veÏtsÏina lidõÂ zabyÂvajõÂcõÂch se teoretickou informatikou. PraÂce je proto budovaÂna od elementaÂrnõÂch zaÂkladuÊ azÏ po komplikovanaÂ tvrzenõÂ a zavaÂdõÂ potrÏebnyÂ formalismus sjednocujõÂcõÂ ruÊ znorodeÂ formalismy pouzÏõÂvaneÂ v literaturÏe pro jednotliveÂ podprobleÂmy.

JaÂdro praÂce vsÏak tvorÏõÂ noveÂ vyÂsledky dokaÂzaneÂ v teÂto praÂci, jezÏ jsou podrobneÏji shrnuty v zaÂveÏrech jednotlivyÂch kapitol. HlavneÏ se podarÏilo dokaÂzat, zÏe neexistuje^{27}_{19} -kompetitivnõÂ pravdeÏpodobnostnõÂ on-line algoritmus pro rozvrhovanõÂ na m = 3 pocÏõÂtacÏe. Spolu s tõÂm je vybudovaÂna potrÏebnaÂ teorie nezaÂvislaÂ na pocÏtu pocÏõÂtacÏuÊ a pouzÏitelnaÂ v prÏõÂpadneÂm zobecneÏnõÂ duÊ kazu.

DalsÏõÂm novyÂm vyÂsledkem jsou dolnõÂ odhady kompetitivnõÂho pomeÏru pravdeÏpodobnostnõÂch on-line algoritmuÊ umõÂst’ujõÂcõÂch prÏõÂchozõÂ uÂ lohy na dva pocÏõÂtacÏe. Tento vyÂsledek je zcela puÊ vodnõÂ, nebot’zatõÂm se pouze Seiden [14] zabyÂval konstrukcõÂ takovyÂch algoritmuÊ , tedy hornõÂmi odhady teÂto trÏõÂdy algoritmuÊ . Tato trÏõÂda prÏinaÂsÏõÂ dalsÏõÂ zjednodusÏenõÂ probleÂmu, avsÏak i prÏes toto zjednodusÏenõÂ zuÊ staÂvaÂ hodneÏ teÏzÏkyÂm probleÂmem.

ZõÂskaneÂ dolnõÂ dolnõÂ odhady mohou pomoci prÏi naÂvrhu a konstrukci novyÂch algoritmuÊ rÏesÏõÂcõÂch probleÂm rozvrhovaÂnõÂ. SpocÏteneÂ vyÂsledky proto mohou byÂt povazÏovaÂny za prÏõÂnos pro tento obor.

Literatura

[1] S. Albers: Better Bounds for On-Line Scheduling. Proceedings of the 29th Annual ACM Symposium on the Theory of Computing, 130-139, 1997

[2] Y. Bartal, A. Fiat, H. Karloff, R. Vohra: New algorithms for an ancient scheduling problem. Proceedings of the 24th Annual ACM Symposium on the Theory of Computing, 51-58, 1992

[3] Y. Bartal, H. Karloff, Y. Rabani: A better lowerbound for on-line scheduling.

Information Processing Letters 50,3:113-116, 1994

[4] B. Chen, A. van Vliet, G. Woeginger: A better lowerbound for randomized on-line scheduling algorithms. Information Processing Letters 51,5:219- 222, 1994

[5] B. Chen, A. van Vliet, G. Woeginger: New lowe and upper bounds for on-line scheduling. Operations Research Letters 16,4,221-230, 1994

[6] L. Epstein, J. Sgall: A Lower Bound for On-Line Scheduling on Uniformly Related Machines. 1999

[7] A. Fiat, G. J. Woeginger (Eds.): Online algorithms - The state of the Art.

Springer, Berlin 1998

[8] R. L. Graham: Bounds for certain multiprocessing anomalies. Bell System Technical Journal 45,1563-1581, 1966

[9] L. GrygarovaÂ: UÂ vod do lineaÂrnõÂho programovaÂnõÂ. SPN, Praha 1975

[10] D. S. Johnson: Near-optimal bin packing algorithms. PhD. thesis, MIT, Cambridge, MA, 1973

[11] H. A. Kierstead, W. T. Trotter: An extremal problem in recursive combinatorics. Congressus Numerantium, 33:143-153, 1981

[12] D. E. Knuth: The Art of Computer Programming. Addison-Wesley, prvnõÂ vydaÂnõÂ, druhyÂ svazek, 1968

[13] M. Nelson, J.-L. Gailly: The Data Compression Book. M&T Books, New York 1996

[14] S. Seiden: Randomized Algorithms for that Ancient Scheduling Problem.

Proceedings of the 5th Workshop on Algorithms and Data Structures, 210-223, 1997

[15] J. Sgall: A Lower Bound for Randomized On-Line Multiprocessor Scheduling. Information Processing Letters 63-1:51-55

[16] D. D. Sleator, R. E. Tarjan: Amortized efőciency of list update and paging rules. Communications of the ACM, 28:202-208, 1985

[17] D. D. Sleator, R. E. Tarjan: Self-adjusting binary search trees. Journal of the ACM, 32:652-686, 1985

[18] D. R. Woodal: The bay restaurant - a linear storage problem. American Mathematical Monthly, 81:240-246, 1974

[19] A. C. C. Yao: New algorithms for bin packing. Journal of the ACM, 27:207-227, 1980