TIN 085 Vybrané kapitoly z vypocetni slozitosti I zima 2009/2010
3. domaci ulohy

do 7. ledna 2010

Uloha 1.  Cilem tohoto cvicent je sestrojit polynomidlné velkou monoténi formuli
pro MAJ, (x1,...,x,) tedy funkci, kterd se vyhodnot{ na jednicku préveé tehdy, kdyz
vetSina jejich vstupnich bitu je jednicka.

a) Naleznéte monoténi formuli pro MAJ3(x1, 22, 23), tedy formuli sestdvajici pouze
z bindrnich spojek AND a OR.

b) Necht C je obvod (nebo formule) se vstupy r1,...,r, takovy, ze pro ndhodné
zvoleny vstup z {0, 1}™, obvod je jedna s pravdépodobnost{ %—i—p, kde p je realné ¢islo
mezi 0 a 1/2. Oznacme jako g pravdépodobnost, Ze obvod d& nulu. Ukazte, ze pokud
p < 1/4, pak pravdépodobnost, ze MAJ3(Cy,Cy,C3) dé jednicku na ndhodném
vstupu, je alespon %+ %p. Zde MAJ5(Cq,Cq,C3) je obvod pocitajici MAJs t{ kopif
obvodu C' s nezavislymi vstupy.

¢) Pokracovani z predchoziho bodu. Ukazte, ze pokud p > 1/4, pak pravdépodobnost,
ze MAJ3(C1, Cy, Cs) dé nulu na ndhodném vstupu, je nejvyse %q.

d) Ukazte, Ze existuje konstanta ¢ takova, ze Uplny terndri strom hloubky clogn
sestavajici ze spojek MAJs, kde kazdy list bere svou hodnotu z nékterého vhodné
zvoleného vstupniho bitu z1,...,x,, po¢itd MAJ,(z1,...,2z,). (Hint: Ukazte, ze
pokud si zafixujeme néjaky vstup xi,...,%, a jednotlivé vstupni bity prifadime
listim ndhodné, pak pravdépodobnost, Ze tento strom se vyhodnoti na hodnotu
jinou nez MAJ, (z1,...,2,) je mensi nez 27™.)

Uloha 2.  Ukaite, Ze pro kazdou booleovskou funkci f : {0,1}" — {0,1} existuje
obvod hloubky nejvyse pét sestavajici pouze z hradel MOD-2 a MOD-3 neomezeného
stupné. MOD-p na vstupu z1,...,z, € {0,1} je jedna, prévé kdyz .., x; nenf
deélitelné p. Jak velké obvody jsou potieba? Dokazte. (Hint: Ukazte, ze kazdou
funkei f : {—1,1}™ — {0, 1} lze reprezentovat polynomem v proménnych 1, ..., z,
nad koneénym tiiprvkovym télesem GF3. Pro zq,...,z, € {—1,1} ukazte souvislost
mezi poéitdnim x; - 25 - - -z, a poéitdnim MOD-2.)

Uloha 4. Ukaite, 7e kazd4 funkce je pocitatelnd branching programem konstantni
§itky a exponencialni velikosti.



