TIN 086 Vybrané kapitoly z vypocetni slozitosti II léto 2009/2010
1. domaéci ulohy

do 22. dubna 2010

Uloha 1.  Vezméme si interaktivni protokol, ve kterém bude ovérovatel determin-
isticky. Ukazte, ze jazyky rozpoznavané s vyuzitim takovychto ovéfovatelu budou
pattit do NP.

Uloha 2. Necht n, k jsou celd kladna ¢isla, z € {0,1}" a a € {0,1}" T+ jsou
vektory. Zavedme nésledujici operaci ¢ = a oz, kde vysledny vektor c je z {0,1}* a
spliiuje ¢; = 2?21 Zj - Gj4i—1, pro ¢ = 1,..., k. (VSechny operace jsou modulo 2.)
Pro vektory a € {0,1}"**~1 a b € {0,1}*, necht h,; : {0,1}" — {0,1}* je funkce
dand pfedpisem hq () = aox @b, kde @ je séitani po slozkdch modulo 2. Ukazte,
7e pro pevné x1,x2 € {0,1}" a y1,y2 € {0,1}*, Prop[hap(z1) = y1 & hap(z2) =
yo] = 272 kde pravdépodobnost je brdna pro nahodné zvolena a € {0, 1}"+*~1
a b€ {0,1}*. (Jingmi slovy, {hap; a € {0,1}" 5= b € {0,1}*} je 2-univerzdlni
hasovaci systém.)

Uloha 3. Sestrojte interaktivni protokol s konstantnim po¢tem kol pro nésledujici
problémy.

a) Oveéfovatel dostane Booleovskou formuli ¢ a éislo K, které je mocninou dvojky
mensi nez pocet vech moznych ohodnoceni ¢. Za pomoci dokazovatele ma rozhod-
nout, zda pocet splinujicich ohodnoceni formule ¢ je K. Pokud je pocet spliujicich
ohodnoceni skutecné K, pak by ovérovatel mél prijmout s pravdépodobnosti alespon
3/4. Pokud je pocet spliujicich ohodnoceni ¢ mensi nez K /2, pak by mél ovéfovatel
odmitnout s pravdépodobnosti alesponn 1/2 at mu dokazovatel nalhdvéd cokoliv.

b) To samé jako v (a), ale K nemusi byt mocnina dvojky a v piipade, ze je
pocet splitujicich ohodnoceni ¢ mensf nez K/2, pak by mél ovéfovatel odmitnout s
pravdépodobnost{ alespon 3/4.

Uloha 4. Necht n > 1 je celé ¢fslo a A C {0,1}". Pro vektor x € {0,1}",
oznacme jako A @z = {z @ y;y € A}, kde @ je s¢itédni po slozkdch modulo 2.

a) Ukazte, 7e kdyz |A| > %2”, pak existuji vektory r1,7a, ..., 105 € {0,1}"™ takové,
2 {0,1}" € Uiequ,... 100y A@7i. (Hint: Pouzijte ndhodné vektory r;. Pripomenme,
7e 1 —x < e ® pro v8echna redlna ¢isla z.)

b) Ukazte, ze kdyz |A| < 2™/10n, pak pro kazdou 10n-tici vektoru 1,732, ..., r10n €
{0,1}" existuje @ € {0,1}" \ Useq1,... 100y A @ 7i-

Pozndmka na okraj: Toto je podstata ditkazu, ze BPP C £9 = NPNP. Pro dany

vstup w se za mnozinu A berou ndhodné retizky, na kterych BP P algoritmus odpovi
1.

Uloha 5. S uzitim pifedchozi tlohy sestrojte tiikolovy interaktivni protokol
pro Grafovy neizomorfismus, ve kterém ovérovatel posila pouze svoje ndhodné bity
a ve kterém ovérovatel prijme s pravdépodobnosti jedna, pokud jsou zadané grafy
neizomorfni.



