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KAPITOLA 1: UVOD DO PROBLEMATIKY 1

Kapitola 1

Uvod do problematiky

Tato diplomova prace se zabyva tzv. pravdépodobnostnimi on-line al-

goritmy pro rozvrhovani. Néasledujici kapitolky ukazi motivaci této préce,

laicky vysvétli zdkladni pojmy a shrnou historicky vyvoj.

1.1 Zakladni myslenka

Pro pochopeni smyslu a motivace této prace je dtilezité se seznamit
se zakladnimi definicemi a fakty tykajicich se pravdépodobnostnich algo-

ritmt obecné.

1.1.1 Pravdépodobnostni vs. deterministické algoritmy

BézZné pocitace, které se v praxi pouZzivaji, jsou deterministickymi zafi-
zenimi. Proto vétSina lidi povaZuje za pfirozené, Ze pocitacovy program se
mé také chovat deterministicky - tedy za stejné situace stejné rozhodnout.
Pokud se program takto nechov4, tak se ¢asto usuzuje, Ze je Spatny. Nutno
poznamenat, ze takovyto zavér je vétSinou spravny a ,,nedeterministické”

YoM

chovani programu je opravdu zapiic¢inéno chybou. Nekorektni chovéani
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programu muiZe byt zptisobeno napftiklad kolizi s jinymi programy, nebot’
program nemusi byt opera¢nim systémem zcela oddélen od svého okoli.

Avsak existuje i tiida programi, pro které se pfirozené predpoklada
nedeterministické chovéani, je to tfida pocitacovych her. Nedeterministické
chovani je v jejich prospéch, nebot’ zvysuje jejich variabilitu a zajimavost.
Napriklad u logickych her s nedeterministickym chovanim typicky nestaci
nalézt konkrétni ndvod umozZnujici vyhrat narozdil od deterministickych.

Z matematického pohledu jsou predchozi tvahy zkreslujici a situace
vypada tplnéjinak. Pfi ndvrhu programu resp. algoritmu mtize byt uvazo-
van deterministicky model, ve kterém se algoritmus musi v kazdém kroku
pevné rozhodnout jen v zavislosti na jiz pfe¢teném vstupu, chovanije tedy
jednoznac¢né determinovéano vstupem.

Jinou moZnosti je pravdépodobnostni model. Takové algoritmy se na-
zyvaji pravdépodobnostni nebo randomizované. Pravdépodobnostni al-
goritmus se v kazdém kroku rozhoduje nejen na zakladé jiz prec¢teného
vstupu, ale miize pfi rozhodovani pouZit (laicky fe¢eno) hod minci. Po-
znamenejme, Ze hod minci je chapan jako nahodny jev nabyvajici hodnoty

0 nebo 1 s pravdépodobnosti ;.

1.1.2 Proc¢ zkoumat pravdépodobnostni algoritmy?

Deterministicky algoritmus je ziejmé specidlnim pfipadem pravdeé-
podobnostniho algoritmu, nebot’ pfi svém rozhodovani nevyuZziva hodt
minci. Pfi uvaZeni pravdépodobnostnich algoritmt se nabizeji nasledujici

pfirozené otazky:

¢ Maji stejnou vypocetni silu?

tj. zda kazda dloha feSitelna pravdépodobnostnim algoritmem je téz
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feSitelnd deterministickym algoritmem?

Sv v,

tj. zda pro nékteré tlohy umozZni hledani v priméru , lepsich” (rych-

lejsich ¢i pamétové méné narocnych) feSeni?

e UmozZni sestrojit lepsi deterministické algoritmy?

tj. zda pro nékteré ulohy daji navod, jak odstranit nedeterministické

chovéani pravdépodobnostniho algoritmu feSictho tlohu aniz by se

pfilis zvysila ¢asova sloZitost?

Vsechny zde vyslovené otazky maji spravnou kladnou odpoved. Zdi-

vodnéni odpoveédi l1ze nalézt v nasledujicich odstavcich.

Stejna vypocetni sila

V teorii vyc¢ilitelnosti se algoritmus formalizuje jako program pro Tu-
ringiv stroj, zaroven je definovan i pravdépodobnostni Turingtiv stroj.
Pravdépodobnostni Turingliv stroj je obohaceny o nekone¢nou pasku uni-
formné nahodnych bith. Existuji existuji rizné ekvivalentni definice prav-
dépodobnostniho Turingova stroje, které se lisi zejména v podmince zasta-
veni.

Teorie vyd¢islitelnosti dokazuje vétu, Ze oba tyto modely jsou ekviva-
lentni. Konkrétni konstrukce diikazu zavisi na zvolené definici.
Pozndmka: Determinizace pravdépodobnostnich algoritmii provedend podle této
vety je znacné casové naroénd.

Zavér: Pravdépodobnostni algoritmy maji z hlediska teorie vy¢islitenosti

stejnou vypocetni silu jako deterministické algoritmy.
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Typy pravdépodobnostnich algoritma

Pravdépodobnostni algoritmy se navrhuji pro feSeni rtiznych tloh, se-
strojené algoritmy jsou konfrontovany s existujicimi deterministickymi.
Proto je tieba uvazit, co pozadovat po algoritmu fesicim danou tlohu.

Nastinéna struktura nema byt brana jako definice. Algoritmy s uvede-
nou strukturou jsou ¢asto konstruované a déavaji dobré vysledky, avsak

existuji i algoritmy s odliSnou strukturou.

e Pravdépodobnostni algoritmus pro optimaliza¢ni tlohu nalezne (pfi
pevné ndhodné posloupnosti) néjaké feSeni. Dopocita se pravdépo-
dobnost, Ze takto ziskané feSeni je optimalni. Vicendsobnym iterova-
nim se pravdépodobnost, Ze feSeni je optimalni, zvySuje. Spocte se
pramérny pocet iteraci potfebnych k tomu, aby bylo nalezeno hle-
dané optimum. Za slozitost takového algoritmu se povazuje celkova

slozitost vSech téchto iteraci.

Je-li cilem nalézt optimalni feSeni, pak Ize ¢asto pouZit vicendsobné
iterovani, pravdépodobnost chyby 1ze omezit libovolné malym klad-
nym cislem. Je tfeba, aby kazdéa iterace vracela optimalni feSeni s

pravdépodobnosti odrazenou od 0, naptiklad alesporn 0.1.

e Pravdépodobnostni algoritmus pro rozhodovaci tilohu skonéi néja-
kou odpovédi, napfiklad to mohou byt ANO, NE, NEPLATI ANO,
NEPLATINE, NEVIM, je tieba spoitat (¢i odhadnout) pravdépodob-
nosti jednotlivych odpovédi, tyto pravdépodobnosti mohou zaviset
na spravné odpovédi. ,Rozumny” algoritmus Ize iterovanim zlepSo-
vat, proto se spocte primérny pocet iteraci pro nalezeni spravného

feSeni, ma-li to smysl.
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e Ma smysl uvaZovat i pravdépodobnostni aproximac¢ni algoritmy
pro optimalizac¢ni tlohy, v pfipadé rozhodovacich tloh se stava, Ze
algoritmus ¢asto neumi definitivné rozhodnout (ANO nebo NE), po-
tom se iterovanim ke spravné odpovédi mtize bliZit, to se tyka napfti-
klad testti prvociselnosti. V teorii sloZitosti je definovana hierarchie

ttid rozhodovacich pravdépodobnostnich algoritm.

V piipadé optimalizac¢nich tloh mtZe byt hledan kompromis mezi
presnosti vysledku a slozitosti vypoc¢tu. Pro nékteré NP-tipIné tlohy to

miiZe znamenat nalezeni pfijatelného feSeni s polynomialni sloZitost.

Navrh a analyza pravdépodobnostniho algoritmu jsou zna¢né indivi-

dudlni a zavislé na konkrétni feSené tloze.

SniZeni ¢asové nebo prostorové sloZitosti

Casové resp. pamétova slozitost pravdépodobnostniho algoritmu se
definuje jako primér pfes nekonecné posloupnosti ndhodnych bitti z ¢a-
sové resp. pamétové sloZitosti jednotlivych deterministickych vypoctt.
Pojmem , deterministicky vypocet” se rozumi vypocet algoritmu pfi pevné
nekonecné ndhodné posloupnosti.

Slozitost se porovnava se slozitosti deterministického algoritmu, ktery
fesf stejnou tlohu.

Pravdépodobnostni algoritmy lze tspésné vyuZit pii feSeni mnoha
tloh, nebot” priimérna casova resp. pamétova slozitost takového algo-
ritmu mtZze nizsf nez ¢asova resp. pamétové slozitost deterministického

algoritmu. P¥ikladem je problém minimélniho hranového fezu.
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Derandomizace

Derandomizaci pravdépodobnostniho algoritmu se rozumi sestrojeni
deterministického algoritmu, ktery umozni fesit zadanou tlohu s pomoci
tohoto pravdépodobnostniho algoritmu a vZdy nalezne spravné (hledané)
feSen.

JakjiZ bylo zminéno, tak obecné takovy algoritmus mtize mit neaGmérné
vétsi casovou a pamétovou slozitost. Je-li pro vypocet algoritmu postacu-
jici tzv. polynomiélné velky pravdépodobnostni prostor, pak je mozné jej
cely probrat a spocitat tak pfesné feSeni. Pfikladem je algoritmus hledani
maximalniho hranového fezu.

Polynomiélné velky pravdépodobnostni prostor je postacujici, napfi-
klad pokud neni algoritmem vyZzadovana nezavislost vSech nahodnych
bitd, ale jen nékterych podmnoZin z nich.

Pozndmka: Pro pravdépodobnostni on-line algoritmy se derandomizace neuva-

Zuje, bude vysvétleno pozdéji.

1.1.3 Co je on-line algoritmus

On-line algoritmus ma ve vstupu urcené okamziky, ve kterych musi
vypsat na vystup své , aktualni feSeni,” musi to provést diive, nez precte
dalsi bit vstupu. Toto se samo o sobé od algoritmu, ktery neni on-line, nijak
nelisi, proto je tfeba dalsi omezujici poZadavek. Klicovy poZadavek pro
definici on-line algoritmu je vytvafeni nového feSeni z predchazejiciho,
tj. naposledy vypsaného. Je dovoleno pouZzivat jen operace definované
zadanim tlohy.

On-line algoritmy maji fadu praktickych aplikaci ve vyrobnim procesu,

ve kterém je tfeba umét okamzité ,rozumné” rozhodnout, napt. co zrovna
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vyrabét atp., bez znalosti budoucich poZadavki. Typickym prikladem je-
jich pouZiti je vytvareni rozvrhi pro pfidélovani néjakych zdrojt, napii-
klad vyrobni stroj, pocitac¢ atp. Zde je vynucovan pozadavek o neménnosti
zékladé rozhodnuti algoritmu, nelze zpétné rozhodnout, Ze bude vyrédbén
jinym strojem nebo v jiny cas.

Cilem je konstruovat takové on-line algoritmy, které v kazdé situaci
rozhodnou tak, Ze toto rozhodnuti ,, pfi nejhor$im mozném pokracovani”
bude ,,co nejméné Spatné.” Toto je feeno intuitivné a je to tieba definovat
pro kazdou tlohu zvlast.

Vlastnost ,,on-line” je pro algoritmus zdsadni omezeni. Je tfeba si uve-
domit, Ze hlavni prioritou badani neni sniZzovani ¢asové ¢i pamétové slo-
zitosti, ale pfiblizovani se optimédlnimu tzv. ,off-line” feSeni, které miize
byt spocteno bez on-line omezeni.

Pozndmka: Jako protiklad k pojmu on-line algoritmus se pouzivi pojem off-
line algoritmus. Neni nijak omezovdin priibéh vypoctu takového algoritmu, ani
nemusi hledat castecnd resent.

PouZiva se fada algoritmti, které jsou on-line, aniZ by to po nich bylo
vyZzadovano. Do této kategorie 1ze zatadit tzv. heuristické algoritmy, ve
kterych se pfiddnim nového pozadavku (napf. tlohy) upravi jiz existujici

feSeni, typickym piikladem je hladovy algoritmus.

1.1.4 Pravdépodobnostni vs. deterministické on-line algo-
ritmy
Pravdépodobnostni on-line algoritmy maji vétsi vypocetni silu nez

deterministické on-line algoritmy.

Pravé uvedeny fakt mtize byt na prvni pohled o to vice pfekvapujici,
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jak bylo v pfedchozim textu uvedeno, Ze pravdépodobnostni a determi-
nistické algoritmy maji stejnou vypocetni silu. AvSak ma to velmi jedno-
duchou pfi¢inu, sice 1ze pravdépodobnostni algoritmus derandomizovat,
ale typicky nelze zachovat vlastnost on-line. V dtisledku toho nema smysl
uvazovat derandomizaci pravdépodobnostnich on-line algoritmf.
Naptiklad pro problém ,rozvrhovani tloh na dva pocitace” viz. Gra-
ham [8] je zndmy pravdépodobnostni on-line algoritmus, o kterém lze
snadno dokazat, Ze je lepsi nez kazdy deterministicky on-line algoritmus.
,Kvalita” pravdépodobnostniho on-line algoritmu je méfena funkci
porovnavajici vysledky tohoto algoritmu a vysledky, které 1ze dostat nej-
lepsim moZznym deterministickym algoritmem. Srovnani je vétSinou zaji-
mavé. Navic dtiikazy dolnich odhad® pro deterministické algoritmy jsou

snadné, vétSinou jsou provedeny konstrukci konkrétniho protipiikladu.

1.1.5 Kompetitivni pomér

Aby bylo moZzné pravdépodobnostni i deterministické on-line algo-
ritmy porovnavat, tak je tfeba jejich ,kvalitu” néjak méfit. Tyto algoritmy
jsou optimalizaéni ajejich cilem je co nejvice se pfiblizit hledanému optimu.
Proto se definuje tzv. kompetitivni pomér algoritmu jako pomér vysledku
on-line algoritmu ku nejlepsimu moznému vysledku.

Necht'zobrazeni h(y) je ohodnocujici funkce pro vysledny stav y, do kte-
rého se algoritmus dostal svym rozhodovanim. Vysledkem A (y) je kladné
realné ¢islo. Cim je vysledek , lepsi” tim ma byt ohodnocujici funkce mensi.
Ohodnocovaci funkce je dana zadanim problému.

Pozndmka: V lohdch, pro které je stav y definovin jako m-tice Cisel, je casto
za ohodnocujici funkci zvolena maximalizace nebo néjaky viaZeny primeér z téchto

Cisel.
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Necht'zobrazeni S 4(z) urcuje vysledek, ke kterému dospéje algoritmus
A pii vstupu z. Je-li algoritmus A pravdépodobnostni, potom se uvazuje
pravdépodobnostni distribuce vysledkti v zavislosti na ndhodné posloup-
nosti. Necht'je takova distribuce vysledkt oznac¢ena symbolem S (B, z),
kde B je pevna nahodna posloupnost.

Ohodnoceni vysledku H 4(x) deterministického algoritmu A se spocita

s pomoci ohodnocujici funkce jako
Hy(z) = h(Sa(x)) (1.1)

Pro pravdépodobnostni algoritmus se ohodnoceni vysledku H4(z)

spocte v praméru pies ndhodné posloupnosti jako
Hy(2)<Eg [h(Sa(B, )] (1.2)

Pozndmka: Definice 1.1 a 1.2 jsou ziejmé konzistentni, pro deterministicky al-
goritmus ddvaji stejny vijsledek.

Necht'zobrazeni S(z) uréuje optimalni feSeni tlohy spoctené nejlepsim
moznym off-line algoritmem pro vstup z. Optimélni vysledek H(x) se
potom definuje jako

H(x)=h(S(x)) (1.3)

Potom se definuje zobrazeni ¢(x), které je kompetitivhim pomérem pro

algoritmus A a vstup z takto

(1.4)

Jako ohodnoceni vysledku je klasické ,necht'nepfitel zada vstup,” tedy
nejhorsi pfipad, ktery mtize nastat. Kompetitivni pomér pro algoritmus

A je definovén jako

¢ = sup ¢(x) (1.5)
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Trivialné 1ze nahlédnout, Ze ¢ > 1, dokonce ¢(z) > 1 pro kazdy vstup
z. Nebot’Zadny algoritmus nemtiZe byt lepsi, neZ nejlepsi mozny.
Pozndmka: Typicky nent cilem hledat presnd vyjadieni téchto zobrazenti, spise
jsou hleddny jejich horni a dolni odhady. Na zikladé téchto odhadii se podle definice

1.5 spocte odhad kompetitivniho poméru.

1.1.6 Problém rozvrhovani

Problém rozvrhovani mé fadu moZnych podob. Napted budou shrnuty
zékladni spole¢né rysy a rozdily.

Uloha rozvrhovani znamé posloupnosti tloh na m pocitatt je NP-
tézka. On-line algoritmy jsou leckdy vcelku dobrou aproximaci. Je proto

zajimavé zkoumat, jak moc dobrou aproximaci jsou.

Spolecné rysy modelt
e Vstupem je posloupnost tloh.

Kazdé tloha ma uréenou velikost.

Ulohy se zpracovéavaji na pocitacich.

V jedom okamziku smi byt jeden pocita¢ pfifazen nejvyse jedné

uloze.

V jedom okamZiku smi byt jedna tloha pfifazena nejvyse jednomu
pocitaci, pfipadné nejvyse danému poctu pocitaci.
Rozdily mezi modely

Zminme piifklady uvazovanych variant modelti. Existuji i méné ob-

vyklé varianty, které zde nejsou zminény.
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e pocitace

— jejich pocet je pevny nebo proménny, v nékterych modelech 1ze
za néjakou cenu pocitace kupovat ¢i prodavat (to se promitne v

ohodnocujici funkci)

— mohou mit rdznou rychlost, potom ¢as dokonceni tlohy se
miZe liSit na rznych pocitacich

— mohou mit rtizné instrukéni sady ¢i za¥Fizeni, tilohu je moZzné
zpracovat jen na nékterych pocitacich

e ulohy

— mohou mit priority, vahy dtleZzitosti tiloh se zohledni v ohod-

nocujici funkci

— mohou mit zdvislosti na jinych tlohéch, tdlohu je mozné zpraco-
vat aZ po dokoncent jiné, naptiklad z technologickych dtvodi

ve vyrobnim procesu
— mohou mit ¢asovd omezeni, do kdy je tfeba tilohu vykonat

— mohou byt pFerusitelné, jejich vykonédvani 1ze pozastavit a pte-

nechat pocitac jiné tloze
e operacni systém

— muZe pferusit nebo restartovat tlohu, to je tzv. preemptivni

chovani

— miuize pfesunout tlohu na jiny pocitac (procesor)
e ohodnocujici funkce

— délka rozvrhu, tj. ¢as dokonéeni posledni tlohy
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— soucet casti dokonceni vSech tloh
— pocet tloh nevykonanych v¢as (pro modely s omezenym ¢asem)

— penalizace za nevc¢asné dokonceni

-----

e V sekvencnim modelu pfichazeji jednotlivé dlohy v posloupnosti,
kazda mé& byt pfifazena pocitaci (resp. pocitactim) a casovému inter-
valu (resp. intervaltim) dfive, neZ je zndma dalsi tiloha posloupnosti.
Soucasti poskytované charakteristiky prichozi dlohy je jeji délka.
Neni omezeno umistovani do ¢asovych intervalti, pfipadné tlohy

mohou byt i odkladany. Hodnotici funkei mtiZe byt naptiklad délka

rozvrhu.

e V modelu neznamych délek algoritmus o béZici tloze (tlohach) vi
jen to, zda jiz skoncila nebo ne. MiZe libovolné umistovat tdlohy,
které dosud pfisly. Charakteristika tillohy neobsahuje jeji délku. Né-
kdy byva povolena preempce (odebirani) dloh, odebrana tiloha miize
byt pozdéji restartovana (znovuspusténa) resp. pokratovana. Mozné
jsou i dalsi charakteristiky, napiiklad paralelnost vypoctu na maxi-
malnim omezeném poctu pocitact. Hodnotici funkei mtize byt délka

rozvrhu.

e Model pfichdzeni v case je podobny pfedchozimu modelu nezna-
mych délek s rozdilem, Ze délka dlohy je zndma v case pfichodu
tlohy. Tedy komplikact je jen to, Ze neni zndma budoucnost. Hodno-

tici funkci mtiZe byt délka rozvrhu.

e Intervalovy model se od predchozich modelt lisi hlavné tim, ze

nepovoluje odlozeni tlohy, avsak tloha musi byt zpracovéna v ca-
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sovém intervalu daném charakteristikou tlohy. Hodnotici funkce je
mira vah tloh zafazenych do rozvrhu. Tento model se svym zadanim

i metodami feSeni zasadné 1isi od ostatnich uvedenych modelt.

Zvoleny model

Deterministicky pfipad problému rozvrhovani je prozkoumén do
znacné hloubky. O pravdépodobnostnim on-line pfipadu se toho moc nevi.
Pfi zkouméani kazdého problému je dtlezité postupovat od jednodussich
problémt ke slozit&jsim a kazdému takovému problému predchéazi di-
kladné pochopeni problému jednodussiho. Pro zkoumani byl proto zvolen
jednoduchy model, tzv. sekvenéni model. Jak se pozdéji ukaze, tak i pro

takto jednoduchy model je analyza zna¢né komplikovana.

e Velikosti tloh jsou ptirozena ¢isla, bez priorit, bez ¢asovych omezenti,

bez zavislosti.
e K dispozici je m identickych pocitact.
e Bez preempce.

e Ohodnocujici funkce je délka rozvrhu (tj. ¢as dokonceni posledni

alohy).

V tomto modelu se od pravdépodobnostniho on-line algoritmu po pfe-
¢teni velikosti tlohy ocekava odpovéd’, na ktery pocita¢ mé byt pfichozi
aloha umisténa.

Laicky 1ze tento model dobte popsat na ptikladu hry , Tetris.” Hrajme
tedy tuto hru na m sloupeccich (odpovidaji pocitactim), nepftitel posila
cihly o velikosti 1 x d, kde d € N je nepevna délka konkrétni cihly, pfi-

chézeji svisle a nelze je otacet. Cihla je umisténa do néjakého sloupecku
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na dfive umisténé cihly nebo pocatek, uvazuje se ,gravitace” - mezery
nejsou ptipustné. Po umisténi cihly nepfitel posle dalsi. Ukolem hrace je
cihly umistovat tak, aby vyska této ,stavby” (pomér ku minimalni mozné
vysce) nebyla ,,moc velkd.” Pojem , moc velkd vyska” se chape tak, aby
kompetitivni pomér (pomér vysky ku minimalni mozné vysce stavby, ja-
kou 1ze z danych cihel postavit) byl co nejmensi pro kazdou nepfitelem

zadanou posloupnost cihel.

1.1.7 Shrnuti a vyjasnujici poznamky

Pro ¢tenare, ktery neni zbéhly ve zkoumani slozitosti a slozitostnich

IV WiV s

tfid, mtiZe byt obtiZnéjsi si uvédomit, co se pfesné€ zkouma.
Nasledujici pozndmky maji za cil upozornit na podstatné odliSnosti,

kterych je tfeba si v§imat pfi ¢teni této nebo obdobné prace.

Algoritmus

e deterministicky algoritmus
Nepfitel zada cely vstup najednou, rozhodne o umisténi vSech tloh,
vypiSe vystup.

e pravdépodobnostni algoritmus

Rozsituje deterministicky algoritmus, navic mtize pfi rozhodovani
J Y
pouzivat nahodné bity. Pfevoditelny na deterministicky algoritmus

za cenu zvySeni casové a pamétové slozitosti.

e determinitisticky on-line algoritmus

Deterministicky algoritmus. Nepfitel zadava tlohy po jedné. Algo-

ritmus mus{ ihned rozhodnout o umisténi alohy.
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e pravdépodobnostni on-line algoritmus

Rozsifuje determinitisticky on-line algoritmus, navic mtzZe pfirozho-
dovani pouzivat ndhodné bity. Neni pfevoditelny na deterministicky

on-line algoritmus.

Typy odhada

Odhady se déli podle toho, jaké algoritmy jsou uvaZovany pro hledani
feSeni. Proto odhady mohou byt tyto:

e bez omezeni

Pocitano pfes vSechny deterministické a pravdépodobnostni algo-

Y vz 2

ritmy (jsou prevoditelné) fesici dany problém. Zadani dostanou pte-
dem. Zkouma se ¢asova a pamétové efektivita (slozitost) algoritm.
Za zajimavé jsou povazovany algoritmy pocitajici v polynomialnim
Case.

o deterministicky on-line
Pocitdno pres deterministické on-line algoritmy. Bez omezeni sloZi-
tosti. Zkouma se kompetitivni pomér.

e pravdépodobnostni on-line

Pocitdno pres pravdépodobnostni on-line algoritmy. Bez omezeni

sloZitosti. Zkouma se kompetitivni pomeér.

Dolni odhady kompetitivhiho poméru

Délenti je podle typu (viz. pfedchozi odstavec) a nasledujicich moZnosti:

e dolni odhad problému
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Toje dolni odhad na kompetitivni pomér kazdého algoritmu fesiciho
dany problém. Specialné je to dolni odhad i pro optimalni (nejlepsi)

~zs 2

algoritmus fesici dany problém.

o dolni odhad algoritmu

To je dolni odhad na kompetitivni pomér konkrétniho algoritmu

Yz

feSictho dany problém.

e dolni odhad tfidy algoritmii

To je obdobné , dolnim odhadtim,” avsak odhad je pocitan pies ur-
¢itou tfidu algoritmi. T¥ida je uréena néjakym omezenim toho, co
algoritmus smi nebo nesmi. Je to tedy dolni odhad pro kazdy algo-
ritmus v této tfidé. Dolni odhad problému je dolnim odhadem pro

kazdou tfidu algoritm.

Pozndmka: Kompetitivni pomér je pocitin jako supremum, tudiz popisuje nej-
horsi mozZny pripad, ktery miiZe nepritel zadat.
Pozndmka: Dolni odhad je obvykle konstruovin nalezenim ,,téZké” posloupnosti,

na které ma kazdy algoritmus kompetitivni pomér o velikosti alespoti dokazovaného

dolniho odhadu.

Horni odhady kompetitivhiho poméru

Déleni je podle typu a nasledujicich moZznosti:

e horni odhad algoritmu

To je horni odhad kompetitivntho poméru konkrétniho algoritmu

fesictho dany problém. Je tfeba provést analyzu dokazujici, Ze pro

zadnou posloupnost nebude kompetitivni pomeér vétsi.
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e horni odhad problému
To je horni odhad kompetitivntho poméru nejlepsiho algoritmu fesi-
ctho dany problém. Kompetitivni pomér kazdého algoritmu je hor-
nim odhadem problému. Dokazuje se konstrukci konkrétniho algo-

ritmu.

e horni odhad tfidy algoritm

To je horni odhad kompetitivhiho poméru nejlepsiho algoritmu z
dané tfidy feSictho dany problém. T¥ida je ur¢ena omezenim toho, co
algoritmus smi nebo nesmi. Horni odhad tfidy algoritmt je hornim

odhadem problému. Dokazuje se konstrukci konkrétniho algoritmu.

1.2 Ptehled znamych vysledkt

1.2.1 Historicky vyvoj

Historicky prvni, kdo se zacal zajimat o tuto problematiku a kdo pro-
blém rozvrhovani formuloval, byl Graham [8]. V této préci jeSté nebyla
problematika formulovéna v pozdéji ustalenych terminech.

Prvnim, kdo pfisel s pojmy ,on-line” a , off-line” je Knuth [12]. Pojem
on-line pouzil pro algoritmus, ktery nacita vstupni posloupnost a spoctené
vysledky vypisuje, jakmile je to mozné. Pojem off-line definoval jako opak
on-line. Jeho pojeti se zna¢né 1i$i od soucasného pojeti (definice).

Prvni préce se sou¢asnym pojetim definice on-line algoritm se objevily
v 70-tych letech. Tykaly se aproximacnich algoritmti a zabyvaly se tzv.
»problémem batohu.” Az podéji se zacal vyskytovat pojem ,aproximacni
on-line algoritmy,” poprvé v préci Johnsona [10]. Pojmy on-line a off-line

byly pouzity v kryptografickém systému.
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Dale byly nalezeny metody pro dolni odhady pomoci konstrukce ,ne-
pfitelem” zadaného protiptikladu. Jedny z prvnich aplikaci této metody
byly v praci Woodhal [18] pfi analyze tzv. ,Bay Restaurant problému” ¢i
préce Kierstead a Trotter [11] zabyvajici se , on-line barvenim intervalovych
grafa.”

Yao [19] je prvni, kdo pfiSel s tvrzenim zacinajicim formulaci ,pro
kazdy on-line algoritmus plati....” Dok4zal nemoZnost existence on-line

algoritmu pro , problém batohu” s kompetitivinim pomérem lep$im neZ

N[w

Tento vysledek se stal zakladem pro dalsi rozvoj aplikaci on-line algoritm
pro feSeni optimaliza¢nich problémi.

Vyznamny prelom ve vyzkumu on-line algoritmti znamenaly préce
publikované v roce 1985, viz. Sleator a Tarjan [16] a [17]. Tyto prace zapii-
¢inily vzriist z&jmu o tento obor teoretické informatiky, ktery trva dodnes.
Publikované prace se zabyvaji problémem ,strankovani (caching, paging)”
a tzv. ,list update problémem.”

Od pocatktt vyzkumu v této oblasti uplynulo mnoho let a byla do-
kazana rada zajimavych vysledkd. Vyzkum znamenal velky pokrok, ale
presto je nutné konstatovat, Ze existuje hodné dosud nevyteSenych otevie-

nych problémti. Lze oc¢ekavat, Ze tento obor ¢eka jesté dlouhy vyvoj.

1.2.2 Graham

Prvni on-line algoritmus, ktery fe$il tilohu rozvrhovani na m identic-
kych pocitacich, byl Grahamav algoritmus. Tento algoritmus patii mezi
tzv. hladové algoritmy, nebot’ pfichozi tloha je vZdy umisténa na pocitac,
ktery m& minimalni zatéz (v ,tetrisové analogii” je tloha umisténa na co
nejnizsi sloupecek). Kompetitivni pomér algoritmu pro m pocitacii je prave

1
2 L.
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Dolni odhad se provede posloupnosti m(m — 1) jednotkovych tloh na-
sledovanych tlohou velikosti m. Na kazdy pocita¢ bylo umisténo m — 1
jednotkovych tloh a dale pfisla posledni tloha. Rozvrh mé délku 2m — 1.
Délka optimélniho rozvrhu je m. V optimalnim rozvrhu jsou jednotkové
tlohy umistény na m — 1 pocitacich, zbyla aloha velikosti m zlistane sa-
motna. Tudiz kompetitivni pomér je alespont 221 =2 — L.

Optimalita, Ze algoritmus je (2 — 1)-kompetitivni, se ukaze snadno.
Dtikaz se provede pro kazdou neprazdnou posloupnost (pro prazdnou to
je trivialni).

Y v Yz

Oznacme t minimum zatézi pocitact pred posledni tlohou a z velikost

posledni dlohy.

Cilem, dle definice kompetitivniho poméru, je dokazat vztah
1
t+z < (2 - —) - optimum (1.6)
m
Casto se pouzivé dolni odhad pro délku optimélniho rozvrhu
max {t + E, x} < optimum (1.7)
m
Pro diikaz bude postacujici varianta vyrazu 1.6 s odhadem 1.7

1 1
t+x < (2 — —) -max{t—i— ﬁ,x} < (2 — —) - optimum (1.8)
m m m

Je postacujici dokazat vztah 1.8, nebot’z néj vyplyva vztah 1.6. Vztah

1.8 se rozborem podle maxima rozpada na dva piipady.
e pifpadz >t +

— z podminky vyplyva £ <1— L

— odstranéni maxima podle rozboru

t+e (2—l) (1.9)

T m
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— dtikaz posloupnosti tGprav

/ ¢ 1 1
A I L R S (1.10)
X m m

x
e piipadt+ = >z

— z podminky vyplyva £ >1— L

- odstranéni maxima podle rozboru

t 1
LA PR (1.11)
t+% m
— dtikaz posloupnosti tprav
t ty1 4l 14 1-1 1
==t mT o1y T <o (L1D)
ttm otm st m s T m m

Tudiz vztah 1.6 je splnén pro vSechna z > 0,¢ > 0.
Zavér: Grahamiv algoritmus je (2 — 1)-kompetitivni. Odhad pro Graha-

mv algoritmus jiz nelze zlepsit.

1.2.3 Odhady deterministickych algoritmu

Graham ve své praci [8] ukazal deterministicky on-line (2 — %)-
kompetitivni algoritmus pro rozvrhovani na m pocitaci.

Faigle, Kern a Turan ukazali, Ze Grahamtv algoritmus je optimalni pro
m = 2,3. Pro m > 4 dokézali dolni odhad 1 + % ~ 1.707.

Galambos a  Woeginger dokazali existenci (2 — % — 5m)-
kompetitivniho on-line algoritmu pro m > 4 pocitact. Avsak tento
odhad podobné jako Grahamtv odhad pro m jdouci do nekonecna
konverguje ke 2. Konstanty &,, > 0 jsou dané diitkazem.

Dlouho byl otevieny problém, zda existuje on-line algoritmus s kompe-

titivnim pomérem mensim nez 2 pro libovolny pocet pocitact (v limité pro
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m jdouci do nekonec¢na). Problém vyftesili Bartal, Fiat, Karloff a Vohra, kteti
sestrojili (2 — % R~ 1.9857)-k0mpetitivni on-line algoritmus pro libovolné
m.

Dale odhad zdokonalili Karger, Phillips a Torng. Jejich algoritmus ma
mensi (tedy lepsi) kompetitivni pomér nez Grahamtv algoritmus pro m >
6, asymptoticky je algoritmus 1.945-kompetitivni.

Chen, van Vliet a Woeginger [5] dokézali dalsi dolni odhad. Dokazali,
ze pro m = 4 pocitace je kazdy deterministicky on-line algoritmus alespon
1.731-kompetitivni. Navic sestrojili deterministicky 1.7333-kompetitivni
on-line algoritmus. Pro dostatecné velké m je kazdy deterministicky on-line
algoritmus alesponi 1.8319-kompetitivni. Vysledek zlepsili Bartal, Karloff
a Rabani [3], ktefi dok&zali, Ze pro m > 3454 pocitacti je kazdy determinis-
ticky on-line algoritmus alespori 1.837-kompetitivni.

Albers [1] sestrojila 1.923-kompetitivni algoritmus pro m > 2 pocitact.
Tento algoritmus méa dobré asymptotické chovéni. Zaroven dokazala dolni

odhad, Ze kazdy algoritmus je alesponi 1.852-kompetitivni.

1.2.4 Odhady pravdépodobnostnich algoritmt

Ve srovnani s deterministickym pfipadem je pravdépodobnostni pfi-
pad mnohem méné prozkouman.

Bartal, Fiat, Karloff a Vohra [2] pro m = 2 pocitace sestrojili %-
kompetitivni pravdépodobnostni on-line algoritmus a dokéazali jeho op-
timalitu, nebot” dosahuje dolni odhad. Pro m = 3 dokazali dolni odhad

1.4.

Chen, van Vliet a Woeginger [4], nezévisle Sgall [15], dokézali obecny

dolni odhad. Pravdépodobnostni on-line algoritmus pro m pocitacti ma
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kompetitivni pomér alespon

SR
()=

m—1

1+ (1.13)

Pro mjdouci k nekone¢nu konverguje k -4 ~ 1.5819. Tento odhad déava
stejny odhad pro m = 2, pro m = 3 pocitace je dokdzany odhad 1.42105
lepsi, nez dokazali Bartal a kol.

Seiden [14] sestrojil algoritmy davajici lepsi horni odhady pro m =
3,...,7. Jejich kompetitivni pomér je nizsi (lepsi) neZ nejlepsi znamy de-
terministicky algoritmus. Dokonce pro m = 3,4, 5 je horni odhad lepsi nez
nejlepsi dolni odhad pro deterministické algoritmy. Dokazané kompeti-
tivni pomeéry jsou postupneé 1.55870, 1.67516, 1.74113, 1.78809, 1.82081 pro
m=3456T.

Neni zndm z4dny pravdépodobnostni on-line algoritmus, ktery by mél
asymptoticky lepsi kompetitivni pomér neZ nejlepsi deterministicky al-
goritmus, je tedy hornim odhadem také pro pravdépodobnostni on-line
algoritmy.

Nejdtilezitéjsi dosazené vysledky jsou shrnuty v tabulce 1.1.

Pozndmka: Priblizné hodnoty uvedené v tabulce jsou zaokrouhlené tak, aby

ddvaly ptislusné odhady - dolni odhady dolii a horni odhady nahoru.

1.2.5 Hlavni charakteristiky zkoumanych algoritma

Smyslem této kapitoly neni podrobné rozebirani toho, jak funguje ten
¢i onen konkrétni algoritmus. Smyslem je jen nastinit, jak takové algoritmy
vypadaji a jak& maji omezeni.

Dftikazy hornich odhaditi kompetitivniho poméru jsou koncipovany
jako nalezeni konkrétniho algoritmu, o kterém se ukéze, jaky méa kom-

petitivni pomér.
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Pocet pocitaci Pravdépodobnostni Deterministické
m Dolni odhad | Horni odhad | Dolni odhad | Horni odhad
2 1.33333 1.33334 1.50000 1.50000
3 1.42105 1.55871 1.66666 1.66667
4 1.46285 1.67517 1.73101 1.73334
) 1.48738 1.74114 1.74625 1.77084
6 1.50352 1.78810 1.77301 1.80000
7 1.51496 1.82082 1.79103 1.82292
00 1.58197 1.94500 1.83700 1.94500

Tabulka 1.1: Nejlepsi zndmé odhady kompetitivnich poméri
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Grahamtiv hladovy algoritmus umistuje pf¥ichozi tlohu vzdy na po-

¢ita¢ s minimAlni zatéZi, proto je deterministicky. Takovéto chovéni neda
dobry vysledek v okamziku, kdyz pfijde velka tloha. Vzdy je proto po-
tfeba mit pripraveny pocita¢ s malou zatézi pro pfipad, Ze by pfisla velka
aloha.
Pozndmka: Velkou iilohou je myslena tiloha o velikosti ptiblizné jako je rozdil
maximdlni a minimdlni zdtéZe pocitacii. To se netykd potencidilné nekonecnych
iiloh, s jejich umisténim neni problém. Umisténi potencidlné nekonecné tilohy je
stejné jako umistént jednotkové iilohy do prazdného rozvrhu.

Casto se algoritmy omezujf jen na umistovani na nékolik vybranych
pocitach v poradi podle zatéZi. Ziejmé jeden z nich bude minimalni po¢i-
ta¢ (jinak by to byl problém pro mensi m ztizeny vyZadovanim menstho
optima).

Dilezitou charakteristikou deterministickych i pravdépodobnostnich
on-line algoritm je zachovavani néjakého invariantu. V deterministickém
pfipadé je pouZivan invariant, aktualni konfigurace, pifichozi tloha atp.
pro ureni pocitace, na ktery bude tloha umisténa. V pravdépodobnost-
nim piipadé€ se navic pouziva primérna konfigurace atp., jsou uréeny
pravdépodobnosti umisténi prichozi tlohy na jednotlivé pocitace a podle
nich je ndhodné vybran pocitac.

Seidenovy [14] algoritmy umistuji pfichozi Glohy jen na minimalni
pocita¢ a druhy minimalni pocita¢. Seiden sestrojil dva algoritmy, které
nazyva ,Short Invariant” a ,Tall Invariant.” Prvni z nich pouZziva inva-
riant zarucujici, Ze normalizovana primérnd minimalni zatéZ nepievysi
konstantu zavislou na m. Tim je algoritmus pfipraven na pfipadnou vel-
kou tlohu. Druhy z nich pouziva invariant, Ze maximalni zatéz ma byt

alespon konstanta-nasobek minimalni. Za konstantu je volen kompetitivni
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pomér. Bylo o¢ekavano a z vysledkti je patrné, Ze tyto algoritmy dobie
funguji pro maly pocet pocitacti.

Jinym ptikladem je algoritmus od Albers [1], tento umistuje tilohy na
minimélni pocita¢ a na prosttedni pocita¢. Invariant, ktery ma byt spl-
nén je, aby priimérna zatéz prostfedniho byla alespor konstanta-nasobek
minimalniho.

Zejména jsou konstruovany algoritmy, které umistuji tlohy na dva
pocitace. Hlavnim dtivodem je, Ze i pro dva je analyza kompetitivniho

poméru znacné komplikovanou zéleZitosti.

1.3 Cile a vysledky této prace

e Zakladnim cilem prace je shrnout zndmé poznatky o pravdépodob-
nostnich on-line algoritmech. K tomu je tfeba vysvétlit a zavést po-
ttebné pojmy. Soucasti toho je i pokus o zavedeni jednotného for-
malismu, ktery by mohl nahradit roztfisténé formalismy pouZzité v

literatufe.

e Dilezitym cilem préace je prohloubeni znalosti o problému rozvrho-
vani. Teorii je tfeba postupné budovat od zéklad® a postupovat k
vécem slozitéjsim. Pro zkoumani byly zvoleny pravdépodobnostni
on-line algoritmy, protoZe zadani problému rozvrhovani je jednodu-
ché, problém ma praktické aplikace a existuje v ném i fada dlouho

otevfenych problémfi.

e Dolni odhad, ktery dokéazali Chen, van Vliet a Woeginger [4], ne-
zévisle Sgall [15], se zdal byti optimélni. AvSak objevily se divody,

proc¢ se domnivat, ze optimalni neni, dtivody jsou zalozeny na intu-
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ici k dikazu citovaného odhadu. Cilem této prace bylo dokazat, Ze
neexistuje pravdépodobnostni on-line algoritmus s kompetitivhim
pomeérem rovnym tomuto dolnimu odhadu. Tento cil se bohuzel ne-
podafilo zcela obecné dokézat. Zatim se podarilo tuto neoptimalitu
dokézat pro m = 3 pocitace. K tomuto diikazu je tfeba vybudovat
teorii davajici fadu zajimavych tvrzeni o chovani algoritmi na tzv.

kritickych posloupnostech.

Dal$im cilem je provést dolni odhad kompetitivniho poméru pro
tfidu algoritm@ umistujicich dlohy na dva pocitace. To je tiida algo-

ritmt béZné konstruovanych v hornich odhadech.

1.4 Komentare

Zde jsou mé komentdire a ndzory zaloZené na zkusenostech a intuici ziskané

pfi psani této price. Proto nemuseji byt nutné pravdivé, nicméné tyto komentdire

mohou byt chdpdny jako pozndmky a ndméty pro zkoumdni.

e Na prvni pohled se miiZe zdat, Ze deterministické on-line algoritmy

pro rozvrhovéni jsou ,,diskriminovany” definici kompetitivniho po-
méru. Diskriminace mtiZe byt vidéna v tom, Ze se po algoritmu chce,
aby se choval ,,dobfe” jiZ od pocatecni prazdné konfigurace. AvSak
tézkou posloupnost pro libovolnou konfiguraci 1ze ziskat asympto-

tickym zvétSenim tézké posloupnosti na prazdné konfiguraci.

U pravdépodobnostnich on-line algoritmti je pochopitelné zkou-
mana primérna délka rozvrhu. OvSem s nenulovou pravdépodob-

nosti mtize byt ziskany rozvrh dost dlouhy. Zajimavé by mohlo byt
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omezeni maximalni délky rozvrhu, napiiklad konstantou 2. Toto
omezeni by asi mélo vliv na odhady kompetitivnich pomért. Do-

mnivam se vSak, Ze by tento vliv nebyl pilis velky:.

e Da se ocekavat, ze jeden z moznych dal$ich smérti zdokonalovani
pravdépodobnostnich on-line algoritmt mtize byt i zvySovani poctu
pocitach, na které algoritmus umistuje tlohy. Asi to pfinese lepsi
vysledky, ale nelze ocekavat optimalnost téchto algoritm. Pro kon-

strukci optimalnich algoritm je potfeba pfijit s novym napadem.

e V hornich odhadech jsou konstruovany algoritmy umistujici pfi-
chozi tlohu na dva pocitace (minimélni a i-ty maximalni pocitac).
Obdobné by vsak bylo moZno umistovat tlohy na minimalni poci-
ta¢ a na pocitac spliiujici néjakou podminku (napft. je po normalizaci
maximéalni mensi nez konstanta). Pro velky (limitni) pocet pocitacti
by tato iiprava mohla zlepsit odhad, nebot'miiZe flexibilnéji reagovat

na piichozi tlohu.

e Na prvni pohled se mtiZze zdat, Ze dolni odhad pres vSechny konfigu-
race muZe byt pocitan tak, zZe se odhad dokéaZe pro kazdou konfigu-
raci sestrojenim protipfikladu. Takto jednoduse problém nelze fesit.
Snadno lze sestrojit ptiklad, ve kterém se algoritmus mtize determi-
nisticky rozhodnout mezi dvéma , Spatnymi” moZnostmi, zatimco
néjaké jejich pravdépodobnostni kombinace muZe byt v praméru

~z 4

,lepsi.
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Kapitola 2

Zéklady

Tato kapitola sjednocuje znaceni, zadkladni pojmy a definice o prav-
dépodobnostnich on-line algoritmech, popisuje pouZity formalismus. Je

dokazano i n€kolik potfebnych a zajimavych tvrzeni.

2.1 Bézné symboly
e N oznacuje pfirozena ¢isla, bez nuly, 1,2,3,. ..
e Ny oznacuje p¥irozena ¢isla s nulou, 0,1,2,3, ...

e R oznacuje redlna cisla

® Pryeca|l(z)] oznatuje pravdépodobnost, Ze jev I je splnén, pocitano

pres distribuci A
o E,c4 [f(z)] oznacuje stfedni hodnotu z funkce f(x) pfes distribuci A

e [a|b] oznacuje tzv. blokové spojeni matic ¢i vektort



30 KAPITOLA 2: ZAKLADY
2.2 Obecné definice

Definice 2.2.1 Pro k,7 € N, z € Nresp. € R oznacme
()Y i-tyy clen usporddané k-tice x v pevné zvoleném kédovani k-tic z/do

2

prirozenijch resp. redlnych cisel.

Definice 2.2.2 Pro m € N, m > 1 oznacme mnoZinu

[m]= {i| (i€ N) A (i <m)} (2.1)
Tj. mnoZina obsahujici pravé prvky 1,...,m.
Definice 2.2.3 Bud’
R=(0,1) 2.2)

Tj. mnozina posloupnosti ndhodnych bitti, nebot’ve dvojkové soustaveé

2 w7

je redlné ¢islo nekonec¢nou posloupnosti hodnot 0 a 1.

Definice 2.2.4 B € R nazveme ndhodnd posloupnost, pokud plati, Ze B je

nahodné s uniformni distribuci pravdépodobnosti v R.

Takovéa posloupnost je nekone¢nou posloupnosti ndhodnych bitt, tj.

nezavislych nahodnych 0/1 veli¢in s pravdépodobnosti 5 pro 0 resp. 1.

2.3 Posloupnosti tloh

Definice 2.3.1 P nazveme posloupnost iiloh, pokud plati, Ze |P| € Ny je délka
posloupnosti P a P; € N, proi = 1,...,|P|, jsou proky posloupnosti P.
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Definice 2.3.2 Bud’
PE{P | P je posloupnost tiloh} (2.3)

P je mnoZina vSech posloupnosti tloh.

Definice 2.3.3 Pro P € P,i € [|P|] definujme

P ZPppsi (2.4)
Tim jsou pfehlednéji oznaceny tlohy v pofadi od konce posloupnosti.

Definice 2.3.4 Pro P,Q, R € P, j € [|P|] definujme posloupnost

PIEQ (2.5)
kde
(1Q=7) A ((Vie[j]): Qi=F) (2.6)

Tj. prvnich j ¢lent posloupnosti P tvofi posloupnost P7.

PYQ (2.7)
kde
Q=0 (2.8)
Tj. prazdna posloupnost.
P plPlH1— (2.9)

Tj. prvky posloupnosti P az po j-ty od konce véetné v nezménéném
pofadi tvofi P~J.

Definice je korektni, nebot’je jednoznacné, dtikaz ziejmy.
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Tvrzeni 2.3.5 Pro P,Q,R€ P,i,j € [|P|, Q= P, R= P

(i > j)=(Q" = P7)

a pro zdporné indexy plati

(i+5-1) €[[Pl=(R7=P )

Dtikaz. Snadny, indukci podle j s uzitim definice 2.3.4.

Definice 2.3.6 Pro P € P definujme

sum(P)< Z P;
]

i€[|P|

sum(P) je soulet vSech prvku v posloupnosti P.

Tvrzeni 2.3.7 Pro P € P plati

(|P| = 0)=>sum(P) = 0

a soucasné
(|P| > 0)==sum(P) = sum(P*) + P_,

Dikaz. Ziejmy, indukci.

2.4 Pravdépodobnostni on-line algoritmus

Definice 2.4.1 Procub : NX R X R —> NX R

cub : N x R X R — N X R nazveme losujici zobrazent, pokud plati

(Vn e N)(Vp e R)(VBER) :

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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(cub(n, p, B) = X)==((Vj € [n]) :
Pr[[X]} = j] = [pI}) A (V5 € [n]) : [XT3|[X]] = j

je uniformni jev v R)

Losujici zobrazeni pouziva libovolné (tedy i iracionalni) pravdépodob-
nosti, které 1ze efektivné (algoritmicky) vy¢islit.
Pozndmka: S pomoci losujiciho zobrazeni je mozné sestrojit ndhodny jev s libo-
volné predepsanymi pravdépodobnostmi mozZnyjch hodnot. Jen musi byt splnéna
podminka efektioni (algoritmické) vycislitelnosti téchto pravdépodobnosti. Casovd

sloZitost takové volby neni omezena. Omezena je jen priimérnd casovd sloZitost.

Tvrzeni2.4.2 (Jcub: NXRX R — NxR): cub jelosujici zobrazent.

Existuje losujici zobrazeni.

Dukaz. Algoritmicka konstrukce takovéhoto zobrazeni je popsana v lite-
ratufe, napiiklad viz. Nelson, Gailly [13]. Losujici zobrazeni ma aplikace

napfiiklad v aritmetické kompresi dat. O

Definice 2.4.3 Prom e N,m > 1
méfitelné zobrazeni A : P x R X N — [m] nazveme algoritmus, pokud

plati

(VB e R)(YP € P)(Vi € [|P|]))(Vj € [i]) : A(P,B,j) = A(P',B,j) (2.16)

Slovem algoritmus se rozumi pravdépodobnostni on-line algoritmus
pro rozvrhovéani na m pocitacti. Vyraz A(P, B, j) udava cislo pocitace, na
ktery byla umisténa j-t4 zadana tloha, tedy F;, algoritmem A pracujicim
s ndhodnou posloupnosti B a vstupem P. V definici se pozaduje, aby

algoritmus rozhodl stejné (pfi pevné ndhodné posloupnosti) pro vSechny
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posloupnosti se stejnym prefixem, coZ odpovida tomu, Ze algoritmus je
on-line.
Pozndmka: Podle turzeni 2.4.2 ma tato definice algoritmu smysl, kaZdy pravdeé-

podobnostni on-line algoritmus totiZ Ize realizovat s pomoci losujiciho zobrazeni.

Definice 2.4.4 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, B€R

definujme zobrazeni cfg , : P x R — N™ tak, Ze

(VP € P)(VBeR) (Vi€ [m]): [cfg (P,B)]]"< > P
(k€[ PIDA(A(P,B,k)=1)
(2.17)
Tim je definovana konfigurace, tedy zatéZe jednotlivych pocitacti, do
které se algoritmus dostane pti dané posloupnosti tiloh P a ndhodné po-

sloupnosti B.

Definice 2.4.5 Prom € N,m > 1, algoritmus A definujme mnoZinu

RAZ{BER | (VP € P): Praer [cfg4(P,B) = cfg (P, B)] >0} (2.18)

Tim je definovdna mnoZina ndhodnych posloupnosti, pro které se al-
goritmus nechova ,Spatné” ve smyslu ditkazu budouciho tvrzeni 3.2.5,
kde je nutné tuto podmnozinu pouzit. OvSem tvrzeni 2.4.8 ukéze, ze tento

pozadavek neni nijak omezujici.

Definice 2.4.6 Definujeme zobrazeni OrdP : P — N, Ze

P ,
(VP €P): OrdP(P)E1 4+ 274X F (2.19)
i=1
Pri¢te se 1 za prazdnou posloupnost tloh, napt. 38 = 1 + (100101),

reprezentuje posloupnost 1,2, 3
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Tvrzeni 2.4.7 Zobrazeni OrdP je bijektivni.

Dtkaz. Ziejmy z definice 2.4.6. a

Tvrzeni 2.4.8
PrBeR [B € RA] =1 (220)

Timto je ukdzano, Ze mnozina R 4 miize byt uvazovana pro vybér na-
hodné posloupnosti, na které algoritmus bude pracovat namisto mnoziny

R, protoZe neporusuje uniformitu distribuce.

Dukaz. Definujme predikat ¢ (B, B;) takovy, Ze algoritmus A pro na-
hodné posloupnosti By, B, na vstupni posloupnosti tloh OrdP~!(i) dava

stejnou konfiguraci pocitacti, takto
4 (B, Bo) &5 (cfg ((OrdP~(i), By) = ¢fg ,(OrdP~(i), B)) (2.21)

Navic z definice vyplyva, ze tento predikéat je relaci ekvivalence s ko-
nec¢né mnoha rozkladovymi tfidami na mnoziné R.

Definujme mnoZiny R 4,4 € N tak, aby platilo

Ra=R-|JRA (2.22)
ieN
takto
R_Aidg {B € R | P’”BleR [634 (B, Bl)] = 0} (223)

vztah 2.22 zfejmé plati, pfimo podle této definice 2.23 a definice 2.21
plati

Proer [BE€RA'| =0 (2.24)
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navic v limité plati

Preer |[B€ | JRA'| =0 (2.25)
ieN
odtud spolu se vztahem 2.22 plati dokazovany vztah 2.20.
Pozndmka: Vztah 2.20 ¥iki, Ze mnoZina R 4 md miru 1 v mnoZiné R, mira
mnoZiny Av B, kde A C B, je totiZ pravdépodobnost, Ze pro (uniformné) ndhodné
x € Aplatiz € B.
O

Tvrzeni 2.4.9 Prom € N,m > 1, algoritmus A, B € R, P € P plati

Z [cfg 4 (P, B)]" = sum(P) (2.26)
1€[m)]

v

Soucet zatéZi vSech pocitacti je roven souctu velikosti v8ech tloh.

Diikaz. Z definice 2.4.4 se dosadi
> [efg (P, B)] Z > P, = (2.27)
i€[m] m] (ke[|P[)A(A(P,B k)=i)
Prohodi se sumy, upravi se dle definice 2.4.3 a dale dle definice 2.3.6

=y > Py= ) Py=sum(P) (2.28)

ke[| P|] (i€[m]) ANA(P,B.k)=i ke[| P[]
[l

Tvrzeni 2.4.10 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, B € R, i € |P| plati

(Vj € [m]) [Cng(Pa B)En = [Cng(P_iaB)};n + Z Py

k€[i—1]AA(P,B,|P|+1—k)=j
(2.29)

Toto je vyhodnéjsi tvar definice konfigurace, ktery ukazuje, jak se exis-

tujici konfigurace rozsituje o dalsi pfidané tlohy.
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Dtikaz. Snadny z definic 2.4.4 a 2.4.3. O

Tvrzeni 2.4.11 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, B € R, i € |P| plati
{ieml | [dfeaP BT # [dfeu(P, B }| <i-1 (2.30)

Deterministicka konfigurace (tj. pfi pevné ndhodné posloupnosti B) pro
posloupnost tloh a tutéz posloupnost zkracenou o ¢ — 1 tiloh se lisi nejvyse

na ¢ — 1 pocitacich.

Ditkaz. Indukci ptes i a pouzitim tvrzeni 2.4.10. O

2.5 Zatéze, délka rozvrhu

Definice 2.5.1 Prom € N,m > 1,C € Ny definujme bijektivni zobrazeni ord :

[m] — [m] tak, Ze

(Vi,j € [m]) : (2.31)
(1< j)‘:>([c]:)nrdc(i) < [C]:)nrdc(j)) v (([C]:)nrdc(i) = [C]:)nrdc(j)) A (i < j))

Takovéto zobrazeni sefadi indexy sloupeckti dané m-tice podle veli-
kosti téchto sloupecki. Pro korektnost je tfeba existence a jednoznacnost.
Aby definice byla jednoznacn4, tak jsou hodnoty primarné fazeny podle
velikosti a sekundarné podle jejich indexu v m-tici. Takové zobrazeni exis-
tuje, nebot’jej 1ze realizovat libovolnym tiidicim algoritmem.

Pozndmka: m-tice je napiiklad deterministickd konfigurace, pak ordc(1), ...,
ordc(m) jsou indexy od minimdlniho do maximalniho sloupecku. Samotné ordc

miiZe byt chdpdno jako m-tice téchto hodnot.
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Definice 2.5.2 Pro m € N, m > 1 definujme zobrazeni Cord : Nj* — N tak,
Ze
(VC € N : Cord(C)E X (2.32)
kde
(XT5 = [Clord,ay

Zobrazeni Cord sloupecky dané m-tice (napt. konfigurace) sefadi podle

jejich velikosti.

Definice 2.5.3 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, B € R, P € P definujme

zobrazeni Load 4 pg) : [m] — Ny tak, Ze

(Vi € [m]) : Load 4 ps)(i)= [Cord(cfg ,(P, B))]Zm (2.33)

Toto zobrazeni sefadi pocitace podle jejich zatéze, tedy minimalni resp.
maximalni zatéZ je Load4,p,5)(1) resp. Load 4 pg)(m).
Pozndmka: Pro prehlednost se pouZivaji i zdporné indexy pocitacii. Pro i € [m]
je ztotoznéno —i = m+1 — 4.
Pozndmka: Nekdy se zjednodusené mluvi o ,,velikosti pocitace,” o ,minimdlnim
w7 ST NS b z z. V7 ~ AL Zz ’ b ZLMNY w7 v V7 v
pocitaci” ¢i o ,maximdlnim pocitaci” misto o velikosti zdtéZe pocitace, o pocitaci s

minimdlni zatéZi ¢i o pocitaci s maximalni zdatézi.
Definice 2.5.4 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € P definujme zobrazeni
Eload4,p) : [m] — R tak, Ze

(VZ € [m]) : ElOﬂd(A,p) (i)dgEBE'R [LOﬂd(A,P,B) (Z)] (234)

Zobrazeni pocita priimérné zatéze pocitac¢ht v poradi dle jejich zatézi.
Napftiklad Eload 4, py(m) je primér z maximalné zatizenych pocitach v jed-

notlivych konfiguracich.
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Pozndmbka: Je tieba siuvédomit, Ze se zitéZe pocitacii v jednotlivijch konfiguracich
napred sefadi a az ndsledné se zpriimeéruji.

Pozndmka: Pro prehlednost se pouZivaji i zdporné indexy pocitacil. Pro i € [m]
je ztotoZznéno —i = m+1 — .

Definice 2.5.5 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, B € R definujme zobrazeni

makespan , : P x R —— Ny tak, Ze

makespan (P, B)= max cf (P, B)]" (2.35)
em

Tj. délka rozvrhu vytvorena algoritmem A nad posloupnosti tloh P a
pfi ndhodné posloupnosti B, tedy je to velikost maximélniho sloupecku

ziskané konfigurace.
Tvrzeni 2.5.6 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, B € R, P € P plati:
makespan ,(P, B) = Load4,p)(m) (2.36)

Dikaz. Ziejmy z definic 2.5.3,2.5.2 a 2.5.1. O

vevs

Proto 1ze misto definice makespan 4 uvazovat néasledujici obecnéjsi verzi:

Definice 2.5.7 Pro m € Nym > 1, C € N{' definujme zobrazeni makespan :

Ng* — Ny tak, Ze

makespan(C)= max O] (2.37)

i€[m]

Specialné plati rovnost makespan(cfg ,(P, B)) = makespan ,(P, B).

Definice 2.5.8 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € P definujme zobrazeni

Emakespan , : P —— R tak, Ze

Emakespan ,(P) < Eger [makespan ,(P, B)] (2.38)
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Priimérna délka algoritmem vytvofeného rozvrhu nad danou posloup-
nosti priimérovand pres nahodné posloupnosti bitti, tedy tj. velikost ma-

ximalnfho sloupecku v primeérné konfiguraci.

2.6 Rozvrhovace

Definice 2.6.1 Pro meN,m>1 definujme zobrazent

sched : {z | z: N+ [m]} X P —— N[ tak, Ze

(Vz : N+ [m])(VP € P) : sched(z, P)£X (2.39)
kde
XP= ) P (2.40)

J:gellPAz(7)=1
Vysledkem zobrazeni sched je konfigurace, do které se Ize dostat umis-

ténim i-té tlohy P, na podita¢ z(i) pro vSechna 1.
Tvrzeni 2.6.2 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, B€ R, P € P, z : N+ [m],
splitujici (Vi € [|P|]) : 2(i) = A(P, B, 1) plati

sched(z, P) = cfg ,(P, B) (2.41)

Dtkaz. Ziejmy. O

Definice 2.6.3 Prom e Nym > 1, P € P, z : N — [m] zobrazeni z nazveme
optimdlni rozvrhovac, pokud plati
(Vs : N+—— [m]) : makespan(sched(z, P)) < makespan(sched(s, P)) (2.42)

Pojmem optimalni rozvrhova¢ je nazvano kazdé zobrazeni urcujici

zpusob, jak pro zadanou posloupnost vytvofit rozvrh o minimalni délce.
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Definice 2.6.4 Pro m € N,m > 1, P € P definujme offline, : N — [m)| tak,
Ze offline, je libovolnyj pevny optimalni rozorhovac.
Existenci zobrazeni a korektnost definice 1ze snadno ovéfit podle defi-

nice 2.6.3.

Definice 2.6.5 Pro m € N, m > 1 definujme zobrazeni OPT : P — N, tak, Ze

(VP e P): OPT(P)@makespan(sched(oﬁlinep, P)) (2.43)

Tim se definovala optimalni, tj. miniméalni, délka rozvrhu, ktery lze
sestrojit nad posloupnosti tloh P. Definice je korektni, nebot’vysledek je

invariantni vici libovolné volbé optimélniho rozvrhovace offline,.

2.7 Kriticka dloha, specialni posloupnosti

V této kapitolce jsou uvedeny zakladni definice a tvrzeni se vztahem k
feSeni problému rozvrhovani prezentovanému v této praci. Zejména jsou
zde uvedeny definice kritické tlohy, kritické, slabé kritické a podkritické

posloupnosti.

Definice 2.7.1 Pro m € Nym > 1 P € P nazveme nasycend posloupnost,

pokud plati

OPT(P) = F””;EP )w (2.44)

Zatéze pocitacti jsou ,témeér” stejné. K jejich vyrovnani sta¢i méné nez
m jednotkovych tloh.
Pozndmka: Definice md smysl, nebot” existuji posloupnosti, pro které nastdvd
uvedend rovnost, jsou to naptiklad kritické posloupnosti (viz. pozdéjsi definice

2.7.6), bude ukdzino v ditkazu tvrzeni 2.8.2.
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Definice 2.7.2 Pro m € N,m > 1 P € P nazveme iiplné nasycend posloup-

nost, pokud plati
OPT(P) = S“”:’SP ) (2.45)

Zatéze pocitact jsou stejné.
Pozndmka: Definice md smysl, nebot’ existuji posloupnosti, pro které nastdvi
uvedend rovnost, jsou to naptiklad kritické posloupnosti (viz. pozdéjsi definice

2.7.6), bude ukizino v diikazu tvrzeni 2.8.2.

Definice 2.7.3 Prom € N, m > 1 definujme predikity, Ze pro P € P, |P| > 0a

i € [|P|] plati
X P
Ki(P,i)LLp, = % (2.46)
K (P,i) € p, < M) (2.47)
m—1
. Pi
Kp(P,i)25 P, < % (2.48)

Predikaty urcuji vlastnost alohy P; v posloupnosti. Predikat ICx (P, i)
urcuje, zda tloha je pfesné kriticka, predikat ICn (P, i), zda tloha je nej-
vyse ,nadkriticka” a predikat Cp(P, ), zda tloha je podkriticka (nejvyse
kriticka).

Podstatné pro definici kritické tlohy je, Ze jeji velikost je rovna délce aplné
nasyceného rozvrhu pro tuto tlohu a ji pfedchazejici tlohy.

Pozndmka: Tyto predikity jsou vlastnostmi tilohy P;, nebot’ vysledek predi-
kdtu se nemeéni pti libovolném prodluZovini posloupnosti, protoZe je funkci jen
posloupnosti P*.

Pozndmka: Pojem kritické 1ilohy byl prevzat z vichoziho ¢lanku viz. Sgall [15].
Pojem ,nadkritické” 1ilohy je nové definovin a odpovidd pojmu kritické iilohy pro

pocet pocitacii sniZenij o 1.
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Pozndmka: Pro ptehlednost se pouZivaji i zdporné indexy v posloupnosti. Pro
i € [|P|] je ztotoznéno —i = |P|+ 1 — i. Toto ztotoZnéni je konzistentni s definict

2.3.3.

Definice 2.7.4 Pro m € N,m > 1 definujme symbol K tak, Ze

def sum(P)

K(P) (2.49)

m—1

Timto je definovana velikost tzv. kritické tlohy pro posloupnost tloh
P.
Pozndmka: Zda je definice konzistentni s definici 2.7.3, tj. zda plati

(VP eP,|P|>1): K(P?) = P_1<=Kg(P,—-1) (2.50)
Ize snadno oveérit.
Definice 2.7.5 Pro m € N, m > 1 definujme predikit pro P € P an € N, takto

Crit(P,n)EL|P| > n A (Vi € [n]) : Kg(P,—i) (2.51)

Predikat rozhoduje, zda poslednich n tloh posloupnosti P je kritickych.

Definice 2.7.6 Pro m € N,m > 1 P € P nazveme kritickd posloupnost, po-
kud plati
Crit(P,m) A ((3h € [|P]]) : (2.52)
(Vielh)): BL=1A

A Vi e[|P|l,i>h): Ky(P,i))
Kriticka posloupnost je tvofena poc¢ate¢nim tisekem jednotkovych tloh

nasledovanym ,nadkritickymi” tilohami (dle definice 2.7.3), navic posled-

nich m tloh je kritickych.
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Definice 2.7.7 Pro m € N,m > 1 definujme mnoZinu

PxE {P € P | P je kritickd posloupnost} (2.53)

Mnozina kritickych posloupnosti.
Definice 2.7.8 Pro m € N, m > 1 definujme zobrazeni Uni : P — N, tak, Ze

(VP eP): Uni(P)Zmax({i € [|P|]| (Vj€i]): P, =1}uU{0}) (2.54)

Zobrazeni vraci délku maximdlniho pocate¢niho tiseku dané posloup-

nosti tvofeného jen tlohami o velikosti 1.
Tvrzeni 2.7.9 Prom € Nym > 1,n € No,n > m, P € Pg, Crit(P,n)
(Vie[n—-m+1]): P "€ Pg (2.55)

specidlné

ptml c Pp (2.56)

Ma-li kritickd posloupnost na konci ,,dost” kritickych tloh, tak jejim

zkracenim se ziska opét kriticka posloupnost.

Dikaz. Snadny, podle definice 2.7.5 a volby i < n — m + 1 plyne, Ze
Crit(P~",m), coZ spolu s pfedpokladem, Ze P je kriticka, podle definice
2.7.6 dava, ze i posloupnost P~ je kriticka. Formule 2.56 je trivialni d{isle-

dek formule 2.55 - speciélni volbou i = n — m + 1. O

Tvrzeni 2.7.10 Prom € N,m > 1, n € [|P|], P € P, Crit(P, n) plati

Urcuje velikost kritickych tloh v posloupnosti v tvaru, ktery bude dale

71 4

vyhodny pro pocitani.
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Dtikaz. Snadny indukci podle ¢ pro pevné n s pomoci definice 2.7.3. [

Tvrzeni 2.7.11 Prom € N,m > 1, P € Pk, i € [m] plati

m—i p—m-1
P = (L) _sum(P~™) (2.58)
m—1 m—1

Dtikaz. Plyne z tvrzeni 2.7.10 ovéfenim predpokladii podle definice 2.7.4

a dosazenim. O

Tvrzeni 2.7.12 Prom € NNm > 1,n €N

AP cPx)(Vien]): |P|>nAP" € Pk (2.59)

Existuje dostate¢né dlouha kriticka posloupnost, Ze i po odebrani nej-
vyse n— 1 poslednich tloh ztistane kriticka, tedy existuje kriticka posloup-

nost takova, Ze i po pfidani nejvyse n — 1 kritickych tloh zlistane kriticka.

Dukaz. Dtikaz je proveden konstrukci takové kritické posloupnosti. Ta-

kova posloupnost splruje
(Vie[n+m—1]): Kg(P,—1) (2.60)

Hodnota P_; musi byt celo¢iselnd. Nutné podle tvrzeni 2.7.10 musi
byt sum(P~"™) délitelné &islem (m — 1)"™ . Proto sum(P~"~"™) ma byt
délitelné &islem (m — 1)" ™1,

At posloupnost ma prefix tvoteny (m —1)"*""! jednotkovymi tlo-
hami, tedy

(Vie[(m-1)""): P=1 (2.61)
At'nasleduje n + m — 1 kritickych tdloh. Podle definice 2.7.6 ma platit

(Vien+m—1]): Py, yem-1y,=m' " (m— 1" (2.62)
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PoZzadavky 2.61 a 2.62 je vlastné definice hledané kritické posloupnosti
délky |P| = (m —1)"""' 4+ n+m — 1. Pozadované vlastnosti plynou z
definice 2.7.6. O

Definice 2.7.13 Pro m € N,m > 1 P € P nazveme slabd kritickd posloup-
nost, pokud plati
Crit(P,1) A ((3h € [|P]]) : (2.63)

Viel[h): Br=1A

A€ [|P],i>h): Kn(P,d))

Slabé kritick4 posloupnost je tvofena po¢ate¢nim tisekem jednotkovych
tloh nésledovanym ,nadkritickymi” tlohami (dle definice 2.7.3), navic

posledni dloha je kriticka.
Definice 2.7.14 Pro m € N, m > 1 definujme mnozZinu

P {P € P | P je slabd kritickd posloupnost} (2.64)

MnoZina slabych kritickych posloupnosti.
Tvrzeni 2.7.15 Prom € N,m > 1 plati
Pr C Ps (2.65)

Dikaz. Ziejmy z definic 2.7.6 a 2.7.13. O

Definice 2.7.16 Prom € N,m > 1 P € P nazveme podkritickd posloupnost,
pokud plati
(3h e [|P]]) : (2.66)

Vie[h]): B=1A
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A (Vi€ |[|P|],i > h): Kp(P,i)

Podkritick4 posloupnost je tvofena tisekem jednotkovych tloh nasle-

dovanym podkritickymi tlohami.
Definice 2.7.17 Pro m € N, m > 1 definujme mnozinu

P! {P € P | P je podkritickd posloupnost } (2.67)

To je mnozina podkritickych posloupnosti.

Tvrzeni 2.7.18 Prom € N,m > 1, X = Pg je mnozina slabé kritickijch posloup-
nosti na m pocitacich, Y = Pp je mnoZina podkritickych posloupnosti na m — 1
pocitacich plati

Xcy (2.68)

Kazda slaba kritick4 posloupnost na m pocitacich je podkritickou po-

sloupnosti na m — 1 pocitacich.

Ditikaz. Ovéfeni podle definice 2.7.13. a

2.8 Optimalni rozvrh, kompetitivni pomér

Néktera z nésledujicich tvrzeni jsou zobecnénymi variantami k tvrze-
nim v ¢lanku Sgall [15], ve kterém 1ze rovnéZ nalézt jejich ptivodni dikazy.
Ovsem pro tcely této prace jsou tvrzeni pfeformulovana (a zobecnéna) a

tudiZ jsou zde uvedeny i jejich diikazy.
Tvrzeni 2.8.1 Prom € Nym > 1, P € P, j € [m] plati

sum(P 7)) =m- P_; (2.69)
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Dtkaz. Pfimo z definic2.7.6 a 2.7 4. O

Tvrzeni 2.8.2 Prom € N,m > 1, P € Pg U Pp plati

OPT(P) = [Mw (2.70)

m

specidlné pro P € Pg plati

OPT(P) = P, (2.71)

Posloupnost P je nasycend, proto délka optiméalniho (minéno off-line)
rozvrhu pro podkritickou odpovid4 rovnomérnému rozdéleni tloh mezi
vSechny pocitace, coz je priimérna zatéz pocitact. Specidlné (pro kritické)
slabé kritické posloupnosti to je délka jeji posledni (tudiz kritické) tlohy.

Pozndmka: Plati i pro kritické posloupnosti, nebot’ Px C Ps.

Dikaz. Dusledek 2.71 plyne z formule 2.70 podle definice 2.7.4, diky které
zmizi i zaokrouhlovani, nebot’se déli beze zbytku.

Dale ptipad pro P € Pg se pievedena piipad P € Pp pro m—1 pocitacta
takto: podle tvrzeni 2.7.18 je P! podkritickou na m — 1 pocitacich, tedy i
P2 je podkriticka na m — 1 poéitacich, tudiz podle formule 2.70 je dana
délka optimalniho rozvrhu na m — 1 po¢itacich takto

sum(PQ)"

OPT(P7?) = [ p—1

(2.72)

Podle definice 2.7.4 a pfedpokladu, Ze posloupnost je kritickd nebo
slaba kriticka, odpad4 zaokrouhlovani, nebot” vnitiek je pravé velikost
posledni kritické tlohy, ta bude umisténa na jeden pocita¢ sama, zbylé na
m — 1 zbylych poéitacdi, coZ je rozvrh poZadované délky.

Dale bude dokazéna formule 2.70 prom € Na P € Pp,¢imzbude dtikaz

hotov. Diikaz je proveden konstrukci rozvrhu hladovym algoritmem ptes
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podkritické tlohy v posloupnosti, tojsou tilohy za prefixem zjednotkovych
tloh. Zbyvajici jednotkové tlohy jiZ I1ze trividlné umistit a tim dorovnat na
tplné nasyceny rozvrh.

Konstrukce probiha pfes j = |P|, ..., Uni(P)+ 1. Pfi konstrukci off-line
rozvrhu se vzdy tloha P; umisti na libovolny pocita¢ takovy, Ze délka

zatim vytvoreného rozvrhu nepfevysi poZadovanou délku [%(P)-‘ .

Nadefinujme posloupnost @) € P tak, Ze
QIFIPIA (Vi€ [IP) : Qi P (273)

coz je preklopena posloupnost P, tj. jeji tlohy jsou umistény praveé v
opacném poradi.

Ozna¢me 2} rozvrhovaé pro posloupnost Q7. Pro j = |P| + 1 se de-
finice rozsifi, posloupnost je prazdna, proto rozvrhovac je trivialni. Bude

dokazana platnost invariantu

(3i € [m]): [sched(zV", @ ]" + P, < F”":rgp )1 (2.74)

Zobrazeni {UN(P)} definuje rozmisténi viech tloh mimo pocateéni
jednotkovy prefix posloupnosti P. Zbyva jiz jen rozmistit Uni(P) jednot-
kovych dloh, vzhledem k tomu, Ze bude dok4zan vySe uvedeny inva-
riant, tedy Ze délka rozvrhu z ostatnich tloh bude nejvyse [%(P)-‘ a
tomu, Ze do rozvrhu o poZadované délce 1ze umistit dlohy az o souctu
[szi-‘ -m > sum(P), tak Ize déle pokracovat v umistovani i téch jednot-
kovych se zachovanim téhoZ invariantu se ziskdnim nasyceného rozvrhu.
Tudiz z{!} je optimalni rozvrhovac pro Q' = @, oviem tato posloupnost je

pfeklopena P, tedy optimalni rozvrhovac pro P se definuje jako

offline,, (i) <2 (|P| + 1 — i) (2.75)
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Nyni se dokédZe vyse uvedeny invariant sporem, pfedpokldda se pro

spor, Ze
. . {j+1} {GH1IN™ Sum(P)
(37 € 1P (Vi € [m]) : [sched(zV9+1, QUTH)] "+ Py > - (2.76)
Sectenim téchto nerovnosti pro nalezené j plyne nerovnost
: : m P
3 [sched(z9, QU] 4 m- By > m - F”m( ) W (2.77)
1€[m)] m
Z definice Q¥7*1} a definice 2.6.1 plyne
P
Y Ptm-P>m- F”m( )w (2.78)
ke[| P[] k>j m
Dle nerovnosti m - P; > sum(P7?) z definic 2.7.3 a 2.7.13
. P
Y Pt sum(P)>m- [%w (2.79)
ke[| P[] k>j m

Upravou dle definice 2.3.6 a dolnim odhadem zaokroulovani dosta-

neme nerovnost, kterd je hledanym sporem

sum(P) > m - [M-‘ > sum(P) (2.80)
m
Sestrojené zobrazenti offline,, dava nasyceny rozvrh, viz. definice 2.7.1,
tedy plati
P
OPT(P) = F”m( )w (2.81)
m
4

Definice 2.8.3 Prom € N,m > 1, algoritmus A, c € R

A nazveme c-kompetitioni algoritmus, pokud plati
(VP € P) : Emakespan ,(P) < c- OPT(P) (2.82)
Takto nazveme algoritmus, ktery v primeéru dava rozvrhy o délce nej-

vyse c krat vétsi, nez je optimalni délka, pro kazdou posloupnost tloh

P.
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Nasleduji dvé pomocné tvrzeni, jeZ jsou jen pfeformulovana ptivodni

ve smyslu zde uvedenych definic.

Tvrzeni 2.8.4 Pro m € N,m > 1, ¢ € R, c-kompetitivni algoritmus A, P € P,
|P| > m plati

> icim) Emakespan ,(P~") 3,y ¢- OPT(P™)
> iepm OPT(P) > iepm OPT(P)

Dtikaz. Pfimo z definice 2.8.3 tj. definice c-kompetitivnosti. O

=c (2.83)

Pozndmka: Predpoklad o posloupnosti P spliiuje kazdd kritickd posloupnost,
je-li P < m, pak optimdlni rozvorh ma kaZdou 1ilohu na jiném pocitaci. Zvejmé

takovy predpoklad nent jakkoli omezujici.
Tvrzeni 2.8.5 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, B € R plati

sum(P) =Y _ Load 4 p (i) (2.84)
1€[m]

Soucet v8ech tloh v posloupnosti je roven souctu zatézi vSech pocitacia
po jejich umisténi algoritmem (pomocné technické tvrzeni). Tvrzeni plati i

v prumeéru pres B € R.
Dtkaz. Dikaz snadny pfimo z definic 2.3.6 a 2.5.3. O
Tvrzeni 2.8.6 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € P, P~2 € P, B € R,
i € [m — 1] plati
Load(4,p5)(i) < Loads,p-2 (i + 1) (2.85)
P¥idanim jedné tlohy ztstané potadi pocitatti témeéf stejné, tj. bud’

pocitac¢ ztistal na stejném misté nebo se klesnul o jeden, nebyla-li na néj

umisténa tloha, jinak nerovnost splni ten, ktery pfisel na jeho misto.
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Diikaz. Bud' j € [m] potitag, na ktery byla umisténa tloha P_;, podle
tvrzeni 2.4.10. Ozna¢me déle umisténi tohoto pocitace ve staré a nové
konfiguraci.

a=Lord (2.86)

Cng(P—Z,B) (.7)

vLord (2.87)

of3.,75)\)

Zatéz pocitace j pridanim dlohy vzrostla a pocitace jsou fazeny vze-
stupné, proto plati a < b, poradi ostatnich pocitacti se podle definice 2.5.1
nemiiZe zménit. Proto pocitace, které byly po seZazeni pfed a nebo za b
zustanou, pocitace mezi a a b se posunou, poklesnou o jeden, o vypustény

J-ty pocitaé na misté a, ktery se objevi na misté b.

(Vi € [m],i<aVi>b): ord Cng(P,B)_l(i) ordcng (p—z,B)_l(i)
(Vi e [m],a<i<b): ordcng(P,B)—l(i) = ordcng(P_z’B)—l(i +1)
ord ord

cfg A(P,B)_l(b) ofg A(P—Z,B)_l(a)

Coz primo podle definic 2.5.3 a 2.5.2 implikuje dokazované tvrzeni. [

Tvrzeni 2.8.7 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, |P| > m, B € R plati

(Vi € [m]) : makespan ,(P~",B) > Load 4 pp)(—1) (2.88)

Podle véty o linearité sttedni hodnoty plati zde uvedené tvrzeni i v
prameéru provedeném pies B € R.

Dtikaz. Postupuje se Gpravami levé strany nerovnosti 2.88, makespan
se piepise dle jeho definice 2.5.5, dale se provede (i — 1)-ndsobné pouZiti

tvrzeni 2.8.6, ¢imZ se dostane dokazovana nerovnost. O
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Tvrzeni 2.8.8 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, kde |P| > m plati

Z Emakespan ,(P~") > sum(P) (2.89)

1€[m]
Dikaz. Disledek tvrzeni 2.8.7, protoze formule 2.88 plati pro vSechna

B € R, tak plati i v priméru, tedy
(Vi € [m]) : Emakespan ,(P~") > Eload 4 p)(—1) (2.90)
Vyraz z této formule 1ze poscitat pies ¢ takto

Z Emakespan ,(P~") > Z Eload(4,py(—i) = (2.91)
i€[m] i€[m]

dale pouZit vétu o linearité sttedni hodnoty dle definice 2.5.4, nasledné

pouZzit tvrzeni 2.8.5 a odstranit priimérovani konstanty
= Eper [Load(a,pp)(—i)] = Epeg [sum(P)] = sum(P) (2.92)

Tim je tvrzeni dokazano. O

Definice 2.8.9 Pro m € N,m > 1 definujme

om =1 + (2.93)

m—1

Tato konstanta oznacuje dolni odhad kompetitivniho poméru, ktery byl
dokézéan ve vychozim ¢lanku Sgall [15] a v této praci je dokazovéna jeho

neoptimalita.

Tvrzeni 2.8.10 Plati

lim o, =1+ L (2.94)
m—»00 e—1
(YmeNm>1): o, <1+ (2.95)

e—1
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Dtikaz. Snadny, uzitim tvrzeni z matematické analyzy. O

Tvrzeni 2.8.11 Prom € N,m > 1, P € Py plati

sum(P)
Zie[m] P

Dtkaz. Zacne se ipravami levé strany rovnosti a dojde se postupné k

= O (2.96)

pravé strané. Nejprve se pouZzije tvrzeni 2.8.1.

sum(P) m - P_y
= = (2.97)
Zze[m] P*i Zie[m] P*i

Nasledné se dosadi podle tvrzeni 2.7.11 a provede se posloupnost za-

vérecnych elementarnich tprav

m - (L)m_l . sunm(p—m1)

— m—1 — mfl_ - — m = (298)
Zie[m] ( %)m " %—fﬂl)) Zie[m] (%) Z
=1+ 1 =0
(rep)" =1 "

Tvrzeni 2.8.12 Prom € N,m > 1, ¢ € R, c-kompetitivni algoritmus A plati

c> o, (2.99)
Kde oy, je z definice 2.8.9.

Toto tvrzeni je sice uvedeno ve vychozim ¢ldnku viz. Sgall [15], avSak
v méné obecné verzi. Zde bude ukazano, Ze k jeho diitkazu lze pouzit
kazdou kritickou posloupnost definovanou v této préaci. Kazd4 kriticka
posloupnost je v tomto smyslu ,$patna” a pouzitelna v dalsich tvrzenich

této prace.
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Pozndmka: Definice pouZiti ve zminéném &lanku uvaZuje jen posloupnosti s
pravé m kritickymi tilohami za spoustou jednotkovych iiloh.

Diukaz. Dikaz je veden stejné, jako ve zminéném clanku. Je vSak pouzita
zde uvedena definice kritické posloupnosti a vyse preformulovana a zo-
becnéna tvrzeni. Necht’ P € Pk je kriticka posloupnost. Diikaz je proveden
pfimo posloupnosti tiprav a nerovnosti, za¢ne se tvrzenim 2.8.4, pouZije
se nerovnost z tvrzeni 2.8.8

. Emakespan ,(P~* P
¢> 2icin] P {(. ) > sumlP) (2.100)
> icim OPT(P) > icim OPT(P)
déle se pouZije tvrzeni 2.8.2 a nasledné posledni krok je pouZiti tvrzeni

2.8.11

sum(P)
= =0p (2.101)
Zze[m] P_;
a tim je ziskana dokazovana nerovnost. O

2.9 Pfipomenutilinedrniho programovani

V diikazech bude pouzito linedrni programovani, proto je zde zminéno
nékolik zakladnich faktti, které budou pozdéji pouZity.
Bud' m,n € N, maticem x n: A € R"™, vektory b € R™ a ¢ € R™.

Primarni dloha je ddna predpisem
min{c' -z |z ER"ANAz =bAz >0} (2.102)
Dualni tloha k primarni tloze je dana pfedpisem
max {bT Yy lyeRMAATY < c} (2.103)

Pokud optiméalni hodnoty primarniho a dudlniho feSeni existuji, potom
se rovnaji. Tim se zabyvaji nasledujici tvrzeni. P¥ipadné dalsi podrobnosti

1ze nalézt v literatufe, napiiklad Grygarova [9].
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Tvrzeni 2.9.1 Necht'm,n € N, matice m x n : A € R*™, vektory y,b € R™
ax,c € R", z,y jsou pFipustnd feSeni, tj. Ar =bAzx > 0a A’y < ¢, jejichZ

ohodnocujici funkce se rovnaji ¢'x = b'y = H. Pak plati

H=min{c'z [z ER"ANAz =bAz >0} (2.104)

H=max{b'y|yeR"AA"y<c} (2.105)

Dtikaz. Necht’p € R”, ¢ € R™jsou pfipusna feSeni primarni a dualni tlohy.
Potom plati

c'p>blg (2.106)

coZ se snadno ukéaZe Gpravami: ¢'p =pTc > p  ATg = (Ap)'q =b7g,

pouzily se podminky primarni a duélni tlohy (v nerovnosti byl potfeba
faktp > 0).

Hodnota H je optimalnim feSenim tlohy primarnii dudlni alohy. Podle
formule 2.106 je minimalizace i maximalizace omezend, za pfedpokladu
existence pfipustného feseni, coz je pfedpoklad tohoto tvrzeni. Pokud by
H nebylo optimalni feSeni primarni resp. dudlni tlohy, pak by existovalo
p! pfipustné feSeni primarni tlohy resp. ¢/ pfipustné feSeni dudlni tlohy
splitujici nerovnost ¢'pr < ¢"p resp. b'q/ > b'q. Oviem tyto nerovnosti
spolu s pfedpokladem c¢'p = b"q jsou ve sporu s formuli 2.106, ktera je

splnéna pro vSechna pfipustna feSeni. O

Pozndmka: Optimum lze nalézt tak, Ze se libovolnym algoritmem nalezne opti-
mdlni feseni pro primdrni i pro dudlni program. Pak jiZ staci jen ovérit pripustnost
takovijchto eSent a splnéni predpokladii tohoto tvrzeni. Z toho uz primo vyplijvd
optimalita téchto fesent.

Primarni optiméalni feSeni bylo spo¢teno simplexovym algoritmem. Du-

alni optimalni feseni bylo dopo¢itano jako y = (A 5) 'cp kde B je baze v
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simplexové tabulce. Jak jiZ bylo zminéno, tak korektnost neni tteba ovéto-

vat, stadi jen ovérit predpoklady.

Tvrzeni 2.9.2 Necht'm,n € N, matice m x n : A € R*™, vektory b € R™ a
c € R", vektor y € R™ je pFipustné dudlni feseni, Ze ATy < c, optimdlni Feseni
primdrni 1ilohy je omezené.

Plati, Ze

b"y < min {CT.Z' |z €R*NAz =bAz >0} (2.107)

Optimalni hodnotu omezeného primérniho linedrniho programu lze
zdola odhadnout hodnotou ti¢elové funkce pro libovolné pfipustné dudlni

reSeni.

Dtukaz. S predpokladem omezenosti podle formule 2.106 je kazdé pri-
marni feSeni odhadnuto kazdym dudlnim pfipustnym feSenim, tedy to

musi platit i pro optimalni primarni feSen. a

Tvrzeni 2.9.3 Necht'm,n € N, matice m x n : A € R*™, jednotkovd matice
m xm : I € R™™, spojend matice m x (n+m) : [A|I] € ROF™™ vektor pravé
strany b € R™, vektory ohodnocujici funkce ¢ € R", jednotkovyj vektor e € R™ a
nulovyj vektor v € R".

Plati, Ze primdrni iiloha ma p¥ipustné teseni, tedy
{c"z|zeR"ANAz=bAz >0} #0 (2.108)
praveé kdyz nasledujici 1iloha mad nulové optimalni vesent, tedy

min {[u\e]T [|Z] |z € R*" AT € R™ A[A|I][z|Z] = b A [z|Z] > 0} =0
(2.109)
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Toto tvrzeni dava postup, jak pro libovolnou primarni tloh nalézt p¥i-
pustné feSeni nebo dokézat, Ze neexistuje. Pfipustné feSeni nové tdlohy je

trividlni, staci zvolitz = 0a z = b.
Dikaz. Dikaz se provede dokazanim obou implikaci.

e Necht'primarni tloha 2.108 mé pfipustné feSeni z, potom z spolu s
volbou z = 0 je pfipustnym a navic optiméalnim feSenim nové talohy

2.109. Optimum je zdola omezeno 0 a toto feSeni hodnotu 0 nabyva.

e Necht'nova tiloha 2.109 ma optiméalni feSeni z, £ s hodnotou 0. Potom
z ptipustnosti tohoto feSeni a nulovosti Z vyplyva, Ze z je piipustnym

feSenim primérni tlohy 2.108.
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Kapitola 3

Neoptimalnost existujiciho

odhadu

Chen, van Vliet a Woeginger [4], nezavisle Sgall [15], sestrojili obecny
dolni odhad pro pravdépodobnostni on-line algoritmy. Dokéazali, Ze kazdy
pravdépodobnostni on-line algoritmus na m pocitacich ma kompetitivni

pomeér alespon

S (3.1)

m—1

Tento odhad je pro m = 2 pocitace optimalni. Vzhledem k tomu, Ze to je

celkem , hezky” vysledek, se intuitivné spekulovalo o tom, Ze tento odhad

je optimalni.

Avsak naplni této kapitoly je dokézat neoptimélnost tohoto dolniho
odhadu. Bohuzel diikaz byl sestrojen zatim jen pro m = 3 pocitace, ale i

tento vysledek je zna¢né netrivialni.
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3.1 Cil této kapitoly

Dokazované tvrzeni o neexistenci o,,-kompetitivniho algoritmu pro

m = 3 pocitace je formulovano takto
Tvrzeni 3.1.1 Pro m = 3, d € R, d-kompetitivni algoritmus A plati
d>op (3.2)

Diikaz uvedeného tvrzeni je ndplni zbytku této kapitoly. Diikaz bude
uveden pozdéji jako dtisledek jinych tvrzeni, az vSechna pottebna tvrzeni
budou zformulovédna a dokazana. Zbyvajici tvrzeni budou formulovéna
obecnéji, aby tento dtikaz byl snadno rozsifitelny nebo aby zobecnéni ale-
sponl usnadnil.

V diikazu sporu je vhodné piedpokladat, Ze m je pevné a algoritmus A

je pevny. Tedy pro spor pfedpoklddana negace tvrzeni 3.1.1 je

algoritmus A je op,-kompetitivni algoritmus (3.3)

3.2 Vysledky této prace

Tvrzeni 3.2.1 Pro m € Nym > 1, oy,-kompetitioni algoritmus A, P € Pk

plati

Eload 4 p)(i+1)  m

' —1]): =
(VZ < [m ]) ]ElOﬂd(A,p) (Z) m—1

(3.4)

Tvrzeni tedy fika, Ze algoritmus bude mit primérné zatéZe v poméru

m \1 . . m \m—1
Li(zg) oo (@3m)"
Pozndmka: Byly zkoumdny moznosti jak toto turzent zobecnit, avsak nepodaftilo

se vyhnout potiebnosti tvrzent 2.8.11, které pozaduje kritickou posloupnost.
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Dtikaz. Z tvrzeni 2.8.5,2.8.7,2.8.4a2.8.2

sum(P) = Z Eload 4 py(i) < Z Emakespan ,(P~*) < (3.5)

i€[m] i€[m]

<0om- Y OPT(P™)=0p- Y P
i€[m] i€[m]

Z aplikace tvrzeni 2.8.11 na predchozi nerovnost 3.5 plyne, Ze vSechny

nerovnosti musi byt rovnostmi a tedy plati nasledujici vztah

Z Emakespan ,(P~*) = Z Eload 4,py(—1%) = O, - Z P, (3.6)
1€[m)]

ie[m] i€[m]

Podle tvrzeni 2.8.7 plati nerovnost 2.88 v priiméru pires B € R, oviem
tyto nerovnosti jsou posc¢itdinim prvni rovnosti z vztahu 3.6, tedy plati

rovnost ve vSech ptipadech
(Vi € [m]) : Emakespan ,(P~") = Eload 4 p)(—1) (3.7)
Podle vztahu 3.7, definice 2.8.3 a tvrzeni 2.8.2 plati
(Vi € [m]) : Eload 4 p)(—i) = Emakespan ,(P~") < oy, - P_; (3.8)

Vztah 3.6 je posc¢itdnim vztahu 3.8, ve vztahu 3.8 se proto nabyvaji vzdy

rovnosti. Proto plati vztah (odstranéno znaménko)
(\V/Z S [m]) . ]ElOEld(A’p) (2) =0Om - Pi—l—m =O0Om " P|P|—m—|—i (39)
Pro ziskéni dokazované rovnosti staci dosadit a upravit podle tvrzeni

2.7.11

. Eloadap)(i +1)  0m - Ppl—myis1 m
1 : _ = 3.10
(Vi€ lm=1) Eload 4,p) (i) Om * Plpl—myi m—1 ( )

a tim je celé tvrzeni dokazéano. O
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Tvrzeni 3.2.2 Pro m € Nym > 1, o,,-kompetitivoni algoritmus A, P € Pk

plati

(Vi € [m]) : Eload 4 p(i) = (m”z 1>Z_ S S”mg . (3.11)

JE[m] (mfl)J_l

m \"sum(P~mY)
m—1

(V’L S [m]) : lElOﬂd(A’p) (Z) = O ( (312)

m—1
Tvrzeni explicitné vyjadfuje hodnoty pramérnych zatézi pro danou

kritickou posloupnost.

Dtikaz. Tvrzeni je diisledkem predchoziho tvrzeni 3.2.1. Podle tvrzeni
2.8.5 je soucet vSech primérnych zatéZi roven souctu velikosti vSech aloh
posloupnosti. Rovnéz podle stejného tvrzeni jsou jednoznacéné uréeny po-
meéry prameérnych zatézi, tedy mohou byt pfesné vyjadieny formuli 3.11.
Formule 3.12 se z formule 3.11 zisk4 posloupnosti tiprav. Ve formuli 3.12
se rozepiSe sum(P) na sumu velikosti poslednich m kritickych tdloh a zby-

tek. Pfi dosazovani za velikosti kritickych dloh se pouZije tvrzeni 2.7.11.

Zbytek jsou jiZ jen elementarni matematické apravy. O

Tvrzeni 3.2.3 Pro m € N,m > 1, op,-kompetitioni algoritmus A, P € Pk,
P?c Px

(Vi € [m — 1)) : Eload(4,p)(i) = Eload 4 p-»(i + 1) (3.13)

Eload4,py(m) = Eload 4, p-2)(1) + P_; (3.14)

Nova primérna zatéz i-tého minimalniho pocitace je rovna staré zatézi

(2 + 1)-niho minimalnfho pocitace.
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Dtkaz. Snadny s pouZitim tvrzeni 3.2.1, které zarucuje stejné poméry

vSech primérnych zatéZi. Dale s pouZitim tvrzeni 2.7.11. O

Definice 3.2.4 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € P, B € R definujme

mnozZinu

ke[m

M (P, B)d;f{ jem]| [cfg,(P,B)] = m[in] [efg (P, B)];”} (3.15)

Tato mnozina je mnozina indext po¢itacti, které maji minimalni zatéz v
konfiguraci, do které se algoritmus na dané posloupnosti tiloh a posloup-

nosti ndhodnych biti dostane.

Tvrzeni 3.2.5 Pro m € N,m > 1, o,,-kompetitivni algoritmus A, P € Pk,
P2 € Pk, B € Ry plati

(Vi e [|[P|], P~ € Px) : A(P,B,i) € M4(P,B) (3.16)

LOﬂd(Ayp,B) (m) = LOLZd(A’p—z,B)(l) + P 4 (3.17)

To znamend, Ze algoritmus se chova deterministicky a to tak, ze vzdy
umistuje kritickou tlohu (dostate¢né dlouhé) kritické posloupnosti na po-

¢ita¢ s minimalni zatéZi, navic se z néj stane pocita¢ s maximalni zatézi.
Diikaz. Bud'i € [m — 1] pevné a B pevné. Pak z tvrzeni 2.8.6 plyne
Load 4,p) (1) < Load(a,p-2 (1 + 1) (3.18)

Cilem je dokazat v formuli 3.18 rovnost, proto se pro spor pfedpoklada

ostra nerovnost, tedy

Load 4,p)(i) < Load 4 p->p)(i + 1) (3.19)
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Toto se ovSem zpriiméruje pies B € R4, z definice 2.4.5 plyne, Ze zis-
kan4 konfigurace pro dané B, P ai ma nenulovou pravdépodobnost, nutné
se musi projevit v priaméru, tudiz ostr4 nerovnost ztistane zachovana. For-

malné staci dosadit podle definice 2.5.4 takto
]ElOle(A,p) (Z) = Eger [LO(Zd(A,p,B) (Z)] = (3.20)

podle tvrzeni 2.20 ukazuje, Ze Prg,cr [B1 € R — R4] = 0, tedy mnoZina
odebranych hodnot ma miru nula, tudiZ neovlivni primeér (z jeho definice),

proto plati

= Eger,, [Load4,pp)(i)] < (3.21)

podle definice 2.4.5 mnozina ndhodnych posloupnosti majici stejnou

zatéZ néjakého pocitace (obecnéji stejnou konfiguraci) jako posloupnost

s N2

B € R4 ma nenulovou miru. TudiZ se podle pfedpokladu 3.19 zvysi hod-

nota primeéru a plati
< Eper,, [Load(ap-2p5)(i +1)] = (3.22)
nésleduji dvé elementarni Gpravy
= Eper [Load s p-2 (i + 1)] = Eload 4 p-2)(i + 1) (3.23)
Kdyz se v zapisu vynechaji mezikroky, tak se obdrZzi ostrd nerovnost
Eload 4,p)(i) < Eload 4,p-2)(i + 1) (3.24)

coZ je ve sporu s tvrzenim 3.2.3.

Tedy plati

(Vi € [m —1]) : Load,pp)(i) = Load 4 p-»p) (i + 1) (3.25)
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Toto se netyka Load 4,pz(m) ani Load 4 p->p) (1), pfitom pridanim
tlohy P_; se mlize zménit z&téZ jen jediného pocitace, proto dle definic

2.5.3a2.4.3 plati
Load(4,p,s)(m) = Load 4, p-> 5)(1) + P_1 (3.26)

coz je pravé dokazovany vztah 3.17.

Uloha byla umisténa na pocitad s minimalni zatézi. Z definice 2.5.2
mohlo byt vice pocitac¢i s minimalni z&téZi, pravé proto je zde pocitano
minimum.

Tim je tvrzeni dokdzéno pro i = |P|. Zbytek lze snadno dokazat in-
dukci. Omezujici podminka je dana pfedpokladem existence krat$i kritické

posloupnosti kvtili pfedpokladtim tvrzeni 3.2.3 a 2.8.6. a

Tvrzeni 3.2.6 Prom € N,m > 1, o,,-kompetitivni algoritmus A, P € Pk, i €
[m], B€ R4, P~™ € Pk plati

(Vi € [m]) : Load 4 p-i (i) = Load 4,p5)(1) (3.27)

Dtikaz. Indukci podle i s pomoci tvrzeni 3.2.5. a

Tvrzeni 3.2.7 Prom € N,m > 1, o,,-kompetitivni algoritmus A, P € Pk, i €
[m], B € R4, P~™ € Pk plati

Load(4,p5)(1) = Load 4 p-m-1 5)(1) + K(P™™) (3.28)

a obecnéji
Loada,p5)(i) = Load a,p-m-1 (i) + K(P~™7?) (3.29)
Algoritmus od okamZiku, kdy za¢ne davat kritické tlohy na pocitac s
minimalni z4téZ{ a z néj se zacne stdvat pocitac s maximalni zatézi, jiz jen

podle tohoto schématu cykli a zvySuje zatéze pocitaci.
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Dtikaz. Prvni formule se dokaZe dle tvrzeni 3.2.5. Druha je jen posloup-
nosti tprav, ve kterych se pouZije prvni formule a tvrzeni 3.2.6 na posloup-
nost P nebo na posloupnost ji prodlouzujici o néjaké dalsi kritické tlohy;,

aby bylo moZno pouZit tvrzeni. O

Tvrzeni 3.2.8 Pro m € N,m > 1, o,,-kompetitivni algoritmus A plati

(Ve > 0)(3In € N)(VP € Pk, Crit(P,n))(VB € R4)(Vi € [m —1]) :  (3.30)

LO[Ild(A,p,B) (Z + 1) m
X - <é€
LOﬂd(A,p’B) (’L) m—1

Ma-li algoritmus na vstupu kritickou posloupnost, potom Ize vysled-
nou konfiguraci libovolné pfesné (ve smyslu pomérti, ne absolutné) pfi-
blizovat primérné konfiguraci. Pfiblizovani zavisi na , prodluzovani”
vstupni posloupnosti.

Pozndmbka: , ProdluZovini” je ve smyslu poctu kritickijch iiloh v posloupnosti.

Kuiili pozadavku celociselnosti nelze uvaZovat jen priddvdni novijch iiloh.

Dukaz. Bud n € N libovolné (dostatetné) veliké, podle tvrzeni 2.7.12
existuje kritickd posloupnost P € Px majici alespoii n poslednich tloh
kritickych. Podle tvrzeni 2.7.9 plati P~"*"! € Py (zrovna tak vSechny
podposloupnosti P s timto prefixem jsou kritické), ozna¢me @ = P~"+"~1,

Nyni bude ukazana konvergence konfigurace k primérné konfiguraci.

Z tvrzeni 3.2.7 dosazenim P’ plyne
(Vi € [|Pl],5 > Q[ +m)(Vi € [m]) : (3.31)

Load 4 pi (i) = Load 4 pi-m (i) + KC(P7~™)

Indukci podle k 1ze dokédzat néasledujici tvrzeni, které se ziska iterova-

nim praveé odvozené rovnosti

V5, k € [|Pl],5 > |Ql,j + k- m < |P[)(Vi € [m]) : (3.32)
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k—1
Loada pi+im (1) = Load 4 ps g (i) + Y K (P =
t=0
Dale stac¢f dosadit z tvrzeni 2.7.10
k-1 t-m+i—1 ;
, m sum(P?)
— L . - - —_— = .
oad 4,p; 5)(7) + ; <m — 1) — (3.33)
a secist geometrickou fadu
. ; m-k
~  sum(P7 m " (2 -1
= Load4,pi g (1) + 2. : % (3.34)
n-1 \m=1) G

Bud'pevné Be Ry, i€ [m—1],5€[|P|],j >|Ql,i+k-m <|Pl,e >0,
nerovnost dokazovaného z tvrzeni (s drobnou tpravou, kterd bude na-
sledné napravena) se dokaze posloupnosti tiprav, podminka nenulovosti

jmenovatele je trividlné splnéna

LOﬂd(_A,Pch-m,B) (7, + 1) m

— = 3.35

LOQd(A’ijv-m,B) (Z) m—1 ‘ ( )

_ | Load g pivim ) (i 4 1) = 7t - L'oad( apitin ) ()| (3.36)
LOﬂd(A’pj+k-m,B) (Z)

dale se dosadi podle vztahu 3.32 vyraz 3.34, ziskany ,,velky ¢len” se v
Citateli odec¢tem, vysledkem je nasledujici vyraz

Load 4, pi (i + 1) — Load 4 pi s) (%)
LOﬂd(A,ijc-m,B) (Z)

< (3.37)

Vnitini ¢len se shora odhadne hodnotou sum(P?), zaroven se odstrani

absolutni hodnota _
sum(P7)
- Load(A,Pj+k-m’B) (Z)

(3.38)

Do jmenovatele se dosadi vyraz 3.34 podle rovnosti dané vztahem 3.32

P
_ sum( ) ( )m_k , < (3.39)
. j m \i-1 (25 -
Loadia,ps (i) + #55 - (729) - 7
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Nasleduje horni odhad vynechanim prvniho ¢lenu ve jmenovateli né-

sledovany pokracenim s ¢itatelem, ¢imZ odpada zavislost na proménné j,

takto -
1) (=) (e 1
B e Rt s et WP
(25)"" -1
Dal$im odhadem odpadne zavislost na i, nebot’ (%)i_1 <1, tedy
—1-((==\Y" -1
()™ -1

Toto se posloupnosti elementarnich tiprav a pouZitim nerovnosti z ma-

tematické analyzy (Vo € R,z > —1) : In(1 + z) < z upravi na tvar

<0 (3.42)
()" -1
Bude-li k zvoleno tak, aby
In(¢™ +1
g BEE+D (3.43)

pak lze odvozovanou posloupnost nerovnosti zakon¢it hornim odha-

dem ¢, tedy tim bylo dokazéno, ze

Load(A’Pj+k-m’B)('l'+ 1) _ ( m )
LOﬂd(A,Pj+k-m’B) (Z) m—1

<e (3.44)

K tomu je jeSte nutny predpoklad, Ze mame takové P, tedy nutné
n > j+ k- m. Slozka j ur¢uje minimalni pocet kritickych tloh v kritické
posloupnosti splitujici pfedpoklady tvrzeni 3.2.5, coz je m + 1 tloh (P~
ma byt kritickd).

Celkem je postacujici pozadavek

+m+2 (3.45)
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dalsi +1 ptibylo kvtli neostré nerovnosti.
Existence kritické posloupnosti spliiujici Crit(P, n) vyplyva z tvrzeni

2.7.12 a definice 2.7.5. O

Tvrzeni 3.2.9 Prom € N,m > 1, o,,-kompetitivni algoritmus A plati

(Ve > 0)(3n € N)(VP € Py, Crit(P,n))(VB € RA) (Vi € [m]) :  (3.46)

. m i1
LOlld(_A,P,B) (2) B (m) <e€

sum(P) Z]_E[m} (%)jfl

Je diisledkem tvrzeni 3.2.8 a jen jinym zptisobem k4, Ze se algoritmus

blizi primeérné konfiguraci. Explicitné vyjadfuje primérnou konfiguraci.
Urcuje, jak moc dobrou aproximaci je primérna konfigurace pro konfigu-

raci pfi pevné nahodné posloupnosti.

Dikaz. Bud e/ > 0 dostate¢né malé, potom podle tvrzeni 3.2.8 existuje
posloupnost, splitujici stejné predpoklady a plati

) LO[Zd(ApB)(i-i- 1) m
—1]): = — A7
(Vi e [m —1]) Load x pss (1) | < (3.47)

Déle diikaz bude pokracovat tak, Ze se spocte ¢/ v zavislosti na ¢, aby
bylo splnéno i toto tvrzeni.

Nasledujici nerovnosti 1ze snadno odvodit z tvrzeni 3.2.8
(VZ € [m - 1]) : LOﬂd(A,p,B)(Z' + 1) < LOﬂd(A,p,B) (Z) . (L + 8/) (348)

m—1

(Vi€ [m —1]) : Load 4 pp)(i+ 1) > Load4,pp) (i) - (% — 5/) (3.49)

i

Z Cehoz se indukci podle 7 dokaZi nerovnosti

i—1
(VZ € [m]) : LO[Zd(A,pyg)(i) < LOdd(A,p,B)(l) . (ml + 8/> (350)
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1—1
(Vi S [m]) . LOﬂd(Ayp,B) (’L) 2 LOQd(A,p,B)(l) . (Ll — 8/) (3.51)

m —

A jejich posc¢itdnim a tpravou se odvodi nerovnosti

Load 1 Load 1

oadaps(1) _ _ Lodups(l) L — (352)
sum(P) > icm) Load(a,p,p) (i) P )

Load4,p)(1) _ Load,p,5)(1) _ < L p) (3.53)
sum(P)  Yiem Loadiapr) () = S0 (725 — )

Nésledovat bude posloupnost tprav vyrazu, kterymi se nakonec do-

spéje k hornimu odhadu e/ v zavislosti na ¢, aby toto dokazované tvrzeni

platilo.
) m \i—1
Load 4 p ) (%) (729)
sum(P) — — 7| < (3.54)
Sicim ()
Aplikaci zfejmé nerovnosti (Va,b € R) : |a — b| < max {a, b}—min {a, b}
se dostane
i1
L d ; _m
sum(P) "3 o (25

) m \i—1
.| Load 4,p5(%) (75)
- sum(P) ’ myiT (S
e ()
dale se aplikuji spoc¢tené horni a dolni odhady 3.50 a 3.51 takto

< e Bern @) -G re) T G
- sum(P) ’Zje[m] L)j—l

(3.56)

[ Loadrs(1) - (G —en)T G
min sum(P) =Zj€[m] L)j—l
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déle se aplikuji horni a dolni odhady 3.52 a 3.53 spoctené pro pravé

ziskané ¢leny, tim se ziska

Smax{ =) ( w1)” & )}— (3.57)

> icm] (g — 5’)1_1’ (ml

_mm{ (=) (%)“ }<
i—17 -1 (=
Sicim G )T e (72)
s predpokladem —- > ¢/ se Ize zbavit operatorti min a max takto
i1 i1
s e
iepm) (25 — &) Yiepm) (g + )

déle bude sectena geometrické fada ve jmenovatelich

e o) o) ),
(75 —en™ -1 (7 +en)” -1
dale je pfevedeno na spole¢ny jmenovatel a ten je hrubé odhadnut

s pomoci pfedpokladu > ¢/, roznasoben citatel a proveden horni

odhad ¢lent, které tim zmizi

_m_ m+i—1 mai—1
= (;.(Q;)n_l((mril“’) —<%—6/> ) < (3.60)

nasledné je pouzita nerovnost plynouci z binomické véty a to, Ze plati

(Vo > 1)(Ver > 0)(Vj €N): (z+e) <27 - (1+er) (3.61)

coz je aplikovano pro x = ™ — ¢/, takto ziskany ¢len se vytkne a

odhadne i
(%)

1 m
dal$im krokem je horni odhad eliminaci nezndmé ¢ takto
2m
(%)

(l . L)m _
2 m—1

< . ((1 4 2en)™L 1) < (3.62)

< - ((1+2en™™ 1 —1) (3.63)
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Uvedeny vyraz ma byt mensi neZ ¢, tedy snadnou tpravou se ziska

pozadavek na ¢/, tedy

2m</5 : 7((’"%3))2;1 +1-1
m—1

er<
2

(3.64)

Uvedeny dtikaz je korektni, nebot’ ziskany poZadavek je vZdy kladny

a tim je tvrzeni dokéazéano. O

3.3 Zakladni dukaz pro m = 3 pocitace

Nésleduje zbytek dtikazu tvrzeni 3.1.1. Diikaz je rozdélen na logické

¢asti, kazda c¢ast ma vlastni kapitolku.

3.3.1 Moyslenka dikazu

Diikaz bude proveden sporem. Vyjde se z predpokladu existence tako-
vého algoritmu, avSak dojde se ke sporu s hodnotou jeho kompetitivniho
poméru. Pro snadné pfipadné zobecnéni bylo v mistech, kde to neni na
tkor citelnosti, ponechdno m misto dosazeni jeho hodnoty.

Napted se vezme kriticka posloupnost, pro kterou o,,,-kompetitivni al-
goritmus pro libovolnou ndhodnou posloupnost dospéje ke konfiguraci,
ktera se v pomérech lisi od primérné konfigurace nejvyse o €. S timto
pfedpokladem se , specialné” rozsifi opét na kritickou posloupnost tak, ze
je umisténa jedna maximalni moZzna nadkriticka tloha (dle definice 2.7.3)
a m kritickych tloh. UkaZe se, Ze Zadny o,,,-kompetitivni on-line algorit-
mus nemuZe na této posloupnosti umét sestrojit rozvrh lepsi nez £32-

kompetitivni. OvSem to je spor s pfedpokladem, Ze zkoumany algoritmus

je om-kompetitivni.
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3.3.2 Konstrukce ,dosvédcujici” posloupnosti

Bud'e > 0, podle tvrzeni 3.2.9 existuje kritickd posloupnost P € Py, ze
plati

(Viem-1)WBeRry: [Larn® @5 e

sum(P) ng[m] L)J 1

a navic ji lze rozsifit na kritickou posloupnost @) € Pk, jez dosvédel

hledany spor. V posloupnosti () je za prefixem P jedna nadkriticka tloha

SUm(p)

velikosti
m—2

nasledovana m kritickymi tlohami. Formalné je to za-

psano takto:

QM ?Yp (3.66)
ma Szlm_(];) (3.67)
Crit(Q,m) (3.68)

Pozndmka: Posloupnost () s uvedenymi vlastnostmi existuje. Podle tvrzeni
2.7.12 existuje kritickd posloupnost majict alespori |Q)| kritickych iiloh navic spl-
fiujict, Ze (m — 2) deli pocet jejich jednotkovyjch 1iloh. Existence () potom plyne z
nesoudélnosti (m — 2) a (m — 1).

Z definice 2.7.13 posloupnost () zkrdcena az o m — 1 poslednich tloh
zustane slabé kritickd, tudiz podle tvrzeni 2.8.2 je zndma délka optiméalniho

off-line rozvrhu, tedy

(Vie[m]): Q"€ Ps AOPT(Q™") = Q_; (3.69)
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3.3.3 Odvozeni omezujicich podminek

Pro vyteSeni tlohy bude sestrojen linedrni program, proto je tieba od-
vodit néjaké platné vztahy, které potom budou pouzity jako omezujici
podminky v linedrnim programu. Proménné linearniho programu budou
odpovidat nezndmym zde uvedenym.

Pro kazdy mozny pfedpis umisténi poslednich m + 1 tloh posloup-
nosti () bude uvaZena pravdépodobnost jeho pouZiti algoritmem A4, tyto

m+1)

pravdépodobnosti jsou (Ve € [m] . pe € R, formalné spliiuji

Pe = PrBGRA [(VZ € [m + 1]) : A(Q, B, ‘P| + Z) = Ci] (370)

Je ziejmé, Ze p. jsou nezaporné (protoZe jsou to pravdépodobnosti).

Dohromady déavaji tplny jev, tedy plati
> pe=1 (3.71)

Dale bude je$té proménna p € R, nezdpornd, dolni odhad kompetitiv-
niho poméru algoritmu A, méa-li na vstupu posloupnost Q.

Pro posloupnosti (Vi € [m + 1]) : Q'FI*7 budou pravdépodobnosti pro
umisténi pravé prvnich ¢ znovych tloh vyjadfeny z definice 2.4.3 a definice
tplného jevu takto

(Vi € [m + 1])(Vd = [m]") = Y. D (3.72)
c€dx[m]mH1¢

Na zékladé definice 2.8.3 vzhledem k pfedpokladanému dolnimu od-

hadu p kompetitivhiho poméru se sestroji nasledujici nerovnosti
(Vi € [m+ 1]) : Emakespan ,(QT'*") < o- OPT(Q!"*") (3.73)
Podle tvrzeni 2.8.2 a Q € Pg plati

OPT(Q"™) = Qpj4 (3.74)
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a podle definice 2.5.8 a 2.5.5 pro i € [m + 1] plati

EmakespunA(Qm”) > Z Pd - nel[% L;+ Z Q) p|+k
defm 7 kelm+1AA(Q,B,| Pl +k)=j
(3.75)

kde symbol L; € R je dolni odhad pro hodnoty konfigurace, do které

se algoritmus A dostane pfi vstupni posloupnosti P, bud’ tedy
(V] € [m])(VB € RA) . Lj < LOEld(A’P’B) (]) (376)

jeZ mohou byt zvolena napft. jako infimum.

3.3.4 Konstrukce linedrniho programu

Problém fesi nasledujici linearni program, (minimaliza¢ni) ohodnocu-
jici funkce je
T, (3.77)

VSechny proménné jsou nezdporné.
(Yfm]™") = @, >0 (3.78)
(Vi € [m]) = Zpom; = 0
T, >0

Rovnice podle vztahu 3.71

Yo om, =1 (3.79)
c€m]™t1
Posledni podminky jsou pro i € [m] tyto

. mag - L; mag - Qipik
Y e |G > M)

de[m]® cedx[m]mFT!t ke[m+1]AA(Q,B,| P|+k)=j
(3.80)
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+$pomi — Zp - Mag - Q\PH—Z' =0

ziskané ze vztahu 3.75 dosazenim za proménné dle vztahu 3.72 (misto
nezndmych se pouzily odpovidajici proménné), dale je provedena , norma-
lizace” takovychto nerovnic podélenim &islem sum(P) > 0 a vynasobenim
¢islem mag (pro m = 3 je mag = 76, zarucuje celo¢iselnost, obecné mutize
byt volena takto mag = (m™ — (m — 1)™)(m — 2)(m — 1)™ ). Proménné
Tpom, Zajisti pfevod z nerovnic na rovnice, tedy z,,m, dorovné i-tou nerov-

nici na rovnost. Proménna z, je pf‘evedena na levou stranu rovnice.

3.3.5 Nezavislost na posloupnosti

Bude-li L; voleno jako infimum, tedy

(Vi € [m]) : L2 inf Load 4 ps)(i) (3.81)

BER A

potom podle definice infima. Navic dosazenim L; do tvrzeni 3.2.8 se

ziska
Memymjh (ZLJ <e (3.82)

m

Z tohoto vztahu vyplyv4, Ze koeficienty u proménnych z,, linedrniho

programu a linedrniho programu ziskaného z néjnahrazenim vSech &=i—

m i—1
% se budou liSit nejvyse o £ -mag. Velmi vyznamou vyhodou
ietm (727)
této tpravy je zbaveni se zavislosti linearniho programu na posloupnosti

sum( )

Za

P, ndhodné posloupnosti B i na vypoctu algoritmu A.

3.3.6 Kritéria redukce poctu proménnych

Linearni program byl feSen v uvedeném tvaru. Ovsem ukazalo se, Ze

vzhledem k jeho velikosti co do poc¢tu proménnych bude v zdjmu ¢itelnosti,
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pfehlednosti a ovéfitelnosti diikazu, ale i v zdjmu ,upoditatelnosti” pti p¥i-
padném zobecnéni, vhodnéjsi pokusit se nalézt metody, jak pocet téchto
proménnych snizit. Zakladni fakt, o ktery se to opir4, je ten, ze predpoklad
nulovosti nékterych proménnych nezvysi (neovlivni) hodnotu optima. Ta-
kové proménné budou nyni hledany.

Posledni dloha (tedy @_;) m@Ze byt vZdy umisténa na pocita¢ s mi-
nimalni zatézi. Provede-li algoritmus umisténi této tlohy podle tohoto
pravidla, tak rozvrh nepokazi (tj. neprodlouzi). Proto necht’pro pfedpisy

umistovani nesplniujici toto pravidlo plati
(Vd € [m]"™ x ([m] = {1})) : 5, = 0 (3.8

Uvahu lze zobecnit pro i-tou tlohu ¢)_;, ma smysl uvazovat jen umis-
téni na néktery z prvnich ¢ pocitaci sezazenych podle zatéze, formalné

necht’plati
(Vi € [m]) (Vd € [m]"™ x (fm] — [i])) : p, = 0 (3.84)

Pozndmka: Uvedené kritérium umoznilo pro m = 3 pocitace sniZit pocet pro-
ménnych z 81 + 3 +1 = 84 na 18 + 3 + 1 = 23 (+3 jsou pomocné proménné
Tpom; A +1 je proménnd x,).

Druhé kritérium vyuzivé specidlni vlastnosti této posloupnosti, kterou
je rovnost Q_,,, -1 = Q_,, nadkritické a dalsi kritické tlohy. Na m = 3
pocitacich je 6 moZnosti (kombinaci) jejich rozmisténi, misto normélnich
9. Lze pfedpokladat, Ze zatéz pocitace s prvni z nich je niZsi nez s druhou
z nich. Pokud by tomu tak nebylo, tak 1ze pofadi jejich umisténi piehodit,
délka rozvrhu se leda mtZze zkratit. Dalsi vypocet algoritmu A tim neni
ovlivnén.
Pozndmka: Pro m = 3 se timto kritériem dile snizi pocet proménnich na 12 +

3+1=16.
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Linearni program zjednoduSeny podle téchto kritérii nazveme ,redu-
kovany.” Aplikace téchto kritériich je zakomponovéna v pocitacovém pro-
gramu sestavujicim linearni program, jeho zdrojovy koéd bude pozdéji
uveden. Byly nalezeny i dal$i metody sniZeni po¢tu proménnych, budou

zminény pozdéji.

3.3.7 Generovani redukovaného linedrniho programu

Nyni bude feSen tento ,redukovany” linearni program z néhoz bude
nasledné odvozeno feSeni ptivodniho linedrniho programu. Pro nalezeni
jeho optimélniho feSeni byla pouzita simplexova metoda.

Vzhledem k tomu, Ze Zadny program neposkytoval feSeni s absolutni
pfesnosti (v raciondlnich ¢islech) nebo tuto soustavu nebyl schopen vy-
resit, bylo nutné napsat vlastni pocitacovy program. Dudlni feSeni bylo s
pomoci takto ziskanych vysledkti dopocitdno s pouZitim programu Maple.
Budiz pfipomenuto, Ze podle tvrzeni 2.9.1 neni tfeba ovéfovat korektnost
zadného z téchto program.

Pro eliminovani numerickych chyb pii ru¢nich vypoctech, vyssi fle-
xibilitu pfi zkoumani vlastnosti rtiznych variant vstupnich posloupnosti
a pro leckoho i méné pracné ovéiovani spravnosti koeficientti linearniho
programu byl sestaven pocitacovy program v jazyku C, ktery linearni pro-
gram generuje. Zdrojovy koéd programu je zde pfiloZen, také je uveden v
ptiloze.

/* Diplonova prace, 2001, Tomas Tichy
* overeni/odhad-nB/ gl p.c

* Program je soucasti Zakl adni ho dukazu neexi st ence
* 27/ 19- konpetitivni ho pravdepodobnostni ho on-1ine
* algoritmu pro m=3 pocitace.



3.3 ZAKLADNI DUKAZ PRO m = 3 POCITACE 79

Vygeneruj e |inearni programdefinovany v tonto
dukazu. Tj. um stuje posloupnost uloh 76, 76, 114,
171 na limtni determnistickou konfiguraci 16, 24,
36 a zdol a odhaduj e pravdepodobnost ni konpetitivni
poner .
/

L . .

#i ncl ude <stdi o. h>

#define M3 /* pocet pocitacu */
#define P 4 /* del ka vstupni posloupnosti */

int z[M
int p[P]

{ 16, 24, 36 }; /* pocatecni konfigurace */
{ 76, 76, 114, 171 }; [/* vstupni posl oupnost

int c[P]; /* aktualni konfigurace */
int unfP]; /* um steni uloh (cisla pocitacu) */

int generuj_vse(int h, int w, int koef, int *|oady,
int *jnmena)

Um stuje (zbyle) ulohy "p[h], ..., p[P-1]"

Vsl edna konfigurace ma v |inearnimprogranu

prirazen koeficient "koef”, nebot ukolemteto

funkce je roznasobeni suny, viz. definice LP.

"l oady[]” jsou zateze pocitacu, jejich nazvy jsou

dany polem ”jnenal]”

"w == 0” nevypisuje nic, "w < 0" vypisuje

koeficienty LP, "w > 0” vypisuje nazvy pronennych

Navr at ova hodnota: pocet vygenerovanych promennych

(=konfi guraci)

L R T T T T

~

{
int i, j, sum=0;
/| * Zateze se seradi podle velikosti na zacatku, nebo
* byla-Ii predchazejici uloha ruzna od aktualni. M
* je konstanta, tak nema snysl pouzivat |epsi
* tridici algoritnus.
*/
if (h==0 || p[h]!=p[h-1])
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{
for (i=0; i<M1; i++)
for (j=0; j<M1; j++)
if (loady[j] > loady[]+1])
{ .
int s;
s=loady[]j]; l|oady[]j]=loady[]+1]; |oady[)+1]=s;
s=jnenalj]; jrenalj]=jmena[j+1]; jnena[j+1]=s;
}
}

if (h<P)
{
/* Zbyva-li jeste nejaka neum stena ul oha, pak ji
* zkusi um stit.
* Nasledujici tri radky obsahuji tzv. kriteria
* redukce poctu pronennych
*/
int mx = M
if (max > P-h) max=P-h;
if (h>0 && p[h]==p[h-1] && max>c[ h-1] +1)
max=c[ h- 1] +1;

for (i=0; i<max; i++)
{
/* uloha p[h] bude um stena na i-ty mninmalni
* pocitac, zateze a jnena pocitacu nuseji byt
* pro rekurzivni duplikovany.
*/
int | oady_nove[M, jnmena_nove[M;
for (j=0; j<M j++) { loady_nove[j]=loady[j];
jmena_nove[j]=jnmena[j]; }
[* um steni ulohy p[h]: */
/* h-ta uloha je umstena na i-ty mnimalni */
c[ h] =i;
/* jak puvodne se tento pocitac jnenoval */
uni h] =j mena[i];
/* zvyseni zateze prislusneho pocitace */
| oady_novel[i ] +=p[h];
/* rekurzivni dovygenerovani, pricti pocet
* vygener ovanych koefi ci entu
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}

*/
sumt=generuj _vse(h+1, w, koef, | oady_nove,
j mena_nove);
}
return sum
} else

/* vypsani koeficientu nebo nazvu pronenne */
if (w0) printf("% ", koef); else

if (w<0)

{
printf(”"p_");

for (j=0; j<P; j++) printf("%”, unij]);
printf(” ”);
}

return 1; /* toto je jedna pronmenna */

}

void generuj _nks(int h, int d, int *loady, int *jnena)

/*

*

L T T S T I

Um stuje (zbyle) ulohy "p[h], ..., p[d-1]"
tj. do predem dane hl oubky d, tj. podle toho, ktera
rovnice LP to ma byt. V hloubce d je prirazen
koefi ci ent odpovidajici delce rozvrhu v zi skane
konfi guraci. Funkce generuj _vse() vygeneruje sumu
promennych, z nichz se tato pseudopronenna skl ada,
viz. odvozeni LP, je jimprirazen zm neny
koefi ci ent.
"l oady[]” jsou zateze pocitacu, jejich nazvy jsou
dany polem ”jnenal]”
/

int i, j;
| * Zateze se seradi podle velikosti na zacatku, nebo
* pbyla-li predchazejici uloha ruzna od aktualni. M
* je konstanta, tak nema snysl pouzivat |epsi
* tridici algoritnus.
*/
if (h==0 || p[h]!=p[h-1])
{
for (i=0; i<M1; i++)
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for (j=0; j<M1; j++)
if (loady[j] > loady[j+1])

{ .
Int s;
s=l oady[]j]; loady[]j]=loady[]+1]; |oady[]+1]=s;

s=jmenalj]; jrena[j]=jmena[j+1]; jnena[j+1]=s;
}
}

i f (h<d)
{
/| * Zbyva-1li jeste nejaka neum stena ul oha, pak ji
* zkusi um stit.
* Nasledujici tri radky obsahuji tzv. kriteria
* redukce poctu pronmennych
*/
int mx = M
i f (max > P-h) max=P-h;
if (h>0 && p[h]==p[h-1] && max>c[ h- 1] +1)
max=c[ h- 1] +1;

for (i=0; i<max; 1++)
{
/* uloha p[h] bude um stena na i-ty m ninmalni
* pocitac, zateze a jnmena pocitacu nuseji byt
* pro rekurzivni duplikovany.
*/
int | oady_nove[M, jnena_nove[M;
for (j=0; j<M j++) { loady_nove[j]=loady[j];
jmena_nove[j]=jmenalj]; }
/[* um steni ulohy p[h]: */
/* h-ta uloha je umstena na i-ty mnimalni */
c[h]=i;
/* jak puvodne se tento pocitac jnenoval */
unf h] =j menafi];
/* zvyseni zateze prislusneho pocitace */
| oady_novel[i ] +=p[h];
/* rekurzivni dovygenerovani */
generuj _nks(h+1, d, |oady_nove, jnena_nove);

}

} else
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{
/* vybere maxi mum zatezi, tj. del ka rozvrhu po
* um steni uloh p[O0],..,p[d-1], to je koeficient
* |inearni ho programu, takze je u vsech
* promennych s timo um steni techto ul oh
*/
int max = | oady[0];
for (i=0; i<M i++)
if (max<loady[i]) max=loady[i];
generuj vse(h, 1, max, |oady, jnena);
}
}
int main()
/* hlavni funkce
*/
{
int i, d, poc;
int joena[lM = { 1, 2, 3 };
/| * spocte pocet pronennych |inearniho progranu,
* pronenne odpovidajici um stovani ul oh jsou
* generovane, P-1 je ponocnych pro preveden
* na rovnice a 1 je pro odhad konpetitivni ho poneru
* (rho).
*/

poc=generuj vse(0, 0, 1, z, jnena)+P-1+1;

/* vystupem je popis |inearniho programnu,

* vypi se: <pocet rovnic> <pocet pronennych>

* jedna rovnice je trivialni a P-1 je generovanych,
* cel kem P

*/

printf(”%l %\n\n”, 1+P-1, poc);

/* vypi se ucel ovou funkci, pro odhad konpetitivni ho
* poneru (pronenna rho) je jedna, jinak nula

*/

for (i=0; i<poc-1; i++) printf(”0 ");
printf(”1\n\n");
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/* vypise trivialni rovnici, dle definice uplneho
* jevu, viz. definice LP, vsechny pronmenne

* odpovidajici um stovani uloh maji koeficient 1,
* ostatni maji 0O, suma cel kem ma byt 1.

*/

generuj vse(0, 1, 1, z, jnena);
for (1=0; i<P-1; i++) printf(”0 ");

printf(”0 1\n");

/* vypise zbyvajici rovnice */
for (d=1; d<P; d++)

{
/* napred koeficienty pronmennych odpovidajicich
* um stovani ul oh, generovane pro hl oubku d, viz.
* definice LP
*/
generuj _nks(0, d+1, z, jnena);
/ * koeficienty ponocnych promennych pro dopl nen
* nerovni ce na rovnici
*/
for (i=0; i<P-1; i++)
printf(”%l ", (i==d-1) 2 1 : 0);
/* pronmenna odhadu konpetitivni ho poneru (rho),
* del ka optimal ni ho rozvrhu ma byt rovna velikosti
* posl edni ulohy (pro slabe kriticke posl.)
* a prava strana je O
*/
printf("%l O\n”, -p[d]);
}
printf(”\n”);

/* vypi se nazvy pouzitych pronmennych */
generuj vse(0, -1, 1, z, jnena);

for (i=0; i<P-1; i++) printf("pom% ", i+1);
printf(”rho\n”);

return O;
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3.3.8 ReSeni simplexovym algoritmem

Vystupem programu jsou p pocet rovnic, n pocet proménnych, dalsich
n &sel je tcelova funkce linedrniho programu. Uelova funkce je 1 pravé
pro proménnou z,, jejiz hodnota se minimalizuje. Nasleduje p rovnic ve
tvaru n koeficientti pro jednotlivé proménné nasledované ¢islem, jeZ je pii-
slusnou pravou stranou. Napted jsou uvedeny koeficienty pro proménné
Zp,, Nasleduji pomocné proménné z,,y,, a posledni proménna je z,. Pro-
ménné budou v tomto poradi kédovany ve vektoru x € R". Koeficienty
jsou v matici p x n : A € R"P, prava strana ve vektoru b € RP a tcelova

funkce ve vektoru ¢ € R". Jejich hodnoty jsou tyto:

) N — o ™ — — ~ ™ — ™ — 5 & 2

N o) ™ — — o ~ — — N — N SS S

— — — — ™ N — — N N ) el

— — N N N N g e e o o o S © O

ISY ISH ISH ISH ISH ISH ISY ISH ISH ISH ISY ISH Q & & <

168 168 100 100 1v6 176 112 112 112 112 188 188 1 0 0 —76
168 168 150 206 176 176 138 206 130 214 188 188 0 1 0 -—114

207 195 263 207 207 187 263 206 271 214 195 188 0 0 1 —171
(3.85)

b=1[1,0,0,0] (3.86)

¢=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1] (3.87)
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3.3.9 Dalsi redukce poctu proménnych

V souvislosti s , jednoduchou” strukturou této matice A bylo nalezeno
dalsi univerzalni kritérium, umoZnujici odstranit nékteré dalsi proménné.
Resitelnost ani hodnotu optima neovlivni odstranéni proménné p, (=slou-
pecku matice), jejiz sloupecek majorizuje sloupecek jiné proménné p,. , Ma-
jorizujici “ proménna p, mtize byt fixovdnana 0, ,majorizovanad” proménna
pa mZze bytzvysena o ptivodni hodnotu ,,majorizujici “ proménné p., prvni
rovnice ztstane splnéna, u ostatnich sta¢f odpovidajicim zptisobem zvysit

pomocné proménné pom;, aby zlistaly rovnicemi.

Pozndmka: Uvedenou tivahu Ize ddle zobecnit a odstranit promeénné, jejichZ slou-
pecky majorizuji néjakou konvexni kombinaci zbylijch sloupeckii odpovidajicich
proménnym p,.. Z praktického hlediska to nent efektivni, nebot’ hleddini takovych

proménnych je vijpocetné ndrocné tak jako vesent tohoto linedrniho programu.

Pro tuto konkrétni matici 1ze podle tohoto pravidla fixovat na 0 nasle-
dujici proménné pi123, Pa213, P32o1, P33i2 @ Pas1 (Ve stejném potfadi majorizuji
promeénné pii32, P2231, P3112, P2231 A Pags1). Bude proto uvazen tento zjedno-

duseny linedrni program
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VyfeSeni linearniho programu

o~ — ™ — — ~ ~ -
) ) — e ~ — — S
i i i o L) — N

— I\ I\ N ™ ™ ) o)
S8 1S9 1S9 ISH ISH SH ISY IS8

168 100 100 176 112 112 112 1

168 150 206 176 138 206 130 O

195 263 207 187 263 206 271 O

¢=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1]

b=11,0,0,0]

pomy

pomg

87
(o]
0
6 (3.88)
~114
17
(3.89)
(3.90)

Poznamenejme, Ze tento linedrni program byl feSen a jeho optimum ma

hodnotu 12262 Nasleduje vektor primarnich proménnych = € R” a vektor

9125

duélnich proménnych y € R?, coZ jsou odpovidajici optimalni feSeni. Dale

nasleduje ovéfeni pfipustnosti dualniho feseni.

38 3207 1176

12969

z =] 0 0 0,0,0,0,0, ——] (3.91)

91257 79125 7 1825’

12969 368 26 521

9125

y =

1512 2728 41 216 368

9125 ° 173375 91257 173375

(3.92)

26 921

ATy =

0, — =, 0, — 0, — - - - - 1
0~ 173375 " “173375° > 1825’ 173375 173375’ 9125° 173375

(3.93)
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BudiZz pro korektnost poznamenéano, Ze vSechny vektory zde uvedené
jsou chapany jako sloupce a takto jsou zde uvedeny jen pro tsporu mista.

Pripustnost priméarniho feSeni = se ovéfi vynasobenim.

Ptipustnost dudlniho feseni se snadno ovéti porovnanim vysledku A"y
s vektorem ¢, nebot’tento ma vSechny sloZky aZ najednu < 0, odpovidajici
slozka v cje 0, jedina vyjimka je posledni sloZka, kdy v tomto i vektoru c
je 1, tedy y je pfipustné feseni.

Dale 1ze snadno spocitat hodnoty jim odpovidajicich tcelovych funkci

T 12969

sy = 297 94
c -z 9125 (3.94)
12969
T . _——
b' -y O13E (3.95)

Hodnoty tcelovych funkci primarni a dudlni tlohy se rovnaji. Podle

z . 2 . YoM rd : 4 z 12969
tvrzeni 2.9.1 je hledané optimum pro feSeny line4rni program o=

3.3.10 Navrat k ptvodnimu zadani

cut
1

Na zakladé tohoto feSeni bude odvozeno pripusné , téméf optimaln
feSeni pro dudlni program ptivodniho zadani pfed zaokrouhlenim podle
3.76. Necht’

~def

=y —[m-e-w,0,0,0] (3.96)

Konstanta w je volena jako w= mag - (1+(m—-1)- ((%)m — 1)), coz
je soucet tloh posloupnosti po normalizaci, tedy maximalni mozny koefi-
cient v maticich A a A.

Je nutné ovéfit pripustnost §, tedy zda plati AT§ < c. Matice A a
ptivodni A se 1i3f jen v koeficientech odpovidajicich proménnym z,, a to
nejvyse o ¢ - w. Proménné z,, odpovidaji pravé sloupeckiim matice, které

maji v prvnim fadku hodnotu 1, ostatni sloupecky maiji 0.
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Vysledek sou¢inu ATy oproti Ay je ve vech slozkéach vétsi nejvyse o
m - € -w. Tento rozdil je kompenzovan volbou g, to je tedy pfipustné dudlni
feSeni ptivodniho zadani.

Hodnota t¢elové funkce pro toto dudlni feseni je 222 — 1311 - ¢, nebot’

1311 =m - w prom = 3.

"

Podobné Ize sestrojit i pfipustné ,,téméf optimalni “ feSeni pro primérni
tlohu ptivodniho zadani. OvSem pro pouziti tvrzeni 2.9.2 staci dudlni fe-
Seni, které bylo spocitano, viz. formule 3.96 a omezenost priméarniho feSen.
Utelova funkce ¢ mé jedinou nenulovou slozku, z jeji nezapornosti plyne
omezeni primérni tlohy nulou. TudiZ optimalni feSeni tohoto linedrniho

12969
programu je alespori 52 — 1311 - €.

Timto bylo ukézéano, Ze kompetitivni pomér algoritmu A je alespon

12999 — 1311 - £. Soucasné se viak piedpoklada, ze kompetitivni pomér je

RN _ 2T Ma o 12969 27 7w 12969
nejvyse o,, = 2. Mélo by tedy byt 125 — 1311 . ¢ < 27, Zfejme 2989 > 27
12969 _ 27

tudiZ pro spor staci zvolit ¢ dostatetné malé. At'je ¢ < 2Z13 ¢im7 je

nalezen spor.

3.4 Silnéjsi verze dukazu

Verze dlikazu tvrzeni 3.1.1 uvedena v predchozi kapitole je sice pro
m = 3 pocitace dostacujici, avSak podaftilo se nalézt zesileni dtikazu, které
vSak znamena zkomplikovéani dtikazu. Je uvedeno proto, Ze by mohlo
pomoci nalézt diikaz pro vyssi pocet pocitacii

Zakladni idea dtikazu ztistava stejnd, zmeéni se vsak soustava omezuji-
cich podminek (rovnic a nerovnic). Opét bude zdola omezovana hodnota
kompetitivniho poméru a hleddna minimdlni hodnota vyhovujici témto

pozadavktm.
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3.4.1 Obecnéjsi posloupnost

Vv,

Pti ptileZitosti posilovani diikazu byla zvolena i obecn€jsi posloupnost.
Specialni kriticka posloupnost zvolend v tomto dtikazu pro konstrukci li-
nedrniho programu ma na svém konci ¢ € N nadkritickych tloh nésledo-
vanych m kritickymi tlohami.

Pozndmka: Nadkritickymi tilohami jsou zde minény maximalni takové.
Necht’ takové posloupnost je oznac¢ena symbolem (). Necht’ posloup-

nost P je podposloupnost @ bez poslednich ¢ +m tloh, tedy P = Q@ * ™ L.

3.4.2 Nové pomocné definice a tvrzeni

Definice 3.4.1 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, q € [t + m], ¢ € [m]?

rekneme, Ze algoritmus A umistuje P podle predpisu c, pokud plati

(Vj€[ad)(VBER): AP,B,~t —m+i—1)=][c]° (3.97)

Prvnich q z t+m poslednich tloh umisti algoritmus .4 na pocitace podle

pfedpisu ¢ (nezavisle na ndhodné posloupnosti B).

Definice 3.4.2 Pro m € Nym > 1, ¢t € N, algoritmus A, P € P, |P| > t+m
g € [t+m] c € [m]', B € R definujme symbol ccfg 4 5 (P,c) pro i € [q]
predpisem
CCfg(A,B)(Pa c) ; dgcng(P_t_m_l, B) + Z P i myj (3.98)
(G€la)A([clf=5)

Tento symbol oznacuje konfiguraci ziskanou umisténim tloh posloup-
nosti P~=™! rozhodovanim algoritmu A p¥i ndhodné posloupnosti B a
prvnich ¢ tloh z ¢ + m poslednich tloh posloupnosti P podle ptedpisu c.
Pozndmka: Snadno Ize ovérit konzistentnost této definice s definicemi 2.4.3 a

244.



3.4 SILNEJSi VERZE DUKAZU 91

Tvrzeni3.43 PromeNm>1,P€ P, |P|>t+m,q € [t+m] ce€ [m],

algoritmus A umistujici iilohy P podle predpisu c plati
(VB € R) : ofg 4(P,B) = ccfg 4 (P, ) (3.99)
a také

(Vi e [m])(VBER): OrdCCfg(A,B) P (i) = Load 4,p g (i) (3.100)

Vyjadfuje ziskanou konfiguraci v zavislosti na pouZitém predpisu c.

Druhé formule navic vyjadfuje vztah k zatéZi pocitact.

Dtikaz. Snadny z definic 3.4.2,3.4.1,2.4.4 a2 2.4.3.
Formule 3.100 je podle definice 2.5.3 dlisledkem formule 3.99. O

3.4.3 SniZeni poctu proménnych

Napted se dokaze pomocné tvrzeni, které je vlastné kritériem pro vy-

znamné snizeni poétu proménn}’Ich v linedrnim programu.

Tvrzeni 3.4.4 Pro m € N,m > 1, o,,-kompetitivni algoritmus A, B € Ry,
Q E€Pk,i€[m|, PeP,P=Q " plati

makespan ,(P, B) = Load4,,5)(—1%) (3.101)

Zatéz i-tého maximalniho poditace je rovna délce rozvrhu po umisténi
od konce i-té (kritické) tlohy.
Pozndmka: Motivace turzeni je v tom, Ze vétSinou (azZ na néjaké singularity pvi

rovnostech zdtézi) kaZda z téchto kritickych tiloh je umisténa na jiny pocitac.
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Dtikaz. Podle tvrzeni 2.8.7 pro B € R 4 plati
makespan (P, B) > Load 4,5 (—1) (3.102)

Uvedend nerovnost musi platit i v praméru pfes R4 ¢i R. Je-li pro
néjaké B € R 4 nerovnost ostra, potom (jak jiz bylo dfive ukazano, napt. v
diikazu tvrzeni 3.2.5) bude ostra nerovnost zachovéna i v primeéru.

Pro spor budiZ pfedpokladano, Ze plati
Emakespan ,(P) > Eload4,q)(—1) (3.103)

Obé tyto strany budou odhadovany pomoci neostrych nerovnosti. Do-
spéje se k omezeni stejnym ¢islem, coZ bude spor s ostrou nerovnosti.

Prvni odhad podle predpokladaného kompetitivniho poméru algo-
ritmu A, dosazeno podle tvrzeni 2.8.2, dosazeno z definice P a definice

2.7.6.
Emakespan ,(P) < 0y, - OPT(P) = 0y - Po1 = 04 - Qi = (3.104)

Dalsi tipravou je jiZ jen dosazeni podle tvrzeni 2.7.10.

=0, - <L>WM (3.105)

m—1 m-—1

Podobné se odhadne podle tvrzeni 3.2.2 takto

A
m—1 m—1 (3-106)

m—i —m—1
Eload 4y (=) = O - < m > sum(Q )

OvSem horni odhad je roven dolnimu (viz. formule 3.105 a 3.106), coZ si
vynucuje rovnost misto ostré nerovnosti ve vztahu 3.103, to je spor. Podle

uvedeného plati

Emakespan ,(P) = Eload4,q)(—1) (3.107)
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anavic podle nerovnosti 3.102, rovnosti 3.107 a definice 2.4.5 také plati
makespan ,(P, B) = Load  4,,5)(—1) (3.108)

coz bylo cilem dtikazu. O

Kazda proménna piislusi néjakému predpisu rozmisténi tloh, ovsem
podle pravé uvedeného tvrzeni jsou tyto moZnosti umistovani o,,-
kompetitivnim algoritmem A zna¢né omezené. Rada pfedpisti umisténi
je nepiipustnd, tudiz pravdépodobnost, Ze je algoritmus pouZije je nulova.
Jim odpovidajici proménné mohou byt z linedrniho programu vylouceny:.
Tvrzeni umozni velmi vyznamnou redukci po¢tu proménnych v linearnim
programu, ktery bude sestaven.

Toto kritérium neni moZzno pouzit spolu s ,sofistikovanymi” kritérii
uvedenymi v predchozi kapitole, nebot’se navzijem vylucuji.

Pozndmka: Jediné kritérium z predchozi kapitoly nezdvislé na chovdni algoritmu,
ale jen na linedrnim programu je tzv. ,majorizovini sloupcii.” Ani toto kritérium
neni pouZitelné, protoZe v soustavé se budou vyskytovat rovnice. Touto redukci
by se z rovnic staly nerovnice, coZ by vyZadovalo pfiddni m noviych pomocnych

proménnych.

Definice 3.4.5 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € Pk, ¢ € [m] ™ defi-

nujme predikat Sr 4(P, ¢) formuli

(V] € [m]) (ve e [mlf,c€ex [m]”m—j) (VBER): (3.109)

max (ccfg( A,B)(P, e)) = Orchfg(A,B)(P’C) ()

v__ 7z 7

Tento predikét rozpoznévé, zda pfedpis c rozmisténi tiloh posloupnosti

P je vyhovujici tvrzeni 3.4.4. Korektnost definice 1ze ovéfit z definice 3.4.2.
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3.4.4 Limitni pfechod

Provést precizni matematicky vypocet s odhady pomoci malého ¢ je

mozné, avSak technicky komplikovanéjsi. Takovyto vypocet 1ze realizovat
obdobné, jako tomu je v kapitole 3.3.
Pozndmka: Hodnota ¢ klesd vzhledem k délce tiseku kritickijch tiloh pted posled-
nimi t-+m tilohamiv posloupnosti. Takovdi libovolné dostatecné dlouhd posloupnost
P existuje podle torzeni 2.7.12, tedy existuje i P rozsitend o t nadkritickych a m
kritickiyjch 1iloh.

Vzhledem ke zminénym komplikacim se ukazalo vyhodnéjsi pouZzit v
Gvaze limitni pfechod. Je tedy moZzné dokazovat odhad pro nekonecnou
posloupnost, k niZ je moZné se dostat limitou z kone¢nych posloupnosti.

Budou odvozeny vztahy, které musi byt splnény pro kaZzdou posloup-
nost a o,,-kompetitivni algoritmus. TudiZ musi byt splnény i v jejich limitn{
verzi.

Kviili korektnosti je tfeba provést normalizaci posloupnosti, aby bylo
mozné ,rozumné” manipulovat s dlouhymi a nekoneénymi posloup-
nostmi. Normalizace bude ddna poZadavkem, aby celkovy soucet tloh

v P byl roven 1.

3.4.5 Nové pozadované rovnosti

Podle tvrzeni 3.2.1 pro oy,,-kompetitivni algoritmus A na kritické po-
sloupnosti je zndma prameérnd zatéz na ¢-tém minimalnim pocitaci po
rozvrhnuti v8ech tiloh posloupnosti. Podle tvrzeni 3.2.2 je mozné hodnoty

téchto zatézi spocitat. Pro kazdou zatéz se takto sestavi jedna rovnice,

celkem se sestavi m rovnic.

Napfed ozna¢me pravdépodobnosti p, analogicky jako v prvni varianté
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dtikazu bylo oznaceno vztahem 3.70, nyni pro ¢ € [t + m| a ¢ € [m]? jsou

pc vyjadfena takto:

pe = Prper, [(Vi € [q]) : A(Q, B,|P| +1i) = ci (3.110)

~_ s s

coz jsou pravdépodobnosti, Ze algoritmus A pouZije pro umisténi tiloh
predpis c.

Skute¢na zatéz se po normalizaci li$i nejvyse o ¢ > 0, které 1ze libovolné
dale zmensovat. Jako v kapitole 3.3 jejlze zvolit podle tvrzeni 3.2.2, hodnoty

normalizovanych zatéZi se potom podle tvrzeni 3.2.9 1isi nejvyse o . Proto

pro j € [m] a B € R proto plati nasledujici vztahy

s el o) _ Horiag)
' c sum(P) sum(P) " sum(P)
celm]™t AST A(Q,0) (3.111)
V limité nastava rovnost, tedy pro limitni posloupnost @ plati
ord (2) )
cc Q,c Eload
Z v - Enen fg(A,B)( ) _ 20atAQ) () (3.112)
sum(P) sum(P)

cE[m]t"'j/\Si’A(Q,c)
3.4.6 Pozadavky na kompetitivni pomér

Dalsi nerovnice se sestroji z definice 2.8.3, to je definice kompetitivniho

poméru. Dosazenim se dostanou néasledujici nerovnosti pro j € [t + m]

Z E maX(OrdCCfg <A,B)(Q’c)) < Om-OP T(Q"™v ) —¢
, PerEpeR sum(P) - sum(P)
ce[m]*HIAST 4(Q,c)

(3.113)

Pro limitni () bude nerovnost takovato

Z ] maX(Ordccfg(A,B)(Q,c)) < O OPT(Qt™+i~1)
' Pe - Eper sum(P) = sum(P)
ce[m]" I AST 4(Q.0) (3.114)
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3.4.7 Konstrukce linearniho programu

Linedrni program je sestrojen pro limitni pfipad vztahti 3.114 a 3.112.
Proménné jsou znaceny stejné jako diive.

Konstruovany linedrni program je minimaliza¢ni, t¢elova funkce je
T, (3.115)

Podle vztahu 3.114 a tvrzeni 2.8.2 rovnice pro j € [m] jsou

cc Q,c —t—m+j—1
Z xpc.max (M()) +xpomj_xg.Q7:0

sum(P sum(P
ce[m]HIAST 4(Q,¢) (P) (P)
(3.116)
a dle vztahu 3.112 pro j € [m] jesté rovnice
Tp, « _ Eload4,q)(j)
-ord = —= 3.117
Z sum(P) o CCfS(A,B)(Q’C)(]) sum(P) ( )

celm]"HIAST A(Quc)

V koeficientech je za posloupnost () dosazena limitni posloupnost, tj.
rovnice a nerovnice jsou pouZity v jejich limité. Limita m4 vliv jen na
koeficienty tohoto linedrniho programu. Koeficienty, podle tvrzeni 3.2.8,
normovani a limitniho pfechodu, jsou konstantni vzhledem k n&dhodné
posloupnosti B.

Pro konstrukci tohoto linedrniho programu byl napsan pocitacovy pro-
gram v programovacim jazyku C, jehoZz zdrojovy kod je uveden v piiloze

této prace. Tento pocitacovy program Vyiaduje na vstupu Cislam at.

3.4.8 Koeficienty linedrniho programu

Pro oztejméni vyrazt pouzitych pfi inicializacich v zminéném pocita-
¢ovém programu budou na nasledujicich fadcich uvedeny jejich odvozeni.
Mtizeme predpoklddat ¢ < m, alespon prozatim nebude voleno vice nad-

kritickych tloh nez m.
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Aby vysledny program mél celoc¢iselné koeficienty, tak bude po norma-

lizaci vynasoben vyrazem (m — 1)*™ " *(m — 2)".

e Piiblizné zatéze pocitact (L;) po umisténi P

Vyjadiené podle 3.2.9, tj. poméry 1 : (-2-) : ---: (=)™ Zatez
i-tého pocitace po tpravé na cela ¢islaproi =0,...,m —1je
mt - (m—1)"""" (- 2)! (3.118)

e Soucet vSech tloh P, tj. soucet vSech zatézi

Snadno seétenim zatézi.

(m™—(m—1)")-(m—-1)""(m-2)" (3.119)

o ¢ nadkritickych tloh navazujicich na P

Jsou vyjadieny podle definice 2.7.3 pro¢ =1, ..., m takto

(m™—(m—1)") - (m—=1"""" (m —2)"" (3.120)

e m kritickych tloh navazujici na ¢ kritickych navazanych na P

Jsou vyjadieny podle definice 2.7.3 pro¢ = 0,...,m — 1 takto

(m™ — (m—=1)")-(m—=1)""".m (3.121)

3.49 Reseniprom =3

Pro m = 3 bylo zvoleno ¢t = 1, coZ znamen, Ze se zkoumanéa posloup-
nost sklada z dlouhé kritické posloupnosti rozsifené o jednu nadkritickou
tlohu nasledovanou m kritickymi tlohami.

Ukézalo se, Ze takto zvoleny linedrni program nema pifpustné feSeni,
proto v dtikazu je tfeba pouzit tvrzeni 2.9.3 k dok&zani jeho neexistence.

Je proto feSen upraveny linearni program.
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Pozndmka: Simplexovy algoritmus potiebuje na zacdtku vijpoctu znit libovolné
pripustné feent, které se dile optimalizuje. Proto takovouto tipravu provddi sim-
plexovy algoritmus vZdy.

Byl napsan pocitacovy program - filtr, ktery transformuje popis line-
arniho programu v popis linedniho programu majictho nulové optimum
pravé, kdyz ptivodni ma pripustné feSeni. Na vstup tomuto filtru je dan
vystup pocitac¢ového programu generujictho definovany linearni program.

Ziskany linearni program v maticovém zapisu, ktery rozhoduje o pii-
pustnostilinedrniho programu vytvoreného v pfedchozi kapitolce, vypada

takto:



3.4 SILNEJSi VERZE DUKAZU 99

— n o e c R - I o & & 2@

N N [ A | [ I o

— — — N X N =» » O O C L o 4 & o <
Q & /& & /) ] 8 & &8 &8 X - T

100 100 112 100 100 112 112 112 1 O O -9 O 1 0 0 O
150 206 138 150 206 130 138 130 0 1 0 -—-114 0 0 1 O O
263 207 263 263 207 271 263 271 0 O 1 —-171 0 O O 1 O
100 100 112 100 100 112 112 112 0 O O 0 0 00 01
150 206 138 150 206 130 138 130 0 0O O 0 00 0 0O

263 207 263 263 207 271 263 271 0 0 O O O O O O O
(3.122)
Proménné v matici A oznacené jako g; jsou pfidané pro prevedenti line-
arniho programu na novy linearni program rozhodujici feSitelnost ptivod-
niho.

Pravé strana soustavy vypada takto:
b=1,0,0,0,108, 162, 243] (3.123)

Odhodnocujici funkce je opét dana prevodem na novy linearni program
takto:
¢=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1] (3.124)

Tento linedrni program byl feSen simplexovym algoritmem, tim bylo
spocteno optimalni feSeni primarni dlohy a optimalni hodnota, dale bylo

dopoditano optimalni dudlni feSeni.

gs

0

de
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Optimalni feSeni primarni tlohy je

2268 4131 108 27 4 108
N ' FA0A o 12
r=0, 555 5030 0 0 00,0, 335, 0,0, 750 5752,0,0,0, 252, 0,0 (3.125)

a optimalnfi feSeni duélni tlohy je

793 2335

- 1 £999
y=1[50.0,0,1, =103 ~ 5403

(3.126)

Ovérenim pripustnosti a optimélnosti téchto feSeni se odstrani ,,poci-
tacovost” tohoto dtikazu. Pfipustnost primarniho feSeni = plyne z neza-
pornosti z, vyndsobenim a porovnanim vztahu Az = b. Pro dudlni feSeni

je tfeba ovefit vztah ATy < ¢, vynasobeni dava

86352 86352 12336 _ 12336 793 2335

=—2920,0, — 0,— 0,— ,0,0,0,0,1,0,0,0,1, — i

6403° " 6403’ 6403°° 6403 ' " 6403”6403
(3.127)

coz se trividlné porovna s uvedenym c.
Tedy tato feSeni jsou pfipustnd, navic hodnoty tcelovych funkci se pro
né rovnaji
T 2056

=—— =0 12
cT=cins b'y (3.128)

Proto 1ze aplikovat tvrzeni 2.9.1, odkud vyplyva, Ze optimalni hodnota

2056

feSeného upraveného linearntho programu je £;2=.

Dale podle tvrzeni 2.9.3
ptvodni linearni program nema pfipustné feSeni.
TudiZz pro m = 3 neexistuje o,,,-kompetitivni algoritmus, tim bylo do-

kézano tvrzeni 3.1.1.

3.5 Zavérecné poznamky

Byly nalezeny dva rtzné diikazy tvrzeni 3.1.1. Podafilo se dokazat,
Ze neexistuje 2I-kompetitivni pravdépodobnostni on-line algoritmus pro

problém rozvrhovani na m = 3 pocitacich.

]
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Pavodnim zamérem bylo obecné€ji dokézat neexistenci oy,
kompetitivniho pravdépodobnostniho algoritmu pro problém rozvrho-
vani na m pocitacich. To se bohuzel pfes vSechnu snahu nepodarilo doka-
zat. Proto miiZe byt uZite¢né shrnout to, co bylo vyzkouSeno a nevedlo k
lepsimu vysledku.

Byly vyzkouSeny nasledujici modifikace uvedenych diikazt

e vice nezt > 1 nadkriticka tiloha
V silnéjsi variané zpiisobilo zvyseni poctu nadkritickych iiloh pro m = 3
pocitace oslabent linedrniho programu. Oslabeni spocivi v pridiani spousty
novych proménnych a Zidného silného omezeni. Prom = 3 at > 1 nebo
m > 3 a t libovolné byl spocteny odhad ve vyzkousenijch pripadech roven

Om.

e vice ¢i méné nez m kritickych tloh
Pro méné kritickych iiloh ani nebyl dosaZen odhad o,,. Pro vice kritickych

iiloh byl dosaZen stejny odhad jako pro m kritickijch 1iloh.

e ruzné velikosti dlohy predchazejici m kritickym
Nejlepsi odhad byl pro maximalni moznou nadkritickou 1ilohu. Vyssi nebyly

zkoumdny, nebot’ nesplriuji predpoklady tvrzeni 2.8.2.

e jiné zobecnéni nadkritické tlohy
Jednim z pokusii o zobecnéni pojmu nadkritické 1ilohy bylo zvolit jeji velikost
rovnou souctu predchozich iiloh. Pro m = 3 definice splyvaji. BohuZel bud’
takovd posloupnost (i s t takovymi tilohami a m kritickymi iilohami) nedala

odhad lepsi neZ o,,, nebo nebylo mozZné sestrojit rozorh podle torzeni 2.8.2.

Uspésnému ditkazu tvrzeni 3.1.1 ptedchézel dlouhy vyzkum. Vyzkum

byl jak teoreticky, tak i provazeny fadou pocitacovych experimentt. Bylo
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provedeno hodné experimentti s cilem nalézt vhodnou téZkou posloup-
nost. V pocatcich vyzkumu, kdyZ nebyl Zadny napad, jak zadit tvrzeni
dokazovat, bylo zkouSeno chovéni nékterych algoritmii a byla provedena
fada vypoctt s cilem ziskat alespon néjakou tolik pottebnou intuici v této
oblasti.

Hlavninadéje pro dtikaz neexistence o,,-kompetitivniho pravdépodob-
nostniho on-line algoritmu prom > 3 pocitac byly vkladany do zobecnéni
pouzité posloupnosti, ktera dala vysledek pro m = 3. Znamenalo to pro-
vést fadu vypocti znovu a mnohem obecnéji. Podle spoctenych vysledki
bylo tfeba netrividlné upravit jiz existujici pocitacové programy.

Snad teorie vlastnosti o,,,-kompetitivnich algoritmt vybudovana v této
préci a uvedena v této kapitole jednou pomtiZe nalézt dtikaz neexistence
takovych algoritmt, pfipadné pomiZe nalézt lepsi odhad, pro m > 3
pocitact.

Pro pokracovani v tomto sméru zatim bohuZzel schazi néjaky novy na-
pad, jak predvedené diikazy zobecnit pro vétsi pocet pocitact.

Shriime zde nejzajimavéjsi dokazané vysledky, zejména vlastnosti o,,-

kompetitivnich pravdépodobnostnich on-line algoritmf.

e dolni odhad pro m = 3, viz. tvrzeni 3.1.1

e kritickd tuloha je umistovana na pocita¢ s minimdlni zatézi,
predchézi-li ji alespont m kritickych tloh, viz. tvrzeni 3.2.5

v v s

e pfesné vyjadieni primérnych zatézi pocitact po kritické posloup-
nosti, viz. tvrzeni 3.2.2

v v

e specialni rovnost zatézi a délek rozvrhu, viz. tvrzeni 3.4.4

e délka optimélniho rozvrhu pro slabou kritickou posloupnost, viz.

tvrzeni 2.8.2
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Kapitola 4

Odhad pro bézné rozvrhovaci

algoritmy

V této kapitole jsou zkoumany pravdépodobnostni on-line algoritmy
pro problém rozvrhovani konstruované v diikazech hornich odhadt. V
kapitole 1.2.5 byla stru¢né nastinéna stuktura takovychto algoritm, tedy

jejich hlavnim rysem je to, Ze umistuji tlohy na dva pocitace.

41 Uvodni poznamky

Cilem této kapitoly je sestrojit dolni odhad pro pravdépodobnostni on-
line algoritmy umistujici pfichozi tlohu na dva pocitace fesSici problém
rozvrhovani.

Je zdola odhadovan kompetitivni pomér kazdého takového algoritmu.
Pozndmka: Pojmem ,,umistovat na dva pocitace” znamend, Ze algoritmus umisti
ilohu bud’ na minimdlni nebo h-ty maximdlni pocitad, kde h je pro algoritmus
konstanta (p¥i pevném m poctu pocitacii).

Takovéto algoritmy jsou zkoumany, protoze jsou jednodussi nez obecné
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pravdépodobnostni on-line algoritmy pro rozvrhovani a vysledky pro né
by mohly pfinést zkuSenosti uzite¢né pro zkoumani téch obecnych. Na-
vic takovéto existujici algoritmy davaji celkem dobré vysledky, tudiz toto
zjednoduseni neni pfilisné.

Protoze pro tento problém neexistuji odhady, tak neni vysledky s ¢im
porovnavat. Pvodni zdmér odhadu byl pfipadné zjistit, Ze Seidenovy
algoritmy, viz. Seiden [14], jsou dobré. Motivaci bylo pokusit se dokazat
dolni odhad blizky kompetitivnimu poméru Seidenovych algoritmf.

BohuZel ziskany odhad neni témto Seidenovym algoritmim moc
blizky. To neznamend, Ze pfedvedeny odhad je slaby, pfesto mtize byt
blizky optimu.

Pozndmka: Ziejmé tento dolni odhad nesouvisi s dolnimi odhady pro Seidenovy
algoritmy, nebot’ ty odhaduji kompetitioni pomér konkrétniho algoritmu nikoliv
této tridy algoritmil umistujicich na dva pocitace.

Bohuzel, vzhledem k formé dtikazu, se zatim nepodaftilo sestrojit stan-
dardni matematicky dtikaz. Protoze je pfedveden pocitacovy diikaz, neni
moZné se na vysledky zcela spoléhat. AvSak vzhledem k ovéfitelnosti to-
hoto dtikazu ¢tendfem miiZze byt povaZovan za dtvéryhodny. Pfinejmen-
$im spoctené odhady mohou byt povazovany za ,,odrazovy mtstek” pro

dalsi vyzkum v tomto sméru.

4.2 Myslenka

Zakladni myslenka odhadu se odviji od pozorovéni, Ze pravdépodob-
nostni on-line algoritmy nemohou byt postaveny na invariantu udrzujicim
néjaké pevné primérné rozlozeni zatézi, viz. tvrzeni 3.2.8, jak jiz bylo diive

zminéno.
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Proto bude konstruovan obecny odhad pocitany pies vSechny moZné
distribuce konfiguraci na dlouhé posloupnosti jednotkovych tloh. Postup,

jak dikaz probih4, 1ze schematicky popsat takto:

e volba ,tézké” posloupnosti

Prefix posloupnosti je tvofen potencialnim nekone¢nem jednotko-
vych tdloh néasledovanych ¢ > m kritickymi tlohami. Ze zkuSenosti
je tato posloupnost povazovana za ,téZkou,” nelze vSak vyloudit

existenci posloupnosti davajici lepsi odhad.

e konstrukce nerovnosti dle definice 2.8.3 kompetitivniho poméru

Sestroji se integralni rovnice, protoZe odhad je provadén obecné ptes
libovolnou distribuci konfiguraci, tedy primér se pocita integralem

pfes ni.

e rozklad na intervaly
Interval, pfes ktery se integruje, je rozloZen na ¢asti, na nichz je inte-
grovana (po castech linedrni) funkce linearni.

e zjemnéni intervala

Intervaly vytvofené v predchozim kroku maji riznorodou velikost.
Pozdéji bude tieba pres kazdy takovy interval odhadovat integral,
tudiZ je vyhodné je mit co nejmensi. Intervaly jsou proto rozkousko-

vany na dostate¢né malé, velikost je parametrem feSeni.

¢ zjednoduseni integralnich rovnic

Pribliz§im zkoumanim Ize zjistit, Ze je integrovana po ¢astech linedrni

funkce. V této linearni funkci hraje hlavni roli konstanta. Samostatné



106

KAPITOLA 4;: ODHAD PRO BEZNE ROZVRHOVACI ALGORITMY

se integruje po ¢astech konstantni funkce, zbytek je integrovan oddeé-
lené. Integral je nahrazen sumou pfes intervaly, na kterych je integro-
vana (po céstech linedrni) funkce linedrni. Konstanta se zintegruje,

uvnitf sumy zustane jeSte integral linedrniho ¢lenu.

Pozndmbka: Linedrni clen nelze snadno zintegrovat, nebot’ se integruje pies

distribuci.

slepeni intervala

Nékdy mtize byt ptilis mnoho vytvorenych intervalti, pak je v zajmu
sniZeni casové narocnosti zddouci snizit pocet téchto intervalii jejich
spojovanim v intervaly o né&jaké minimalni délce. Pro vysledny in-
terval se pouzije koeficient, ktery je roven minimalnimu koeficientu

podintervalti.

prevod na linearni nerovnice

Pro ziskani linedrni rovnice je tfeba zbyvajici integral zdola odhad-
nout. Odhad je snadny, nebot’je integrovana monoténni funkce. Zmi-
néné zjemneéni bylo provedeno, aby tento odhad integralu p#li$ ne-

oslaboval dokazovany vysledek.

vygenerovani soustavy pocitacovym programem

Pocitatovy program napsany vjazyku BC sestroji formalné odvozeny
linearni program, ktery bude dale feSen.

feSeni linedrniho programu

Byl napséan pocitacovy program v jazyku BC feSici linedrni program

simplexovym algoritmem s absolutni pfesnosti v racionalnich ¢islech.
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4.3 Znaceni a zdklady

Nasledujici symboly jsou pevné a nebudou se vyskytovat v jiném vy-

znamu.
e m € N pocet pocitact
e h € [m] ¢islo druhého pocitace pro umistovani tiloh

o A pravdépodobnostni on-line algoritmus umistujici piichozi tdlohu

na minimélni a A-ty maximalni pocitac¢

o P € Pp tézka posloupnost

mnoZina tézkych posloupnosti je definovina v ndsledujicich definicich

Definice 4.3.1 Pro me Nym >1,t € N, t > m P € P nazveme téZkd po-

sloupnost, pokud plati

Crit(P,t)AN Vi € [|[P|—1t]): P,=1 4.1)

TéZka posloupnost je tvofena prefixem jednotkovych tloh nésledova-
nych ¢ kritickymi tlohami.
Definice 4.3.2 Pro m € N, m > 1 definujme mnoZiny

Ppliet {P € P | P je tézkd posloupnost} (4.2)

d £ v ..
Pr uziaver mnoziny Ph na limitu (4.3)

Mnozina tézkych posloupnosti a mnoZina tézkych posloupnosti rozsi-
fend o limity téZkych posloupnosti.
Pozndmka: Existuje nekonecné mnoho dlouhych tézkijch posloupnosti. Lze tedy

pozZadovat téZkou posloupnost o alespoti zvolené délce.
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Tvrzeni 4.3.3 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € P, (Vi € [|[P|]): P, =1
plati
(VB € R)(Ja,d € Ny)(Vi € [m]) : (4.4)

i <m—h: Load 4 pp (i) € (a,a+1)
1>m—h: LOEld(A’p’B)(i) € (a+d,a+d+ 1>
Vysledné konfigurace pfi pevné zvolené ndhodné posloupnosti ma dvé
hladiny, tedy a a a + d.

Pozndmka: Clen +1 Ize pri dostatecné dlouhijch posloupnostech zanedbat, v

limitnich posloupnostech zmizi tiplné.

Dikaz. Snadny, indukci podle délky posloupnosti P. O

Tvrzeni 4.3.4 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € P, (Vi € [|P|]) : P, =1
plati
(Ja,d € R)(Vi € [m]) : (4.5)

i <m —h: Eload4p(i) € (a,a+1)

i>m— h: Eload 4 p)(i) € (a +d,a+d+1)
Pramérna konfigurace mé dvé hladiny a a a + d.

Dikaz. Snadno z tvrzeni 4.3.3 a definice stfedni hodnoty. O

Pozndmka: Uvedend turzeni mohou byt analogicky formulovina i pro algoritmy
umistujici iilohy na vice nez dva pocitace. V obecné verzi plati, Ze pocet hladin
ziskané konfigurace je roven poctu pocitacii, na které algoritmus umistuje prichozi
1ilohy. Rovnost predpokliadd obecnou konfiguraci, protoZe hladiny mohou splijvat

v singuldrnich konfiguracich.
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4.4 Normalizace, limitni pfechod

Pro téely dalsiho textu je potfeba parametrizovat konfigurace ziskané
najednotkovych prefixech téZkych posloupnosti. Ziskané konfigurace jsou
normalizovany tak, aby soucet vSech zatéZi byl pfiblizné 1. Ve je dale
pocitano v redlnych cislech.

Pfed normalizaci podle tvrzeni 4.3.3 pro téZkou posloupnost P € Pr

plati (rovnost z definice 4.3.1)

ma+ hd < sum(P ") = |P| -t <ma+hd+m (4.6)

Pozndmka: I po normalizaci se bude mluvit o jednotkovém prefixu (uz nor-
malizavané) posloupnosti, tim je minén prefix 1iloh, které pred normalizaci byly
jednotkové.

Normalizace se provede ,zmenSenim mé¥itka” a to tak, aby soucet tiloh
v jednotkovém prefixu byl 1, tedy kazd4 aloha je podélena délkou tohoto

prefixu. Tudiz v normalizovaném tvaru plati:

ma+hdg1gma+hd+|P|L_t 4.7)

Pro dolni odhad kompetitivniho poméru mtize byt pouZita libovolna
tézka posloupnost. Trividlné mtize byt vytvofena posloupnost takovychto
posloupnosti s rostouci délkou posloupnosti. Tudiz clen 77 konverguje
k 0 podle délky takové posloupnosti.

Pouzitim limitniho pf¥echodu se ziska limitni posloupnost, dolni odhad
dokazany pro limitni posloupnost bude dokazovanym dolnim odhadem.
Budou odvozeny nerovnosti, které musi byt splnény pro kazdou posloup-

nost. Tedy podle limitniho pfechodu musi byt tyto nerovnosti splnény i v

limit8.
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Pozndmka: Limitni prechod je mozné obejit podobné, jako tomu bylo v kapitole
3.3 pocitanim s posloupnosti malyjch e; konvergujicich k 0. Ovsem to by znamenalo
zbytecné prodlouZeni a formdlni komplikace ditkazu na vikor Citelnosti.
Pozndmka: Limitni posloupnost je tvotena nekonecné dlouhyym prefixem iloh o
celkové velikosti 1, po ktertjch se dostane do konfigurace majici na m — h pocitacich
zatéZ pravé a a na zbyvajicich h pocitacich zatéz pravé a + d.

Limitou vyrazu 4.7 je rovnost

ma+ hd =1 (4.8)

Z tohoto vztahu Ize v limité jednoznacné vyjadftit d rozdil hladin takto

1 —ma
— 4.
d . 4.9)

MozZné konfigurace, ke kterym algoritmus dospéje pro jednotkovy pre-
fix limitni posloupnosti, 1ze popsat na zakladé vztahu 4.9 a poZadavkt
a,d > 0. Konfigurace jsou dany parametrem a € <0, %>, hodnota d je
dopocitana podle 4.9.

Nyni 1ze uvést dalsi znaceni

e q€ <0, % znadi niz8i hladinu konfigurace po jednotkovém prefixu

e d € (0,1) znadi rozdil mezi vyssi a nizsi hladinou konfigurace po

jednotkovém prefixu

e f(a) € (0,1) proa € (0, - ) je pravdépodobnostni distribuce determi-
nistickych konfiguraci po prefixu jednotkovych tloh posloupnosti P
pro algoritmus A. Funkce f(a) je nezndma méfitelna funkce. Diikaz

je veden pfes vSechny mozné takové funkce.
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e k € {0,1} je ptedpis chovanf algoritmu .4 na poslednich ¢ kritic-
, , P ve P P . t .

kych tlohach pfi pevné nahodné posloupnosti. Hodnota [k]; ur¢uje
umisténi kritické alohy P_;,;_;, 0 znamené na minimalni, 1 na h-ty
maximalni. Algoritmus A je pravdépodobnostni kombinaci téchto
pfedpisu.
Pozndmka: Algoritmus a ndhodnd posloupnost uréuji pravé jeden takovy
predpis. Pouzivaji se i Cdstecné predpisy, tj. néjaky prefix k, urcujici umistént

zkrdcené posloupnosti.

e p, (P, a) znadi pravdépodobnost, Ze se algoritmus .A rozhodnul pro-
vést umisténi ¢ kritickych dloh pfedpisem £ pro posloupnost P a

konfiguraci a. Analogicky se definuje pro prefix pfedpisu.

Pro f(a) pravdépodobnostni distribuci pfes a € (0, L) plati z definice

pravdépodobnostni distribuce nésledujici vztah

/m fla)da =1 (4.10)
0

Z definice aplného jevu plati
Vwelt]): > p(Pa)=1 (4.11)
ke{0,1}%
a pravdépodobnost I1ze vyjadrit takto
(Ywe (ke {0,1}"): p(Pa)= S p(Pa) @412
lekx{0,1}t—»

Pro dalsi odvozovéani je velmi dtlezita délka rozvrhu, tzv. makespan.
Stejné jako konfigurace bude pouzivan v normalizovaném tvaru, takze

jeho hodnota bude redlné ¢islo.
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Definice 44.1 Pro meNm>1, w € [t], k € {0,1}", a € {0,), P €
Pr oznacme symbolem mks (P, a) normalizovanou délku rozvrhu p¥i umisténi
pronich w iiloh z poslednich t kritickijch 1iloh posloupnosti P na konfiguraci danou
parametrem a. Ulohy byly umistény podle predpisu k.

Pozndmka: Formdlnost neni tieba, navic by sniZila Citelnost.

Pro zkoumani vlastnosti této funkce je tfeba ziskat jeji lepsi popis. Délka

rozvrhu mksy (P, a) se bude pocitat sou¢tem jednodussich slozek:

e zakladni hladina a
jednotkovy prefix davéa konfiguraci o hladinach a a a + d, nutné a

bude sloZzkou délky rozvrhu

e Qp(k,a) - dje piipadny rozdil hladin o d
funkce Qp(k, a) nabyva hodnotu 0 nebo 1, uréuje, zda na maximalnim
pocitaci je celkem a nebo a + d jednotkovych tloh bez pfipadné

posledni pfed normalizaci nepfictené.

e Mp(k,a) je soucet tloh z poslednich ¢ kritickych tloh posloupnosti

P umisténych na maximalnim pocitaci.

e ¢(P,a) odchylka (korekce) kvuli pfipadné +1 v hladiné pfed nor-
malizaci. Hodnota (stejnomérné) konverguje dle délky posloupnosti

k 0. Pro limitni posloupnost je rovno 0.

Pozndmka: UvaZovany maximdlni pocitac je predem pevné zvolen (miiZe jich
byt vice).
Tedy pro posloupnost P € Py plati

=+ Mp(k,a) + ex(P,a) (4.13)

mksg(P,a) = a+ Qp(k,a)
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Vztah 4.13 plati pro kazdou posloupnost. Musi platit i v limité, tedy
pro limitni posloupnost P, takto

1 —ma

mksg(P,a) = a+ Qp(k,a) A

+ Mp(k,a) (4.14)
snadnou tpravou se ziska
mksy (P, a) = (Mp(k, a) + W) ta- (1 - %Qp(k, a)) (4.15)

Tvrzeni4.4.2 Prom € NNm >1, P € Pr, w € [m+1], k € {0,1}" plati, Ze

zobrazeni Mp(k, a) a Qp(k, a) na a € (0, =) jsou po &istech konstantni funkce.

Dikaz. Snadny, nebot’mitize nabyvat jen nékterou z m hodnot, kterou je
soucet velikosti kritickych tloh umisténych na pocitacich podle predpisu
k.

Pozndmka: V téchto funkcich neni p¥ictena hladina konfigurace, urcuji jen ko-
eficienty zkoumané po Cdstech linedrni funkce. Hodnota a ovliviiuje jen viybér

vysledné konfigurace. O

Definice 4.4.3 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € Pr, w € [m+1],
k € {0,1}" definujme rozklad intervalu {0,L) na podintervaly, na kterych
md po Cdstech linedrni funkce mksy (P, a), ve vyjadient formuli 4.15, konstantni
koeficienty. Tj. Mp(k, a) + % al—"Qp(k,a) jsou konstanty.

Necht'jsou tyto intervaly oznaceny I, ..., Iy, kde T je jejich pocet.

Pozndmka: Definice je korektni podle tvrzeni 4.4.2.

4.5 Podminka kompetitivniho poméru

Nyni jiz je mozné piikrocit k formulaci pozadavku kompetitivniho
poméru. Opét je pozadavkem splnit definici kompetitivntho poméru, tedy

primérna délka rozvrhu musi byt nejvyse p-krat optimalni délka rozvrhu.
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Tvrzeni 4.5.1 Pro m € N,m > 1, algoritmus A, P € Pr, w € [t], a € (0, )
je priimérnd délka rozorhu pri konfiguraci jednotkového prefixu s parametrem a

roona

" (p(Pa) - mksi(P, a)) (4.16)

ke{0,1}¥

Tj. priimérné délka rozvrhu po umisténi prvnich w tloh z ¢ poslednich

kritickych aloh posloupnosti P na konfiguraci danou parametrem a.

Dukaz. Pfimo z definice stfedni hodnoty. O

Tvrzeni 4.5.2 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € Pr, w € [m + 1], pravde-

podobnostni distribuce f(a) na a € (0, L) je priimérnd délka rozorhu

/ " f@) Y (p(Pra) - mksy(P,a)) da (4.17)
0 ke{0,1}¥
Tj. primérna délka rozvrhu po umisténi prvnich w z ¢ poslednich kri-

tickych tloh posloupnosti P.

Diikaz. Snadno z definice stfedni hodnoty a tvrzeni 4.5.1. O

Podle tvrzeni 4.5.2 a 2.8.2 1ze vytvofit dolni omezeni pro kompetitivni
pomér p, nebot’ délka optimalniho rozvrhu pro w € [t] je OPT(P *tv1).

Proto 1ze formalné definovat omezujici podminku pro w € [t], P € Prjako

/0H f(a) - Z (p, (P, a) - mksy(P,a)) da < o- OPT(P~™"'*~1) (4.18)

ke{0,1}¥
Uvedena nerovnost obsahuje integral a proménnymi jsou funkce, tudiz

v tomto tvaru neni pouzitelnd pro konstrukcilinearnitho programu. Je proto

tteba zménit integral na sumu.
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Jednak je potieba délku rozvrhu mks, (P, a) pro a € I; zdola odhadnout
konstantou. To je trividlni operace, vzhledem k tomu, Ze meze intervali J;

pro i € [T]jsou zndmy a mksy(P, a) je zndma linearni funkce na I;.

Definice 4.5.3 Pro meNm >1, P € Pr, i € [T], w € [t], k € {0,1}"
definujme
Cr(P, 1) min mks (P, a) (4.19)

a€l;

Je konstanta, kterd je dolnim odhadem pro vyraz mksy (P, a) na a € I,.
Pozndmka: Definice je korekint, protoZe mksy (P, a) je linedrni funkce v a. Pro

limitni posloupnost nastdvd rovnost.

Tvrzeni 4.5.4 Prom € N,m > 1, algoritmus A, P € Pr, i € [T], w € [m + 1]

plati
/ 1@ > (p(Pa) - Cu(Pi))da = (4.20)

ke{0,1}*

a)-p.(P,a)da
= [ t@ya- 3 (f““"f() e -ck<p,i>>

ke{0,1}* faEIz‘ f(a)da
Dukaz. Pomoci véty o linearité stfedni hodnoty. Snadné, nebot’plati pro

kazdé k.

Pozndmka: Pro limitni posloupnost nastdvd rovnost. O

Podle tvrzeni 4.5.4 a definice 4.5.3 1ze zdola odhadnout primérnou
délku rozvrhu. Je odstranénén integral, pouZzité symboly dale viz. 4.22 a

4.23. Odhad vypada takto

f(a) Z (pk(P,a)-Ck(P,i))da:Z F; - Z (pr (i) - C (P, 7))

acl; ke{0,1}¥ i€[T)] ke{0,1}¥
(4.21)
Kde jsou pouZité symboly definovany takto
FY f(a)da (4.22)

a€l;
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a)-p,(P,a)da
iyt e 1@ (P

(4.23)
faEIi f(a)da
Navic podle vztahti 4.10 a 4.11 1ze snadno ukazat, ze plati
Y F=1 (4.24)
1€[T]
> o) =1 (4.25)
ke{0,1}¥
tudiz plati
S FRepli)=1 (4.26)

i€[T],ke{0,1}*

Pozadavek kompetitivhiho poméru nyni vypada takto 2.8.2):

Vwel): Y [FE- Y, ki) -Ce(Pi) | <o Pryw1 (427)

i€[T) ke{0,1}*

I'tento vztah je splnén pro kazdou posloupnost, tedy platii v limité. Po-
ttebné koeficienty Cy (P, %) jsou spocteny v limité (pro limitni posloupnost)
podle definice 4.5.3.

Line&rni program pro vypocet dolniho odhadu kompetitivniho poméru
se sestroji podle vztahti 4.26 a 4.27. Podstatna je volba ttidy tézkych po-
sloupnosti, parametrem Pr je t > m. Vypoctem bylo zjisténo, Ze zajimavé
vysledky se ziskaji volbou ¢t = m + 1.

Proménné linearntho programu odpovidaji sou¢inu F; - pi(i), necht’
pfislusna proménnd je oznacena z; 5. Hodnoty p;(¢) jsou vyjadfeny pomoci
p(i) pro néz k € {0,1}". Linedrni program s minimalizaci t¢elové funkce

vypada takto:

e Ucelova funkce je

z, (4.28)
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e rovnice podle 4.26

i€[T),ke{0,1}}

e dale nerovnice podle 4.27 pro w € [t]

Z Cr(P,1) - Z Tig | S0P yyuw (4.30)
i€[T] ke{0,1}* lekx{0,1}
Zaneznamé koeficienty se dosadi z definice posloupnosti 4.3.1. Ziskany

linearni program je feSen simplexovou metodou.

4.6 Pocitacové reseni

ProtoZe konstrukce je komplikovana a v této formé je téméf ,nad lidské
sily,” tak byl sestaven pocitacovy program, ktery sestavi tento linearni
program. Pocitacovy program byl napsan v pocitacovém jazyku BC a jeho
zdrojovy kéd je uveden v piiloze této préce.

Ziskany linearni program bylo potifeba néjakym zptisobem vyfesit.
Zadny dostupny software nebyl vyhovuijici, nebot’ nebyl schopen vyfesit
tak rozsahly linedrni program s absolutni pfesnosti v racionalnich ¢islech.
Proto byl napsén program v jazyku BC fe$ici primarni linedrni program
simplexovou metodou. Jeho zdrojovy kéd je rovnéz uveden v pfiloze této
prace.

Pozndmka: UZiti a ovéfeni zdrojovych kédii vyZaduje znalosti operacniho sys-
tému UNIX ¢i Linux a programovactho jazyku BC. Mezi riiznymi verzemi jsou
urcité odlisnosti, které mohou zpiisobit drobné technické problémy. Pro ticely této
price byla pouZita verze je 1.06, kterd musela byt upravena tak, aby podporovala
dostatecné velkd pole. Uprava tohoto programu je rovnéZ uvedena v pitloze této

price.
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4.7 Vysledky

Vysledky byly spoéteny pro m = 2, 3,4, 5,6, vypocet pro vice pocitact
je komplikovéan neustéle rostouci ¢asovou slozitosti, nebot’pocet promén-
nych linedrniho programu znacné roste.

Pozndmka: Casovd sloZitost zamérné neni rozebirdna, nebot’ zdvisi na zjemnéni
intervalil, na kterém zdvisi , kvalita” viysledku.

Vysledky jsou shrnuty v tabulkach 4.1a4.2. V tabulce 4.1 jsou rozepsany
dolni odhady pro algoritmy umistujici na minimalni a h-ty maximalni
pocita¢ podle h, vysledny dolni odhad je minimalni z nich. Tabulka 4.2
srovnava dosaZené dolni odhady s dolnimi odhady pravdépodobnostnich

on-line algoritmt a hornimi odhady Seidenovych algoritm.

4.8 Zavérecné poznamky

Podle tabulky 4.2 se podafilo spocitat zajimavy vysledek pro m =
3,5,6, tedy vSechny tyto vysledky jsou lepsi nez odhad o, pro obecné
pravdépodobnostni on-line algoritmy:.

V piipadé pro m = 2 pocitace je znam optimalni algoritmus, tomuto
vysledku se ziskany odhad hodné pfiblizil. Odhad pro m = 2 byl pocitan
jen proilustraci toho, Ze ziskané odhady nemusi byt pfili§ vzdélené optimu.

V piipadé pro m = 4 pocitace se pfes vSechno zjemriovani nepodaftilo v
rozumném case dokazat lepsi odhad nez pro obecné algoritmy. ObtiZnym
pfipadem je umistovéani tiloh na minimalni a druhy maximalni pocitac. V
tomto ptipadé se ziskany odhad dost pfibliZil obecnému odhadu.
Pozndmka: Na zikladé zkuSenosti a pozorovini se domnivim, Ze pro m = 4
pocitace existuje algoritmus umistujici prichozi tilohy na minimdlni a druhy

maximdlni pocitac, ktery je lepsi nez Seidenovy algoritmy.
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Dolni odhad | Obecny dolni | Horni odhad
m na dva odhad na dva
2 1.32291 1.33333 1.33333
3 1.42533 1.42105 1.55871
4 1.46169 1.46285 1.67517
5 1.49509 1.48738 1.74114
6 1.50477 1.50352 1.78810

Tabulka 4.2: Srovnani ziskanych a znamych vysledkt

Spoctend hodnota odhadu pro jednotliva A mtiZe pomoci pti konstrukci
novych algoritmt. Odhad dé&vé urcitou predstavu o tom, na které pocitace
je vice a na které je méné vyhodné umistovat tlohy.

Pozndmka: Po zkusenostech z vijpoctii za nejndrocnejsi pro maly pocet pocitacii
povazuji pocitini dolnich odhadii p¥i umistovini iiloh na minimdlni a druhy
maximdlni pocitac.

Tato metoda byla uvedena také proto, Ze se jednd o novou obecnou
metodu pro konstrukei dolnich odhadt. Navic umoziiuje pocitat odhady
pres vSechny mozné pravdépodobnostni distribuce konfiguraci.

Da se o¢ekévat, Ze uvedena metoda miize byt zlepSena, naptiklad vol-
bou jiné tézké posloupnosti atp., pro ziskani silnéjsiho dolniho odhadu.
Pozndmka: Bylo propocitdvino, zda jsou vysledky podstatné ovlivnény (osla-
beny) ,zaokrouhlenim® vzniklym p¥i prevodu integrdlu na sumu, avsak ukdzalo

se, Ze rozdil je velmi malyj (v ¥ddu setin).
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Kapitola 5

Popis ptiloh na kompaktnim

disku

Ptilohou této price je kompaktni disk. Tato kapitola se zabyjvd popisem a po-
uZitim souborit ulozenijch na tomto kompaktnim disku. Pro pouZiti této prilohy
se predpokladaji znalosti operacniho systému UNIXového typu, naptiklad Linux,
vybaveny standardnimi UNIXovymi piikazy (sh, make, awk, sed, gcc, rm, mv,

o)

5.1 Instalace

Soubory uloZené na kompaktnim disku je mozZné prohliZzet pod libo-
volnym opera¢nim systémem na pocitaci s piistupem k CD-ROM. Kopii

kompaktniho disku Ize také nalézt na internetu na adrese

http://kiwi.ms.mff.cuni.cz/~tom/diplomka/
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Kopirovani

Pro pouZiti ovérovacich skriptli je potieba si tento disk zkopirovat
do domovského adreséfe na pocitaci vybevenym opera¢nim systémem

UNIXového typu. Naptiklad pomoci prikazi:

$ mount /mt/cdrom

nkdi r "/ di pl onka

cp -Rf /mt/cdrom "/ di pl onka
unmount /mmt/cdrom

cd "/ dipl onka

B B B BH

Zkopirovani zabalené pfilohy z internetu se provede bud pomoci in-
ternetového prohliZece uloZenim souboru diplomka.tar.gz na domovské
strance této prace nebo pomoci programu lynx, je-li nainstalovén, piika-

zem:

$ lynx -source http://kiw .nms.nff.cuni.cz/"tom dipl onka/
downl oad/ di pl onka.tar.gz > "/diplonka.tar. gz

Zabalenou pfilohu je moZné rozbalit piikazem:

$ nkdir ~/dipl onka
$ tar xvfz “/diplonka.tar.gz -C "/dipl onka
$ cd ~/dipl onka

Adresaf download

Neexistuje-li adresai download, tak jeho vygenerovani se provede pfi-

kazem

$ cd ~/dipl onka

$ make downl oad
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Tento adresaf je sice uloZen na kompaktnim disku, avSak neni uloZen
v souborech obsahujici zabalené adresafe a soubory kompaktniho disku

kvili zfejmému ,zacyklent.”
Pfekompilovani
Smazéni vSech vygenerovanych soubort se provede piikazem

$ nmake cl ean

Opétovné vygenerovani souborti, véetné pfekompilovani zdrojového
kédu v jazyku ETEX do rtiznych formath a vytvoreni adresafe download

spolu s vygenerovdnim zabalenych kopii pfilohy, se provede pfikazem
$ make

Pozndmka: Toto pregenerovini neni nutné.

HTML stranka

Ptilohu je moZné prohliZet internetovymi prohliZeci. Je moZné si pro-
hliZzet zminénou domovskou strdnku diplomové prace nebo ji prohliZet
lokéIné. Pro lokalni prohliZeni sta¢i otevfit soubor index.html na tomto
kompaktnim disku nebo v jeho kopii. ProhliZeni programem lynx je mozné

piikazem:
$ lynx ~/dipl onka/ i ndex. ht m
nebo obdobné programem Netscape:

$ netscape “/dipl onka/index. ht m
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5.2 Obsah piilohy

Hlavni adresar

Hlavni adresai kompaktniho disku obsahuje nasledujici soubory a ad-
resare:
e README.txt

Obsahuje hlavi¢ku diplomové prace a komentai k tomuto disku.

e index.html

Je HTML dokument obsahujici kopii domovské stranky diplomové
préce. Prostfednictvim této strdnky je moZzné si prohliZet obsah kom-
paktniho disku.

o Makefile

Obsahuje definice pfikaz pro program make. Jsou to piikazy:

$ make
$ make downl oad

$ make cl ean

e overeni/
Tento adresar obsahuje skripty, programy ajejich vystupy pro snadné
ovéfeni spravnosti spo¢tenych odhadt v této praci.

o latex-src/

Tento adresar obsahuje zdrojovy koéd diplomové prace a jeho pre-

klady do rtznych datovych formatt (PostScript, PDE, DVI).
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e images/

Tento adresai obsahuje obrazky pouZité v HTML strance. V svém
podadresati mff-logo/ obsahuje logo Matematicko-fyzikalni fakulty

Univerzity Karlovy pouzité na titulni strané diplomové prace.

e download/

Tento adresai obsahuje vygenerované soubory obsahujici zabalené
ostatni adreséafe, dale obsahuje text diplomové préce v rtiznych da-

tovych formatech. Tento adresar je urcen pro kopirovani.

Pokud tento adresar neexistuje, tak mtize byt vygenerovan piikazem:

$ make downl oad

Adresar latex-src/

Tento adresaf obsahuje zdrojovy kéd diplomové préce, je napsany v ty-
pografickém systému IXTgX. Navic se v tomto adresati nachazejii preklady
diplomové prace do raznych datovy forméath pro jejich snadné prohliZzeni
a tisk.

Nasledujici soubory jsou ptivodni:

e src.tex

Je hlavnim souborem této prace napsany v systému IXIEX. Jeho kom-
pilovanim se dostanou vysazené forméty pro snadné prohliZzeni a

tisk.

o debugfiltr.sh
Je pomocny skriptik pouzity pfi kompilaci. V zdrojovém kédu roz-
liSuje, které fadky budou jen v ladici verzi a které ne. Je pouzivan

interné pfikazem make.
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o Makefile

Obsahuje definice pfikazt pro program make. Definovény jsou na-

sledujici ptikazy:

make
make cl ean

make test

©r B B B

make debug

Tyto ptikazy provadéji postupné kompilaci zdrojovych koédt, sma-
zani generovanych soubort, rychlou testovaci kompilaci a kompilaci

s ladicimi pozndmkami v textu (navéesti atp.).

Zbylé soubory jsou generované a obsahujf text diplomové prace pielo-
Zeny do rtiznych datovych forméat:
e diplomka.ps, diplomka.pdf, diplomka.dvi
PostSciptovéa verze, PDF - Portable Document Format, Device Inde-
pendent verze.
o diplomka.ps.gz, diplomka.pdf.gz, diplomka.dvi.gz

Stejné jako predchozi, navic zkomprimované programem GZip.

e diplomka.tex

Upraveny ptivodni zdrojovy kéd po prefiltrovani pomocnym skrip-
tem. U nékterych fadki bylo rozhodovano, zda budou vlozeny. Roz-
hodovani zéleZelo na tom, zda vysledkem mé byt findlni nebo ladici

verze.
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Adresaf overeni/

Tento adresar obsahuje skripty, program a jejich vystupy pro snadné
ovéfeni spravnosti odhadt provedenych v této praci. Nachéazi se zde né-

kolik adresaru:

e bin

Obsahuje pomocné filtry. Filtr g2t.awk posila na vystup praveé jen
ohranicenou ¢ast. Filtr tab2bc.awk slouZzi pro vygenerovani kodu v
jazyku BC, ktery inicializuje ¢iselna pole podle vstupni tabulky popi-
sujici linedrni program. Filtr tab2xtab.awk pfevadi vstupni line4rni
program na linedrni program majici nulové optimalni feSeni praveé,
kdyZ ptivodni mé optimalni feSeni, viz. tvrzeni 2.9.3. Po zkompilo-
vani se zde nachézi i program bc interpretujici jazyk BC, jazyk pro

matematické vypocty.

e odhad-m3

Programy v jazyku C pouzité v zdkladnim dolnim odhadu prom = 3
pocitace. Tyto programy generuji linedrni programy popsané v kapi-
tolce 3.3. Program glp je uveden v této préci pfimo v textu a generuje
linedrni program pravé pro m = 3. Program glpm je zobecnény pied-

chozi pro obecné m.

Soubory glp.c a glpm.c jsou jejich zdrojové koédy. Programy jsou

zkompilovény automaticky pfi prvnim pouZiti testovacich skriptd.
e silnejsi

Obsahuje program silnejsi v jazyku C generujici linedrni program

pro silnéjsi verzi dikazu dolntho odhadu kompetitivntho poméru
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pro pravdépodobnostni on-line algoritmy. Program na vstupu do-
stane pocet pocitacti a pocet nadkritickych tloh, které maji byt obsa-
Zeny ve vstupni posloupnosti, podrobnosti viz. kapitolka 3.4.

Zdrojovy koéd programu je v souboru silnejsi.c.

na-dva

Obsahuje program gen.bc v jazyku BC generujici linedrni program
pocitajici dolni odhad pro tfidu pravdépodobnostnich on-line algo-
ritmt pro rozvrhovani umistujicich ptichozi tilohy na dva pocitace.
Tento linearni program je definovany v kapitole 4.

Soubor gen.bc je zdrojovy a soucasné spustitelny, nebot’je interpre-

tovan interpreterem jazyka BC, interpreter je program bin/bc.

simplex
Obsahuje soubor simplex.bc0, ktery je ¢asti programu v jazyku BC,
ktera umi fesit linedrni program simplexovym algoritmem, viz. Gry-

garova [9].

Tato prace se nezabyva rozebirdnim simplexového algoritmu, proto
necht’se kazdy podiva do okomentovaného zdrojového kédu a ovéri

jeho spravnost podle uvedené literatury.
Spojenim vystupu z filtru tab2bc.awk s timto souborem dojde k vy-
tvofeni programu v jazyku BC, ktery fesi linearni program, jez mél

tiltr na vstupu.

ruzne

Obsahuje soubor bc_1.06.tar.gz, ve kterém jsou zdrojové soubory od
interpretru programovaciho jazyka BC pro matematické vypocty ve

verzi 1.06.
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Tento program je volné Sifitelny s GNU licenci.

Ve zdrojovém kodu je zde uveden, protoze pro tcely této prace musi
byt upraven a prekompilovan, aby podporoval vétsi pole, neZ jaka
poskytuje standardné. Tato Gprava a kompilace je provedena piika-

zem spusténym z adreséfe overeni/:
$ make bc

Tento ptikaz je proveden automaticky. Zminénou opravu realizuje
sed-ovy skript fix.sed spustény na soubor consts.h ve zdrojovych

koédech programu bec.

e vystupy

Obsahuje uloZené vystupy pro jednotlivé ovétovaci skripty, cozbude

u kazdého skriptu popséno zvlast’

Dale se v tomto adresati nachéazeji testovaci skripty, které poskytuji roz-
hrani pro snadné ovéfeni spradvnosti prezentovanych vysledki. Vystupy
téchto skript pro nékteré parametry jsou ulozeny v adreséfi vystupy/.

Pokud se v diisledku kopirovani ztratila spoustéci préva, tak piikazem
$ make

dojde k spravnému nastaveni piistupovych prav a zkompilovani potieb-
nych programt. Jsou-li pfistupova prava nastavena spravé, tak tento pii-
kaz neni potfeba zadavat, nebot’je témi testovacimi skripty automaticky
spustén. Tento pfikaz je proveden jen pfi jeho prvnim pouziti, aby se zby-
te¢né neprovadély duplicitni operace. Pfipadné smazéani vygenerovanych

soubor(t mtiZze byt provedeno piikazem

$ make cl ean



130 KAPITOLA 5: POPIS PRILOH NA KOMPAKTNIM DISKU
Nyni jiZ nasleduje popis testovacich (ovéfovacich) skriptti:

e test-m3.sh

Ovéfuje dolni odhad pro m = 3 pocitace, Ze kompetitivni pomér

musi byt alespoit 222, coz vypise jako optimalni hodnotu feSeného

linedrniho programu. Spousti se piikazem
$ ./test-nB.sh

Linearni program je vygenerovan programem odhad-m3/glp, jeho
vystupem je textovy popis matice. Vystup je transformovan filtrem
bin/tab2bc.awk do formétu jazyku BC a dale je ptipojen skript sim-
plexové metody simplex/simplex.bc0. Vysledek je interpretovan in-

terpreterem jazyka BC, tj. program bin/bc.

V adresarii vystupy/test-m3 se nachézi jiz spocteny vystup z tohoto
skriptu. Vystup je v souboru test-m3.txt, fadek obsahujici vysledek
byl pro prehlednost uloZen i do souboru vysledky.txt.

Vystup lze v tomto adreséfi (se souborem s vystupem) pregenerovat

piikazem
$ nmake

¢ test-m.sh

Predvadi zdkladni verzi dtikazu obecné pro m pocitacd, tedy spocte
dolni odhad kompetitivniho poméru vyplyvajici z linedrniho pro-
gramu sestrojeného s predpokladem existence o,,-kompetitivniho
algoritmu. Cislo m dostane tento skript jako parametr, mtize byt (z

tohoto adresare) spustén napiiklad piikazem
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$ ./test-msh 4

ktery spocte odhad pro m = 4 a vypiSejejna vystup. Na vystup je rov-
néz vypsan linedrni program, tidaje potfebné pro ovéfeni optimality

a informace o pribéhu vypoctu simplexové metody.

Zminény linedrni program je vygenerovany programem odhad-
m3/glpm, jehoz vystupem je textovy popis matice, déle je pouZit
filtr bin/tab2bc.awk. Ziskany vystup je spojen se skriptem simple-
xové metody simplex/simplex.bc0 a vysledek je interpretovan pro-

gramem bin/bc.

V adresafti vystupy/test-m se nachazeji predem spoctené vystupy pro
m = 2,3,4,5,6 v souborech test-m2.txt, ..., test-mé6.txt. Vysledky
jsou shrnuty v souboru vysledky.txt. Tyto vysledky mohou byt z

tohoto adresare pregenerovany piikazem
$ nmake

Z téchto spoctenych vysledkti je zajimavy jen odhad pro m = 3, coz

je 229 ostatni jsou rovny odhadu oy,.

o test-silnejsi.sh

Tento skript ovéfuje diikaz v kapitolce 3.4 o silngjsi verzi diikazu.
Tedy cilem je rozhodnout o feSitelnosti linedrntho programu sesta-
veného na zakladé predpokladu existence o,,-kompetitivniho algo-
ritmu. Parametry linedrniho programu jsou m pocet pocitact a p
pocet nadkritickych tloh ve vstupni posloupnosti (viz. jeji definice).
Cisla m a p jsou vyZzadovéna jako parametry tohoto skriptu. Skript

miize byt pouzit naptiklad piikazem
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$ ./test-silnejsi.sh 4 2

ktery provede vypocet pro m = 4 pocitace a p = 2 nadkritické tlohy.

Linedrni program je sestrojen programem silnejsi/silnejsi, jeho zdro-
jovy kéd vjazyku Cje v souboru silnejsi/silnejsi.c. Vystupem tohoto
program je popis tohoto linedrniho programu, ten je transformo-
van filtrem bin/tab2xtab.awk v linedrni program majici optimalni
feSeni 0 prave, kdyZ ptivodni mé pfipustné feSeni, viz. tvrzeni 2.9.3.
Dale po transformaci filtrem bin/tab2bc.awk a pfipojeni kédu sim-
plex/simplex.bc0 je ziskany program v jazyku BC interpretovan pro-

gramem bin/bc.

V adreséfi vystupy/test-silnejsi jsou uloZeny vystupy tohoto skriptu
pro nékteré hodnoty m a p. Prom = 3 ap = 1 je vystup uloZen v
souboru test-m3-p1.txt. Optimalni hodnoty linearnich programii jsou
opét shrnuty v souboru vysledky.txt a mohou byt pfegenerovany z

tohoto adresare pfikazem

$ nmake

Spoctena optimalni hodnota pro m = 3 a p = 1 je 22 Tudiz
pro puvodni linedrni program nemaé feSeni a tedy neexistuje op,-
kompetitivni algoritmus pro m = 3. Pro ostatni zkousSené parametry

je spoctené optimum 0.

test-silnejsi-hod.sh

Tento skript provadi téméf totéz co skript test-silnejsi.sh, avsak je
vynechano pouziti filtru bin/tab2xtab.awk, tedy pfimo je pocitadna

optimdIni hodnota linedrniho programu.
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Vysledky jsou v adresafi vystupy/test-silnejsi-hod, prom = 3ap =1
linearni program nema feSenti a jinak je ziskany odhad roven hodnoté

Om-

e test-na2.sh

Tento skript pocita dolni odhady kompetitivnhiho poméru pro pravdé-
podobnostni on-line algoritmy pro rozvrhovani umistujici pfichozi
tlohy na dva pocitace. Podrobnosti lze nalézt v kapitole 4. Tento
skript ma nésledujici parametry, které musi byt uvedeny v tomto
porfadi:
— m pocet pocitact
— 1 ¢islo pocitace
Zkoumany algoritmus umistuje pfichozi tlohy na minim4lni a
i-ty maximalni pocitac.
— st zjemnéni

Ur¢uje, na jak malé intervaly ma byt interval (0, L) rozkousko-

van pro zpfesnéni vypoctu. Intervaly budou mit velikost nejvyse

_ 1
Tst-mst”

defaultni hodnota st = 2.

Tento parametr neni povinny, neni-li uveden, pouZije se

— xst zjemnéni
Spolu s st urcuje zjemnéni. Neni povinny, avsak je-li uveden,
pak vzdy nasleduje st, jeho defaultni hodnota je xst = 1.

— L pfiznak lepeni
Tento pfiznak urc¢uje, zda ma byt pouzita faze zpétného slepo-
vani intervalli po tom, co jsou spocteny koeficienty linedrniho

programu. Pfi slepovani jsou intervaly spojovany na maximalni
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velikost nejvyse viak —1—;. Neni-li tento parametr uveden, po-
Tst-m

tom tato f4ze neni provedena.
Ptiklady moZného pouZziti jsou nasledujici:

$ ./test-na2.sh 3 1 4
$ ./test-na2.sh 4 2 4 2 L
$ ./test-na2.sh 6 4 0 16 L

Tento skript napied vyhodnoti zadané parametry skriptu. Podle
téchto parametrti je spustén skript na-dva/gen.bc, ktery vygeneruje
linearni program odhadujici kompetitivni pomér. Protoze tento pro-
gram vypisuje i néjaké jiné tidaje, tak linedrni program je z jeho vy-
stupu ziskan filtrem bin/g2t.awk. Linedrni program je transformovén
do jazyka BC filtrem bin/tab2bc.awk, je pfipojen skript simplexové
metody simplex/simplex.bc0 a vysledny program je interpretovan

programem bin/bc.

Spoctené vysledky jsou uloZeny v adreséfi vystupy/test-na2. Nazev
soubort s vystupem odpovida zadanym parametriim skriptu, ndzev
zacina vzdy test- a kondi .txt a mezi jsou jednotlivé parametry oddé-
lené znakem -. Napftiklad pro vyse uvedené ptiklady to jsou soubory
test-3-1-4.txt, test-4-2-4-2-L.txt, test-6-4-0-16-L.txt. Odhady jsou shr-
nuty v souboru vysledky.txt, podle nichz byla vytvofena tabulka
4.1.

Vysledky je mozné vygenerovat pifikazem
$ nake

avsak je tfeba pocitat s dlouhym casem vypoctu. Prezentované vy-

sledky byly pocitany paralelné na vice pocitacich.
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Pozndmka: Rychlost vypoctu velmi zileZi na rychlosti pouZityjch pocitacii

a miiZe se pohybovat od nékolika hodin aZ po nékolik desitek hodin.
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Kapitola 6
Zaveér

Tato prace viceméné splnila viechny pfedem zvolené cile. Prace obsa-
huje zakladni fakta z teoretické informatiky k pravdépodobnostnim (on-
line) algoritmtim. Kromé toho historicky ttvod mapuje vyvoj v této oblasti

od pocatkti védniho oboru teoreticka informatika.

Snazil jsem se o ¢itelnost a snadnou pochopitelnost této prace i ¢tenafem
bez hlubsich znalosti tohoto oboru. K tomu mé vedlo to, Ze problém rozvr-
hovani pomoci pravdépodobnostnich on-line algoritmi je velmi specialni
podobor teoretické informatiky, se kterym viibec neni sezndmena vétsina
lidi zabyvajicich se teoretickou informatikou. Préce je proto budovéana od
elementarnich zaklad®i az po komplikovana tvrzeni a zavadi potiebny for-
malismus sjednocujici riiznorodé formalismy pouzivané v literatufe pro
jednotlivé podproblémy:.

Jadro prace vsak tvoii nové vysledky dokazané v této praci, jeZ jsou
podrobnéji shrnuty v zavérech jednotlivych kapitol. Hlavné se podaftilo
dokézat, Ze neexistuje 2 -kompetitivni pravdépodobnostni on-line algo-
ritmus pro rozvrhovani na m = 3 pocitace. Spolu s tim je vybudovana

potiebnd teorie nezédvisld na poctu pocitacti a pouzitelna v pfipadném
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zobecnéni diikazu.

Dal$im novym vysledkem jsou dolni odhady kompetitivnhiho poméru
pravdépodobnostnich on-line algoritm@ umistujicich pfichozi Glohy na
dvapocitace. Tento vysledek je zcela ptivodni, nebot’zatim se pouze Seiden
[14] zabyval konstrukci takovych algoritmt, tedy hornimi odhady této
ttidy algoritmt. Tato tfida pfinasi dalsi zjednodusSeni problému, avsak i
pres toto zjednoduseni zlistdva hodné tézZkym problémem.

Ziskané dolni dolni odhady mohou pomoci pfi navrhu a konstrukci
novych algoritm feSicich problém rozvrhovani. Spoctené vysledky proto

mohou byt povazovény za pfinos pro tento obor.
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