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Kapitola 1

Uvod

Hlavnim Gcelem této prace je studium elementarnich vnotfeni univerzalni t¥idy do
tranzitivni t¥{dy (stru¢né nazyvanych reflexe) v jisté nereguldrni teorii mnozin, kte-
rou budeme ve shodé s [Paj99] oznacovat jako univerzalni teorii (UT). Axiom regu-
larity, ktery v klasické teorii mnoZzin zna¢né omezuje (mimo jiné) moznost konstru-
ovat elementdrni vnofeni mnozinového univerza, je v UT nahrazen tzv. axiomem
superuniverzality, jenz naopak dovoluje sestrojit mnozstvi reflexi s rozmanitymi
vlastnostmi. Reflexe lze s vyhodou vyuzit zejména pro modelovani prostiedkii ne-
standardni analyzy a obecnéjsich nestandardnich principt, my se v8ak zamérime na
obecny popis reflexi a moznosti jejich konstrukce.

Ustfednim pojmem kapitoly 2 jsou tzv. minimélni reflexe. V celé kapitole bu-
deme pracovat vyhradné v UT. V sekci 2.1 nejprve ukdzeme, ze studium vlastnosti
minimé&lnich reflex{ ma mnoho dusledkt i pro neminimalni reflexe, nebot kazda re-
flexe v jistém smyslu obsahuje uréitou minimalni reflexi, zde nazyvanou jadro. Cast
tohoto tvrzeni dale zobecnime na ttidy, které jsou modelem tzv. axiomu kolekce,
coz ndm zpétné umozni ukazat, 7e nekoneé¢né schéma formuli v definici reflexe lze
kone¢né axiomatizovat, tedy nahradit jedinou formuli.

Sekce 2.2 se kratce zabyva reflexemi vedoucimi do kotranzitivnich t¥id (tedy
napf. do celé univerzélni t¥idy) — ukézeme, 7e takové reflexe jsou trividlni, tedy 7e
se takika neli§i od identické reflexe.

V sekci 2.3 popiseme obecnou konstrukei, kterou lze ziskat vSechny minimalni
reflexe. Ukazeme, ze kazdd minimalni reflexe je direktni limitou vhodného usmér-
néného systému ultramocnin univerzalni t¥idy, a na druhou stranu (témér) kazdd
takova direktni limita urcuje minimalni reflexi. Zjistime také, Zze urcité specialni
typy minimélnich reflexi (jednoduché reflexe, polojednoduché reflexe a P P-reflexe)
1ze charakterizovat podminkami na tvar prislusné direktni limity. Navic uvidime, ze
tyto typy minimalnich reflexi jsou uzaviené na nékteré zpiisoby konstrukce reflexi
(ultraprodukty, sklddani, podreflexe, direktni limity).

Sekce 2.4 obsahuje dva priklady minimélnich reflexi se zajimavymi vlastnostmi,
pokusime se ukazat, Ze prinejmensim nékteré z vys$e zminénych t¥id minimalnich
reflexi spolu nesplyvaji.

V kapitole 3 reflexe opustime a budeme se vénovat axiomu silného vybéru, ktery



postuluje existenci vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni univerzadlni tfidy na tridu
vSech ordindlnich ¢isel. Pro klasickou teorii mnozin s axiomem regularity je znamo,
7e axiom silného vybéru konzervativné rozsifuje obycejny axiom vybéru, jeho po-
uzitim tedy neni mozné dokazat pouze o mnozinach nic nového. Pro neregularni
teorii mnozin v8ak zminénd konzervativita neplati. Pfesto se ndm podafi popsat
mnozinové disledky axiomu silného vybéru pomoci jednoduchého schematu axi-
omu a dokazeme konzervativitu axiomu silného vybéru nad takto modifikovanou
teorii mnozin. Protoze UT axiom silného vybéru obsahuje, obdrzime jako dtisledek

také popis fragmentu UT v zdkladnim jazyce teorie mnozin.

1.1 Zakladni pojmy

Jak jsme jiz predeslali, vétsi cast této diplomové prace se bude odehravat v tzv.
univerzalni teorii, UT, jejiz axiomatiku ve strucnosti popiSeme. Zakladem UT
je Zermelo-Fraenklova teorie mnoZin bez reqularity, ZF _ (s jazykem obsahujicim
pouze binarni predikat € pro relaci nalezeni mezi mnozinami), sestavajici z axiomu
extenzionality, dvojice, sjednoceni, potence a nekone¢na a schemat axiomi vydéleni
a nahrazeni.

Budeme pouzivat pojmy a symboly bézné v teorii mnozin, jako jsou naptiklad
uspofddana dvojice (x,y), skladani funkei o, obraz mnoziny pies relaci R” X, re-
strikce zobrazeni F' [ X, dom(R), rng(R), w, V, On, Id a dalgi. Misto Id | X
budeme nékdy psat Idx. Symbolem P(X) oznac¢ujeme potenci t¥idy X. Vlastni
tfidy oznacujeme vzdy velkymi pismeny, mald pismena rezervujeme pro mnoziny.

Zkratkou ZFC _ znacime rozsifeni ZF _ o axiom vybéru. Teorie ZFS__ ma oproti
ZF _ navic unarni funkéni symbol C a tzv. aziom silného vybéru, ktery iika, ze C

je vzdjemné jednoznac¢né zobrazeni univerzalni t¥idy na t¥idu vSech ordindli:
(ASC) Vz C(z) €On & VYae On Ilz C(z) =«

Schemata vydéleni a nahrazeni musime ovSem rozsifit na vsechny formule jazyka
(€, C). Teorie ZF, ZFC a ZF'S ziskdme ze ZF _, ZFC_ a ZFS_ pfiddnim axiomu

regularity.

Definice 1.1.1 T¥ida X je tranzitivni, psdno T'rans(X), jestlize kazdy prvek X
je zéroven ¢asti X. Relacni strukturou rozumime dvojici A = (A, R), kde A je
neprazdnd tiida a R binarni relace na A. Struktura A je extenziondini, jestlize pro
libovolné rtizné prvky a,b € A plati R~'"{a} # R~'"{b}.

Jsou-li A = (A, R) a B = (B, S) dvé relani struktury, fekneme, Ze A je pod-
strukturou B nebo-li Ze B je rozgitenim A, pokud A C Ba R = SN(Ax A). PiSeme
potom A C B. Je-li A C B, tak B koncové rozsituje A (symbolicky A < B), jestlize
plati S A C A, tj. R=SN (B x A).

Necht 4 = (A,R) a B = (B, S) jsou rela¢ni struktury. Bijekci FF : A — B
nazveme izomorfizmem struktur A a B, pokud pro kazdé a,a’ € A plati (a,a') € R
pravé tehdy, kdyz (F'(a), F'(a')) € S. Piseme potom F': A~ B. Je-li F: A~C C B,
oznacujeme F' té7 jako izomorfni vnorent A do B.

Pro libovolnou t¥idu T' definujeme €p= {{(z,y) € T x T; x € y}.



Definice 1.1.2 Teorie UT je rozsitenim ZFS_ o aziom superuniverzality:

(ASU) Trans(t), (t,€:) < ({a,e), {(a,e) extenziondlni —
— ' Dt 3If:(a,e) ~ (' €p) (Trans(t)&f |t C1d)

Axiom superuniverzality navrhl M. Boffa v [Bof72], byva proto téZ oznadovén jako

3

Bofftiv axiom.

Definice 1.1.3 Necht ¢ je mnozinova formule (tj. formule v jazyce (€)) a X ne-
prazdné tiida. Relativizace ¢ do X je formule ¢, kterou ziskdme z ¢ omezenim
v8ech kvantifikatort do tfidy X, tj. nahrazenim vSech podformuli tvaru

Jz Y(z,...) nebo Va (z,...)
formulemi

Az (r € X&Y(x,...)) nebo Ve (x € X = ¢(z,...)),

které piseme zkricené jako dx € X ¢(x) a Vo € X ¢(x).

Obecnéji, je-li A = (A, E) relacni struktura, oznacuje (A4

formuli, kterou zis-
kame 7z ¢ omezenim vSech kvantifikitorti do A a nahrazenim vSech podformuli tvaru
z € y formulemi (z,7y) € E. Je tedy ¢ ekvivalentni ((X-€x2) Plati-li ¢4, kde ¢
je sentence, fikdme také, ze A je modelem @, coZ zapisujeme A E .

Formule ¢ se nazyva omezend, jsou-li v8echny vyskyty kvantifikdtort ve ¢ tvaru
Jx € y ¥ nebo Vx € y 1.

Definice 1.1.4 Budte A, B rela¢ni struktury. Zobrazeni F' : A — B nazveme

elementdrnim vnotenim, pokud pro kazdou mnoZinovou formuli p(x1,...,z,) plati
val: <.y 0p € A (‘p(A)(ah <. .,(ln) < QO(B)(F((],l), .- ,F((In))

Struktura A je elementdrni podstrukturou struktury B, je-li identita Id [ A elemen-
tarni vnofeni A do B. Potom té7 piseme A < B.
Reflexe je dvojice (H, W), kde W je tranzitivni t¥ida a H : (V,ev) — (W, ew)

je elementarni vnoteni.

Poznamka 1.1.5 KaZdy izomorfizmus je elementarni vnoteni. Je-li p(z1,...,x,)
omezend formule a A < B, plati ¢ (ay,...,a,) < B (a1,...,a,) pro kazdé
ai,...,a, € A. Specidlné tento vztah plati, jsou-li U C W dvé tranzitivni tfidy,
A= (U,ey) aB= (W, ew). V tomto kontextu fikdme, 7e formule ¢ je absolutni
proU aW.

Poznamka 1.1.6 V definici reflexe se zpravidla jesté pozaduje, aby tiida W byla
skorouniverzalni. Pro nage ticely v8ak tato podminka nebude potfeba. Navic uvi-
dime, Ze kazd4d minimalni reflexe (viz definici 2.1.1) je skorouniverzalni automaticky,
coz vyplyva z lemmatu 2.1.2.

V regularni teorii mnozin ZFC se elementarni vnofreni univerzalni tiidy takika

nevyskytuji a jejich existence tizce souvisi s existenci méfitelnych kardinal. Jeden



z disledktt Boffova axiomu je, ze v UT lze sestrojit bohatou §kalu rtznych reflexi.
Klicové je zde nasledujici tvrzeni, které podstatné zobechuje klasickou Mostowského

vétu o kolapsu.

Definice 1.1.7 Relac¢ni struktura A = (A, E) se nazyva dzkd, je-li E~'"{a} mno-
Zina pro kazdé a € A.

Tvrzeni 1.1.8 (Princip univerzality.) Necht A je tizkd extenzionalni relacni struk-

tura. Pak existuje tranzitivni tfida T' a izomorfizmus F : A ~ (T, ).

Diikaz:

Pomoci axiomu silného vybéru si o¢islujeme (ne nutné prosté) A = {z,; @ € On}.
ProtoZe struktura A4 = (A, E) je Gzk4, lze indukei podle a sestrojit posloupnost
mnozin {(aq, €a) }acon tak, ze prokazdé f < aplati 3 € aq a(ag, eg) < (aq,€q) <
A, specielné A =
pro A limitni.

acOn %a- MiZzeme téZ predpoklddat, Ze ap = 0aay= Ua<>\ Qo

Indukci podle « sestrojime posloupnost, tranzitivnich mnozin ¢, a izomorfizmi
fa i {an,eq) =~ (ta, €, ) tak, aby platilo tg C ty a fz C fo pro kazdé g < a. Je
ziejmé, 7e pokud se ndm to podaii, budou 7' = |J,con ta @ F = Upcon fa splitovat
zavér dokazovaného tvrzeni.

Pro a = 0 staci polozit to = fo = 0. Je-li a limitni, definujeme t, = Uz, s
afo= U5<a fs. Necht kone¢né a = f+1. Pro jednoduchost budeme predpokladat,
7e tg je disjunktni s ' = ag41 \ ag. Polozme

a:tBUa',

e =€, Ulege1 N (a’ x a"))U{{u,v) € tg x a'; fﬁl u),v) € €341 .
8 B B B B

Struktura (a, e) je extenzionalni a koncové rozsituje (tg, €;,), podle axiomu super-
univerzality existuje proto tranzitivni mnozina tg41 a izomorfizmus f : (a,e) =~
(tg+1, €p+1), identicky na tg. (Mnoziny tg41 a f nejsou ureny jednoznacné, zvo-
lime je proto néjak kanonicky za pomoci axiomu silného vybéru.) Definujeme-li

fa+1 = fsU(f [ a'),je fa+1 hledany izomorfizmus agyq a tgiq. dite

Definice 1.1.9 Podobnost je izomorfizmus f : (t,€;) ~ (s,€;), kde t a s jsou
tranzitivni mnoziny. T¥idu v8ech podobnosti zna¢ime Sim.
Libovolny izomorfizmus F : (V,€y) ~ (V,€y) oznatujeme za automorfizmus

univerzalni tridy.

Tvrzeni 1.1.10 Kazdou podobnost lze rozsitit na automorfizmus univerzalni t¥idy.

Diikaz:
Indukei podle @ sestrojime posloupnost podobnosti {f,}acon tak, aby pro kazdé
B < a platilo f C f3 C fo a C71(B) € dom(f,) Nrng(fa). Je ziejmé, 7e potom
F = U,con fa je hledany automorfizmus.

Polozime fo = f a pro a limitni definujeme f, = s, f5- Déle necht a = S +1,
ozna¢me z = C~!(3). Potfebujeme sestrojit podobnost fz41 O fs takovou, 7e x €



dom(fg+1)Nrng(fs+1). Protoze inverzni zobrazeni k podobnosti je opét podobnost,
sta¢i ukazat, ze libovolnou podobnost f je mozné prodlouzit do podobnosti g tak,
aby = € rng(g).

Zvolme tranzitivni mnozinu ¢ takovou, 7e x € t. Opét budeme pro jednoduchost
predpokladat, Ze o' =t \ rng(f) je disjunktni s dom(f). Oznacme

a = dom(f)Uad',

€ =€qom(f) U € U{{u,v) € dom(f) x a'; f(u) € v}.

Extenziondlni struktura (a,e) koncové rozsifuje (dom(f), €Eqom(s)), podle axiomu
superuniverzality existuje tranzitivni mnozina ¢ O dom(f) a izomorfizmus f’ :
{a,e) ~ (' €p) identicky na dom(f). Potom g = f U (f' | a’)"! je podobnost
ax €t Crng(g). de

Definice 1.1.11 Relace R na tfidé X je fundovand, ma-li kazda neprazdna pod-
mnozina a C X R-minimalni prvek (coz je 2 € a takové, ze R~V {z} na = 0).
Struktura A = (A, E) se nazyva fundovand, je-li relace E fundovana na A. Fundo-

vané jdadro je trida

WF = {z; 3t (Trans(t) &z Ct& €; je fundované)}.



Kapitola 2

Minimalni reflexe

2.1 Zakladni vlastnosti minimalnich reflexi

Definice 2.1.1 Reflexe (H, W) se nazyva minimdlni, pokud W = |Jrng(H).

Lemma 2.1.2 Necht (H,W) je minimélni reflexe a x C W. Pak existuje a tak, Ze
x C H(a).

Drikaz:
Pro kazdé y € x zvolme a, tak, 7e y € H(ay), a definujme a = |, ay. Potom
ay C a, tedy H(ay) C H(a) pro kazdé y € z, takze = C H(a). de

Definice 2.1.3 Ttida X se nazyva kotranzitivni, je-li kazdd podmnozina X jejim
prvkem, tj. P(X) C X. Je-li X C Y, fekneme, 7e tiida X je kotranzitivni v tridé
Y, jestlize P(X)NY C X.

Tvrzeni 2.1.4 Necht (H,W) je reflexe, oznacme Z = \Jrng(H). Pak (H,Z) je
minimalni reflexe, (7, € ;) je elementdrni podstrukturou (W, ew ), Z je kotranzitivni
vIW a WF” = WF".

Diikaz:
Nejprve ukazeme, ze Z je tranzitivni tiida. Je-li x € y a y € Z, existuje a takové, ze
y € H(a). Necht b je tranzitivni mnoZina obsahujici a. Pak H(b) je také tranzitivni
(nebot formule Trans(b) = Yu € b Yo € u v € b je omezend) a plati x € y €
H(a) € H(b), tedy z € H(b) az € Z.

Nyni dokdZeme, ze Z < W. Necht ¢ je libovolné formule a x4, ..., z, € Z. Podle

Tarského testu stac¢i ukazat, ze
Ey ew wW(y7m1:"':$n) - ay €7 @W(ylez"wwn)'

Necht aq,..., a, jsou takové mnoziny, 7e x; € H(a;) proi = 1,...,n a necht b

je mnozina spliujici Iy o(y,u1,...,uy) = Jy € b o(y,u1,...,uy) pro viechna



uy € ay, ..., Uy € an. Diky elementarité H plati

Vuy; € H(ay)...Yu, € H(ay)
(Ely eEW (pW(yﬂl‘l:" '7“‘”) - 3:[/ € H(b) ()OW(:U7“‘17' e 7“‘77.))7

specielné existuje-li y € W spliujici " (y,21,...,2,), pak lze takové y nalézt
iv H(b),dliv Z.

Z toho jiz vyplyva, ze (H, Z) je reflexe (a to evidentné minimalni). Je-li totiz ¢
formule, plati

O(x1,. . n) & @V (H(zy),. .., H(zn)) & @Z(H(xy),. .., H(z,)).

Déle ukazeme, 7e Z je kotranzitivni v W. Necht x € W a z C Z. Pro kazdy
prvek y € x vybereme a, tak, ze y € H(a,), a polozme b = [J{ay; y € z}. Potom
x C H(b), tudiz z € PY(H (b)) = HP(()) az € Z.

Protoze Z < W, stad k ovéfeni rovnosti WF? = WFY dokdzat inkluzi
WEFEY C Z. Necht z € WFY, pak existuje a € On" tak, 7e (z € po)". Trida
On" je linedrné uspofddans nalezenim a H”'On C On" je vlastn{ tiida, tudiz
existuje 3 € On tak, ze a < H(f). Pak oviem = € (py(s))" = H(pp), tedy z € Z.

e

Poznamka 2.1.5 Tvrzeni 2.1.4 vysvétluje pojmenovani minimdlnich reflexi: je-li
(H,W) reflexe, je Z = |Jrng(H) nejmensi tranzitivni tfida takova, ze (H,Z) je

reflexe.

Definice 2.1.6 Necht (H, W) je reflexe. Pak reflexe (H,|Jrng(H)) se nazyva (mi-
nimdlni) jadro reflexe (H, W).

Uvidime, ze pfedpoklady tvrzeni 2.1.4 lze podstatné zeslabit. Dikaz se tim ovSem

ponékud zkomplikuje, proto nejprve uvedeme nékolik pomocnych definic a lemmat.

Definice 2.1.7 (Lévyho hierarchie.) Ay = ¥y = I jsou omezené formule. Déle
definujeme indukci 3,11 jako tfidu formuli tvaru 3z ¢, kde ¢ € 1I,,, a duélné 11,14
jako tridu vSech formuli Vz ¢ pro ¢ € X,,.

Rekneme, ze formule ¢ je ¥, (resp. I1,,) v teorii T, je-li v této teorii ekvivalentni
néjaké ¥, (resp. II,,) formuli.

Axiom kolekce pro formuli ¢(z, 21, ..., 2,) je formule

Ve Jy Vz1,...,zn €2 (32 @(z,21,...,20) > 2 €Y w(2,21,.--,2n))-

Schéma axiomii kolekce pro vSechny formule budeme znacit Coll, schéma kolekce
pro ¥, (resp. I1,,) formule budeme (analogii podle Gizu obvyklého v podsystémech
Peanovy aritmetiky) oznacovat jako BY,, (resp. BIL,).

Symbol ZF yeax bude zastupovat pomocnou teorii s axiomy extenzionality, dvo-

jice a sjednoceni.
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Lemma 2.1.8 Necht n > 0. V ZFweak je trida vSech X, -formuli uzaviena na
konjunkci, disjunkci a (omezené i neomezené) existencéni kvantifikitory, tiida I1,,-
formuli je uzaviend na konjunkci, disjunkci a univerzalni kvantifikatory. V teorii

ZF weax + BIl,,_; jsou tridy X, a Il,, uzaviené na omezenou kvantifikaci.

Diikaz:
Necht ¢ = 3dxy Vo - Qxy (21, .., Z0, Y1, ..., yk) je Lp-formule, pficem? @ je 3
nebo V podle parity n. Pak formule Jy; ¢ je v ZF weak ekvivalentni

Ju Vo Qr,, Jv,w € u Iy, 11 €V
(Nx1, oy Ty Y1y yk) &v={y1, 21} &w = {21} & u = {v,w}),

kde ¢ = {a,b} je zkratka za Ag-formuli a € c& b € c&Vd € ¢ (d=aVd=0b)
(tj. dvoji existenéni kvantifikitor nahradime jednim pomoci usporddané dvojice).
Tedy trida X, je uzaviend na existencni kvantifikaci a dudlné II,, je uzaviena na
univerzalni kvantifikaci. Z toho se jiz snadno indukci podle n odvodi, Ze obé tyto
tfidy jsou uzavieny na konjunkci a disjunkeci.

Druhou ¢ast lemmatu dokdzeme indukei podle n. Stac¢i pochopitelné ovérit, ze
trida X, je v ZF weak + BIl,,_1 uzaviend na univerzalni omezenou kvantifikaci. Bud
tedy 3z ¢(z,u, z1, ..., zn) n&jakd X, -formule, ¢ € II,, 1. Pouzitim BII,_; zjistime,

ze
Yu€y Jz p(z,u,21,...,2n) < Jw Yu €y Tz € w o(x,u,21,...,2n),

formule napravo je ovSem ¥, podle indukéniho predpokladu (resp. je ¥, pifimo
7z definice, pokud n = 1 — v tomto pfipadé nemame 7zadny indukéni predpoklad
k dispozici). de

Definice 2.1.9 Nechf A a B jsou dvé relaéni struktury. Rekneme, Ze A je n-
elementdrni podstruktura B, psano A C,, B, pokud A je podstruktura B a pro
kazdou ¥, -formuli ¢ a pro v8echna a, ..., a, € A plati

Véta 2.1.10 Necht (U, €y) je 0-elementdrni podstruktura (V, €v), kterd je mo-
delem ZFweax + Coll. Oznacme Z = |JU. Pak Z je tranzitivoi tiida a (U, €y) <
<Z, Ez).

Diikaz:
T¥ida Z je tranzitivni: necht z € y € Z, zvolme a € U takové, Ze y € a. Protoze
U E ZF weak, existuje b € U tak, ze (b= Ja)V. Formule b= Ja je Ag a U Cq V,
takzZe b je skutecéné sjednoceni mnoziny a, specielné r € b a x € Z.

V predpokladech mame U Cg V a 7z tranzitivity Z plyne Z Cq V, ddle U C 7
diky uzavrenosti U na dvojice, tedy také U Co Z.

Tiida Z je model ZF weak: kazda tranzitivni tfida je modelem axiomu extenzi-
onality. Necht z,y € Z, zvolime a,b tak, ze x € a € U ay € b € U. Protoze U je
model axiomu dvojice a schématu kolekce, existuje ¢ € U takové, 7e

(Vu€a Yoeb Jwec w={u,v})".
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Uvedena formule je omezend, plati proto i v Z. Z toho dostavame, Ze (Jw w =
{z,y})?. Podobné lze ovéfit, ze Z je modelem axiomu sjednoceni.

Indukci podle n nyni ukazeme, 7e
(l) U gn+1 Z
(i) (BTL,)”

Piedpokladejme, 7e pro n — 1 obé tvrzeni plati nebo ze n = 0. Necht 3z (x) je
Y ,+1-formule s parametry z U, pfi¢emz ¢ € II,. Z indukéniho predpokladu resp.

z U Cy Z dostavame, ze
(Fx cp(a:))U —3dzeU ch(a:) —3dz e U wz(m) —dzeZ goz(m) — (Fx cp(a:))z.

V opa¢ném sméru mame

Bz o(x)? »3x € Z ?(x) 530 €U Iz ca ¢?(zx) »

—»3JaeU 3z ea o)?.

Pokud n = 0, je formule ¢ = 3z € a p(x) omezena. V piipadé n > 0 vyplyva
z indukéntho predpokladu, ze U i Z spliuji ZF weak + BIl,—1, podle lemmatu 2.1.8
je ¥ v této teorii ekvivalentni néjaké II,-formuli. V obou pfipadech dostavame
zUC, Z, 7e

JaeU (Frca p@)? »FacU Bz ea p)’ = 3z o).

Overili jsme, 7e U C,y1 Z, zbyva ukézat, ze Z £ BIl,. Necht p(z,21,...,2) je
IT,-formule a z € Z libovolné. Existuje a € U tak, ze x € a, ddle b = Ja € U.
Podle (Coll)V najdeme ¢ € U spliujici

(Vz1,...,2n €b (32 p(2,21,...,20) = 2z € ¢ @(2,21,...,2,)))Y.

Tato formule je podle lemmatu 2.1.8 11,11 v ZFweak + BIl,,_1, tudiz diky jiz do-
kdzanému U C, 41 Z plati

(Vz1,...,2n €b (32 @(2,21,...,2n) = 32 € ¢ @(z,21,...,2a)))7.

3

Zaroven x C b, takze

By Vzi,....,zn €x 3z p(z,21,...,20) = 32 €y @(2,21,...,20)))%.

3

Véta 2.1.11 Existuje Ag-formule ¥(x1,...,x,) takova, Ze ndsledujici podminky

jsou ekvivalentni pro libovolnou tridu H :
(i) (H,|Jmg(H)) je minimalni reflexe

(ii) H je zobrazeni H : V. — V a plati

Ver, .., xn ((x1, ... 20) = I(H(x1), ..., H(xs))).



Diikaz:
Necht Try, (e,z) = Jw A(e,z,w) je univerzalni X;-formule, kde A € Aq. Je-li tedy
(x) libovolna ¥ -formule s nejvyse jednou volnou proménnou, plati (resp. v ZF _
je dokazatelné)

Vo (p(x) © Trs, (g7, 2)),

kde "7 je kéd formule ¢. Budeme predpokladat, ze kédy vSech formuli jsou dédicné
koneéné mnoziny z fundovaného jadra, tj. prvky p,. (U bé&znych konstrukci univer-
zalni formule jsou tyto kédy dokonce pfirozend ¢isla.) Necht ¥(z1,...,z7) oznacuje
formuli

T1 =1y U{z3} & x4 = 0 & A(z5, 76, 77),

presnéji nasledujici omezenou formuli:

Vu€emx (WExaVu=23)&x3 €11 &YUE Ty u€ 31)&
& (Vu € x4 u # u) & Nzs, 6, 7).

Necht nejprve H : V = W = (Jrng(H) je minimélni reflexe. Potom zi'ejmé plati
19('7:17 B 7'7:7) - 19W(H(m1)7 v /H(T7)) - 19(H(:I:1)7 Ty H(T7))7

nebot ¥ je omezend formule.

Piedpoklddejme naopak, 7e H : V — V zachovava formuli ¢. Potom zjevné
plati H®) =0 a H(z U{y}) = H(z) U{H(y)}, tudiz H je identické na p, a zacho-
vavé uspofddané n-tice. Necht ¢(z1,...,z,) je libovolnd Ag-formule, necht ¢ (x) je

takova omezend formule, Ze

Vay -V, (@(xr,...,20) < Y({x1,. .., 20))).

Potom

(CICCIPRRRE 29)

Jw A" (z1, .., zh), W)

Sw MH(E), H((wr, . 20)), Hw))
Su AU (H (). . H(ra)),u)
GUH @), . H ()

G(H 1), ., H(zn)),

p(T1,...,T,)

L Ll Ll

takze H je Ag-elementdrni zobrazeni. Ozna¢me U = rng(H). Formulez = yax € y
jsou omezené, tudiz H je izomorfizmus (V, €vy) a (U, €y), specielné U je model
ZFC_ + Coll. Déle pro ¢ € Ag a x1,...,x, € U plati

U(

WY(zr,...,2n) & o(H ' (21),..., H "(2,)) & p(z1,...,2,),

takze U Co V. Podle véty 2.1.10 je W = |JU tranzitivni t¥ida a U g W, takze
(H,W) je (minimélni) reflexe. e
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Poznamka 2.1.12 Véty 2.1.10 a 2.1.11 podstatné zobechuji tvrzeni 2.1.4. Za zmin-
ku stoji jesté jeden diisledek 2.1.11. Zatimco puvodni definice reflexe zahrnuje neko-
necné schéma formuli, coz komplikuje formalizaci nékterych faktd o reflexich v UT,
podle 2.1.11 lze minimalni reflexe popsat jednou mnoZinovou formuli (s tfidovym
parametrem). O minimdlnich reflexich lze tedy v UT mluvit stejnym zptisobem
jako napf. o tranzitivnich tfidach. (Uvidime déle, Zze podobnym zptsobem lze po-
psat i reflexe, jeZ nejsou minimélni.)

Tvrzeni 2.1.10 a role schématu kolekce v jeho diikazu Gizce souvisi s teorii modelt

elementarni aritmetiky:

Véta 2.1.13 (Gaifman)
(i) ACoBEQY, AEPA — A< A kdeA={xeB;3JacA x<Pa}
(i) ACB, ABEIA +EXP — AC,B

(Q7 je Robinsonova aritmetika plus komutativni, asociativni a distributivni zdkon

pro séitani a ndsobeni.) e

Zatimco prvni ¢ast tohoto tvrzeni ma bezprostfedni analogii v 2.1.10, jeho druhé
Cast tak pfimocarou paralelu nedovoluje. Prostym pifenesenim Gaifmanovy véty
bychom dostali, ze pfedpoklad U Cy V v tvrzeni 2.1.10 je vlastné zbytecny a formuli
9 z tvrzeni 2.1.11 lze volit bezkvantifikitorovou. To v8ak neni pravda. (Ne kazdé
izomorfni vnoteni z V do V je reflexe.)

Problém je v tom, Z%e 2.1.13 se podstatné opird o Matijasevi¢ovu vétu [Mat70],
resp. o jeji formalizaci v 1A+ EX P, kterd pro Lévyho hierarchii neplati. V jazyce
teorie mnozin nejsou, na rozdil od aritmetiky, zadné funkéni symboly, proto jsou
oteviené formule €-jazyka velice chudé. Jistou analogii ke Gaifmanové (a Matijase-

viéové) vété lze presto vyslovit pomoci klasifikace omezenych formuli:

Definice 2.1.14 A} = ¥} = II} je ti{da viech otevienych formuli. Zle je nejmensi
t¥ida formuli obsahujici 2 UTI? a uzaviena na konjunkci, disjunkci a omezené exis-
tencni kvantifikatory. le)z+1 je nejmensi t¥ida formuli obsahujici %2 UTI? a uzaviena
na konjunkci, disjunkci a omezené univerzalni kvantifikatory.

Je-li T' tf¥ida formuli, tak I (VT') znaé¢i uzdvér T' na existenéni (univerzalni)
kvantifikaci.

Neni tézké ukazat, ze v ZFC_ + Coll je kazdd Xi-formule ekvivalentni né&jaké
3M8-formuli. Na druhou stranu je mozné sestrojit ,skoro-reflexi“, kterd zachovava
viechny 8-formule (dokonce 3V-formule), ale nikoli TI5-formule. (Diikazy téchto
faktti zde neuvadime, protoze ponékud piekracuji ramec této prace a jejich délka

neni tmérnd dosazenému vysledku.) Odtud dostédvame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.1.15 Lze sestrojit TI-formuli ¥ spliujici zavér 2.1.11. Tvrzeni 2.1.11

vSak neplati pro #4dnou mnozinu %4-formuli. e

Jak jsme se jiz zminili na zac¢atku této pozndmky, podivame se kratce na obecné

(neminimalni) reflexe.
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Tvrzeni 2.1.16 Existuje sentence ¢ jazyka (€), dokazatelnd v UT, s ndsledujici
vlastnosti: jsou-li Z C W dvé tranzitivni tridy takové, ze Z je kotranzitivni v W,
On” = 0On" a Z i W jsou modely ¢, pak Z < W.

Diikaz:
Budeme postupovat, jakoby Z i W byly modely UT (resp. UTe = {¢ € Fy(€);
UT F ¢} = ZFT_ 4+ ASU, srov. 3.1.7 a 3.1.3), z dtikazu bude patrné, Ze jsme ve
skutecnosti pouzili jen jistou konec¢nou podteorii UT¢.
K ovéteni 7 < W stacdi ukézat, 7e pro kazdé x,,...,x, € Z alibovolnou formuli
¢ plati
JueW oW(u,zr,...,x0) = Iue Z oV (u,z1,...,2,).

Piedpokladejme, ze u € W a @V (u,x1,...,2,). Zvolme tranzitivni mnoziny = € Z
aye W tak, 7e 1,...,2, € 2,z C y a u € y. Déle nechf ¢' : (y ~ z) = On" je
prosté zobrazeni, ¢’ € W a rng(g') Nz = 0. Polozime g = ¢’ U (Id | z), a = rng(g)
ae={(g(v),g9(w)); ve€ we y}. MnoZiny g, a a e lezi ve W, a i e jsou Casti Z,
podle pfedpokladt proto (a,e) € Z. Extenzionalni struktura {(a, €) koncové rozgifuje
(z, €,), podle axiomu superuniverzality (v Z) existuje tranzitivni mnozina ¢t € Z
a izomorfizmus h : (a,e) ~ (t, €;) identicky na x, h € Z. Definujeme-li f = hog, je
f € W podobnost, f(z;) =x;proi=1,...,na f(u) € Z.

K dokonceni dikazu staci ovérit, ze kazdd podobnost v W je ¢astecné elemen-

tarni vnofeni struktury (W, €w ) do sebe, tj.

Vf e Sim" Yoy, ... v, € dom(f) (¢ (v1,...,0n) & @V (f(v1),..., f(vn))

pro libovolnou formuli . (KaZzdou podobnost lze v UT roz§itit na automorfizmus
univerzalni tfidy a ten je zjevné elementdrnim vnofenim, ovSem toto tvrzeni se
podstatné opird o axiom silného vybéru a ten nemtizeme v W zarudit.)
Postupujeme indukei podle slozitosti formule ¢. Pro atomické formule tvrzeni
plati podle definice podobnosti. Indukéni kroky pro vyrokové spojky jsou trividlni.
Ptredvedeme indukéni krok pro existencéni kvantifikator. Staci ovéfit implikaci zleva
doprava, nebot inverzni zobrazeni k libovolné podobnosti je opét podobnost. Necht
tedy 3w € W " (w,v1,...,v,), néjaké w si zafixujeme. Jednoduchou aplikaci
axiomu superuniverzality (v W) najdeme podobnost g O f, g € W takovou, 7e
w € dom(g). Podle indukéniho piedpokladu W (g(w), g(v1), ..., g(v,)), tedy také
Jw e W oW (w, f(v1),..., f(vn))- dine

Dusledek 2.1.17 Necht ¥ je formule z 2.1.11 a ¢ sentence z 2.1.16. Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni pro libovolné tridy H a W:
(i) (H,W) je reflexe

(ii) H je zobrazeni V do tranzitivni tiidy W, plati "V, Z = |Jrng(H) je kotran-

zitivni v W a

VI, ..o an (@1, zn) —= I H(T1), ..., H(zn))).
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Diikaz:
(i)—(i1): podle 2.1.4 je (H,Z) minimalni reflexe a Z je kotranzitivni v W. Navic
W, protoze W je elementirné ekvivalentni s V, a H pfenasi platnost omezené
formule ¢.

(i1)—(i): podle 2.1.11 je (H,Z) minimélni reflexe, specielné Z je tranzitivni
a ¢Z. Diky kotranzitivité Z v W je On? = (On") n Z. Navic On? O H"On
je vlastni tiida a On" je linedrné uspofddané pomoci € (resp. lze volit ¢ tak, Ze
YFEVe,yeOn (zeyVe=yVy e x)), tudiz On”? = On". Podle 2.1.16 je proto
Z 3 W, takze i (H, W) je reflexe. dine

2.2 Kotranzitivni reflexe

Definice 2.2.1 Reflexi (H, W) nazveme kotranzitivni, je-li W kotranzitivni tfida.
Reflexe (H, W) je trividlni, pokud W = rng(H).

Lemma 2.2.2 Necht W je tranzitivni tiida obsahujici fundované jadro, ktera je

uzaviend na spocetné podmnoziny. Pak (WF)"W = WF.

Diikaz:

Je-liz € WF, tak téz tranzitivni obal TC ({z}) =: y lezi ve WF a tedy ve W. Kazda
neprazdna podmnozina y ma €-minimdlni prvek a ten také lezi ve WF C W, takze
r e (WF)W.

Necht z € W\ WF. Existuje funkce f : w — W takovd, 7e f(0) =z a f(n+1) €
f(n) pro kazdé n € w. Je-li y € W tranzitivni mnozina (tato vlastnost je Ag a tudiz
absolutni mezi W a V) a z € y, tak rng(f) je neprazdnd podmnozina y bez €-
minimélniho prvku. Zaroven rng(f), jakoZto spoetnd podmnozina W, lezi ve W,
takze je svédkem pro x ¢ (WF)W. e

Lemma 2.2.3 Necht (H, W) je reflexe a (WF)W = WF. Pak H je identické na
WEF.

Diikaz:
Oznacme F = H [ WF. Pak F je zobrazeni WF do sebe a pro libovolnou formuli
p(z1,...,2,) s parametry ve WF plati

¢ili F' je elementarni vnofeni WF do sebe. Ttida WF je modelem ZFC (véetné
schématu nahrazeni pro formule odvolavajici se na funkci F'), podle Kunenovy ba-
riéry [Kun71] musi tedy byt F = 1Id | WF. die

Tvrzeni 2.2.4 Necht (H, W) je reflexe identickd na On. Pak jeji jadro je trividlni

kotranzitivni reflexe, identickd na WF.
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Diikaz:

Nejprve ukdzeme, ze minimélni jaddro H je trividlni, tj. rng(H) je tranzitivni tf¥ida.
Necht H(z) je libovolny prvek rng(H). Existuje kardindl sc a bijekce f : s &~ z,
pak H(f) je bijekce mezi sc = H(s) a H(z). Je-li y libovolny prvek H(z), existuje
a € i tak, 7e y = (H(f))(a). Pak ovSem

tedy y € rng(H).

rng(H) je také kotranzitivni: je-li ¢ C rng(H), oznaéme y = H(H " z). Zfejmé
z Cy. Je-lli u € y, pak diky tranzitivité rng(H) je v = H(v) pro vhodné v. Pak
oviem H(v) € HH "), tedy v € H """z au = H(v) € x. Ukdzali jsme, e = = y,
tudiz = € rmg(H).

Podle lemmatu 2.2.2 je (WF)™8(H) = WF, tedy podle 2.2.3 je H identické na
WEF. e

Dusledek 2.2.5 Kazda kotranzitivni reflexe ma trivialni a kotranzitivni jadro a je
identicka na WF.

Diikaz:
Kotranzitivni reflexe je podle 2.2.2 a 2.2.3 identickd na WF, podle 2.2.4 je tedy jeji
jadro trivialni a kotranzitivni. e

2.3 Klasifikace minimalnich reflexi

Definice 2.3.1 Oznafme X[u] = {f(u); f € X funkce, u € dom(f)}, dale po-
lozme X [v] = ¢, X[u].

Necht (H,W) je reflexe, oznac¢me S = rng(H). Reflexe (H, W) se nazyva

e jednoduchd, pokud existuje d € W tak, ze W = S|[d],

e polojednoduchd, existuje-li podmnoZina w C W tak, ze W = S[w].

Princip prodlouZeni pro reflexi (H, W) zni
Viix—>W dg:H(z) > W (ge W& f=goH).
Minimalni reflexe splhwjici princip prodlouzeni budeme stru¢né nazyvat P P-refleze.

Lemma 2.3.2 Kazda jednoducha reflexe je polojednoducha. Kazda polojednodu-
chd nebo P P-reflexe je minimalni.

Diikaz:

Necht (H,W) je polojednoduchd reflexe, tj. W = S[w] pro né&jaké w C W. Je-li
x € W libovolné, tak existuje f € S ay € w tak, ze (y,z) € S, tudiz W C YU S.
Tiida [ S je dle 2.1.4 tranzitivni, tudiz W = (JS a (H, W) je minimélni reflexe.
Ostatni implikace jsou trivialni. e
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Definice 2.3.3 Necht (H,W) je minimdlni reflexe a S = rng(H). Jsou-li z a y
prvky W, definujeme

v=y o 3If€S (fje funkee, f(y) = ),
x>~y <+ 3f €S (fjeprostd funkee, f(y) = ).

Lemma 2.3.4 Necht (H,W) je minimalni reflexe. Relace = je kvaziusporadani na
W, jehoz jadro je ekvivalence ~. Usporddani < / ~ je tizké a tvoii horni polosvaz

s nejmensim prvkem [rng(H)].

Diikaz:
Je zfejmé, 7e < 1 ~ jsou tranzitivni a reflexivni a 7e ~ je symetricka relace. Evidentné
~ C <, ukdzeme, 7e <N <"1 C ~. Necht f,g € S = rng(H) jsou funkce, f(y) = =,
g9(z) = y. Definujme a = {u € dom(f); g(f(u))=u}. Pakz €aeSafla€sje
prosta funkce.

Jelliae SayeW,yebe S, je f=0bx{a} €S a f(y) =a Navic S je
uzaviené na ekvivalenci ~, takze S je tfida ~, kterd je nejmensim prvkem <= </~.

Necht z,y € W, tvrdime, Ze z = (z,y) je supremem z a y v <. Volme a € S
tak, ze x,y € a. Oznacime-li f; a fo levou resp. pravou projekci a X a na a, tak
ziejmé f1, fo € S, f1(2) = x a fa(2) = y, takZe z,y < 2. Je-li naopak z,y < u,
volme funkce ¢1,g2 € S tak, 7e gi1(u) = z a g2(u) = y. Oznaéme g funkci, kterd
kazdému v € dom(g;) N dom(gs) piifadi dvojici g(v) = (g1(v), g2(v)). Potom g € S
ag(u) = z.

Necht € W, z € a € S. Je-li y < x, zvolme funkci f € S tak, ze f(z) = y.
Muzeme predpokladat, 7ze dom(f) = a. Necht g € S je prosté zobrazeni z rng(f) do
a takové, 7ze fog =1Id | rg(f). Pak y ~ g(y) € a, takze kazd4 ekvivalenéni t¥ida

~ lezici pod [z] obsahuje prvek mnoziny a, tj. uspofddani < / ~ je tzké. die

Definice 2.3.5 Uspotradani (P, <) nazveme iplné usmérnéné, pokud kazda pod-
mnozina P ma v < horni zavoru.
Lemma 2.3.6 Minimalni reflexe je

e jednoduchd pravé tehdy, kdyZ ma usporddani <= < / ~ nejvétsi prvek,

e polojednoducha pravé tehdy, kdyz je nosi¢ < mnozinou,

e PP pravé tehdy, kdyz je < tipIné usmérnéné usporadani.

Diikaz:

Prvni bod plyne ptimo z definic. Déle je zfejmé, Zze minimalni reflexe je polojedno-

duchd pravé tehdy, kdyz ma < kofinalni podmnozinu. To je ekvivalentni s tim, Ze

~ m4 pouze mnozinu ekvivalen¢nich t¥id, nebot usporadani < je tzké.
Predpokladejme, ze < je iplné usmérnéné usporadani. Je-li f : x — W, zvolme

d € W tak, ze d > f(y) pro vSechna y € z. Zvolme a takové, Ze d € H(a), a funkce

18



h(y) spliwjici H(h(y))(d) = f(y), mizeme piedpoklidat, ze dom(h(y)) = a. De-
finujme g(u) = ((H(h))(u))(d) (to lze: h je funkce z x, v jejimZz oboru hodnot
jsou funkce z a, takze H(h) je funkce pfifazujici prvkim H(x) funkce definované
na H(a) > d), pak ¢ € W je funkce a plati g(H(y)) = ((H(h))(H(y)))(d) =
(H(h(y))(d) = £(y).

Necht naopak (H, W) je PP-reflexe a  C W, hleddme majorantu = v <. Podle
principu prodlouZeni existuje funkce z : H(z) — W, z € W tak, Ze z(H (y)) = y pro
kazdé y € x. Zvolme a € S tak, 7e rng(z) C a. Je-li y € z, definujme funkci f € S,
f:H@a = a tak, 7e f(h) = h(H(y)) pro h € (®)a. Potom f(z) = z(H(y)) = v,
takze y < z. e

Disledek 2.3.7 Reflexe je jednoducha pravé tehdy, kdy7 je polojednoducha a PP.

Diikaz:
Uzké usporadani ma nejvétsi prvek pravé tehdy, kdyz je tiplné usmérnéné a jeho

nosi¢ je mnozina. e

Definice 2.3.8 Necht I # 0, Z je ultrafiltr na I a (A;; i € I) soubor rela¢nich
struktur, A; = (A;, €44). Pro f,g € [I;c; Ai polozme

f=rg & {iel; f(i)=g()}€ 7,
ferg & {iel; fi)etg(i)} e 2

Relace =z je ekvivalence kongruentni vzhledem k €z, takZze mizeme definovat
ultraprodukt souboru (A;; i € I) podle Z, HI/Z A;, jako faktorovou strukturu
<Hie[ Ai7 GZ)/ =7

Pokud A; = A pro v8echna i € I, nazyva se ultraprodukt H,/Z A ultramocninou
struktury A. V tomto piipadé téz definujeme kanonické vnoreni K : A — H,/Z A
predpisem K (a) = [I x {a}]=,.

Véta 2.3.9 (Log) Necht B = [][,;,, A; je ultraprodukt souboru (A;; i € I) podle
ultrafiltru Z, ¢ libovolnd formule a fy, ..., fn € [[;c; Ai. Potom

CBAL ) & lie D YI(fi(),..., fali)} € Z,

kde [f] znadi tridu funkce f v ekvivalenci =z. Specielné je-li A; = A pro vSechna
i € I, tak kanonické vnoreni z A do ultramocniny HI/Z A je elementdrni vnoreni.
e

Definice 2.3.10 Je-li K zobrazeni do nosice extenzionalni tizké rela¢ni struktury
A = (A, €M), oznacime dvojici (F o K, W) za tranzitivni kolaps (K, A) (zprostied-
kovany F), pokud W je tranzitivni t¥ida a F' : A ~ (W, ew).

Poznamka 2.3.11 Princip univerzality ndm zarucuje existenci alespon jednoho
tranzitivniho kolapsu dvojice (K, A). Ten vSak neni uréen jednozna¢né, pokud struk-
tura A neni fundovana.

Je-li K elementarni vnoteni V do Gzké relaéni struktury A, tak kazdy tranzitivni
kolaps (K, A) je ziejmé reflexe.
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Véta 2.3.12 (Pajas [Paj99]) Jednoduchd reflexe = tranzitivni kolaps ultramoc-
niny 'V, podrobnéji:

(i) Je-li Z ultrafiltr na mnoziné I, je ultramocnina H,/Z(V, €v) tzkd a ex-
tenziondlni. Libovolny tranzitivni kolaps (F o K, W) kanonického vnofeni
(K, HI/Z V) je jednoducha reflexe; polozime-li d = F([Id [ I]), plati W =
Sld], kde S = rng(F o K).

(i) Necht (H,W) je jednoduchd reflexe, W = S[d], d € H(I) € S = rng(H).
Definujme Z ={X CI;de H(X)} a F([f]) = (H(f))(d) pro f : I — V. Pak
7 je ultrafiltr na I, F' je korektné definované zobrazeni a (H, W) je tranzitivni

kolaps kanonického vnoreni (K, [[;,, V) zprostiedkovany F.

dthe

Poznamka 2.3.13 Uvedend véta charakterizuje (az na izomorfizmus) jednoduché
reflexe jako uréity typ algebraické konstrukce (ultramocnina). Ve zbytku této kapi-

toly najdeme podobnou algebraickou charakterizaci pro minimalni reflexe.

Definice 2.3.14 Data pro konstrukci direktni limity ultramocnin tvori nasledujici

udaje:
e neprazdné nahoru usmérnéné uspofadani (P, <) (mize jit i o vlastni t¥idu),
e soubor {(Ip, Z,)},ep, kde Z, je ultrafiltr na neprazdné mnoziné I,,
e soubor zobrazeni {f,,: I, = Ip; p <q}.
Navic pozadujeme, aby pro kazdé p < ¢ <r a X C I, platilo:
* fpp=1d 1y,
® for =2, Ipa° for

o X € Z, pravé tehdy, kdyz f, 1" X € Z,.

Lemma 2.3.15 Necht jsou dana data pro konstrukci direktni limity, oznacend jako
v 2.3.14. Potom pro p < q predpis

Fpq([9]) = [9° fp.d

zaddva korektné definované elementdrni vnofeni Fyq : 1, ,, V =11, ,; V. Pro

vSechna p < q < r plati

Fpp =T [ ], /7,
Fpr=FyroFpy,
Ky =Fpq0Kp,

kde K, : V — Hl,,/zp V je kanonické vnoreni do ultramocniny.

20



Diikaz:
Jsou-li g, h: I, = V, plati

9=z, h < {i€l,;g(i)=h(i)} € Z,
< {i€ Iy; g(fp,q(i)) = h(fth(i))} € Z,

< 9o fpq =2, ho fpg

takze F, , je korektné definované zobrazeni (a je prosté). Dale

II, , VEelal....lga)) & {i€Lieln)....9u(0)} €2,

& {i €1y 0(1(foa(0), -5 9n(fpq(0)} € Z,
o 1, , VEeEan. . o).

tudiz Fj, 4 je elementarni vnoteni. Zjevné F, , = Id, nebot f, , =Id. Je-llip< g <r
ag:l, = V,plati Fy . (F,4(lg])) =[g0° fpq 0 for] a Fpr(l9]) = [g0 fpr]. Oviem

{i €L 9(fp.q(for (@) = g(fp.r (D))} 2 {0 € L; fp,q(fo.r(8) = for (i)} € Zs,

Cili [go fpq0 for] =190 fpr] a Fypr = FyroFpy.
Konecné plati F),,(Kp(z)) = Fpq([I, x {z}]) = [(Ip x {z}) 0 fp,o] = [I; x {z}] =
K,(z). de

Definice 2.3.16 Direktni limita ultramocnin urcend daty z 2.3.14 je izomorfni
vnofeni Ko, : (V,€y) = A = (A, €%) a soubor izomorfnich vnoieni F, o
H,p 7, V = A pro kazdé p € P, splhujici

e I = Fyo0F,, pro viechna p < ¢,
o K, =Fp . oK,prokazdé pe P,

e A= UpePrng(Fp,OO):

kde K, a F}, , jsou jako v 2.3.15. Vnofeni F), o, se nazyvaji kolimitni injekce. Budeme
téZ psat strucné

A = colim
peP ’P/ZP

budou-li ostatni parametry zifejmé z kontextu.

Poznamka 2.3.17 Uvedend definice silné piipomind definici urc¢itého typu ko-
limity ve smyslu teorie kategorii. Kategoridlni aparat bohuzel nemiizeme pouzit
pfimo, protoze (1) ,kategorie“ relacnich struktur a izomorfnich vnofeni mezi nimi
netvori kategorii, nebot jeji objekty i morfizmy jsou vlastni t¥idy a je jich ,pfili§
mnoho, navic (2) potfebujeme konstruovat ,kolimity* diagrami, které maji vliastni
tridu objekti.

Podminka A = |J,¢ prng(F}.) by byla v kategoriln{ definici nahrazena po-
zadavkem existence a jednoznacnosti faktorizujicich morfizmii. Lze nahlédnout, Ze
obé formulace jsou navzajem ekvivalentni, s kategoridlni definici kolimity by vsak
byly potize formalniho razu, nebot obsahuje nékolik stiidajicich se t¥idovych kvan-
tifikator.
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Lemma 2.3.18 Direktni limita ultramocnin i jeji kolimitni injekce jsou elementarni

vnoreni.

Diikaz:
Pouzijeme znaceni 7 2.3.14 a 2.3.16. Nejprve indukci podle slozitosti formule ¢

dokdZeme, %e pro kazdé p € P a xy,...,T, € Hlp/Zp V plati

Pro atomické formule to plati, nebot F), , jsou izomorfni vnofeni. Indukéni kroky
pro vyrokové spojky jsou snadné. Ukazeme indukéni krok pro existenéni kvantifika-
tor.

Jestlize Hl,,/z,, VETJy oy, z1,...,2Ty), zvolme u € Hl,,/zp V, které to dosvéd-
¢uje, potom podle indukéniho predpokladu F), o (u) dosvédéuje, ze

AETy oy, Fpoo(m1), .-, Fpoo(Tn))-

Necht naopak AF 3y ¢(y, Fp.oo(T1)s- -, Fpoo(Ty)), zvolme u € A tak, ze

AE o(u, Fpoo(®1), .y Fp oo (Tn)).

Protoze A = quprng(qu), lze psat u = F, o (v). Existuje r > p,q a plati
u = Fy o (Fy »(v)), mizeme rovnou predpokladat, ze ¢ > p. Pak oviem

AFE o(Fy 00 (0), Fy oo (Fpg(71)), -+, Fy oo (Fp g (T0))),

podle indukéniho predpokladu [], » V E ¢(v, Fpq(z1),. .., Fpq(zn)). Protoze
F, , je elementarni vnoreni, dostavidme

HIF/ZFV'ZHZU @(y,mh.__:xn)_

Zobrazeni K, je elementarni vnofeni, nebot je sloZzenim elementarnich vnoreni
F, .~ o K, pro libovolné p € P. de

Lemma 2.3.19 Kazdy soubor dat z 2.3.14 urcuje direktni limitu ultramocnin. Tato
direktni limita je navic dana jednoznacné az na jednoznacné urceny izomorfizmus,

komutujici s kolimitnimi injekcemi.

Diikaz:
Nejprve dokdzeme unicitu. Necht Koo : V. — A a K : V. = A jsou dvé di-
rektni limity s kolimitnimi injekcemi po fadé {F) o }pep a {F, o }pep. Protoze

A =U,cpng(F),0), existuje nejvyse jedno zobrazeni G : A — A’ splitujici

P,

p— ! p4 A
G(Fpo(z))=F, () prokazdépe Pax € Hl,,/zp V.

Na druhou stranu tento pfedpis skuteéné definuje zobrazeni: necht = € Hlp/Zp V,
y € qu/zq V a F, & (2) = Fy,00(y). Zvolme r > p,q, potom

Froo(Fpr(®)) = Fp oo () = Fyoo(y) = Froo (Fyr(y))s
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tudiz F, »(z) = F, »(y) diky injektivité F, . Pak ovSem

F];,oo (T) = Frl,oo(FpﬁT(m)) = Frl,oo(Fq,T(y)) = F(;,oo(’[/)

Zobrazeni G je zjevné na, nebot A" = UpeP rng(Fy ). Necht a,b € A, mizeme

predpokladat, 7ze a,b € rng(F}, ). Potom

a€’b & F,l(a)€y F,L(b)

p,00

& Gla) = F) o (F, L (a) € F) (F, (b)) = G(b)

p,00

a podobné
a=bb & F,;;o(a) = prgo(b) < G(a) = G((b),

tedy G je izomorfizmus.
Zbyvé ukazat existenci direktni limity. Ozna¢me B disjunktni sjednoceni

B=] H,p/zp V.

peP

Pro (p,z), {(q,y) € B definujme

(p,2) = (q,y) € Ir>p.q Fp,(z) = Fy(y)
(px)elay) < Ir>p.q Fp(z) €z, Furly)

Relace ~ je ziejmé reflexivni a symetrickd. Necht (p,z) =~ (q,y) =~ (r,z). Pak
podle definice existuji s > p,q a t > q,r tak, 7e F,s(x) = F,s(y) a Fu+(y) =
F,.:(z). Zvolme u > s,t, potom plati F, ,(z) = Fsu(Fps(z)) = Fsu(Fys(y)) =
Fru(y) = Fru(Fua(y)) = Fru(Fr(2)) = Fru(z), tudiz (p,z) = (r,z). Relace ~ je
tedy ekvivalence a analogickou tivahou lze ukézat, 7e je kongruentni vzhledem k &,

t].

(o) e (g ) 2 (rz) — (o) (r,2),

() ~ () 2 (r2) = (poo) 2 (r,2).
Oznacme A faktorovou strukturu (A, €4) = (B,e)/~. Definujme pro p € P zob-
razeni Fj, o : Hlp/Zp V — A predpisem Fp, o (z) = [(p,T)]~. ZEejmé plati A =
Upep t08(Fp,00). Zobrazeni F, o jsou prostd, nebof viechna Fj, . jsou prostd zob-
razeni.

K ovéfeni F) oo = Fy 00 © F) 4 si staci uvédomit, ze (p, ) = (q, F) 4(x)).

Necht p a g jsou libovolné, zvolme né&jaké r tak, ze r > p a r > ¢. Pak plati
FpooKy=F, oo, 0K, =F, oK, =F, oF, 0K, =F, 0K, Definujeme-
li proto Ko, = F}, « 0 K, pro néjaké p € P, plati Zddany vztah K = Fj, o K,
pro kazdé q € P.

TR

morfni vnofeni). Jsou-li z,y prvky Hlp/Zp V., plati

Fpo(2) € Frooly) < (p,2)e (DY)
< dr>p pr(x) €z, Fp,r(y)

A mEZp Y,

nebot Fj , je elementdrni vnofeni. dtue
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Lemma 2.3.20 Necht (K, A) je kolimita uréend daty z 2.3.14. Predpoklddejme,
e Ki,: VA al) Hrp/zp V — A’ jsou izomorfni vnoreni pro kazdé p € P,
spliwjici Fy . o K, = K[, aF,  oF,,=F,  prop< q. Pak existuje prdvé jedno
izomorfni vnoteni G : A — A’ spliujici Go Fy, .o = F, ., prop € PaGoKy = K.

Jsou-li navic vSechna F'

oo €lementdrni vnoreni, je i G elementarni.
.

Diikaz:
Existenci a jednoznacnost G jsme vlastné ovérili v prvni ¢asti diikazu lemmatu
2.3.19, dodate¢ny predpoklad A" = |J,cprng(F), ) jsme tam pouzili pouze k dii-
kazu surjektivity G, kterou nyni nepotiebujeme.

Predpokladejme, 7e vSechna F’fyoo jsou elementarni vnofeni. Necht ¢ je libovolna
formule a z1,...,x, € A. Protoze A = UpeP rng(F, ) a < je usmérnéné, najdeme

peEPaa...an € HI,,/Z,,V tak, Ze 2; = Fp o (a;) proi =1,...,n. Potom plati

A Ep(G(x1)...,G(xn) < A F@F, (a1),....F) (an))
© HI P VE p(al,...,an)

diky elementarité F) . a Fj o. dine

Diisledek 2.3.21 Necht A = coli})n Hlp/Zp V, @ je usmérnéng éast (P, <) a B =
PE

coliqr)n I1; /7, V. Pak existuje (prdvé jedno) elementérni vnoteni G : B — A, které

peE p/%p

komutuje s kolimitnimi injekcemi. Je-li () kofinalni v P, je G izomorfizmus. e

Véta 2.3.22 Necht je ddna direktni limita ultramocnin A = colim ], 1z, V-
peEP p/%p

(i) Je-li relace € 1izk4, je kardy tranzitivni kolaps (K, .A) minimdlni reflexe.

(ii) Jestlize P je mnozina, je €/ tizké a libovolny tranzitivni kolaps (K., A) je

polojednoducha reflexe.

(iii) Je-li (P, <) 1ipIné usmérnéné usporadani a je-li €4 1izké, tak kazdy tranzitivni
kolaps (K, A) je PP-reflexe.

(iv) Ma-li P nejvétsi prvek, je €4 iizké a kazdy tranzitivni kolaps (K., A) je

jednoducha reflexe.

Diikaz:

Direktni limita K, : V — A je podle 2.3.18 elementarni vnofeni, takze A musi byt
extenziondlni. Je-li navic A Gzké, lze sestrojit tranzitivni kolaps (K, .A). Direktni
limita je urcéena az na izomorfizmus, mizeme predpokladat bez ijmy na obecnosti,
7e p¥imo A = (W, €w ) je tranzitivni t¥ida. ProtoZze H = K, je elementarni vnofeni,
je (H,W) reflexe. Kazdy prvek W je tvaru = F) o ([g]) pro néjaké p € P a g :
I, = V. Oznac¢ime-li y = rng(g), plati g €, I, x {y}, tudiz x € F, o ([I, x {y}]) =
Fp.o(Ky(y)) = H(y). Dokdzali jsme, ze W = [Jrng(H), tedy reflexe (W, H) je

minimalni.
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Definujme zobrazeni D : P — W piedpisem D(p) = Fp ([Id | I]). Ziejmé
D(p) € H(I,). Tvrdime, ze D je homomorfizmus z (P, <) na kofindlni ¢ast (W, <).
Jeli p < q, tak H(f,) : H(I,) — H(L,) a plati (H(f,,,))(D(a) = D(p), nebot
((Iy % LD Ay, (3)) = Tdy, (fyg(0)) pro kazdé i € I,. Tudiz D(p) < D(q).
Je-li # = F,([f]) € W, plati z < D(p), nebot (H(f))(D(p)) = z: plati totiz
(1, x {F1)@)(Ady, () = £(7) proi € I,.

Je-li tedy (P, <) mnoZina resp. iplné usmérnéné usporddani resp. usporadani
s nejvétsim prvkem, ma stejnou vlastnost i usporadani < /~ (pouzivame zde tzkost
relace </ ~), podle lemmatu 2.3.6 je reflexe (H, W) polojednoduché resp. PP resp.
jednoducha.

Zbyva ukazat, ze struktura A je uzki, pokud P je mnoZina. Protoze A =
Upepng(Fp,00) @ P je mnoZina, staci ovéfit, ze ultramocnina B = Hlp/Zp V je
tzkd. Necht f : I, — V. Pokud {i; f(i) = 0} € Z,, nemé [f] v B zadny prvek.
V opafném piipadé mizeme predpokladat, ze f(i) # 0 pro kazdé i € I,. Je-li
[g9] € [f], mizeme pFedpokladat, ze g(i) € f(i) pro kazdé i € I, takze t¥idu vSech
B-prvki [f] 1ze prosté zobrazit do mnoziny Hielp OB dhe

Lemma 2.3.23 Usporddéni (P, <) je tiplné usmérnéné pravé tehdy, kdyZ mé nej-

vétsi prvek nebo kdyz obsahuje kofinalni ¢ast izomorfni On.

Diikaz:

Nejvétsi prvek majorizuje kazdou podmnoZinu P. Je-li (bez Gjmy na obecnosti)
On C P kofindlni a x C P, zvolme pro kazdé y € x ordindl a,, € On, y < ;. Pak
a =sup{ay,; y € z} € P majorizuje z.

Necht P je Gplné usmérnéné uspoiddani, o¢islujme (ne nutné prosté) P =
{pa; « € On}. Pouzitim tplné usmérnénosti snadno indukei sestrojime posloup-
nost (go; @ € Omn) prvka P tak, 7e ¢4 > pa @ o < s pro a < (. Ziejmé
{¢a; o € On} je kofindlni ¢ast P. Pokud existuje a tak, Ze ¢, = gg pro kazdé § > a,
musi byt g, nejvétsi prvek P. V opacném piipadé lze z posloupnosti (¢,; « € On)

vybrat prostou podposloupnost, ta tvori kofinalni ¢ast P izomorfni On. dtve

Véta 2.3.24 Necht (H, W) je minimalni reflexe, necht P je kofindlni ¢ast (W, <),
na které je < slabé antisymetrické. Zvolme pro kazdé p € P mnozinu I, tak, Ze
p € H(Ip), a definujme Z, = {X C I,; p € H(X)}. Pro p < q lze volit funkci f, 4 :
I, — I, tak, aby (H(fy,))(q) = p, pricem? f,, = 1d | I,. Pak dostivdme korektné
zadany soubor dat pro konstrukci direktni limity ultramocnin a plati (H, W) =
cgéi}gn Hlp/Zp V s kolimitnimi injekcemi F), »([g]) = (H(g))(p) prog: I, = V.

Specielné kazda minimalni reflexe je direktni limitou ultramocnin podle néjakého
tizkého usporadani (P, <), pficdem?7 lze volit

e P = On s obvyklym usporadanim pro P P-reflexi,
e |P| =1 pro jednoduchou reflexi,

e P jako mnozinu pro polojednoduchou reflexi.
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Diikaz:

ProtoZe (P, <) je izomorfni kofindlni ¢asti usmérnéného tizkého usporddani < / ~,
je samo usmérnéné a Gzké. Mnozina Z, je ultrafiltr na I,, nebof H zachovava
booleovské operace. Funkce f, , lze volit podle definice <, jejich domain a range
snadno upravime na predepsané hodnoty. Je-li p < ¢ < r, plati

H(fp.q 0 fo.,r)(r) = (H(fp.)))(H(fo.r))(r) = (H(fp,0))(q) = p = (H(fp,r))(r),
takze {i € I; fp.q(for(i)) = for(i)} € Z,. Je-i X C I, a p < g, plati

XeZ, & pe HX)
& (H(fpq))() € H(X)
& qge H{iel,; fpq(i) e X})
o f'X €z,

Predpis Fj,0([g]) = (H(g))(p) korektné definuje prosté zobrazeni z []; ,, V,
nebot pro g, h: I, — V plati

g=z,h & {i€l,; g(i)=h(i)} € Z,
< pe H({i€ly; g(i)=h(i)})
© (H(g))(p):(H(h))(p)-

Ziejmé rng(F, ) = S[p], kde S = rng(H). Zobrazeni F), , je izomorfizmus struktur
Hlp/Zp V a (S[p], €spp), nebot pro g, h : [, =V mame

g€z, h & {i€ly; g(i) e h(i)} €
© peH{i€l,; g(i)€h ()})
< (H(g))(p) € (H(h))(p)
& Fpo([g]) € Fpoo([R])-

Dale plati F}, oo (Kp(2)) = Fp,oo([Ip x {z}]) = (H(I, x {z}))(p) = H(z) a
Fyoo(Fpq(l9]) = Frc([g 0 fpal) = (H(go fp.q))(q) =
= (H(9))((H(fp.0))(a)) = (H(9))(p) = Fp,c([g])-

Je-li z € W, existuje p € P tak, ze x < p, tedy z € S[p] = rng(Fp ). Jinak Feceno

W = UpeP rng(Fp o).
Dodatek véty je disledkem lemmat 2.3.6 a 2.3.23. e

Disledek 2.3.25 Je-li (H, W) minimalni reflexe a d € W, plati S[d] < W, kde
S =rng(H). die

Definice 2.3.26 Reflexe (Hi, W) je podreflexi reflexe (Ho, W5), pokud existuje

elementdrni vnoteni F' : (Wq,€w,) — (Wa, €Ew,) spliujici F o Hy = Hy. Je-li F
izomorfizmus, oznacime reflexe (Hy, W1) a (Ha, Ws) za izomorfni.
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Definice 2.3.27 Nechf G je ultrafiltr na mnoziné J a pro kazdé j € J bud Fj ultra-
filtr na I;. Pak soucin souboru ultrafiltri {F;; j € J} podle G, znaleny @J/G Fj,

je ultrafiltr na mnoziné K = UieJ I; definovany predpisem
PF={XCK; {je; {icl; (ji)e X} € F;} €G}.
I1/G

Je-li I; = I a Fj = F pro vSechna j € .J, piSeme 62 G® F = P, F-

Tvrzeni 2.3.28 Reflexe je polojednoducha pravé tehdy, kdyz je podreflexi jedno-
duché reflexe.

Diikaz:

Elementarni vnoreni jedné reflexe do druhé je zifejmé také izomorfni vnotreni pii-

sludnych kvaziuspofddani <, které indukuje vnofeni uspofadéni <= </ ~. Z toho

je patrné, 7e podreflexe (polo-) jednoduché reflexe musi byt polojednoduché.
Necht (H, W) je polojednoduché reflexe, podle véty 2.3.24 ji mizeme vyjadrit

jako direktni limitu colim Hl,,/zp V, kde (P, <) je mnoZinové, nahoru usmérnéné

peEP
uspofadani. Systém {{q € P; q > p}; p € P} podmnozin P je centrovany, existuje

proto ultrafiltr Z na P, ktery jej rozsifuje. Oznac¢me @Q = P U {e}, I, = UpePIp
a Ze = @p,; Zp- Dodefinujme g < @ pro kazdé g € @, foo =1Id [ I, a

fp.a(), pokud g > p,
cokoli € I, jinak.
Protoze {q € P; {i € I;; ¢q > p} € Z;} = {¢ € P; q > p} € Z, mnozina

{{g,3); ¢ >p,i € I,} padne do Z,. Na hodnoté f, . v ¢asti ,,jinak* proto opravdu
nezalezi. Pro X C I, plati

{{a,9); frela.i) € X} € Za & {{a,0); a2, fp,q(i) € X} € Za
A {QZPQ {iG]q; fp,q(i)eX}GZq}GZ
o {¢>p Xez,}eZ
< X € Z,.

Je-li p < q, tak mnozina

{(r,i); fo.a(fae(D) = Fpa(D)} 2{(r,i); 72> q, fp.q(fo.r (i) = fp.r(i)}

padne do Z., nebot {r > q; {i; fpq(fqr(@)) = for(i)} € Z,} ={r; r>q} € Z.
Nadefinovali jsme tedy data pro konstrukci direktni limity. Uspofddani (@), <) mé

nejvétsi prvek, colicrgn I, /7 V je proto jednoduché reflexe. Ovsem P je usmérnéné
q€ al/q
¢ast @, podle 2.3.21 musi byt (H, W) = coli}rjn Hlp/Zp V podreflexi této jednoduché
pe
reflexe. dthe

Definice 2.3.29 Necht Z je ultrafiltr na mnoZiné I a (H;, W;) reflexe proi € I. Ul-
traprodukt souboru reflexi {(H;, W;)}icr podle ultrafiltru Z, znaceny HI/Z<Hi= W),
je tranzitivni kolaps dvojice (K, ][;,;(Wi, €w,)), kde pro kazdé z definujeme

K(z) = [{(i, Hi()); i € 1}]

27



Lemma 2.3.30 Ultraprodukt souboru reflexi je reflexe.

Diikaz:
Necht ¢ je formule a x4, ...,z, € V. Podle Losovy véty 2.3.9 plati

HI/Z Wi Eo(K(x1),...,K(z,)) & {iel; oWi(H(x1),... . Hi(zn))} € Z
o {iel; o(r1,...,20)} €Z

< (10('7"17"'7'7:71)7

takze K je elementarni vnoteni a jeho tranzitivni kolaps je reflexe. Tento tranzitivni
kolaps vskutku existuje, nebot ultraprodukt tizkych extenzionalnich struktur je tzky

a extenziondlni. e

Definice 2.3.31 Nechf (P, <) je nahoru usmérnéné usporadani, {(H,, Wp)}pep
soubor reflexi a {F,, : W, — W,; p < g} soubor elementdrnich vnofeni, spl-
nujicich Fp, =1d | Wy, Fp s0H,=H, a F,, 0 F,, = F,, pro p < q <r. Direktni
limita tohoto souboru je izomorfni vnofeni V do tranzitivni t¥idy H : V — W spolu
se souborem izomorfnich vnoteni {F, o : W, = W },ecp, spliyjicich F, oo H, = H,
FioooFpg=Fyeoprop<qgaW =,cprng(Fye). PiSeme strutné (H, W) =

colim(H,, W,). Direktni limita se nazyva mnozinovd resp. 1iplné usmérnénd, je-li P
peEP

mnozina resp. < uplné usmérnéné usporadani.

Lemma 2.3.32 Direktni limita souboru reflexi je reflexe.

Diikaz:
Zcela analogicky jako v lemmatu 2.3.18 se ukdze, ze kolimitni injekce Fj o, jsou

elementarni vnoreni, potom i vnotfeni H musi byt elementérni. dte

Poznamka 2.3.33 Na rozdil od ultraproduktu nemusi mit kazdy soubor reflexi
direktni limitu. Analogicky jako v 2.3.19 lze sice najit (aZ na izomorfizmus jedno-
zna¢né uréenou) direktni limitu kazdého souboru jako vnofeni V do uréité relaéni

struktury, tato struktura vSak obecné nemusi byt Gzk4, jestlize P neni mnozina.

Definice 2.3.34 Necht (H;, W;) je reflexe a (Ho, W5) minimélni reflexe. Jejich
slozeni je dvojice (Hy o Hy, W), kde W = [J{H2(w); w C W1 }.

Poznamka 2.3.35 Definice sloZeni méa smysl i pro neminimdlni reflexe (Hy, Ws),
vysledek v8ak na Wy nezdvisi, obdrzime tedy totéz, jako pfti slozeni (Hy, W1) s mi-
nimalnim jadrem Hs.

Je-li tfida W skorouniverzélni, plati zjednodueny vztah W = HQHWl.

Lemma 2.3.36 SloZeni reflexe (Hy,W1) a minimalni reflexe (Hy, Ws) je reflexe.

Je-li navic (Ho, Wa) = coli;)n I, 17, Vs pak toto sloZeni je izomorfni
peE p/“p

coim ][, ., ().
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Diikaz:

Necht (Ha,W3) = cgéi}rjn [1;, 7,V s kolimitnimi injekcemi Fp . Oznacme Fy
restrikci Fj o na Hlp/Zp Wi, tvrdime, 7e (Hy o Hy, W) = c;)éi}rjn Hlp/Zp (Hy, Wy)
s kolimitnimi injekcemi F) .

Jeli £ T, = Wi, plati B, ([f]) = (Ha(£))(dy), kde d, = Fyo([1d | I,]) €
Hy(Ip), takze F) . ([f]) € rng(Ha(f)) = Ha(rng(f)) € W. OvSem F), « je izomorfni
vnofeni, takze F} ., je izomorfni vnoteni Hl,,/z,, Wi do W.

Protoze vnoreni Fy , : [, ,; Wi — Il /7, W1 je restrikce Fpq a Fjoo =
Fpooo Fpg,plati Fy = F) o F, . Dale F ([I, x {Hi(2)}]) = Hy(H:(z)).

Necht z € W, tj. € Hy(w), w C W;. Existuje p € P a g : I, = w takové, ze
2 = Fyoo(lg). Potom [g] € TT, 1 Wi a ) oo ([g]) = 2, tedy W = U, p mg(F} ).

Ovéfime jests, ze tiida W je tranzitivni. Necht z € y € W, necht y € H(w)
w C W;. Trida W, je tranzitivni, existuje proto tranzitivni mnozina u C W; takova,
7e w C u. Pak Hy(u) je také tranzitivni a ¢ € y € Hy(u), tedy z € Ho(u) C W.

Protoze (Hy o Hy, W) = cl())éilrjn [1;, 7, (H1,W1) a ultraprodukt i direktni limita

3

konstruuji z reflexi reflexe, je i (Hs o Hy, W) reflexe. dhie

Véta 2.3.37

(i) Ultraprodukty, slozeni, direktni limity a podreflexe minimélnich reflexi jsou

minimalni reflexe.

(i) (P.Pajas [Pajo99]) Ultraprodukty a sloZeni jednoduchych reflexi jsou jednodu-

ché reflexe.

(ii4) Ultraprodukty, sloZeni, mnozinové direktni limity a podreflexe polojednodu-

chych reflexi jsou polojednoduché reflexe.

(iv) Ultraprodukty, sloZeni a ipIné usmérnéné direktni limity P P-reflexi jsou P P-

reflexe.

Drikaz:
Necht (Hy,W1) je podreflexe miniméalni reflexe (Hy, Ws) a F' elementarni vnofenti,
které to dosvédcuje. Je-li & € Wy, existuje a tak, ze F(z) € Ha(a) = F(Hi(a))
tudiz @ € Hy(a) a reflexe (Hy, W;) je minimélni. Je-li Hy polojednoduché reflexe,
je i Hy polojednoducha podle 2.3.28.

Necht (H,W) = c;)éi;)n(Hp,Wp) s kolimitnimi injekcemi F}, o, a necht reflexe

(Hp, W,) jsou minimalni. Kazdy prvek W je tvaru Fj o (z) pro néjaké p € P ax €
W,. Zvolme a tak, ze © € Hy(a), potom F) o (x) € Fp o (Hp(a)) = H(a).

Predpokladejme, Ze P je mnozina a W, = S,[w,] jsou polojednoduché reflexe,
Sp = rng(H,). Oznaéme w = |J,cp prm”wm potom w je mnozina. Je-li F}, o (z)
libovolny prvek W, existuje funkce f a d € w, tak, ze z = (Hp(f))(d), tudiz
Fproo () = (H(f) (Fy oo () € S[ul.

Je-li (P, <) tiplné usmérnéné, véechny (H,, W) PP-reflexea f : & — W, existuje
p € P tak, ze rng(f) C rng(F)p.o ). Podle principu prodlouzeni pro ij;o o f existuje
funkce h € Wy, h : Hp(z) — W) takovd, ze Fp o (h(H,(y))) = f(y) proy € z.
Potom g = F}, »(h) € W spliiuje go H = f.

29



Necht (H,W) = H,/Z(Hi,W,;) je ultraprodukt souboru minimélnich reflexi,
necht F' je izomorfizmus F' : H,/Z W; — W komutujici s pfisluSnymi vnofenimi
univerzalni t¥idy. Je-li F([f]) € W, najdeme pro kazdé ¢ € I mnoZinu z; tak, Ze
fli) € Hi(x;), a oznacime z = |J,.; z;. Potom f(i) € H;(z) pro kazdé i € I, takze
F((f) € H(x).

Predpokladejme, ze (H;, W;) jsou PP-reflexe a f :  — W. Proy € z zvolime f,
tak, ze f(y) = F([fy]). Podle principu prodlouzeni pro (H;, W;) najdeme h; € W;,
h; © Hi(z) — W; tak, ze h;(H;(y)) = fy(i). Necht h je funkce definovana na I
predpisem h(i) = h; a polozme g = F([h]). Pak g € W je funkce, g : H(z) - W
ag(H(y) = F(lfy]) = fy).

Jsou-li (H;, W;) jednoduché reflexe, zvolme d; € W; tak, ze W; = S[d;] proi € I.
Polozme d = F([e]), kde e(i) = (H;(i),d;). Tvrdime, 7e W = S[d]. Je-li F([f]) € W,

iel

napisme si f (i) = (H;(g:))(d;) pro néjaké funkce g;. Necht g je funkce, definovand na
Use dom(g:) predpisem g((i,)) = gi(x). Potom (Hi(g;))(x) = (Hi(g)) ({Hi(), 7))
pro kazdé i,j € I a x € H;(dom(g;)), takze (H;(g))((H:(i),d;)) = (Hi(g:))(di) =
1) pro kazdé i € T a F([f]) = (H(9))(d).

Pokud jsou reflexe (H;, W;) polojednoduché, zvolime w; tak, ze W; = S;[w;]
apolozime w = {F'([ex]); h € [[;c; wi}, kde en(i) = (H;(i), h(i)). Je-li F([f]) € W,
najdeme h € [],c; w; a g; tak, ze f(i) = (Hi(gi))(h(i)), pak F([es]) € w a podobné
jako vyse plati F([f]) = (H(g9))(F([en])), kde g({i,z)) = gi(x), takze W = S[w].

SloZeni dvou minimalnich, jednoduchych, polojednoduchych resp. PP-reflexi si
podle 2.3.36 a 2.3.24 mizeme vyjadrit jako vhodnou direktni limitu ultramocnin
reflexi stejného typu, podle jiz dokdzaného dostaneme opét minimalni, jednoduchou,
polojednoduchou resp. P P-reflexi. e

2.4 Konstrukce konkrétnich minimalnich reflexi

Prestoze jsme dokazali nékolik tvrzeni o strukture minimalnich, jednoduchych, po-
lojednoduchych a P P-reflexi, pofad jesté nevime, jestli nékteré z téchto t¥id nesply-
vaji. Mohlo by se stat, Ze dokonce vSechny minimélni reflexe jsou ve skutec¢nosti
jednoduché. Tento nedostatek se nyni pokusime napravit.

Prvni nejednoduchou reflexi sestrojil P. Pajas. Lze snadno nahlédnout, Ze jeho

priklad je dokonce neminimalni reflexe.

Definice 2.4.1 Tranzitivni tfida W se nazyva s-saturovand, kde s je nespocetny
kardindl, pokud kazdy centrovany systém mnozin lezicich v W, jehoz mohutnost
je mensi neZ s, mé neprazdny prinik. Reflexe (H, W) se nazyva s-reflexi, je-li W

»-saturovana trida.

Tvrzeni 2.4.2 (Pajas [Paj99]) Pro kazdy nespocetny kardindl > existuje »-re-

flexe, ktera neni minimalni. e

Tvrzeni 2.4.3 Existuje polojednoducha reflexe, ktera neni jednoducha. Tato re-

flexe je zaroven prikladem minimalni reflexe, kterd neni PP.
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Diikaz:

Dodatek tvrzeni je disledkem 2.3.7, soustifedime se proto na prvni ¢ast. Zvolme
uniformni ultrafiltr Z na néjaké nekonecéné mnoziné I. Pro n € w definujeme reflexe
(Hyp, Wy) takto: (Hg, Wy) je trividlni reflexe Hy = Id, Wy = V. Je-li jiz (H,, W,)
sestrojeno, poloZime (Hy11, Wni1) = H,/Z(Hn,Wn>. Definujeme F,, 41 : Wy, —
W41 jako kanonické vnoreni W, do ultramocniny, slozené se zobrazenim realizuji-

cim tranzitivni kolaps této ultramocniny na W, 41, a pro kazdé n < m dodefinujeme

o

Fn,m = Lm—1,m m—2,m—10°9"""9Lnnti,

pticemz F, ,, = Id | W,,. Kazdé F, ,, je elementdrni vnofeni a pro n < m < k plati
FomoH, =Hy, a Fy o Fpy oy = Fy i, miZzeme proto sestrojit reflexi (H, W) jako
direktni limitu souboru {(H,, W,)}new podél w se svym obvyklym usporaddnim.
Oznacéme si F}, o : W,, = W piisludné kolimitni injekce.

Indukci podle n plyne z tvrzeni 2.3.37, 7e kazdé (H,, W,) je jednoducha re-
flexe, tudiz (H, W) je podle téhoZ tvrzeni polojednoduchou reflexi. Zbyva ukazat,
7e reflexe (H, W) neni jednoducha. Pfedpokladejme proto, ze W = S[d] pro né-
jaké d € W, kde S = rg(H). Potom existuje n € w a e € W, takové, Ze
d = F, (€). Zvolme libovolny prvek z € W,,, kde m > n. Existuje funkce f
takova, ze Fp, o(z) = (H(f))(d). Pak ovSem

= (Fin,00 (Hm () (Fm 00 (Frm(€))) = Finoo (Him (f))(Fa,m(€))),

tudiz

T = (Hp(f))(Fum(e)) =
= (Fom(Hn () (Fam(€)) = Fum((Ha(f))(e)) € tg(Finm).

Vsechna elementarni vnoieni F), ,,, pro n < m jsou proto izomorfizmy. Specidlné
kanonické vnotreni W,, do ultramocniny HI/Z W,, musi byt izomorfizmus, to oviem

neni mozné, protoze ultrafiltr Z je netrivialni. e

Poznamka 2.4.4 Modifikaci diitkazu posledniho tvrzeni lze ukazat, Ze dokonce pro
kazdy nespocetny kardinal 3¢ existuje polojednoduchd sc-reflexe, ktera neni jedno-
ducha. Stacilo by zvolit Z jako s-dobry N;-netplny ultrafiltr, museli bychom oviem
konstruovat direktni limitu podél »T misto w (nebo podél libovolného ordinalu «

spliwjiciho cf(a) > ).

Tvrzeni 2.4.5 Predpokladejme, Ze trida vSech méritelnych kardinalii je neomezena

v On. Potom existuje minimalni reflexe, ktera neni polojednoducha.

Diikaz:
Hledanou reflexi sestrojime jako direktni limitu fetézu reflexi {(H,, Wa) }acon- Re-
flexe (Ho, W) a elementarni vnoteni Fp o : Wg — W, pro § < a zkonstruujeme

indukci podle a.
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Polozime (Ho, Wy) = (Id, V). Je-li a limitni, definujeme (H,, W,) jako direktni
limitu dosud sestrojeného fetézu {(Hg, W3)}s<a, plicemz Fz, budou piislusné

kolimitni injekce. Kone¢né pro ordinalni nésledniky polozime

<Hﬂ+1:Wa+1> = HZ <HmWa>:

kde Z, je mé&fitelny ultrafiltr na néjakém kardindlu A\, > |H,(R,)| a definujeme
F3 o1 jako slozeni Fg , s kanonickym vnofenim W, do ultramocniny.

Indukci dle o dostaneme z 2.3.37, 7e kazdé (H,, W,) je polojednoduché reflexe.
Necht (K, A) je direktni limita Fetézu {(Hao, Wa)}acon s kolimitnimi injekcemi
Fy.00 : Wy — A. Abychom mohli (K, A) kolapsovat na reflexi, musime ovéfit, ze
struktura A je uzk4. Vezméme libovolny prvek z € A. MaZzeme psat © = Fj o (y)
pro néjaké f € On a y € Wj3. Protoze HB”On je kofindlni v On"s, existuje
kadindl sc a prostd funkce f :y — Hg(3), f € Ws. Potom Fp o (f) urCuje zfejmym
zptisobem prosté zobrazeni z (€4)~1"{z} do (€4)~1"{K(5)}, sta¢i proto ukazat,
ze (€*)~1"{K ()} je mnozina pro kazdy nekonecny kardinl s = R,.

Tvrdime, 7e (€4) 7" {K(Ra)} C F, . Ha(Rq), k tomu stadi ovéfit, ze Hg(R,) C
Fmﬁ”HQ(Na) pro kazdé B > a, coz provedeme indukci podle 5. Pro 8 = a tvrzeni
plati. Je-li 8 > a limitni, je

Hs(Ro) = |J F, 5 Hy(Ra) € | J F,5'F,, Ha(Ra) = F, 5" Ha(Ra).
v<B asy<B

Necht 8 = v+ 1, ozna¢me si G funkci, realizujici tranzitivni kolaps ultramocniny
HZW W, na Wga. Necht © € Hg(R,), mizeme predpokladat, ze x = G([f]) pro
néjakou funkei f : A, — H,(R,). Podle volby A, mame X\, > [H,(X,)| > |Hy(R,)]
a Z, je Ay-tplny ultrafiltr, musi proto existovat y € H,(N,) takové, ze f =z
(Ay x {y}). Potom z = F, 5(y), oviem y € F,, " H,(R,), takie i z € F, ;'Ha(Ra).

Tranzitivni kolaps A tedy vskutku existuje, a protoZe direktni limita je urcena
a7 na izomorfizmus, miZeme predpoklddat, 7e pfimo (K, A) = (H,W) je reflexe.
Podle 2.3.37 je tato reflexe minimalni, zbyva ukazat, ze nemtize byt polojednoduché.
Piedpoklddejme sporem, ze W = S[w] pro néjaké w C W, kde S = rng(H). Potom
musi existovat a € On takové, ze w C rng(Fy, ). Stejnym zptsobem jako v dikazu
tvrzeni 2.4.3 lze ovéfit, 7Ze pak vSechna vnoieni F, g pro 8 > a jsou izomorfizmy,
coz dava napf. pro 8 = a + 1 spor s netrivialitou ultrafiltru Z,,.

Poznamenejme jesté, ze (H, W) ani Zadné (H,, W,) pro a > w nesplituje princip
prodlouzeni. dte

Problém 2.4.6 Lze ukidzat existenci minimalni reflexe, jez neni polojednoducha,

bez pouziti silnych predpokladii o existenci velkych kardinali?

Problém 2.4.7 Existuje PP-reflexe, kterd neni jednoducha?
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Kapitola 3
Axiom silného vybéru

Axiom globalniho vybéru v UT je nepostradatelny pii konstrukei reflexi, automor-
fizmii univerzalni tfidy a dal$ich zajimavych objektt, které jsou vlastnimi t¥idami.
Na druhou stranu vétSina bézné matematiky se zabyva pouze mnozinami. Pritom-
nost funkéniho symbolu C v jazyce UT navic ztézuje srovnani této teorie s jinymi
teoriemi mnozin, které byvaji formulované v jazyce obsahujicim pouze predikat na-
lezeni.

Vznika proto prirozena otézka, zda axiom silného vybéru méa také disledky
formulovatelné v zakladnim jazyce teorie mnozin, poptipadeé jaké tyto disledky jsou.

Pro klasickou teorii mnozin s axiomem regularity tuto otdzku zodpovédél U. Felgner.

Véta 3.1.1 (Felgner [Fel71]) Teorie ZF'S je konzervativnim rozsitenim ZFC. e

Neregularni teorie mnozin ZFS_ vSak neni konzervativnim rozsifenim ZFC_ | ne-

bot je v ni dokazatelné napi. schéma kolekce, které je na ZFC_ nezavislé.

Definice 3.1.2 Relace < na tiidé X se nazyva strom, je-li to Gzké ostré usporadani
na X s nejmensim prvkem, jehoz restrikce na kazdy pocatecni Gsek je dobré uspotra-
déni. (Podateénim tisekem minime kazdou mnoZinu tvaru («,z) = {y € X; y < z},
kde z € X.) Je-li (X,<) strom a z € X, definujeme ht(x) jako ordindl, ktery je
typem dobrého uspofadéani <[ (+,x).

Strom (X, <) se nazyva omezenyj, pokud existuje ordinél, ktery majorizuje mno-
7inu {ht(x); = € X}. Mnozina p C X je vétev, je-li <] p linedrni usporadani. Vétev

p se nazyva mazimdlni, je-li maximalni vzhledem k inkluzi.
Definice 3.1.3 Princip omezenijch stromi je tvrzeni
(BT) Kazdy omezeny strom obsahuje maximdlni vétev.

(BT kvantifikuje vlastni t¥idy, formélné vzato je to tedy schéma axiomi.) Teorii
ZF _ + BT budeme znacit ZFT _.
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Lemma 3.1.4 ZFS_ D ZFT_ D ZFC_ + Coll.

Diikaz:

Piedpoklddejme sporem, Ze (X, <) je omezeny strom bez maximalni vétve. Transfi-
nitni rekurzi definujme posloupnost {z, }acon prvki X tak, ze ht(z,) = a a 25 <
Ty Pro f < a. (Takové z, existuje, nebot < nema maximalni vétev, a axiom silného
vybéru dovoluje zvolit néjaky kanonicky prvek s touto vlastnosti.) To je ovSem spor
s omezenosti stromu <.

Déle ukdzeme, ze BT — AC. Necht z je libovolnd mnoZina, najdeme prosté
zobrazeni z £ do On. Ozna¢me X mnozinu v8ech prostych zobrazeni z néjaké pod-
mnoziny x na poc¢atecni isek On, uspoiradanou inkluzi. Potom X je strom, omezeny
Hartogsovym €éislem N(z) = min{a; ~3f : a = z prosté}. Je-li p néjakd maximalni
vétev X, tak |Jp je opét prvek X, tedy p mé nejvétsi prvek f, ktery musi byt zaro-
venh maximalnim prvkem X. Pak ovSem f je definovino na celém z, protoze jinak
by §lo prodlouzit.

Konecné z BT plyne schéma kolekce. Bud ¢ libovolnd formule a z mnozina,

hledame y tak, aby
Vuer (v p(uv) > ey pu,v)).
Ocislujme z = {uq; a < s} a definujme tfidu
X={f:a=V; a<x&VB<a (Fv p(us,v) = p(ug, f(8)))},

usporadame ji opét inkluzi. Dostédvame strom omezeny . Stejné jako v predchozi
¢asti dikazu lze nahlédnout, Ze maximalni vétev X musi mit nejvétsi prvek f

a dom(f) = », takze y = rng(f) je hledand mnozina. die

Poznamka 3.1.5 Nepodafilo se mi zjistit, zda je inkluze ZFT_ O ZFC_ + Coll

ostra. [Pozn. po odevzdani: ano, je.]

Véta 3.1.6

(i) ZFS_ je konzervativni rozSiteni ZFT _.

(it) Kazdy spocetny model ZFT _ Ize expandovat na model ZFS .
Navic diikaz bodu (i) lze formalizovat v IAg + Q; (dokonce i v S3).

Diikaz:
PouzZijeme podobnou metodu jako [Fel71], v podstaté jde o to ovéFit, Ze ¢asti Felgne-
rova ditkazu vyuzivajici axiomu regularity 1ze simulovat pomoci principu omezenych
stromii.

7 technickych duvodi budeme ZFS_ formulovat v jazyce s bindrnim predikd-
tem C, ktery definuje graf bijekce mezi On a V. Pro jednoduchost budeme také
pouzivat klasickou predikatovou logiku se zdkladnimi vyrokovymi spojkami — a L
a s univerzdlnim kvantifikitorem, ostatni spojky a kvantifikdtory povazujeme za
definované.
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Oznac¢me P tifidu vSech prostych zobrazeni, jejichz defini¢ni obor je pocatecéni
tsek On (neboli prvek On), necht < je uspofdddni P inkluzi.
Pro kazdou formuli ¢ jazyka (€, C) definujeme indukci formuli IF ¢ jazyka (€),

kterd mé oproti ¢ navic jednu volnou proménnou pro prvek P:

plkzey & zey,

plrtr=y & xz=y,

plk C(z,y) < (z,y) €p,

plbo =9 © Vo>p (gl p—ql-v),
p¥ L,

plFVzo & YV plk .

Sublemma 1
(i) ZF_Fp<q&pltp—oqlkyp
(ii) ZF_FNq>p Ir>qritp—oplby
(ii1) Neobsahuje-li ¢ symbol C, tak ZF _+ (¢ < p Ik ).

Diikaz:

Bod (iii) plyne snadno z definice. Body (i) a (i1) 1ze dokézat indukci podle sloZitosti

formule, jediny netrividlni krok je pro atomické formule tvaru C(z,y).

Bod (7): Jestlize p < g a p Ik C(z,y), tak (x,y) € p C q, takZe q IF C(z,y).

Bod (ii): Predpokladejme, 7e p ¥ C(z,y). Mohou nastat dva pi¥ipady. Budto je
x € dom(p) a p(z) # y, pak zfejmé g W¥ C(x,y) pro kazdé g > p. Pokud
x ¢ dom(p), najdeme ¢ D p takové, Ze = € dom(g) a ¢(x) # y, potom q > p
ar ¥ C(zx,y) pro véechna r > q.

Sublemma 2 Necht ZFS_ + ¢. Potom ZFT_+FVp e P plk .

Diikaz:

Postupujeme indukci podle délky diikazu. Probereme nejdiive indukéni kroky pro

odvozovaci pravidla.

Modus ponens:
Podle indukéniho predpokladu je v ZFT_ dokazatelné Vp pl-p aVp plk o —
Y, takze podle definice IF téz Vp p Ik 1.

Generalizace:
Piedpoklddame, Ze je dokazatelné Vp p I+ (¢ — ¢(z)), pfifemz proménna x
neni volna ve formuli ¢. Potom je dokazatelné téz VazVp p I+ (v — ¢(x)), tedy
Vp (plky = Va plke(x)), ¢liVp plk (v = Ve o(x)).

Nyni probereme jednotlivé axiomy predikatové logiky a ZFS .

o= (¥ = @)
Necht p Ik ¢, ¢ > p a ¢ IF 9. Potom ¢ I ¢ dle pfedchoziho sublemmatu.
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(o= (= x) = (¢ =) = (¢ = X))
Necht plk o = (¥ = x), g >p, qlF ¢ > ¢, r > qarl ¢ Potomr Ik
arlky — x, takze r - x.
((p—=>L)y—=>1)—>
Pokud plF (p = L) = L takVg>p qWW p = L, tedy Vg > p Ir > q 7 Ik ¢,
tudiz p IF .
Ve p(x) = o(y):
Pokud p IF Vz (), tak p IF p(z) pro kazdé z, tedy také p IF p(y).
T =
Ziejmé.
=y — (o) = oy)):
Jestlize p Ik © = y, tak se = rovnd y, a ¢ IF ¢(z) je totéz jako g I+ p(y) pro

libovolné q.

Zbyvéa ovérit axiom silného vybéru a schéma nahrazeni ostatni axiomy ZFS_
jsou mnozinové formule, sta¢i na né proto pouzit bod (i) pfedchoziho sublemmatu.

Rozepiseme-li ostatni vyrokové spojky pomoci — a L, zjistime, ze

plE~p & Yg>p gk,

plFoeVy < Yg>p Ir>q (ribe V rikay),

plto&ty & plkp&plky,
“~

plk 3z Yg>p Ir>q dz rlk .

Ovétime nyni axiom silného vybéru, tj. C je graf prosté funkce, zobrazujici On na
univerzalni tridu.
C(z,y) & C(x,z) >y = z:
Pokud pIF C(z,y) aplk C(x, 2), tak y = p(z) = 2.
C(z,2) & C(y,z) > x =y:
Jestlize p IF C(z,2) a p IF C(y, 2), tak p(z) = z = p(y), tudiz = = y, nebot p je
prosta funkce.
C(z,y) = = € On:
Pokud p I+ C(z,y), tak € dom(p) C On. Formule z € On neobsahuje C, tudiz
plk 2 € On.
z € On — Jy C(z,y):
Necht x € On a p € P. Najdeme ¢ D p tak, 7e x € dom(g), potom ¢ > p
aqlk C(z,y) proy = q(x).
Jz C(z,y):
Necht p € P a y jsou libovolné. Najdeme g D p tak, aby y € rng(q), potom ¢ > p
aqlk C(z,y), kde g(z) = y.

Az dosud jsme nikde nepouzili pFedpoklad (BT'), ten bude potieba teprve k ovéfeni
schématu nahrazeni: necht p I+ Yu,v,w (¢(u,v) & p(u,w) = v = w) a necht x
je libovolné. Ocislujeme si ¢ = {z,; a < 3} a definujeme X jako tfidu vSech

monoténnich funkei g z a < 3¢ do P takovych, 7e p < g(8) a

9(B) kY ~p(zs,v) V Fv g(B) IF o(zs,v)
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pro vSechna 8 < a. Trida X uspotrddana inkluzi je strom omezeny . Je-li p C X
maximélni vétev, tak ziejmé ¢ = Jp € X, tudiz ¢ € p a ¢ je maximalni prvek
X. Pfedpoklddejme sporem, 7e a = dom(g) < s. Potom ¢ = |Jrng(g) je prvek
P majorizujici g(8), f < a. Existuje r > ¢ tak, 7e r IF Yv ~p(zq,v) V Jv r Ik
o(Ta,v): bud g IF Yo ~p(z4,v), pak lze volit r = ¢, nebo existuje v tak, ze g ¥
~p(xq,v), pak existuje r > ¢ které forsuje p(z,,v). Funkce gU {(«, r)} je prvek X
lezici ostfe nad g, spor. Tedy dom(g) = ». Oznacime-li ¢ = |Jrng(g), plati

g>p&Vuex (qlF Vo ~p(u,v) V Jou glk p(u,v)).

Oznatme y = {v; Ju € z ¢q IF p(u,v)}. (y je mnozina podle axiomu nahrazeni:
k jednomu u € z existuje nejvyse jedno v tak, ze ¢ IF ¢(u,v), nebot ¢ I+ p(u,v) &
e(u,w) - v =w.) Tvrdime, 7e

glFYv (vey <+ Juex pu,v)).

Bud v libovolné a r > q. Pokud r IF v € y, tj. v € y, tak existuje u € z takové, 7e
q IF p(u,v), tim spise r IF p(u,v) a r Ik Ju € = p(u,v). Necht naopak r I+ Ju €
z p(u,v). Potom existuje s > r a u € z tak, ze s IF p(u,v). Tudiz g ¥ Yw ~p(u,w)
a podle volby ¢ existuje w tak, 7e ¢ Ik ¢(u,w). Oviem s IF p(u,w) a s IF p(u,v)
implikuje s lFv =w, tj. v =w a q IF p(u,v), tedy v €y arlkv e y. e

Konzervativita ZFS_ nad ZFT_ je jiz snadnym dtsledkem lemmat 1 a 2: pted-
pokladdejme, 7e ZFS_ + ¢, kde ¢ je €-sentence. Pak ZFT_ F Vp p IF ¢ podle
lemmatu 2, takze ZFT _ + ¢ podle lemmatu 1.

Necht M = (M, €M) je spocetny model ZFT _, hleddme bin4rni relaci C™ na
M takovou, aby (M, €M, CM) E ZFS_. Pro stru¢nost ozna¢ime

PM —{ae M; MEac P},
p<Mqg & MEp<yq,
pIEMp(ay, .. ay) < ME (plFolay,. .. an)).

Podmnozina D C PM je hustd, pokud pro kazdé p € PM existuje ¢ € D tak, 7e
p <M. Genericky idedl je dolni nahoru usmérnéna podmnozina PM | ktera protina
kazdou hustou podmnozinu PM | definovatelnou v M.

Ocislujme {D,;; n € w} viechny husté definovatelné podmnoziny PV. Sestro-
jime rostouci posloupnost py <™ p; <M py <M ... prvkt PM tak, 7e p, € D,
a definujeme G = {p € PM; In€w p <Mp,}. Pak G je genericky ide4l.

Je-li  libovolna formule s parametry z M, jsou mnoziny {p; p IFM oV pIFM ~p}
a{p; pIFMYup(v) V da € M plIFM ~p(a)} husté, takze

IpeGpltMy v IpeG plFM~yp,
IpeG plFvy o) V Ipe G Jae M plF ~p(a).

Ozna¢ime CM = {{a,b) € M x M; 3p € G M F (a,b) € p}. Tvrdime, ze
Mt = (M, e™ CM) je model ZFS_. K tomu staci ukazat, 7e

MtEp & Fped pltMy
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pro kazdou formuli ¢ s parametry z M.

Pro atomické formule a pro L to plati pfimo z definice.

Necht ¢ = 1) — x. Pokud existuje p € G tak, 7e p IF™ x nebo p IF” ~ (potom
q ¥M ) pro kazdé q € G), tak p IFM ) — x, a zarovein Mt E x nebo M* E ¢ dle
induk¢niho piedpokladu, takze M™* F ¢ — x. V opa¢ném p¥ipadé musi existovat
p € G tak, ze p IFM ), a ¢ WM x pro kazdé ¢ € G. Podle induké¢niho predpokladu
MT Epa MT Ky, takie Mt ¥ o) — x. Zaroven neexistuje ¢ € G, které by
forsovalo ¢y — x: libovolné r € G, majorizujici p i g, by totiz muselo forsovat ¥,
predpokladali jsme v8ak opak.

Kone¢né necht ¢ = Yu1)(v). Pokud existuje p € G tak, ze p IFM Yo (v), do-
stavame p IFM 4)(a) pro kazdé a € M, tudiz M+ E Voi)(v) podle indukéniho
predpokladu. V opa¢ném piipadé existuje a € M a p € G tak, 7e p IFM ~i(a). Po-
tom 7adné ¢ € G neforsuje v(a), takie M™ ¥ (a) podle indukéniho pFedpokladu
a Mt EVYoi(v). de

Dusledek 3.1.7 UT je konzervativnim rozsitenim ZFT_ + ASU. diue

Dausledek 3.1.8 Necht T je rekurzivné spodetna mnozina €-sentenci. Potom exis-
tuje vérna interpretace ZFS_ +T vZFT_+T.

Diikaz:
ZFS_+ T i ZFT_ + T jsou esencidlné reflexivni teorie, diky 3.1.6 je ZFS_ + T
[9-konzervativni nad ZFT_ +T a ZFT_ + T je ¥-konzervativni nad ZFS_ + T,

takze sta¢i pouzit Lindstromovu vétu [Lin84]. de

Problém 3.1.9 Existuje interpretace (popf. vérnd interpretace) I teorie ZFS_
v ZFT _ takova, 7e
ZFT_F ¢ ¢ o)

pro kazdou mnozinovou sentenci ¢?

Poznamenejme, ze forsing sestrojeny v ditkazu véty 3.1.6 neni interpretaci v pra-
vém smyslu slova, prestoze to je urcity typ syntaktického prekladu a zachovava

mnozinové sentence.
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=z 19
[F] 19
@D,/ Fj viz ultrafiltr, soucin

< wiz podstruktura, elementarni
* 6

Er 5

€, 19
viz roz§iteni, koncové
viz podstruktura

n viz podstruktura, n-elementarni
18, 27

HI/Z A; wviz ultraprodukt, ultramoc-

<
C
C
=

nina
~ 18
S[d] 17
Sfw] 17

aritmetika wviz PA, IAy + EXP,
IAg + O

ASC wiz axiom silného vybéru

ASU wiz axiom superuniverzality

automorfizmus 7, 15

axiom

— Boffiv iz axiom superuniverza-
lity

kolekce 10, 11 14, 34
— silného vybéru 5, 7, 15, 26, 33
— superuniverzality 6, 7-8, 15, 38

BII,, wiz axiom kolekce
BY.,, wviz axiom kolekce

BT wviz princip omezenych stromi

C 57,33, 34

Coll wviz axiom kolekce

40

direktni limita

— data pro konstrukci 20
reflexi 28, 29
ultramocnin 21, 22, 24, 25

ekvivalence 18, 19, 23

formule
Aqg 10, viz téZ formule, omezena
omezena 6,9 14,16
— M, 10, 11-12
— 1t 1y
— 314 14
¥, 10,11 14
¥ 14
— univerzalni ¥; 13
forsing 35, 38
fundované jadro 8, 16, 17

ht(z) 3%

IAG+ EXP 14

IA+Q; 34

injekce wiz kolimitni injekce
interpretace 38
izomorfizmus

— reflexi 26

— struktur 5

kolaps

— extenziondlni azké struktury 7
zobrazeni do struktury 19, 24

kolimita wiz direktni limita

kolimitni injekce 21, 25

Lévyho hierarchie 10

limita wiz direktni limita

méfitelny kardinal 6, 31



minimdalni jadro wiz reflexe, jadro

PA (Peanova aritmetika) 14
podobnost 7, 15
podreflexe 26, 27, 29
podstruktura 5, viz t€Z rozsiteni
— elementarni 6, 9, 11, 15, 26
— n-elementérni 11, 12
princip

omezenych strom 33, 36
— prodlouzeni 17, viz téZ reflexe,

PP

univerzality 7, 19

reflexe 6, 9, 14-16, 19, 30
jadro 10, 16, 17, 28
jednoducha 17, 18 20, 24 32
kotranzitivni 16, 17

— miniméalni 9, 10-14, 17-20, 24-32

— polojednoducha 17, 18-19, 24-32
PP 17 18 19, 24 32, viz teéZ

princip prodlouzeni

— trividlni 16, 17

»-reflexe 30, 31

rozSiteni &, viz téZ podstruktura
koncové 5

— konzervativni 33, 34, 38

Sim wviz podobnost
slozeni reflexi 28, 29
strom 33
— omezeny 33
struktura
extenzionalni 5, 7, 19
— faktorova 19, 23
— fundovana &, 19
relacni 5, 19

fizk4 7, 19, 24, 28

Tarského test 9, 15
teorie kategorii 21
teorie mnozin
— UT 5,6,7, 14, 15, 33, 38
— ZF &
ZF_ 5,13, 33,35
ZFC 5,6, 16, 33

ZFC_ 5 14,33, 34
ZFS 5, 33
— ZFS_ 5, 33, 34, 38
— ZFT_ 15, 33, 34, 38
ZF weax 10,11 12
Trans wiz tida, tranzitivni
tranzitivni kolaps wiz kolaps
trida
— kotranzitivni 9, 15-17
x-saturovana 30

tranzitivni §

ultrafiltr 19, 20
soucin 27
ultramocnina 19, 20-22
ultraprodukt
reflexi 27, 28 29
struktur 19
univerzalni teorie wiz teorie mnozin,
uT
usporadani 18, viz téZ strom
uplné usmérnéné 18, 24, 25

usmérnéné 20

véta
Gaifmanova 14
— Kunenova 16
— Lindstromova o interpretaci 38
— Losova 19
Matijasevicova 14
Mostowského o kolapsu 7
veétev 3%
— maximalni 33
vnoreni
elementarni 6, 16, 19
— izomorfni 5, 14, 21
— kanonické do ultramocniny 19,
20

WF viz fundované jadro



