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Kapitola 1ÚvodHlavním úèelem této prá
e je studium elementární
h vnoøení univerzální tøídy dotranzitivní tøídy (struènì nazývaný
h re
exe) v jisté neregulární teorii mno¾in, kte-rou budeme ve shodì s [Paj99℄ oznaèovat jako univerzální teorii (UT). Axiom regu-larity, který v klasi
ké teorii mno¾in znaènì omezuje (mimo jiné) mo¾nost konstru-ovat elementární vnoøení mno¾inového univerza, je v UT nahrazen tzv. axiomemsuperuniverzality, jen¾ naopak dovoluje sestrojit mno¾ství re
exí s rozmanitýmivlastnostmi. Re
exe lze s výhodou vyu¾ít zejména pro modelování prostøedkù ne-standardní analýzy a obe
nìj¹í
h nestandardní
h prin
ipù, my se v¹ak zamìøíme naobe
ný popis re
exí a mo¾ností jeji
h konstruk
e.Ústøedním pojmem kapitoly 2 jsou tzv. minimální re
exe. V 
elé kapitole bu-deme pra
ovat výhradnì v UT. V sek
i 2.1 nejprve uká¾eme, ¾e studium vlastnostíminimální
h re
exí má mnoho dùsledkù i pro neminimální re
exe, nebo» ka¾dá re-
exe v jistém smyslu obsahuje urèitou minimální re
exi, zde nazývanou jádro. Èásttohoto tvrzení dále zobe
níme na tøídy, které jsou modelem tzv. axiomu kolek
e,
o¾ nám zpìtnì umo¾ní ukázat, ¾e nekoneèné s
héma formulí v de�ni
i re
exe lzekoneènì axiomatizovat, tedy nahradit jedinou formulí.Sek
e 2.2 se krát
e zabývá re
exemi vedou
ími do kotranzitivní
h tøíd (tedynapø. do 
elé univerzální tøídy) | uká¾eme, ¾e takové re
exe jsou triviální, tedy ¾ese takøka neli¹í od identi
ké re
exe.V sek
i 2.3 popí¹eme obe
nou konstruk
i, kterou lze získat v¹e
hny minimálníre
exe. Uká¾eme, ¾e ka¾dá minimální re
exe je direktní limitou vhodného usmìr-nìného systému ultramo
nin univerzální tøídy, a na druhou stranu (témìø) ka¾dátaková direktní limita urèuje minimální re
exi. Zjistíme také, ¾e urèité spe
iálnítypy minimální
h re
exí (jednodu
hé re
exe, polojednodu
hé re
exe a PP -re
exe)lze 
harakterizovat podmínkami na tvar pøíslu¹né direktní limity. Naví
 uvidíme, ¾etyto typy minimální
h re
exí jsou uzavøené na nìkteré zpùsoby konstruk
e re
exí(ultraprodukty, skládání, podre
exe, direktní limity).Sek
e 2.4 obsahuje dva pøíklady minimální
h re
exí se zajímavými vlastnostmi,pokusíme se ukázat, ¾e pøinejmen¹ím nìkteré z vý¹e zmínìný
h tøíd minimální
hre
exí spolu nesplývají.V kapitole 3 re
exe opustíme a budeme se vìnovat axiomu silného výbìru, který4



postuluje existen
i vzájemnì jednoznaèného zobrazení univerzální tøídy na tøíduv¹e
h ordinální
h èísel. Pro klasi
kou teorii mno¾in s axiomem regularity je známo,¾e axiom silného výbìru konzervativnì roz¹iøuje obyèejný axiom výbìru, jeho po-u¾itím tedy není mo¾né dokázat pouze o mno¾iná
h ni
 nového. Pro neregulárníteorii mno¾in v¹ak zmínìná konzervativita neplatí. Pøesto se nám podaøí popsatmno¾inové dùsledky axiomu silného výbìru pomo
í jednodu
hého s
hematu axi-omù a doká¾eme konzervativitu axiomu silného výbìru nad takto modi�kovanouteorií mno¾in. Proto¾e UT axiom silného výbìru obsahuje, obdr¾íme jako dùsledektaké popis fragmentu UT v základním jazy
e teorie mno¾in.1.1 Základní pojmyJak jsme ji¾ pøedeslali, vìt¹í èást této diplomové prá
e se bude odehrávat v tzv.univerzální teorii, UT, její¾ axiomatiku ve struènosti popí¹eme. Základem UTje Zermelo-Fraenklova teorie mno¾in bez regularity, ZF� (s jazykem obsahují
ímpouze binární predikát 2 pro rela
i nále¾ení mezi mno¾inami), sestávají
í z axiomùextenzionality, dvoji
e, sjedno
ení, poten
e a nekoneèna a s
hemat axiomù vydìlenía nahrazení.Budeme pou¾ívat pojmy a symboly bì¾né v teorii mno¾in, jako jsou napøíkladuspoøádaná dvoji
e hx; yi, skládání funk
í Æ, obraz mno¾iny pøes rela
i R00X , re-strik
e zobrazení F � X , dom(R), rng(R), !, V, On, Id a dal¹í. Místo Id � Xbudeme nìkdy psát IdX . Symbolem P(X) oznaèujeme poten
i tøídy X . Vlastnítøídy oznaèujeme v¾dy velkými písmeny, malá písmena rezervujeme pro mno¾iny.Zkratkou ZFC� znaèíme roz¹íøení ZF� o axiom výbìru. Teorie ZFS� má oprotiZF� naví
 unární funkèní symbol C a tzv. axiom silného výbìru, který øíká, ¾e Cje vzájemnì jednoznaèné zobrazení univerzální tøídy na tøídu v¹e
h ordinálù:(ASC) 8x C(x) 2 On & 8� 2 On 9 ! x C(x) = �S
hemata vydìlení a nahrazení musíme ov¹em roz¹íøit na v¹e
hny formule jazykah2;Ci. Teorie ZF, ZFC a ZFS získáme ze ZF�, ZFC� a ZFS� pøidáním axiomuregularity.De�ni
e 1.1.1 Tøída X je tranzitivní, psáno Trans(X), jestli¾e ka¾dý prvek Xje zároveò èástí X . Relaèní strukturou rozumíme dvoji
i A = hA;Ri, kde A jeneprázdná tøída a R binární rela
e na A. Struktura A je extenzionální, jestli¾e prolibovolné rùzné prvky a; b 2 A platí R�100fag 6= R�100fbg.Jsou-li A = hA;Ri a B = hB;Si dvì relaèní struktury, øekneme, ¾e A je pod-strukturou B nebo-li ¾e B je roz¹íøením A, pokud A � B a R = S\ (A�A). Pí¹emepotom A � B. Je-li A � B, tak B kon
ovì roz¹iøuje A (symboli
ky A � B), jestli¾eplatí S�100A � A, tj. R = S \ (B �A).Ne
h» A = hA;Ri a B = hB;Si jsou relaèní struktury. Bijek
i F : A ! Bnazveme izomor�zmem struktur A a B, pokud pro ka¾dé a; a0 2 A platí ha; a0i 2 Rprávì tehdy, kdy¾ hF (a); F (a0)i 2 S. Pí¹eme potom F : A ' B. Je-li F : A ' C � B,oznaèujeme F té¾ jako izomorfní vnoøení A do B.Pro libovolnou tøídu T de�nujeme 2T= fhx; yi 2 T � T ; x 2 yg.5



De�ni
e 1.1.2 Teorie UT je roz¹íøením ZFS� o axiom superuniverzality:(ASU) Trans(t); ht;2ti � ha; ei; ha; ei extenzionální !! 9t0 � t 9f : ha; ei ' ht0;2t0i (Trans(t0)&f � t � Id)Axiom superuniverzality navrhl M. Bo�a v [Bof72℄, bývá proto té¾ oznaèován jakoBo�ùv axiom.De�ni
e 1.1.3 Ne
h» ' je mno¾inová formule (tj. formule v jazy
e h2i) a X ne-prázdná tøída. Relativiza
e ' do X je formule 'X , kterou získáme z ' omezenímv¹e
h kvanti�kátorù do tøídy X , tj. nahrazením v¹e
h podformulí tvaru9x  (x; : : : ) nebo 8x  (x; : : : )formulemi 9x (x 2 X& (x; : : : )) nebo 8x (x 2 X !  (x; : : : ));které pí¹eme zkrá
enì jako 9x 2 X  (x) a 8x 2 X  (x).Obe
nìji, je-li A = hA;Ei relaèní struktura, oznaèuje '(A) formuli, kterou zís-káme z ' omezením v¹e
h kvanti�kátorù do A a nahrazením v¹e
h podformulí tvarux 2 y formulemi hx; yi 2 E. Je tedy 'X ekvivalentní '(hX;2Xi). Platí-li '(A), kde 'je senten
e, øíkáme také, ¾e A je modelem ', 
o¾ zapisujeme A � '.Formule ' se nazývá omezená, jsou-li v¹e
hny výskyty kvanti�kátorù ve ' tvaru9x 2 y  nebo 8x 2 y  .De�ni
e 1.1.4 Buïte A, B relaèní struktury. Zobrazení F : A ! B nazvemeelementárním vnoøením, pokud pro ka¾dou mno¾inovou formuli '(x1; : : : ; xn) platí8a1; : : : ; an 2 A ('(A)(a1; : : : ; an)$ '(B)(F (a1); : : : ; F (an)):Struktura A je elementární podstrukturou struktury B, je-li identita Id � A elemen-tární vnoøení A do B. Potom té¾ pí¹eme A 4 B.Re
exe je dvoji
e hH;W i, kde W je tranzitivní tøída a H : hV;2Vi ! hW;2W ije elementární vnoøení.Poznámka 1.1.5 Ka¾dý izomor�zmus je elementární vnoøení. Je-li '(x1; : : : ; xn)omezená formule a A � B, platí '(A)(a1; : : : ; an) $ '(B)(a1; : : : ; an) pro ka¾déa1; : : : ; an 2 A. Spe
iálnì tento vztah platí, jsou-li U � W dvì tranzitivní tøídy,A = hU;2U i a B = hW;2W i. V tomto kontextu øíkáme, ¾e formule ' je absolutnípro U a W .Poznámka 1.1.6 V de�ni
i re
exe se zpravidla je¹tì po¾aduje, aby tøída W bylaskorouniverzální. Pro na¹e úèely v¹ak tato podmínka nebude potøeba. Naví
 uvi-díme, ¾e ka¾dá minimální re
exe (viz de�ni
i 2.1.1) je skorouniverzální automati
ky,
o¾ vyplývá z lemmatu 2.1.2.V regulární teorii mno¾in ZFC se elementární vnoøení univerzální tøídy takøkanevyskytují a jeji
h existen
e úz
e souvisí s existen
í mìøitelný
h kardinálù. Jeden6



z dùsledkù Bo�ova axiomu je, ¾e v UT lze sestrojit bohatou ¹kálu rùzný
h re
exí.Klíèové je zde následují
í tvrzení, které podstatnì zobe
òuje klasi
kou Mostowskéhovìtu o kolapsu.De�ni
e 1.1.7 Relaèní struktura A = hA;Ei se nazývá úzká, je-li E�100fag mno-¾ina pro ka¾dé a 2 A.Tvrzení 1.1.8 (Prin
ip univerzality.) Ne
h» A je úzká extenzionální relaèní struk-tura. Pak existuje tranzitivní tøída T a izomor�zmus F : A ' hT;2T i.Dùkaz:Pomo
í axiomu silného výbìru si oèíslujeme (ne nutnì prostì) A = fx�; � 2 Ong.Proto¾e struktura A = hA;Ei je úzká, lze induk
í podle � sestrojit posloupnostmno¾in fha�; e�ig�2On tak, ¾e pro ka¾dé � < � platí x� 2 a� a ha� ; e�i � ha�; e�i �A, spe
ielnì A = S�2On a�. Mù¾eme té¾ pøedpokládat, ¾e a0 = ; a a� = S�<� a�pro � limitní.Induk
í podle � sestrojíme posloupnost tranzitivní
h mno¾in t� a izomor�zmùf� : ha�; e�i ' ht�;2t�i tak, aby platilo t� � t� a f� � f� pro ka¾dé � � �. Jezøejmé, ¾e pokud se nám to podaøí, budou T = S�2On t� a F = S�2On f� splòovatzávìr dokazovaného tvrzení.Pro � = 0 staèí polo¾it t0 = f0 = ;. Je-li � limitní, de�nujeme t� = S�<� t�a f� = S�<� f� . Ne
h» koneènì � = �+1. Pro jednodu
host budeme pøedpokládat,¾e t� je disjunktní s a0 = a�+1 r a� . Polo¾mea = t� [ a0;e =2t� [(e�+1 \ (a0 � a0)) [ fhu; vi 2 t� � a0; hf�1� (u); vi 2 e�+1g:Struktura ha; ei je extenzionální a kon
ovì roz¹iøuje ht� ;2t� i, podle axiomu super-univerzality existuje proto tranzitivní mno¾ina t�+1 a izomor�zmus f : ha; ei 'ht�+1;2�+1i, identi
ký na t� . (Mno¾iny t�+1 a f nejsou urèeny jednoznaènì, zvo-líme je proto nìjak kanoni
ky za pomo
i axiomu silného výbìru.) De�nujeme-lif�+1 = f� [ (f � a0), je f�+1 hledaný izomor�zmus a�+1 a t�+1. RDe�ni
e 1.1.9 Podobnost je izomor�zmus f : ht;2ti ' hs;2si, kde t a s jsoutranzitivní mno¾iny. Tøídu v¹e
h podobností znaèíme Sim.Libovolný izomor�zmus F : hV;2Vi ' hV;2Vi oznaèujeme za automor�zmusuniverzální tøídy.Tvrzení 1.1.10 Ka¾dou podobnost lze roz¹íøit na automor�zmus univerzální tøídy.Dùkaz:Induk
í podle � sestrojíme posloupnost podobností ff�g�2On tak, aby pro ka¾dé� < � platilo f � f� � f� a C�1(�) 2 dom(f�) \ rng(f�). Je zøejmé, ¾e potomF = S�2On f� je hledaný automor�zmus.Polo¾íme f0 = f a pro � limitní de�nujeme f� = S�<� f� . Dále ne
h» � = �+1,oznaème x = C�1(�). Potøebujeme sestrojit podobnost f�+1 � f� takovou, ¾e x 27



dom(f�+1)\rng(f�+1). Proto¾e inverzní zobrazení k podobnosti je opìt podobnost,staèí ukázat, ¾e libovolnou podobnost f je mo¾né prodlou¾it do podobnosti g tak,aby x 2 rng(g).Zvolme tranzitivní mno¾inu t takovou, ¾e x 2 t. Opìt budeme pro jednodu
hostpøedpokládat, ¾e a0 = tr rng(f) je disjunktní s dom(f). Oznaèmea = dom(f) [ a0;e =2dom(f) [ 2a0 [fhu; vi 2 dom(f)� a0; f(u) 2 vg:Extenzionální struktura ha; ei kon
ovì roz¹iøuje hdom(f);2dom(f)i, podle axiomusuperuniverzality existuje tranzitivní mno¾ina t0 � dom(f) a izomor�zmus f 0 :ha; ei ' ht0;2t0i identi
ký na dom(f). Potom g = f [ (f 0 � a0)�1 je podobnosta x 2 t � rng(g). RDe�ni
e 1.1.11 Rela
e R na tøídì X je fundovaná, má-li ka¾dá neprázdná pod-mno¾ina a � X R-minimální prvek (
o¾ je x 2 a takové, ¾e R�100fxg \ a = ;).Struktura A = hA;Ei se nazývá fundovaná, je-li rela
e E fundovaná na A. Fundo-vané jádro je tøídaWF = fx; 9t (Trans(t) & x � t& 2t je fundované )g:
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Kapitola 2Minimální re
exe
2.1 Základní vlastnosti minimální
h re
exíDe�ni
e 2.1.1 Re
exe hH;W i se nazývá minimální, pokud W = S rng(H).Lemma 2.1.2 Ne
h» hH;W i je minimální re
exe a x �W . Pak existuje a tak, ¾ex � H(a).Dùkaz:Pro ka¾dé y 2 x zvolme ay tak, ¾e y 2 H(ay), a de�nujme a = Sy2x ay. Potomay � a, tedy H(ay) � H(a) pro ka¾dé y 2 x, tak¾e x � H(a). RDe�ni
e 2.1.3 Tøída X se nazývá kotranzitivní, je-li ka¾dá podmno¾ina X jejímprvkem, tj. P(X) � X . Je-li X � Y , øekneme, ¾e tøída X je kotranzitivní v tøídìY , jestli¾e P(X) \ Y � X .Tvrzení 2.1.4 Ne
h» hH;W i je re
exe, oznaème Z = S rng(H). Pak hH;Zi jeminimální re
exe, hZ;2Zi je elementární podstrukturou hW;2W i, Z je kotranzitivnív W a WFZ = WFW .Dùkaz:Nejprve uká¾eme, ¾e Z je tranzitivní tøída. Je-li x 2 y a y 2 Z, existuje a takové, ¾ey 2 H(a). Ne
h» b je tranzitivní mno¾ina obsahují
í a. Pak H(b) je také tranzitivní(nebo» formule Trans(b) = 8u 2 b 8v 2 u v 2 b je omezená) a platí x 2 y 2H(a) 2 H(b), tedy x 2 H(b) a x 2 Z.Nyní doká¾eme, ¾e Z 4W . Ne
h» ' je libovolná formule a x1; : : : ; xn 2 Z. PodleTarského testu staèí ukázat, ¾e9y 2W 'W (y; x1; : : : ; xn)! 9y 2 Z 'W (y; x1; : : : ; xn):Ne
h» a1; : : : ; an jsou takové mno¾iny, ¾e xi 2 H(ai) pro i = 1; : : : ; n a ne
h» bje mno¾ina splòují
í 9y '(y; u1; : : : ; un) ! 9y 2 b '(y; u1; : : : ; un) pro v¹e
hna
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u1 2 a1, . . . , un 2 an. Díky elementaritì H platí8u1 2 H(a1) : : :8un 2 H(an)(9y 2W 'W (y; u1; : : : ; un)! 9y 2 H(b) 'W (y; u1; : : : ; un));spe
ielnì existuje-li y 2 W splòují
í 'W (y; x1; : : : ; xn), pak lze takové y nalézti v H(b), èili v Z.Z toho ji¾ vyplývá, ¾e hH;Zi je re
exe (a to evidentnì minimální). Je-li toti¾ 'formule, platí'(x1; : : : ; xn)$ 'W (H(x1); : : : ; H(xn))$ 'Z(H(x1); : : : ; H(xn)):Dále uká¾eme, ¾e Z je kotranzitivní v W . Ne
h» x 2 W a x � Z. Pro ka¾dýprvek y 2 x vybereme ay tak, ¾e y 2 H(ay), a polo¾me b = Sfay; y 2 xg. Potomx � H(b), tudí¾ x 2 PW (H(b)) = H(P(b)) a x 2 Z.Proto¾e Z 4 W , staèí k ovìøení rovnosti WFZ = WFW dokázat inkluziWFW � Z. Ne
h» x 2 WFW , pak existuje � 2 OnW tak, ¾e (x 2 p�)W . TøídaOnW je lineárnì uspoøádaná nále¾ením a H 00On � OnW je vlastní tøída, tudí¾existuje � 2 On tak, ¾e � � H(�). Pak ov¹em x 2 (pH(�))W = H(p�), tedy x 2 Z.RPoznámka 2.1.5 Tvrzení 2.1.4 vysvìtluje pojmenování minimální
h re
exí: je-lihH;W i re
exe, je Z = S rng(H) nejmen¹í tranzitivní tøída taková, ¾e hH;Zi jere
exe.De�ni
e 2.1.6 Ne
h» hH;W i je re
exe. Pak re
exe hH;S rng(H)i se nazývá (mi-nimální) jádro re
exe hH;W i.Uvidíme, ¾e pøedpoklady tvrzení 2.1.4 lze podstatnì zeslabit. Dùkaz se tím ov¹emponìkud zkomplikuje, proto nejprve uvedeme nìkolik pomo
ný
h de�ni
 a lemmat.De�ni
e 2.1.7 (Lévyho hierar
hie.) �0 = �0 = �0 jsou omezené formule. Dálede�nujeme induk
í �n+1 jako tøídu formulí tvaru 9x ', kde ' 2 �n, a duálnì �n+1jako tøídu v¹e
h formulí 8x ' pro ' 2 �n.Øekneme, ¾e formule ' je �n (resp. �n) v teorii T , je-li v této teorii ekvivalentnínìjaké �n (resp. �n) formuli.Axiom kolek
e pro formuli '(z; z1; : : : ; zn) je formule8x 9y 8z1; : : : ; zn 2 x (9z '(z; z1; : : : ; zn)! 9z 2 y '(z; z1; : : : ; zn)):S
héma axiomù kolek
e pro v¹e
hny formule budeme znaèit Coll, s
héma kolek
epro �n (resp. �n) formule budeme (analogií podle úzu obvyklého v podsystéme
hPeanovy aritmetiky) oznaèovat jako B�n (resp. B�n).Symbol ZFweak bude zastupovat pomo
nou teorii s axiomy extenzionality, dvo-ji
e a sjedno
ení.
10



Lemma 2.1.8 Ne
h» n > 0. V ZFweak je tøída v¹e
h �n-formulí uzavøena nakonjunk
i, disjunk
i a (omezené i neomezené ) existenèní kvanti�kátory, tøída �n-formulí je uzavøená na konjunk
i, disjunk
i a univerzální kvanti�kátory. V teoriiZFweak +B�n�1 jsou tøídy �n a �n uzavøené na omezenou kvanti�ka
i.Dùkaz:Ne
h» ' = 9x1 8x2 � � �Qxn #(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yk) je �n-formule, pøièem¾ Q je 9nebo 8 podle parity n. Pak formule 9y1 ' je v ZFweak ekvivalentní9u 8x2 � � �Qxn 9v; w 2 u 9y1; x1 2 v(#(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yk) & v = fy1; x1g& w = fx1g& u = fv; wg);kde 
 = fa; bg je zkratka za �0-formuli a 2 
 & b 2 
 & 8d 2 
 (d = a _ d = b)(tj. dvojí existenèní kvanti�kátor nahradíme jedním pomo
í uspoøádané dvoji
e).Tedy tøída �n je uzavøená na existenèní kvanti�ka
i a duálnì �n je uzavøená nauniverzální kvanti�ka
i. Z toho se ji¾ snadno induk
í podle n odvodí, ¾e obì tytotøídy jsou uzavøeny na konjunk
i a disjunk
i.Druhou èást lemmatu doká¾eme induk
í podle n. Staèí po
hopitelnì ovìøit, ¾etøída �n je v ZFweak+B�n�1 uzavøená na univerzální omezenou kvanti�ka
i. Buïtedy 9x '(x; u; z1; : : : ; zn) nìjaká �n-formule, ' 2 �n�1. Pou¾itím B�n�1 zjistíme,¾e 8u 2 y 9x '(x; u; z1; : : : ; zn)$ 9w 8u 2 y 9x 2 w '(x; u; z1; : : : ; zn);formule napravo je ov¹em �n podle indukèního pøedpokladu (resp. je �n pøímoz de�ni
e, pokud n = 1 | v tomto pøípadì nemáme ¾ádný indukèní pøedpokladk dispozi
i). RDe�ni
e 2.1.9 Ne
h» A a B jsou dvì relaèní struktury. Øekneme, ¾e A je n-elementární podstruktura B, psáno A �n B, pokud A je podstruktura B a proka¾dou �n-formuli ' a pro v¹e
hna a1; : : : ; an 2 A platí'(A)(a1; : : : ; an)$ '(B)(a1; : : : ; an):Vìta 2.1.10 Ne
h» hU;2U i je 0-elementární podstruktura hV;2Vi, která je mo-delem ZFweak + Coll. Oznaème Z = SU . Pak Z je tranzitivní tøída a hU;2U i 4hZ;2Zi.Dùkaz:Tøída Z je tranzitivní: ne
h» x 2 y 2 Z, zvolme a 2 U takové, ¾e y 2 a. Proto¾eU � ZFweak, existuje b 2 U tak, ¾e (b = S a)U . Formule b = S a je �0 a U �0 V,tak¾e b je skuteèné sjedno
ení mno¾iny a, spe
ielnì x 2 b a x 2 Z.V pøedpoklade
h máme U �0 V a z tranzitivity Z plyne Z �0 V, dále U � Zdíky uzavøenosti U na dvoji
e, tedy také U �0 Z.Tøída Z je model ZFweak: ka¾dá tranzitivní tøída je modelem axiomu extenzi-onality. Ne
h» x; y 2 Z, zvolíme a; b tak, ¾e x 2 a 2 U a y 2 b 2 U . Proto¾e U jemodel axiomu dvoji
e a s
hématu kolek
e, existuje 
 2 U takové, ¾e(8u 2 a 8v 2 b 9w 2 
 w = fu; vg)U :11



Uvedená formule je omezená, platí proto i v Z. Z toho dostáváme, ¾e (9w w =fx; yg)Z . Podobnì lze ovìøit, ¾e Z je modelem axiomu sjedno
ení.Induk
í podle n nyní uká¾eme, ¾e(i) U �n+1 Z(ii) (B�n)ZPøedpokládejme, ¾e pro n � 1 obì tvrzení platí nebo ¾e n = 0. Ne
h» 9x '(x) je�n+1-formule s parametry z U , pøièem¾ ' 2 �n. Z indukèního pøedpokladu resp.z U �0 Z dostáváme, ¾e(9x '(x))U ! 9x 2 U 'U (x)! 9x 2 U 'Z(x)! 9x 2 Z 'Z(x)! (9x '(x))Z :V opaèném smìru máme(9x '(x))Z ! 9x 2 Z 'Z(x)! 9a 2 U 9x 2 a 'Z(x)!! 9a 2 U (9x 2 a '(x))Z :Pokud n = 0, je formule  = 9x 2 a '(x) omezená. V pøípadì n > 0 vyplýváz indukèního pøedpokladu, ¾e U i Z splòují ZFweak+B�n�1, podle lemmatu 2.1.8je  v této teorii ekvivalentní nìjaké �n-formuli. V obou pøípade
h dostávámez U �n Z, ¾e9a 2 U (9x 2 a '(x))Z ! 9a 2 U (9x 2 a '(x))U ! (9x '(x))U :Ovìøili jsme, ¾e U �n+1 Z, zbývá ukázat, ¾e Z � B�n. Ne
h» '(z; z1; : : : ; zk) je�n-formule a x 2 Z libovolné. Existuje a 2 U tak, ¾e x 2 a, dále b = S a 2 U .Podle (Coll)U najdeme 
 2 U splòují
í(8z1; : : : ; zn 2 b (9z '(z; z1; : : : ; zn)! 9z 2 
 '(z; z1; : : : ; zn)))U :Tato formule je podle lemmatu 2.1.8 �n+1 v ZFweak + B�n�1, tudí¾ díky ji¾ do-kázanému U �n+1 Z platí(8z1; : : : ; zn 2 b (9z '(z; z1; : : : ; zn)! 9z 2 
 '(z; z1; : : : ; zn)))Z :Zároveò x � b, tak¾e(9y 8z1; : : : ; zn 2 x (9z '(z; z1; : : : ; zn)! 9z 2 y '(z; z1; : : : ; zn)))Z : RVìta 2.1.11 Existuje �0-formule #(x1; : : : ; xn) taková, ¾e následují
í podmínkyjsou ekvivalentní pro libovolnou tøídu H :(i) hH;S rng(H)i je minimální re
exe(ii) H je zobrazení H : V ! V a platí8x1; : : : ; xn (#(x1; : : : ; xn)! #(H(x1); : : : ; H(xn))):12



Dùkaz:Ne
h» Tr�1(e; x) = 9w �(e; x; w) je univerzální �1-formule, kde � 2 �0. Je-li tedy'(x) libovolná �1-formule s nejvý¹e jednou volnou promìnnou, platí (resp. v ZF�je dokazatelné) 8x ('(x) $ Tr�1(p'q; x));kde p'q je kód formule '. Budeme pøedpokládat, ¾e kódy v¹e
h formulí jsou dìdiènìkoneèné mno¾iny z fundovaného jádra, tj. prvky p!. (U bì¾ný
h konstruk
í univer-zální formule jsou tyto kódy dokon
e pøirozená èísla.) Ne
h» #(x1; : : : ; x7) oznaèujeformuli x1 = x2 [ fx3g& x4 = ;& �(x5; x6; x7);pøesnìji následují
í omezenou formuli:(8u 2 x1 (u 2 x2 _ u = x3) & x3 2 x1 & 8u 2 x2 u 2 x1)&& (8u 2 x4 u 6= u) & �(x5; x6; x7):Ne
h» nejprve H : V !W = S rng(H) je minimální re
exe. Potom zøejmì platí#(x1; : : : ; x7)! #W (H(x1); : : : ; H(x7))! #(H(x1); : : : ; H(x7));nebo» # je omezená formule.Pøedpokládejme naopak, ¾e H : V ! V za
hovává formuli #. Potom zjevnìplatí H(;) = ; a H(x [ fyg) = H(x) [ fH(y)g, tudí¾ H je identi
ké na p! a za
ho-vává uspoøádané n-ti
e. Ne
h» '(x1; : : : ; xn) je libovolná �0-formule, ne
h»  (x) jetaková omezená formule, ¾e8x1 � � � 8xn ('(x1; : : : ; xn)$  (hx1; : : : ; xni)):Potom '(x1; : : : ; xn) !  (hx1; : : : ; xni)! 9w �(p q; hx1; : : : ; xni; w)! 9w �(H(p q); H(hx1; : : : ; xni); H(w))! 9u �(p q; hH(x1); : : : ; H(xn)i; u)!  (hH(x1); : : : ; H(xn)i)! '(H(x1); : : : ; H(xn));tak¾e H je �0-elementární zobrazení. Oznaème U = rng(H). Formule x = y a x 2 yjsou omezené, tudí¾ H je izomor�zmus hV;2Vi a hU;2U i, spe
ielnì U je modelZFC� + Coll. Dále pro ' 2 �0 a x1; : : : ; xn 2 U platí'U (x1; : : : ; xn)$ '(H�1(x1); : : : ; H�1(xn))$ '(x1; : : : ; xn);tak¾e U �0 V. Podle vìty 2.1.10 je W = SU tranzitivní tøída a U 4 W , tak¾ehH;W i je (minimální) re
exe. R13



Poznámka 2.1.12 Vìty 2.1.10 a 2.1.11 podstatnì zobe
òují tvrzení 2.1.4. Za zmín-ku stojí je¹tì jeden dùsledek 2.1.11. Zatím
o pùvodní de�ni
e re
exe zahrnuje neko-neèné s
héma formulí, 
o¾ komplikuje formaliza
i nìkterý
h faktù o re
exí
h v UT,podle 2.1.11 lze minimální re
exe popsat jednou mno¾inovou formulí (s tøídovýmparametrem). O minimální
h re
exí
h lze tedy v UT mluvit stejným zpùsobemjako napø. o tranzitivní
h tøídá
h. (Uvidíme dále, ¾e podobným zpùsobem lze po-psat i re
exe, je¾ nejsou minimální.)Tvrzení 2.1.10 a role s
hématu kolek
e v jeho dùkazu úz
e souvisí s teorií modelùelementární aritmetiky:Vìta 2.1.13 (Gaifman)(i) A �0 B � Q+; A � PA ! A 4 Â, kde Â = fx 2 B; 9a 2 A x �B ag(ii) A � B; A;B � I�0 +EXP ! A �0 B(Q+ je Robinsonova aritmetika plus komutativní, aso
iativní a distributivní zákonpro sèítání a násobení.) RZatím
o první èást tohoto tvrzení má bezprostøední analogii v 2.1.10, jeho druháèást tak pøímoèarou paralelu nedovoluje. Prostým pøenesením Gaifmanovy vìtyby
hom dostali, ¾e pøedpoklad U �0 V v tvrzení 2.1.10 je vlastnì zbyteèný a formuli# z tvrzení 2.1.11 lze volit bezkvanti�kátorovou. To v¹ak není pravda. (Ne ka¾déizomorfní vnoøení z V do V je re
exe.)Problém je v tom, ¾e 2.1.13 se podstatnì opírá o Matijasevièovu vìtu [Mat70℄,resp. o její formaliza
i v I�0 +EXP , která pro Lévyho hierar
hii neplatí. V jazy
eteorie mno¾in nejsou, na rozdíl od aritmetiky, ¾ádné funkèní symboly, proto jsouotevøené formule 2-jazyka veli
e 
hudé. Jistou analogii ke Gaifmanovì (a Matijase-vièovì) vìtì lze pøesto vyslovit pomo
í klasi�ka
e omezený
h formulí:De�ni
e 2.1.14 �b0 = �b0 = �b0 je tøída v¹e
h otevøený
h formulí. �bn+1 je nejmen¹ítøída formulí obsahují
í �bn[�bn a uzavøená na konjunk
i, disjunk
i a omezené exis-tenèní kvanti�kátory. �bn+1 je nejmen¹í tøída formulí obsahují
í �bn[�bn a uzavøenána konjunk
i, disjunk
i a omezené univerzální kvanti�kátory.Je-li � tøída formulí, tak 9� (8�) znaèí uzávìr � na existenèní (univerzální)kvanti�ka
i.Není tì¾ké ukázat, ¾e v ZFC� + Coll je ka¾dá �1-formule ekvivalentní nìjaké9�b2-formuli. Na druhou stranu je mo¾né sestrojit þskoro-re
exiÿ, která za
hováváv¹e
hny �b2-formule (dokon
e 98-formule), ale nikoli �b2-formule. (Dùkazy tì
htofaktù zde neuvádíme, proto¾e ponìkud pøekraèují ráme
 této prá
e a jeji
h délkanení úmìrná dosa¾enému výsledku.) Odtud dostáváme následují
í tvrzení.Tvrzení 2.1.15 Lze sestrojit �b2-formuli # splòují
í závìr 2:1:11. Tvrzení 2:1:11v¹ak neplatí pro ¾ádnou mno¾inu �b2-formulí. RJak jsme se ji¾ zmínili na zaèátku této poznámky, podíváme se krát
e na obe
né(neminimální) re
exe. 14



Tvrzení 2.1.16 Existuje senten
e  jazyka h2i, dokazatelná v UT, s následují
ívlastností: jsou-li Z � W dvì tranzitivní tøídy takové, ¾e Z je kotranzitivní v W ,OnZ = OnW a Z i W jsou modely  , pak Z 4W .Dùkaz:Budeme postupovat, jakoby Z i W byly modely UT (resp. UT2 = f' 2 F0h2i;UT ` 'g = ZFT� + ASU , srov. 3.1.7 a 3.1.3), z dùkazu bude patrné, ¾e jsme veskuteènosti pou¾ili jen jistou koneènou podteorii UT2.K ovìøení Z 4W staèí ukázat, ¾e pro ka¾dé x1; : : : ; xn 2 Z a libovolnou formuli' platí 9u 2W 'W (u; x1; : : : ; xn)! 9u 2 Z 'W (u; x1; : : : ; xn):Pøedpokládejme, ¾e u 2W a 'W (u; x1; : : : ; xn). Zvolme tranzitivní mno¾iny x 2 Za y 2 W tak, ¾e x1; : : : ; xn 2 x, x � y a u 2 y. Dále ne
h» g0 : (y r x) ! OnW jeprosté zobrazení, g0 2 W a rng(g0) \ x = ;. Polo¾íme g = g0 [ (Id � x), a = rng(g)a e = fhg(v); g(w)i; v 2 w 2 yg. Mno¾iny g, a a e le¾í ve W , a i e jsou èásti Z,podle pøedpokladù proto ha; ei 2 Z. Extenzionální struktura ha; ei kon
ovì roz¹iøujehx;2xi, podle axiomu superuniverzality (v Z) existuje tranzitivní mno¾ina t 2 Za izomor�zmus h : ha; ei ' ht;2ti identi
ký na x, h 2 Z. De�nujeme-li f = h Æ g, jef 2W podobnost, f(xi) = xi pro i = 1; : : : ; n a f(u) 2 Z.K dokonèení dùkazu staèí ovìøit, ¾e ka¾dá podobnost v W je èásteèné elemen-tární vnoøení struktury hW;2W i do sebe, tj.8f 2 SimW 8v1; : : : ; vn 2 dom(f) ('W (v1; : : : ; vn)$ 'W (f(v1); : : : ; f(vn))pro libovolnou formuli '. (Ka¾dou podobnost lze v UT roz¹íøit na automor�zmusuniverzální tøídy a ten je zjevnì elementárním vnoøením, ov¹em toto tvrzení sepodstatnì opírá o axiom silného výbìru a ten nemù¾eme v W zaruèit.)Postupujeme induk
í podle slo¾itosti formule '. Pro atomi
ké formule tvrzeníplatí podle de�ni
e podobnosti. Indukèní kroky pro výrokové spojky jsou triviální.Pøedvedeme indukèní krok pro existenèní kvanti�kátor. Staèí ovìøit implika
i zlevadoprava, nebo» inverzní zobrazení k libovolné podobnosti je opìt podobnost. Ne
h»tedy 9w 2 W 'W (w; v1; : : : ; vn), nìjaké w si za�xujeme. Jednodu
hou aplika
íaxiomu superuniverzality (v W ) najdeme podobnost g � f , g 2 W takovou, ¾ew 2 dom(g). Podle indukèního pøedpokladu 'W (g(w); g(v1); : : : ; g(vn)), tedy také9w 2W 'W (w; f(v1); : : : ; f(vn)). RDùsledek 2.1.17 Ne
h» # je formule z 2:1:11 a  senten
e z 2:1:16. Pak následují
ípodmínky jsou ekvivalentní pro libovolné tøídy H a W :(i) hH;W i je re
exe(ii) H je zobrazení V do tranzitivní tøídy W , platí  W , Z = S rng(H) je kotran-zitivní v W a8x1; : : : ; xn (#(x1; : : : ; xn)! #(H(x1); : : : ; H(xn))):15



Dùkaz:(i)!(ii): podle 2.1.4 je hH;Zi minimální re
exe a Z je kotranzitivní v W . Naví
 W , proto¾e W je elementárnì ekvivalentní s V, a H pøená¹í platnost omezenéformule #.(ii)!(i): podle 2.1.11 je hH;Zi minimální re
exe, spe
ielnì Z je tranzitivnía  Z . Díky kotranzitivitì Z v W je OnZ = (OnW ) \ Z. Naví
 OnZ � H 00Onje vlastní tøída a OnW je lineárnì uspoøádané pomo
í 2 (resp. lze volit  tak, ¾e ` 8x; y 2 On (x 2 y _ x = y _ y 2 x)), tudí¾ OnZ = OnW . Podle 2.1.16 je protoZ 4W , tak¾e i hH;W i je re
exe. R2.2 Kotranzitivní re
exeDe�ni
e 2.2.1 Re
exi hH;W i nazveme kotranzitivní, je-li W kotranzitivní tøída.Re
exe hH;W i je triviální, pokud W = rng(H).Lemma 2.2.2 Ne
h» W je tranzitivní tøída obsahují
í fundované jádro, která jeuzavøená na spoèetné podmno¾iny. Pak (WF)W = WF.Dùkaz:Je-li x 2WF, tak té¾ tranzitivní obal TC(fxg) =: y le¾í ve WF a tedy veW . Ka¾dáneprázdná podmno¾ina y má 2-minimální prvek a ten také le¾í ve WF �W , tak¾ex 2 (WF)W .Ne
h» x 2W nWF. Existuje funk
e f : ! !W taková, ¾e f(0) = x a f(n+1) 2f(n) pro ka¾dé n 2 !. Je-li y 2 W tranzitivní mno¾ina (tato vlastnost je �0 a tudí¾absolutní mezi W a V) a x 2 y, tak rng(f) je neprázdná podmno¾ina y bez 2-minimálního prvku. Zároveò rng(f), jako¾to spoèetná podmno¾ina W , le¾í ve W ,tak¾e je svìdkem pro x 62 (WF)W . RLemma 2.2.3 Ne
h» hH;W i je re
exe a (WF)W = WF. Pak H je identi
ké naWF.Dùkaz:Oznaème F = H � WF. Pak F je zobrazení WF do sebe a pro libovolnou formuli'(x1; : : : ; xn) s parametry ve WF platí'WF(x1; : : : ; xn) $ ('WF)W (H(x1); : : : ; H(xn))$ '(WF)W (F (x1); : : : ; F (xn))$ 'WF(F (x1); : : : ; F (xn));èili F je elementární vnoøení WF do sebe. Tøída WF je modelem ZFC (vèetnìs
hématu nahrazení pro formule odvolávají
í se na funk
i F ), podle Kunenovy ba-riéry [Kun71℄ musí tedy být F = Id � WF. RTvrzení 2.2.4 Ne
h» hH;W i je re
exe identi
ká na On. Pak její jádro je triviálníkotranzitivní re
exe, identi
ká na WF. 16



Dùkaz:Nejprve uká¾eme, ¾e minimální jádro H je triviální, tj. rng(H) je tranzitivní tøída.Ne
h» H(x) je libovolný prvek rng(H). Existuje kardinál { a bijek
e f : { � x,pak H(f) je bijek
e mezi { = H({) a H(x). Je-li y libovolný prvek H(x), existuje� 2 { tak, ¾e y = (H(f))(�). Pak ov¹emy = (H(f))(�) = (H(f))(H(�)) = H(f(�));tedy y 2 rng(H).rng(H) je také kotranzitivní: je-li x � rng(H), oznaème y = H(H�100x). Zøejmìx � y. Je-li u 2 y, pak díky tranzitivitì rng(H) je u = H(v) pro vhodné v. Pakov¹em H(v) 2 H(H�100x), tedy v 2 H�100x a u = H(v) 2 x. Ukázali jsme, ¾e x = y,tudí¾ x 2 rng(H).Podle lemmatu 2.2.2 je (WF)rng(H) = WF, tedy podle 2.2.3 je H identi
ké naWF. RDùsledek 2.2.5 Ka¾dá kotranzitivní re
exe má triviální a kotranzitivní jádro a jeidenti
ká na WF.Dùkaz:Kotranzitivní re
exe je podle 2.2.2 a 2.2.3 identi
ká na WF, podle 2.2.4 je tedy jejíjádro triviální a kotranzitivní. R2.3 Klasi�ka
e minimální
h re
exíDe�ni
e 2.3.1 Oznaème X [u℄ = ff(u); f 2 X funk
e, u 2 dom(f)g, dále po-lo¾me X [[v℄℄ = Su2vX [u℄.Ne
h» hH;W i je re
exe, oznaème S = rng(H). Re
exe hH;W i se nazývá� jednodu
há, pokud existuje d 2W tak, ¾e W = S[d℄,� polojednodu
há, existuje-li podmno¾ina w �W tak, ¾e W = S[[w℄℄.Prin
ip prodlou¾ení pro re
exi hH;W i zní8f : x!W 9g : H(x)!W (g 2 W & f = g ÆH):Minimální re
exe splòují
í prin
ip prodlou¾ení budeme struènì nazývat PP -re
exe.Lemma 2.3.2 Ka¾dá jednodu
há re
exe je polojednodu
há. Ka¾dá polojednodu-
há nebo PP -re
exe je minimální.Dùkaz:Ne
h» hH;W i je polojednodu
há re
exe, tj. W = S[[w℄℄ pro nìjaké w � W . Je-lix 2 W libovolné, tak existuje f 2 S a y 2 w tak, ¾e hy; xi 2 S, tudí¾ W � SSS.Tøída SS je dle 2.1.4 tranzitivní, tudí¾ W = SS a hH;W i je minimální re
exe.Ostatní implika
e jsou triviální. R17



De�ni
e 2.3.3 Ne
h» hH;W i je minimální re
exe a S = rng(H). Jsou-li x a yprvky W , de�nujemex � y $ 9f 2 S (f je funk
e; f(y) = x);x ' y $ 9f 2 S (f je prostá funk
e; f(y) = x):Lemma 2.3.4 Ne
h» hH;W i je minimální re
exe. Rela
e � je kvaziuspoøádání naW , jeho¾ jádro je ekvivalen
e '. Uspoøádání � =' je úzké a tvoøí horní polosvazs nejmen¹ím prvkem [rng(H)℄.Dùkaz:Je zøejmé, ¾e� i ' jsou tranzitivní a re
exivní a ¾e' je symetri
ká rela
e. Evidentnì' � �, uká¾eme, ¾e �\ ��1 � '. Ne
h» f; g 2 S = rng(H) jsou funk
e, f(y) = x,g(x) = y. De�nujme a = fu 2 dom(f); g(f(u)) = ug. Pak x 2 a 2 S a f � a 2 S jeprostá funk
e.Je-li a 2 S a y 2 W , y 2 b 2 S, je f = b � fag 2 S a f(y) = a. Naví
 S jeuzavøené na ekvivalen
i ', tak¾e S je tøída ', která je nejmen¹ím prvkem �= �='.Ne
h» x; y 2 W , tvrdíme, ¾e z = hx; yi je supremem x a y v �. Volme a 2 Stak, ¾e x; y 2 a. Oznaèíme-li f1 a f2 levou resp. pravou projek
i a � a na a, takzøejmì f1; f2 2 S, f1(z) = x a f2(z) = y, tak¾e x; y � z. Je-li naopak x; y � u,volme funk
e g1; g2 2 S tak, ¾e g1(u) = x a g2(u) = y. Oznaème g funk
i, kteráka¾dému v 2 dom(g1) \ dom(g2) pøiøadí dvoji
i g(v) = hg1(v); g2(v)i. Potom g 2 Sa g(u) = z.Ne
h» x 2 W , x 2 a 2 S. Je-li y � x, zvolme funk
i f 2 S tak, ¾e f(x) = y.Mù¾eme pøedpokládat, ¾e dom(f) = a. Ne
h» g 2 S je prosté zobrazení z rng(f) doa takové, ¾e f Æ g = Id � rng(f). Pak y ' g(y) 2 a, tak¾e ka¾dá ekvivalenèní tøída' le¾í
í pod [x℄ obsahuje prvek mno¾iny a, tj. uspoøádání � =' je úzké. RDe�ni
e 2.3.5 Uspoøádání hP;�i nazveme úplnì usmìrnìné, pokud ka¾dá pod-mno¾ina P má v � horní závoru.Lemma 2.3.6 Minimální re
exe je� jednodu
há právì tehdy, kdy¾ má uspoøádání �= � =' nejvìt¹í prvek,� polojednodu
há právì tehdy, kdy¾ je nosiè � mno¾inou,� PP právì tehdy, kdy¾ je � úplnì usmìrnìné uspoøádání.Dùkaz:První bod plyne pøímo z de�ni
. Dále je zøejmé, ¾e minimální re
exe je polojedno-du
há právì tehdy, kdy¾ má � ko�nální podmno¾inu. To je ekvivalentní s tím, ¾e' má pouze mno¾inu ekvivalenèní
h tøíd, nebo» uspoøádání � je úzké.Pøedpokládejme, ¾e � je úplnì usmìrnìné uspoøádání. Je-li f : x!W , zvolmed 2 W tak, ¾e d � f(y) pro v¹e
hna y 2 x. Zvolme a takové, ¾e d 2 H(a), a funk
e18



h(y) splòují
í H(h(y))(d) = f(y), mù¾eme pøedpokládat, ¾e dom(h(y)) = a. De-�nujme g(u) = ((H(h))(u))(d) (to lze: h je funk
e z x, v jejím¾ oboru hodnotjsou funk
e z a, tak¾e H(h) je funk
e pøiøazují
í prvkùm H(x) funk
e de�novanéna H(a) 3 d), pak g 2 W je funk
e a platí g(H(y)) = ((H(h))(H(y)))(d) =(H(h(y)))(d) = f(y).Ne
h» naopak hH;W i je PP -re
exe a x �W , hledáme majorantu x v �. Podleprin
ipu prodlou¾ení existuje funk
e z : H(x)!W , z 2 W tak, ¾e z(H(y)) = y proka¾dé y 2 x. Zvolme a 2 S tak, ¾e rng(z) � a. Je-li y 2 x, de�nujme funk
i f 2 S,f : H(x)a ! a tak, ¾e f(h) = h(H(y)) pro h 2 H(x)a. Potom f(z) = z(H(y)) = y,tak¾e y � z. RDùsledek 2.3.7 Re
exe je jednodu
há právì tehdy, kdy¾ je polojednodu
há a PP .Dùkaz:Úzké uspoøádání má nejvìt¹í prvek právì tehdy, kdy¾ je úplnì usmìrnìné a jehonosiè je mno¾ina. RDe�ni
e 2.3.8 Ne
h» I 6= 0, Z je ultra�ltr na I a hAi; i 2 Ii soubor relaèní
hstruktur, Ai = hAi;2Aii. Pro f; g 2 Qi2I Ai polo¾mef =Z g $ fi 2 I ; f(i) = g(i)g 2 Z;f 2Z g $ fi 2 I ; f(i) 2Ai g(i)g 2 Z:Rela
e =Z je ekvivalen
e kongruentní vzhledem k 2Z , tak¾e mù¾eme de�novatultraprodukt souboru hAi; i 2 Ii podle Z, QI=Z Ai, jako faktorovou strukturuhQi2I Ai;2Zi= =Z .PokudAi = A pro v¹e
hna i 2 I , nazývá se ultraproduktQI=Z A ultramo
ninoustruktury A. V tomto pøípadì té¾ de�nujeme kanoni
ké vnoøení K : A ! QI=Z Apøedpisem K(a) = [I � fag℄=Z .Vìta 2.3.9 ( Lo�s) Ne
h» B = QI=Z Ai je ultraprodukt souboru hAi; i 2 Ii podleultra�ltru Z, ' libovolná formule a f1; : : : ; fn 2 Qi2I Ai. Potom'(B)([f1℄; : : : ; [fn℄) $ fi 2 I ; '(Ai)(f1(i); : : : ; fn(i))g 2 Z;kde [f ℄ znaèí tøídu funk
e f v ekvivalen
i =Z . Spe
ielnì je-li Ai = A pro v¹e
hnai 2 I , tak kanoni
ké vnoøení z A do ultramo
niny QI=Z A je elementární vnoøení.RDe�ni
e 2.3.10 Je-li K zobrazení do nosièe extenzionální úzké relaèní strukturyA = hA;2Ai, oznaèíme dvoji
i hF ÆK;W i za tranzitivní kolaps hK;Ai (zprostøed-kovaný F ), pokud W je tranzitivní tøída a F : A ' hW;2W i.Poznámka 2.3.11 Prin
ip univerzality nám zaruèuje existen
i alespoò jednohotranzitivního kolapsu dvoji
e hK;Ai. Ten v¹ak není urèen jednoznaènì, pokud struk-tura A není fundovaná.Je-li K elementární vnoøení V do úzké relaèní struktury A, tak ka¾dý tranzitivníkolaps hK;Ai je zøejmì re
exe. 19



Vìta 2.3.12 (Pajas [Paj99℄) Jednodu
há re
exe = tranzitivní kolaps ultramo
-niny V, podrobnìji:(i) Je-li Z ultra�ltr na mno¾inì I , je ultramo
nina QI=ZhV;2Vi úzká a ex-tenzionální. Libovolný tranzitivní kolaps hF Æ K;W i kanoni
kého vnoøeníhK;QI=Z Vi je jednodu
há re
exe; polo¾íme-li d = F ([Id � I ℄), platí W =S[d℄, kde S = rng(F ÆK).(ii) Ne
h» hH;W i je jednodu
há re
exe, W = S[d℄, d 2 H(I) 2 S = rng(H).De�nujme Z = fX � I ; d 2 H(X)g a F ([f ℄) = (H(f))(d) pro f : I ! V. PakZ je ultra�ltr na I , F je korektnì de�nované zobrazení a hH;W i je tranzitivníkolaps kanoni
kého vnoøení hK;QI=Z Vi zprostøedkovaný F . RPoznámka 2.3.13 Uvedená vìta 
harakterizuje (a¾ na izomor�zmus) jednodu
hére
exe jako urèitý typ algebrai
ké konstruk
e (ultramo
nina). Ve zbytku této kapi-toly najdeme podobnou algebrai
kou 
harakteriza
i pro minimální re
exe.De�ni
e 2.3.14 Data pro konstruk
i direktní limity ultramo
nin tvoøí následují
íúdaje:� neprázdné nahoru usmìrnìné uspoøádání hP;�i (mù¾e jít i o vlastní tøídu),� soubor fhIp; Zpigp2P , kde Zp je ultra�ltr na neprázdné mno¾inì Ip,� soubor zobrazení ffp;q : Iq ! Ip; p � qg.Naví
 po¾adujeme, aby pro ka¾dé p � q � r a X � Ip platilo:� fp;p = Id � Ip,� fp;r =Zr fp;q Æ fq;r,� X 2 Zp právì tehdy, kdy¾ f�1p;q 00X 2 Zq.Lemma 2.3.15 Ne
h» jsou dána data pro konstruk
i direktní limity, oznaèená jakov 2:3:14. Potom pro p � q pøedpisFp;q([g℄) = [g Æ fp;q℄zadává korektnì de�nované elementární vnoøení Fp;q : QIp=Zp V ! QIq=Zq V. Prov¹e
hna p � q � r platí Fp;p = Id �YIp=Zp V;Fp;r = Fq;r Æ Fp;q ;Kq = Fp;q ÆKp;kde Kp : V!QIp=Zp V je kanoni
ké vnoøení do ultramo
niny.20



Dùkaz:Jsou-li g; h : Ip ! V, platíg =Zp h $ fi 2 Ip; g(i) = h(i)g 2 Zp$ fi 2 Iq ; g(fp;q(i)) = h(fp;q(i))g 2 Zq$ g Æ fp;q =Zq h Æ fp;q;tak¾e Fp;q je korektnì de�nované zobrazení (a je prosté). DáleYIp=Zp V � '([g1℄; : : : ; [gn℄) $ fi 2 Ip; '(g1(i); : : : ; gn(i))g 2 Zp$ fi 2 Iq ; '(g1(fp;q(i)); : : : ; gn(fp;q(i)))g 2 Zq$ YIq=Zq V � '(Fp;q([g1℄); : : : ; Fp;q([gn℄));tudí¾ Fp;q je elementární vnoøení. Zjevnì Fp;p = Id, nebo» fp;p = Id. Je-li p � q � ra g : Ip ! V, platí Fq;r(Fp;q([g℄)) = [g Æ fp;q Æ fq;r℄ a Fp;r([g℄) = [g Æ fp;r℄. Ov¹emfi 2 Ir; g(fp;q(fq;r(i))) = g(fp;r(i))g � fi 2 Ir; fp;q(fq;r(i)) = fp;r(i)g 2 Zr;èili [g Æ fp;q Æ fq;r℄ = [g Æ fp;r℄ a Fp;r = Fq;r Æ Fp;q .Koneènì platí Fp;q(Kp(x)) = Fp;q([Ip�fxg℄) = [(Ip�fxg) Æ fp;q℄ = [Iq �fxg℄ =Kq(x). RDe�ni
e 2.3.16 Direktní limita ultramo
nin urèená daty z 2.3.14 je izomorfnívnoøení K1 : hV;2Vi ! A = hA;2Ai a soubor izomorfní
h vnoøení Fp;1 :QIp=Zp V ! A pro ka¾dé p 2 P , splòují
í� Fp;1 = Fq;1 Æ Fp;q pro v¹e
hna p � q,� K1 = Fp;1 ÆKp pro ka¾dé p 2 P ,� A = Sp2P rng(Fp;1),kdeKp a Fp;q jsou jako v 2.3.15. Vnoøení Fp;1 se nazývají kolimitní injek
e. Budemeté¾ psát struènì A = 
olimp2P YIp=Zp V;budou-li ostatní parametry zøejmé z kontextu.Poznámka 2.3.17 Uvedená de�ni
e silnì pøipomíná de�ni
i urèitého typu ko-limity ve smyslu teorie kategorií. Kategoriální aparát bohu¾el nemù¾eme pou¾ítpøímo, proto¾e (1) þkategorieÿ relaèní
h struktur a izomorfní
h vnoøení mezi niminetvoøí kategorii, nebo» její objekty i mor�zmy jsou vlastní tøídy a je ji
h þpøíli¹mnohoÿ, naví
 (2) potøebujeme konstruovat þkolimityÿ diagramù, které mají vlastnítøídu objektù.Podmínka A = Sp2P rng(Fp;1) by byla v kategoriální de�ni
i nahrazena po-¾adavkem existen
e a jednoznaènosti faktorizují
í
h mor�zmù. Lze nahlédnout, ¾eobì formula
e jsou navzájem ekvivalentní, s kategoriální de�ni
í kolimity by v¹akbyly potí¾e formálního rázu, nebo» obsahuje nìkolik støídají
í
h se tøídový
h kvan-ti�kátorù. 21



Lemma 2.3.18 Direktní limita ultramo
nin i její kolimitní injek
e jsou elementárnívnoøení.Dùkaz:Pou¾ijeme znaèení z 2.3.14 a 2.3.16. Nejprve induk
í podle slo¾itosti formule 'doká¾eme, ¾e pro ka¾dé p 2 P a x1; : : : ; xn 2QIp=Zp V platíYIp=Zp V � '(x1; : : : ; xn) $ A � '(Fp;1(x1); : : : ; Fp;1(xn)):Pro atomi
ké formule to platí, nebo» Fp;1 jsou izomorfní vnoøení. Indukèní krokypro výrokové spojky jsou snadné. Uká¾eme indukèní krok pro existenèní kvanti�ká-tor.Jestli¾e QIp=Zp V � 9y '(y; x1; : : : ; xn), zvolme u 2 QIp=Zp V, které to dosvìd-èuje, potom podle indukèního pøedpokladu Fp;1(u) dosvìdèuje, ¾eA � 9y '(y; Fp;1(x1); : : : ; Fp;1(xn)):Ne
h» naopak A � 9y '(y; Fp;1(x1); : : : ; Fp;1(xn)), zvolme u 2 A tak, ¾eA � '(u; Fp;1(x1); : : : ; Fp;1(xn)):Proto¾e A = Sq2P rng(Fq;1), lze psát u = Fq;1(v). Existuje r � p; q a platíu = Fr;1(Fq;r(v)), mù¾eme rovnou pøedpokládat, ¾e q � p. Pak ov¹emA � '(Fq;1(v); Fq;1(Fp;q(x1)); : : : ; Fq;1(Fp;q(xn)));podle indukèního pøedpokladu QIq=Zq V � '(v; Fp;q(x1); : : : ; Fp;q(xn)). Proto¾eFp;q je elementární vnoøení, dostávámeYIp=Zp V � 9y '(y; x1; : : : ; xn):Zobrazení K1 je elementární vnoøení, nebo» je slo¾ením elementární
h vnoøeníFp;1 ÆKp pro libovolné p 2 P . RLemma 2.3.19 Ka¾dý soubor dat z 2:3:14 urèuje direktní limitu ultramo
nin. Tatodirektní limita je naví
 dána jednoznaènì a¾ na jednoznaènì urèený izomor�zmus,komutují
í s kolimitními injek
emi.Dùkaz:Nejprve doká¾eme uni
itu. Ne
h» K1 : V ! A a K 01 : V ! A0 jsou dvì di-rektní limity s kolimitními injek
emi po øadì fFp;1gp2P a fF 0p;1gp2P . Proto¾eA = Sp2P rng(Fp;1), existuje nejvý¹e jedno zobrazení G : A! A0 splòují
íG(Fp;1(x)) = F 0p;1(x) pro ka¾dé p 2 P a x 2YIp=Zp V:Na druhou stranu tento pøedpis skuteènì de�nuje zobrazení: ne
h» x 2 QIp=Zp V,y 2QIq=Zq V a Fp;1(x) = Fq;1(y). Zvolme r � p; q, potomFr;1(Fp;r(x)) = Fp;1(x) = Fq;1(y) = Fr;1(Fq;r(y));22



tudí¾ Fp;r(x) = Fq;r(y) díky injektivitì Fr;1. Pak ov¹emF 0p;1(x) = F 0r;1(Fp;r(x)) = F 0r;1(Fq;r(y)) = F 0q;1(y):Zobrazení G je zjevnì na, nebo» A0 = Sp2P rng(F 0p;1). Ne
h» a; b 2 A, mù¾emepøedpokládat, ¾e a; b 2 rng(Fp;1). Potoma 2A b $ F�1p;1(a) 2Zp F�1p;1(b) $$ G(a) = F 0p;1(F�1p;1(a)) 2A0 F 0p;1(F�1p;1(b)) = G(b)a podobnì a = b $ F�1p;1(a) = F�1p;1(b) $ G(a) = G(b);tedy G je izomor�zmus.Zbývá ukázat existen
i direktní limity. Oznaème B disjunktní sjedno
eníB = .[p2PYIp=Zp V:Pro hp; xi; hq; yi 2 B de�nujmehp; xi � hq; yi $ 9r � p; q Fp;r(x) = Fq;r(y)hp; xi " hq; yi $ 9r � p; q Fp;r(x) 2Zr Fq;r(y)Rela
e � je zøejmì re
exivní a symetri
ká. Ne
h» hp; xi � hq; yi � hr; zi. Pakpodle de�ni
e existují s � p; q a t � q; r tak, ¾e Fp;s(x) = Fq;s(y) a Fq;t(y) =Fr;t(z). Zvolme u � s; t, potom platí Fp;u(x) = Fs;u(Fp;s(x)) = Fs;u(Fq;s(y)) =Fq;u(y) = Ft;u(Fq;t(y)) = Ft;u(Fr;t(z)) = Fr;u(z), tudí¾ hp; xi � hr; zi. Rela
e � jetedy ekvivalen
e a analogi
kou úvahou lze ukázat, ¾e je kongruentní vzhledem k ",tj. hp; xi " hq; yi � hr; zi ! hp; xi " hr; zi;hp; xi � hq; yi " hr; zi ! hp; xi " hr; zi:Oznaème A faktorovou strukturu hA;2Ai = hB; "i=�. De�nujme pro p 2 P zob-razení Fp;1 : QIp=Zp V ! A pøedpisem Fp;1(x) = [hp; xi℄�. Zøejmì platí A =Sp2P rng(Fp;1). Zobrazení Fp;1 jsou prostá, nebo» v¹e
hna Fp;r jsou prostá zob-razení.K ovìøení Fp;1 = Fq;1 Æ Fp;q si staèí uvìdomit, ¾e hp; xi � hq; Fp;q(x)i.Ne
h» p a q jsou libovolné, zvolme nìjaké r tak, ¾e r � p a r � q. Pak platíFp;1ÆKp = Fr;1ÆFp;rÆKp = Fr;1ÆKr = Fr;1ÆFq;rÆKq = Fq;1ÆKq. De�nujeme-li proto K1 = Fp;1 ÆKp pro nìjaké p 2 P , platí ¾ádaný vztah K1 = Fq;1 ÆKqpro ka¾dé q 2 P .Zbývá je¹tì ovìøit, ¾e Fp;1 jsou izomorfní vnoøení (potom musí být i K1 izo-morfní vnoøení). Jsou-li x; y prvky QIp=Zp V, platíFp;1(x) 2A Fp;1(y) $ hp; xi " hp; yi$ 9r � p Fp;r(x) 2Zr Fp;r(y)$ x 2Zp y;nebo» Fp;r je elementární vnoøení. R23



Lemma 2.3.20 Ne
h» hK1;Ai je kolimita urèená daty z 2:3:14. Pøedpokládejme,¾e K 01 : V ! A0 a F 0p;1 : QIp=Zp V ! A0 jsou izomorfní vnoøení pro ka¾dé p 2 P ,splòují
í F 0p;1 ÆKp = K 01 a F 0q;1 ÆFp;q = F 0p;1 pro p � q. Pak existuje právì jednoizomorfní vnoøení G : A ! A0 splòují
í GÆFp;1 = F 0p;1 pro p 2 P a GÆK1 = K 01.Jsou-li naví
 v¹e
hna F 0p;1 elementární vnoøení, je i G elementární.Dùkaz:Existen
i a jednoznaènost G jsme vlastnì ovìøili v první èásti dùkazu lemmatu2.3.19, dodateèný pøedpoklad A0 = Sp2P rng(F 0p;1) jsme tam pou¾ili pouze k dù-kazu surjektivity G, kterou nyní nepotøebujeme.Pøedpokládejme, ¾e v¹e
hna F 0p;1 jsou elementární vnoøení. Ne
h» ' je libovolnáformule a x1; : : : ; xn 2 A. Proto¾e A = Sp2P rng(Fp;1) a � je usmìrnìné, najdemep 2 P a a1 : : : an 2QIp=Zp V tak, ¾e xi = Fp;1(ai) pro i = 1; : : : ; n. Potom platíA0 � '(G(x1) : : : ; G(xn)) $ A0 � '(F 0p;1(a1); : : : ; F 0p;1(an))$ YIp=Zp V � '(a1; : : : ; an)$ A � '(x1; : : : ; xn)díky elementaritì F 0p;1 a Fp;1. RDùsledek 2.3.21 Ne
h» A = 
olimp2P QIp=Zp V, Q je usmìrnìná èást hP;�i a B =
olimp2Q QIp=Zp V. Pak existuje (právì jedno) elementární vnoøení G : B ! A, kterékomutuje s kolimitními injek
emi. Je-li Q ko�nální v P , je G izomor�zmus. RVìta 2.3.22 Ne
h» je dána direktní limita ultramo
nin A = 
olimp2P QIp=Zp V.(i) Je-li rela
e 2A úzká, je ka¾dý tranzitivní kolaps hK1;Ai minimální re
exe.(ii) Jestli¾e P je mno¾ina, je 2A úzké a libovolný tranzitivní kolaps hK1;Ai jepolojednodu
há re
exe.(iii) Je-li hP;�i úplnì usmìrnìné uspoøádání a je-li 2A úzké, tak ka¾dý tranzitivníkolaps hK1;Ai je PP -re
exe.(iv) Má-li P nejvìt¹í prvek, je 2A úzké a ka¾dý tranzitivní kolaps hK1;Ai jejednodu
há re
exe.Dùkaz:Direktní limita K1 : V ! A je podle 2.3.18 elementární vnoøení, tak¾e A musí býtextenzionální. Je-li naví
 A úzké, lze sestrojit tranzitivní kolaps hK1;Ai. Direktnílimita je urèena a¾ na izomor�zmus, mù¾eme pøedpokládat bez újmy na obe
nosti,¾e pøímo A = hW;2W i je tranzitivní tøída. Proto¾eH = K1 je elementární vnoøení,je hH;W i re
exe. Ka¾dý prvek W je tvaru x = Fp;1([g℄) pro nìjaké p 2 P a g :Ip ! V. Oznaèíme-li y = rng(g), platí g 2Zp Ip�fyg, tudí¾ x 2 Fp;1([Ip�fyg℄) =Fp;1(Kp(y)) = H(y). Dokázali jsme, ¾e W = S rng(H), tedy re
exe hW;Hi jeminimální. 24



De�nujme zobrazení D : P ! W pøedpisem D(p) = Fp;1([Id � Ip℄). ZøejmìD(p) 2 H(Ip). Tvrdíme, ¾e D je homomor�zmus z hP;�i na ko�nální èást hW;�i.Je-li p � q, tak H(fp;q) : H(Iq) ! H(Ip) a platí (H(fp;q))(D(q)) = D(p), nebo»((Iq � ffp;qg)(i))(IdIq (i)) = IdIp(fp;q(i)) pro ka¾dé i 2 Iq . Tudí¾ D(p) � D(q).Je-li x = Fp;1([f ℄) 2 W , platí x � D(p), nebo» (H(f))(D(p)) = x: platí toti¾((Ip � ffg)(i))(IdIp(i)) = f(i) pro i 2 Ip.Je-li tedy hP;�i mno¾ina resp. úplnì usmìrnìné uspoøádání resp. uspoøádánís nejvìt¹ím prvkem, má stejnou vlastnost i uspoøádání �=' (pou¾íváme zde úzkostrela
e �='), podle lemmatu 2.3.6 je re
exe hH;W i polojednodu
há resp. PP resp.jednodu
há.Zbývá ukázat, ¾e struktura A je úzká, pokud P je mno¾ina. Proto¾e A =Sp2P rng(Fp;1) a P je mno¾ina, staèí ovìøit, ¾e ultramo
nina B = QIp=Zp V jeúzká. Ne
h» f : Ip ! V. Pokud fi; f(i) = ;g 2 Zp, nemá [f ℄ v B ¾ádný prvek.V opaèném pøípadì mù¾eme pøedpokládat, ¾e f(i) 6= ; pro ka¾dé i 2 Ip. Je-li[g℄ 2 [f ℄, mù¾eme pøedpokládat, ¾e g(i) 2 f(i) pro ka¾dé i 2 Ip, tak¾e tøídu v¹e
hB-prvkù [f ℄ lze prostì zobrazit do mno¾iny Qi2Ip f(i). RLemma 2.3.23 Uspoøádání hP;�i je úplnì usmìrnìné právì tehdy, kdy¾ má nej-vìt¹í prvek nebo kdy¾ obsahuje ko�nální èást izomorfní On.Dùkaz:Nejvìt¹í prvek majorizuje ka¾dou podmno¾inu P . Je-li (bez újmy na obe
nosti)On � P ko�nální a x � P , zvolme pro ka¾dé y 2 x ordinál �y 2 On, y � �y. Pak� = supf�y; y 2 xg 2 P majorizuje x.Ne
h» P je úplnì usmìrnìné uspoøádání, oèíslujme (ne nutnì prostì) P =fp�; � 2 Ong. Pou¾itím úplné usmìrnìnosti snadno induk
í sestrojíme posloup-nost hq�; � 2 Oni prvkù P tak, ¾e q� � p� a q� � q� pro � � �. Zøejmìfq�; � 2 Ong je ko�nální èást P . Pokud existuje � tak, ¾e q� = q� pro ka¾dé � � �,musí být q� nejvìt¹í prvek P . V opaèném pøípadì lze z posloupnosti hq�; � 2 Onivybrat prostou podposloupnost, ta tvoøí ko�nální èást P izomorfní On. RVìta 2.3.24 Ne
h» hH;W i je minimální re
exe, ne
h» P je ko�nální èást hW;�i,na které je � slabì antisymetri
ké. Zvolme pro ka¾dé p 2 P mno¾inu Ip tak, ¾ep 2 H(Ip), a de�nujme Zp = fX � Ip; p 2 H(X)g. Pro p � q lze volit funk
i fp;q :Iq ! Ip tak, aby (H(fp;q))(q) = p, pøièem¾ fp;p = Id � Ip. Pak dostáváme korektnìzadaný soubor dat pro konstruk
i direktní limity ultramo
nin a platí hH;W i =
olimp2P QIp=Zp V s kolimitními injek
emi Fp;1([g℄) = (H(g))(p) pro g : Ip ! V.Spe
ielnì ka¾dá minimální re
exe je direktní limitou ultramo
nin podle nìjakéhoúzkého uspoøádání hP;�i, pøièem¾ lze volit� P = On s obvyklým uspoøádáním pro PP -re
exi,� jP j = 1 pro jednodu
hou re
exi,� P jako mno¾inu pro polojednodu
hou re
exi.25



Dùkaz:Proto¾e hP;�i je izomorfní ko�nální èásti usmìrnìného úzkého uspoøádání � =',je samo usmìrnìné a úzké. Mno¾ina Zp je ultra�ltr na Ip, nebo» H za
hovávábooleovské opera
e. Funk
e fp;q lze volit podle de�ni
e �, jeji
h domain a rangesnadno upravíme na pøedepsané hodnoty. Je-li p � q � r, platíH(fp;q Æ fq;r)(r) = (H(fp;q))((H(fq;r))(r)) = (H(fp;q))(q) = p = (H(fp;r))(r);tak¾e fi 2 Ir; fp;q(fq;r(i)) = fp;r(i)g 2 Zr. Je-li X � Ip a p � q, platíX 2 Zp $ p 2 H(X)$ (H(fp;q))(q) 2 H(X)$ q 2 H(fi 2 Iq ; fp;q(i) 2 Xg)$ f�1p;q 00X 2 Zq:Pøedpis Fp;1([g℄) = (H(g))(p) korektnì de�nuje prosté zobrazení z QIp=Zp V,nebo» pro g; h : Ip ! V platíg =Zp h $ fi 2 Ip; g(i) = h(i)g 2 Zp$ p 2 H(fi 2 Ip; g(i) = h(i)g)$ (H(g))(p) = (H(h))(p):Zøejmì rng(Fp;1) = S[p℄, kde S = rng(H). Zobrazení Fp;1 je izomor�zmus strukturQIp=Zp V a hS[p℄;2S[p℄i, nebo» pro g; h : Ip ! V mámeg 2Zp h $ fi 2 Ip; g(i) 2 h(i)g 2 Zp$ p 2 H(fi 2 Ip; g(i) 2 h(i)g)$ (H(g))(p) 2 (H(h))(p)$ Fp;1([g℄) 2 Fp;1([h℄):Dále platí Fp;1(Kp(x)) = Fp;1([Ip � fxg℄) = (H(Ip � fxg))(p) = H(x) aFq;1(Fp;q([g℄)) = Fq;1([g Æ fp;q℄) = (H(g Æ fp;q))(q) == (H(g))((H(fp;q))(q)) = (H(g))(p) = Fp;1([g℄):Je-li x 2 W , existuje p 2 P tak, ¾e x � p, tedy x 2 S[p℄ = rng(Fp;1). Jinak øeèenoW = Sp2P rng(Fp;1).Dodatek vìty je dùsledkem lemmat 2.3.6 a 2.3.23. RDùsledek 2.3.25 Je-li hH;W i minimální re
exe a d 2 W , platí S[d℄ 4 W , kdeS = rng(H). RDe�ni
e 2.3.26 Re
exe hH1;W1i je podre
exí re
exe hH2;W2i, pokud existujeelementární vnoøení F : hW1;2W1i ! hW2;2W2i splòují
í F Æ H1 = H2. Je-li Fizomor�zmus, oznaèíme re
exe hH1;W1i a hH2;W2i za izomorfní.26



De�ni
e 2.3.27 Ne
h» G je ultra�ltr na mno¾inì J a pro ka¾dé j 2 J buï Fj ultra-�ltr na Ij . Pak souèin souboru ultra�ltrù fFj ; j 2 Jg podle G, znaèený LJ=G Fj ,je ultra�ltr na mno¾inì K = .Sj2J Ij de�novaný pøedpisemMJ=GFj = fX � K; fj 2 J ; fi 2 Ij ; hj; ii 2 Xg 2 Fjg 2 Gg:Je-li Ij = I a Fj = F pro v¹e
hna j 2 J , pí¹eme té¾ G
 F =LJ=G F .Tvrzení 2.3.28 Re
exe je polojednodu
há právì tehdy, kdy¾ je podre
exí jedno-du
hé re
exe.Dùkaz:Elementární vnoøení jedné re
exe do druhé je zøejmì také izomorfní vnoøení pøí-slu¹ný
h kvaziuspoøádání �, které indukuje vnoøení uspoøádání �= � ='. Z tohoje patrné, ¾e podre
exe (polo-) jednodu
hé re
exe musí být polojednodu
há.Ne
h» hH;W i je polojednodu
há re
exe, podle vìty 2.3.24 ji mù¾eme vyjádøitjako direktní limitu 
olimp2P QIp=Zp V, kde hP;�i je mno¾inové, nahoru usmìrnìnéuspoøádání. Systém ffq 2 P ; q � pg; p 2 Pg podmno¾in P je 
entrovaný, existujeproto ultra�ltr Z na P , který jej roz¹iøuje. Oznaème Q = P [ f�g, I� = .Sp2P Ipa Z� =LP=Z Zp. Dode�nujme q � � pro ka¾dé q 2 Q, f�;� = Id � I� afp;�(hq; ii) = 8<:fp;q(i); pokud q � p;
okoli 2 Ip; jinak.Proto¾e fq 2 P ; fi 2 Iq ; q � pg 2 Zqg = fq 2 P ; q � pg 2 Z, mno¾inafhq; ii; q � p; i 2 Iqg padne do Z�. Na hodnotì fp;� v èásti þjinakÿ proto opravdunezále¾í. Pro X � Ip platífhq; ii; fp;�(q; i) 2 Xg 2 Z� $ fhq; ii; q � p; fp;q(i) 2 Xg 2 Z�$ fq � p; fi 2 Iq ; fp;q(i) 2 Xg 2 Zqg 2 Z$ fq � p; X 2 Zpg 2 Z$ X 2 Zp:Je-li p � q, tak mno¾inafhr; ii; fp;q(fq;�(i)) = fp;�(i)g � fhr; ii; r � q; fp;q(fq;r(i)) = fp;r(i)gpadne do Z�, nebo» fr � q; fi; fp;q(fq;r(i)) = fp;r(i)g 2 Zrg = fr; r � qg 2 Z.Nade�novali jsme tedy data pro konstruk
i direktní limity. Uspoøádání hQ;�i mánejvìt¹í prvek, 
olimq2Q QIq=Zq V je proto jednodu
há re
exe. Ov¹em P je usmìrnìnáèást Q, podle 2.3.21 musí být hH;W i = 
olimp2P QIp=Zp V podre
exí této jednodu
hére
exe. RDe�ni
e 2.3.29 Ne
h» Z je ultra�ltr na mno¾inì I a hHi;Wii re
exe pro i 2 I . Ul-traprodukt souboru re
exí fhHi;Wiigi2I podle ultra�ltru Z, znaèenýQI=ZhHi;Wii,je tranzitivní kolaps dvoji
e hK;QI=ZhWi;2Wiii, kde pro ka¾dé x de�nujemeK(x) = [fhi;Hi(x)i; i 2 Ig℄:27



Lemma 2.3.30 Ultraprodukt souboru re
exí je re
exe.Dùkaz:Ne
h» ' je formule a x1; : : : ; xn 2 V. Podle  Lo�sovy vìty 2.3.9 platíYI=ZWi � '(K(x1); : : : ;K(xn)) $ fi 2 I ; 'Wi (Hi(x1); : : : ; Hi(xn))g 2 Z$ fi 2 I ; '(x1; : : : ; xn)g 2 Z$ '(x1; : : : ; xn);tak¾e K je elementární vnoøení a jeho tranzitivní kolaps je re
exe. Tento tranzitivníkolaps vskutku existuje, nebo» ultraprodukt úzký
h extenzionální
h struktur je úzkýa extenzionální. RDe�ni
e 2.3.31 Ne
h» hP;�i je nahoru usmìrnìné uspoøádání, fhHp;Wpigp2Psoubor re
exí a fFp;q : Wp ! Wq ; p � qg soubor elementární
h vnoøení, spl-òují
í
h Fp;p = Id �Wp, Fp;q ÆHp = Hq a Fq;r ÆFp;q = Fp;r pro p � q � r. Direktnílimita tohoto souboru je izomorfní vnoøení V do tranzitivní tøídy H : V!W spoluse souborem izomorfní
h vnoøení fFp;1 : Wp !Wgp2P , splòují
í
h Fp;1ÆHp = H ,Fq;1 Æ Fp;q = Fp;1 pro p � q a W = Sp2P rng(Fp;1). Pí¹eme struènì hH;W i =
olimp2P hHp;Wpi. Direktní limita se nazývá mno¾inová resp. úplnì usmìrnìná, je-li Pmno¾ina resp. � úplnì usmìrnìné uspoøádání.Lemma 2.3.32 Direktní limita souboru re
exí je re
exe.Dùkaz:Z
ela analogi
ky jako v lemmatu 2.3.18 se uká¾e, ¾e kolimitní injek
e Fp;1 jsouelementární vnoøení, potom i vnoøení H musí být elementární. RPoznámka 2.3.33 Na rozdíl od ultraproduktu nemusí mít ka¾dý soubor re
exídirektní limitu. Analogi
ky jako v 2.3.19 lze si
e najít (a¾ na izomor�zmus jedno-znaènì urèenou) direktní limitu ka¾dého souboru jako vnoøení V do urèité relaènístruktury, tato struktura v¹ak obe
nì nemusí být úzká, jestli¾e P není mno¾ina.De�ni
e 2.3.34 Ne
h» hH1;W1i je re
exe a hH2;W2i minimální re
exe. Jeji
hslo¾ení je dvoji
e hH2 ÆH1;W i, kde W = SfH2(w); w �W1g.Poznámka 2.3.35 De�ni
e slo¾ení má smysl i pro neminimální re
exe hH2;W2i,výsledek v¹ak na W2 nezávisí, obdr¾íme tedy toté¾, jako pøi slo¾ení hH1;W1i s mi-nimálním jádrem H2.Je-li tøída W1 skorouniverzální, platí zjednodu¹ený vztah W = SH200W1.Lemma 2.3.36 Slo¾ení re
exe hH1;W1i a minimální re
exe hH2;W2i je re
exe.Je-li naví
 hH2;W2i = 
olimp2P QIp=Zp V, pak toto slo¾ení je izomorfní
olimp2P YIp=ZphH1;W1i:28



Dùkaz:Ne
h» hH2;W2i = 
olimp2P QIp=Zp V s kolimitními injek
emi Fp;1. Oznaème F 0p;1restrik
i Fp;1 na QIp=Zp W1, tvrdíme, ¾e hH2 Æ H1;W i = 
olimp2P QIp=ZphH1;W1is kolimitními injek
emi F 0p;1.Je-li f : Ip ! W1, platí F 0p;1([f ℄) = (H2(f))(dp), kde dp = Fp;1([Id � Ip℄) 2H2(Ip), tak¾e F 0p;1([f ℄) 2 rng(H2(f)) = H2(rng(f)) �W . Ov¹em Fp;1 je izomorfnívnoøení, tak¾e F 0p;1 je izomorfní vnoøení QIp=Zp W1 do W .Proto¾e vnoøení F 0p;q : QIp=Zp W1 ! QIq=Zq W1 je restrik
e Fp;q a Fq;1 =Fp;1 Æ Fp;q , platí F 0q;1 = F 0p;1 Æ F 0p;q . Dále F 0p;1([Ip � fH1(x)g℄) = H2(H1(x)).Ne
h» x 2 W , tj. x 2 H2(w), w � W1. Existuje p 2 P a g : Ip ! w takové, ¾ex = Fp;1([g℄). Potom [g℄ 2 QIp=Zp W1 a F 0p;1([g℄) = x, tedy W = Sp2P rng(F 0p;1).Ovìøíme je¹tì, ¾e tøída W je tranzitivní. Ne
h» x 2 y 2 W , ne
h» y 2 H2(w),w �W1. Tøída W1 je tranzitivní, existuje proto tranzitivní mno¾ina u �W1 taková,¾e w � u. Pak H2(u) je také tranzitivní a x 2 y 2 H2(u), tedy x 2 H2(u) �W .Proto¾e hH2 ÆH1;W i = 
olimp2P QIp=ZphH1;W1i a ultraprodukt i direktní limitakonstruují z re
exí re
exe, je i hH2 ÆH1;W i re
exe. RVìta 2.3.37(i) Ultraprodukty, slo¾ení, direktní limity a podre
exe minimální
h re
exí jsouminimální re
exe.(ii) (P. Pajas [Paj99℄) Ultraprodukty a slo¾ení jednodu
hý
h re
exí jsou jednodu-
hé re
exe.(iii) Ultraprodukty, slo¾ení, mno¾inové direktní limity a podre
exe polojednodu-
hý
h re
exí jsou polojednodu
hé re
exe.(iv) Ultraprodukty, slo¾ení a úplnì usmìrnìné direktní limity PP -re
exí jsou PP -re
exe.Dùkaz:Ne
h» hH1;W1i je podre
exe minimální re
exe hH2;W2i a F elementární vnoøení,které to dosvìdèuje. Je-li x 2 W1, existuje a tak, ¾e F (x) 2 H2(a) = F (H1(a)),tudí¾ x 2 H1(a) a re
exe hH1;W1i je minimální. Je-li H2 polojednodu
há re
exe,je i H1 polojednodu
há podle 2.3.28.Ne
h» hH;W i = 
olimp2P hHp;Wpi s kolimitními injek
emi Fp;1 a ne
h» re
exehHp;Wpi jsou minimální. Ka¾dý prvek W je tvaru Fp;1(x) pro nìjaké p 2 P a x 2Wp. Zvolme a tak, ¾e x 2 Hp(a), potom Fp;1(x) 2 Fp;1(Hp(a)) = H(a).Pøedpokládejme, ¾e P je mno¾ina a Wp = Sp[[wp℄℄ jsou polojednodu
hé re
exe,Sp = rng(Hp). Oznaème w = Sp2P Fp;100wp, potom w je mno¾ina. Je-li Fp;1(x)libovolný prvek W , existuje funk
e f a d 2 wp tak, ¾e x = (Hp(f))(d), tudí¾Fp;1(x) = (H(f))(Fp;1(d)) 2 S[[w℄℄.Je-li hP;�i úplnì usmìrnìné, v¹e
hny hHp;Wpi PP -re
exe a f : x!W , existujep 2 P tak, ¾e rng(f) � rng(Fp;1). Podle prin
ipu prodlou¾ení pro F�1p;1 Æ f existujefunk
e h 2 Wp, h : Hp(x) ! Wp taková, ¾e Fp;1(h(Hp(y))) = f(y) pro y 2 x.Potom g = Fp;1(h) 2W splòuje g ÆH = f .29



Ne
h» hH;W i = QI=ZhHi;Wii je ultraprodukt souboru minimální
h re
exí,ne
h» F je izomor�zmus F : QI=ZWi ! W komutují
í s pøíslu¹nými vnoøenímiuniverzální tøídy. Je-li F ([f ℄) 2 W , najdeme pro ka¾dé i 2 I mno¾inu xi tak, ¾ef(i) 2 Hi(xi), a oznaèíme x = Si2I xi. Potom f(i) 2 Hi(x) pro ka¾dé i 2 I , tak¾eF ([f ℄) 2 H(x).Pøedpokládejme, ¾e hHi;Wii jsou PP -re
exe a f : x!W . Pro y 2 x zvolíme fytak, ¾e f(y) = F ([fy℄). Podle prin
ipu prodlou¾ení pro hHi;Wii najdeme hi 2 Wi,hi : Hi(x) ! Wi tak, ¾e hi(Hi(y)) = fy(i). Ne
h» h je funk
e de�novaná na Ipøedpisem h(i) = hi a polo¾me g = F ([h℄). Pak g 2 W je funk
e, g : H(x) ! Wa g(H(y)) = F ([fy℄) = f(y).Jsou-li hHi;Wii jednodu
hé re
exe, zvolme di 2 Wi tak, ¾e Wi = S[di℄ pro i 2 I .Polo¾me d = F ([e℄), kde e(i) = hHi(i); dii. Tvrdíme, ¾e W = S[d℄. Je-li F ([f ℄) 2W ,napi¹me si f(i) = (Hi(gi))(di) pro nìjaké funk
e gi. Ne
h» g je funk
e, de�novaná na.Si2I dom(gi) pøedpisem g(hi; xi) = gi(x). Potom (Hi(gj))(x) = (Hi(g))(hHi(j); xi)pro ka¾dé i; j 2 I a x 2 Hi(dom(gj)), tak¾e (Hi(g))(hHi(i); dii) = (Hi(gi))(di) =f(i) pro ka¾dé i 2 I a F ([f ℄) = (H(g))(d).Pokud jsou re
exe hHi;Wii polojednodu
hé, zvolíme wi tak, ¾e Wi = Si[[wi℄℄a polo¾íme w = fF ([eh℄); h 2 Qi2I wig, kde eh(i) = hHi(i); h(i)i. Je-li F ([f ℄) 2W ,najdeme h 2 Qi2I wi a gi tak, ¾e f(i) = (Hi(gi))(h(i)), pak F ([eh℄) 2 w a podobnìjako vý¹e platí F ([f ℄) = (H(g))(F ([eh℄)), kde g(hi; xi) = gi(x), tak¾e W = S[[w℄℄.Slo¾ení dvou minimální
h, jednodu
hý
h, polojednodu
hý
h resp. PP -re
exí sipodle 2.3.36 a 2.3.24 mù¾eme vyjádøit jako vhodnou direktní limitu ultramo
ninre
exí stejného typu, podle ji¾ dokázaného dostaneme opìt minimální, jednodu
hou,polojednodu
hou resp. PP -re
exi. R2.4 Konstruk
e konkrétní
h minimální
h re
exíPøesto¾e jsme dokázali nìkolik tvrzení o struktuøe minimální
h, jednodu
hý
h, po-lojednodu
hý
h a PP -re
exí, poøád je¹tì nevíme, jestli nìkteré z tì
hto tøíd nesplý-vají. Mohlo by se stát, ¾e dokon
e v¹e
hny minimální re
exe jsou ve skuteènostijednodu
hé. Tento nedostatek se nyní pokusíme napravit.První nejednodu
hou re
exi sestrojil P. Pajas. Lze snadno nahlédnout, ¾e jehopøíklad je dokon
e neminimální re
exe.De�ni
e 2.4.1 Tranzitivní tøída W se nazývá {-saturovaná, kde { je nespoèetnýkardinál, pokud ka¾dý 
entrovaný systém mno¾in le¾í
í
h v W , jeho¾ mohutnostje men¹í ne¾ {, má neprázdný prùnik. Re
exe hH;W i se nazývá {-re
exí, je-li W{-saturovaná tøída.Tvrzení 2.4.2 (Pajas [Paj99℄) Pro ka¾dý nespoèetný kardinál { existuje {-re-
exe, která není minimální. RTvrzení 2.4.3 Existuje polojednodu
há re
exe, která není jednodu
há. Tato re-
exe je zároveò pøíkladem minimální re
exe, která není PP .30



Dùkaz:Dodatek tvrzení je dùsledkem 2.3.7, soustøedíme se proto na první èást. Zvolmeuniformní ultra�ltr Z na nìjaké nekoneèné mno¾inì I . Pro n 2 ! de�nujeme re
exehHn;Wni takto: hH0;W0i je triviální re
exe H0 = Id, W0 = V. Je-li ji¾ hHn;Wnisestrojeno, polo¾íme hHn+1;Wn+1i = QI=ZhHn;Wni. De�nujeme Fn;n+1 : Wn !Wn+1 jako kanoni
ké vnoøení Wn do ultramo
niny, slo¾ené se zobrazením realizují-
ím tranzitivní kolaps této ultramo
niny na Wn+1, a pro ka¾dé n � m dode�nujemeFn;m = Fm�1;m Æ Fm�2;m�1 Æ � � � Æ Fn;n+1;pøièem¾ Fn;n = Id �Wn. Ka¾dé Fn;m je elementární vnoøení a pro n � m � k platíFn;m ÆHn = Hm a Fm;k Æ Fn;m = Fn;k, mù¾eme proto sestrojit re
exi hH;W i jakodirektní limitu souboru fhHn;Wnign2! podél ! se svým obvyklým uspoøádáním.Oznaème si Fn;1 : Wn !W pøíslu¹né kolimitní injek
e.Induk
í podle n plyne z tvrzení 2.3.37, ¾e ka¾dé hHn;Wni je jednodu
há re-
exe, tudí¾ hH;W i je podle tého¾ tvrzení polojednodu
hou re
exí. Zbývá ukázat,¾e re
exe hH;W i není jednodu
há. Pøedpokládejme proto, ¾e W = S[d℄ pro nì-jaké d 2 W , kde S = rng(H). Potom existuje n 2 ! a e 2 Wn takové, ¾ed = Fn;1(e). Zvolme libovolný prvek x 2 Wm, kde m � n. Existuje funk
e ftaková, ¾e Fm;1(x) = (H(f))(d). Pak ov¹emFm;1(x) = (Fm;1(Hm(f)))(Fn;1(e)) == (Fm;1(Hm(f)))(Fm;1(Fn;m(e))) = Fm;1((Hm(f))(Fn;m(e)));tudí¾x = (Hm(f))(Fn;m(e)) == (Fn;m(Hn(f)))(Fn;m(e)) = Fn;m((Hn(f))(e)) 2 rng(Fn;m):V¹e
hna elementární vnoøení Fn;m pro n � m jsou proto izomor�zmy. Spe
iálnìkanoni
ké vnoøení Wn do ultramo
niny QI=ZWn musí být izomor�zmus, to ov¹emnení mo¾né, proto¾e ultra�ltr Z je netriviální. RPoznámka 2.4.4 Modi�ka
í dùkazu posledního tvrzení lze ukázat, ¾e dokon
e proka¾dý nespoèetný kardinál { existuje polojednodu
há {-re
exe, která není jedno-du
há. Staèilo by zvolit Z jako {-dobrý �1-neúplný ultra�ltr, museli by
hom ov¹emkonstruovat direktní limitu podél {+ místo ! (nebo podél libovolného ordinálu �splòují
ího 
f(�) > {).Tvrzení 2.4.5 Pøedpokládejme, ¾e tøída v¹e
h mìøitelný
h kardinálù je neomezenáv On. Potom existuje minimální re
exe, která není polojednodu
há.Dùkaz:Hledanou re
exi sestrojíme jako direktní limitu øetìzu re
exí fhH�;W�ig�2On. Re-
exe hH�;W�i a elementární vnoøení F�;� : W� ! W� pro � � � zkonstruujemeinduk
í podle �. 31



Polo¾íme hH0;W0i = hId;Vi. Je-li � limitní, de�nujeme hH�;W�i jako direktnílimitu dosud sestrojeného øetìzu fhH� ;W�ig�<�, pøièem¾ F�;� budou pøíslu¹nékolimitní injek
e. Koneènì pro ordinální následníky polo¾ímehH�+1;W�+1i =YZ�hH�;W�i;kde Z� je mìøitelný ultra�ltr na nìjakém kardinálu �� > jH�(��)j a de�nujemeF�;�+1 jako slo¾ení F�;� s kanoni
kým vnoøením W� do ultramo
niny.Induk
í dle � dostaneme z 2.3.37, ¾e ka¾dé hH�;W�i je polojednodu
há re
exe.Ne
h» hK;Ai je direktní limita øetìzu fhH�;W�ig�2On s kolimitními injek
emiF�;1 : W� ! A. Aby
hom mohli hK;Ai kolapsovat na re
exi, musíme ovìøit, ¾estruktura A je úzká. Vezmìme libovolný prvek x 2 A. Mù¾eme psát x = F�;1(y)pro nìjaké � 2 On a y 2 W� . Proto¾e H�00On je ko�nální v OnW� , existujekadinál { a prostá funk
e f : y ! H�({), f 2W� . Potom F�;1(f) urèuje zøejmýmzpùsobem prosté zobrazení z (2A)�100fxg do (2A)�100fK({)g, staèí proto ukázat,¾e (2A)�100fK({)g je mno¾ina pro ka¾dý nekoneèný kardinál { = ��.Tvrdíme, ¾e (2A)�100fK(��)g � F�;100H�(��), k tomu staèí ovìøit, ¾eH�(��) �F�;�00H�(��) pro ka¾dé � � �, 
o¾ provedeme induk
í podle �. Pro � = � tvrzeníplatí. Je-li � > � limitní, jeH�(��) = [
<�F
;�00H
(��) � [��
<� F
;�00F�;
00H�(��) = F�;�00H�(��):Ne
h» � = 
 + 1, oznaème si G funk
i, realizují
í tranzitivní kolaps ultramo
ninyQZ
 W
 na W� . Ne
h» x 2 H�(��), mù¾eme pøedpokládat, ¾e x = G([f ℄) pronìjakou funk
i f : �
 ! H
(��). Podle volby �
 máme �
 > jH
(�
)j � jH
(��)ja Z
 je �
-úplný ultra�ltr, musí proto existovat y 2 H
(��) takové, ¾e f =Z
(�
 � fyg). Potom x = F
;�(y), ov¹em y 2 F�;
00H�(��), tak¾e i x 2 F�;�00H�(��).Tranzitivní kolaps A tedy vskutku existuje, a proto¾e direktní limita je urèenaa¾ na izomor�zmus, mù¾eme pøedpokládat, ¾e pøímo hK;Ai = hH;W i je re
exe.Podle 2.3.37 je tato re
exe minimální, zbývá ukázat, ¾e nemù¾e být polojednodu
há.Pøedpokládejme sporem, ¾e W = S[[w℄℄ pro nìjaké w �W , kde S = rng(H). Potommusí existovat � 2 On takové, ¾e w � rng(F�;1). Stejným zpùsobem jako v dùkazutvrzení 2.4.3 lze ovìøit, ¾e pak v¹e
hna vnoøení F�;� pro � � � jsou izomor�zmy,
o¾ dává napø. pro � = �+ 1 spor s netrivialitou ultra�ltru Z�.Poznamenejme je¹tì, ¾e hH;W i ani ¾ádné hH�;W�i pro � � ! nesplòuje prin
ipprodlou¾ení. RProblém 2.4.6 Lze ukázat existen
i minimální re
exe, je¾ není polojednodu
há,bez pou¾ití silný
h pøedpokladù o existen
i velký
h kardinálù?Problém 2.4.7 Existuje PP -re
exe, která není jednodu
há?
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Kapitola 3Axiom silného výbìruAxiom globálního výbìru v UT je nepostradatelný pøi konstruk
i re
exí, automor-�zmù univerzální tøídy a dal¹í
h zajímavý
h objektù, které jsou vlastními tøídami.Na druhou stranu vìt¹ina bì¾né matematiky se zabývá pouze mno¾inami. Pøítom-nost funkèního symbolu C v jazy
e UT naví
 ztì¾uje srovnání této teorie s jinýmiteoriemi mno¾in, které bývají formulované v jazy
e obsahují
ím pouze predikát ná-le¾ení.Vzniká proto pøirozená otázka, zda axiom silného výbìru má také dùsledkyformulovatelné v základním jazy
e teorie mno¾in, popøípadì jaké tyto dùsledky jsou.Pro klasi
kou teorii mno¾in s axiomem regularity tuto otázku zodpovìdìl U. Felgner.Vìta 3.1.1 (Felgner [Fel71℄) Teorie ZFS je konzervativním roz¹íøenímZFC. RNeregulární teorie mno¾in ZFS� v¹ak není konzervativním roz¹íøením ZFC�, ne-bo» je v ní dokazatelné napø. s
héma kolek
e, které je na ZFC� nezávislé.De�ni
e 3.1.2 Rela
e < na tøídì X se nazývá strom, je-li to úzké ostré uspoøádanína X s nejmen¹ím prvkem, jeho¾ restrik
e na ka¾dý poèáteèní úsek je dobré uspoøá-dání. (Poèáteèním úsekem míníme ka¾dou mno¾inu tvaru ( ; x) = fy 2 X ; y < xg,kde x 2 X .) Je-li hX;<i strom a x 2 X , de�nujeme ht(x) jako ordinál, který jetypem dobrého uspoøádání <� ( ; x).Strom hX;<i se nazývá omezený, pokud existuje ordinál, který majorizuje mno-¾inu fht(x); x 2 Xg. Mno¾ina p � X je vìtev, je-li <� p lineární uspoøádání. Vìtevp se nazývá maximální, je-li maximální vzhledem k inkluzi.De�ni
e 3.1.3 Prin
ip omezený
h stromù je tvrzení(BT ) Ka¾dý omezený strom obsahuje maximální vìtev.(BT kvanti�kuje vlastní tøídy, formálnì vzato je to tedy s
héma axiomù.) TeoriiZF� +BT budeme znaèit ZFT�.
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Lemma 3.1.4 ZFS� � ZFT� � ZFC� + Coll.Dùkaz:Pøedpokládejme sporem, ¾e hX;<i je omezený strom bez maximální vìtve. Trans�-nitní rekurzí de�nujme posloupnost fx�g�2On prvkù X tak, ¾e ht(x�) = � a x� <x� pro � < �. (Takové x� existuje, nebo» < nemá maximální vìtev, a axiom silnéhovýbìru dovoluje zvolit nìjaký kanoni
ký prvek s touto vlastností.) To je ov¹em spors omezeností stromu <.Dále uká¾eme, ¾e BT ! AC. Ne
h» x je libovolná mno¾ina, najdeme prostézobrazení z x do On. Oznaème X mno¾inu v¹e
h prostý
h zobrazení z nìjaké pod-mno¾iny x na poèáteèní úsek On, uspoøádanou inkluzí. Potom X je strom, omezenýHartogsovým èíslem �(x) = minf�; �9f : �! x prostég. Je-li p nìjaká maximálnívìtev X , tak S p je opìt prvek X , tedy p má nejvìt¹í prvek f , který musí být záro-veò maximálním prvkem X . Pak ov¹em f je de�nováno na 
elém x, proto¾e jinakby ¹lo prodlou¾it.Koneènì z BT plyne s
héma kolek
e. Buï ' libovolná formule a x mno¾ina,hledáme y tak, aby 8u 2 x (9v '(u; v)! 9v 2 y '(u; v)):Oèíslujme x = fu�; � < {g a de�nujme tøíduX = ff : �! V; � � { & 8� < � (9v '(u� ; v)! '(u� ; f(�)))g;uspoøádáme ji opìt inkluzí. Dostáváme strom omezený {. Stejnì jako v pøed
hozíèásti dùkazu lze nahlédnout, ¾e maximální vìtev X musí mít nejvìt¹í prvek fa dom(f) = {, tak¾e y = rng(f) je hledaná mno¾ina. RPoznámka 3.1.5 Nepodaøilo se mi zjistit, zda je inkluze ZFT� � ZFC� + Collostrá. [Pozn. po odevzdání: ano, je.℄Vìta 3.1.6(i) ZFS� je konzervativní roz¹íøení ZFT�.(ii) Ka¾dý spoèetný model ZFT� lze expandovat na model ZFS�.Naví
 dùkaz bodu (i) lze formalizovat v I�0 + 
1 (dokon
e i v S12).Dùkaz:Pou¾ijeme podobnou metodu jako [Fel71℄, v podstatì jde o to ovìøit, ¾e èásti Felgne-rova dùkazu vyu¾ívají
í axiomu regularity lze simulovat pomo
í prin
ipu omezený
hstromù.Z te
hni
ký
h dùvodù budeme ZFS� formulovat v jazy
e s binárním prediká-tem C, který de�nuje graf bijek
e mezi On a V. Pro jednodu
host budeme taképou¾ívat klasi
kou predikátovou logiku se základními výrokovými spojkami ! a ?a s univerzálním kvanti�kátorem, ostatní spojky a kvanti�kátory pova¾ujeme zade�nované. 34



Oznaème P tøídu v¹e
h prostý
h zobrazení, jeji
h¾ de�nièní obor je poèáteèníúsek On (neboli prvek On), ne
h» � je uspoøádání P inkluzí.Pro ka¾dou formuli ' jazyka h2;Ci de�nujeme induk
í formuli 
 ' jazyka h2i,která má oproti ' naví
 jednu volnou promìnnou pro prvek P :p 
 x 2 y $ x 2 y;p 
 x = y $ x = y;p 
 C(x; y) $ hx; yi 2 p;p 
 '!  $ 8q � p (q 
 '! q 
  );p 1 ?;p 
 8x' $ 8x p 
 ':Sublemma 1(i) ZF� ` p � q & p 
 '! q 
 '(ii) ZF� ` 8q � p 9r � q r 
 '! p 
 '(iii) Neobsahuje-li ' symbol C, tak ZF� ` ('$ p 
 ').Dùkaz:Bod (iii) plyne snadno z de�ni
e. Body (i) a (ii) lze dokázat induk
í podle slo¾itostiformule, jediný netriviální krok je pro atomi
ké formule tvaru C(x; y).Bod (i): Jestli¾e p � q a p 
 C(x; y), tak hx; yi 2 p � q, tak¾e q 
 C(x; y).Bod (ii): Pøedpokládejme, ¾e p 1 C(x; y). Mohou nastat dva pøípady. Buïto jex 2 dom(p) a p(x) 6= y, pak zøejmì q 1 C(x; y) pro ka¾dé q � p. Pokudx 62 dom(p), najdeme q � p takové, ¾e x 2 dom(q) a q(x) 6= y, potom q � pa r 1 C(x; y) pro v¹e
hna r � q. RSublemma 2 Ne
h» ZFS� ` '. Potom ZFT� ` 8p 2 P p 
 '.Dùkaz:Postupujeme induk
í podle délky dùkazu. Probereme nejdøíve indukèní kroky proodvozova
í pravidla.Modus ponens:Podle indukèního pøedpokladu je v ZFT� dokazatelné 8p p 
 ' a 8p p 
 '! , tak¾e podle de�ni
e 
 té¾ 8p p 
  .Generaliza
e:Pøedpokládáme, ¾e je dokazatelné 8p p 
 ( ! '(x)), pøièem¾ promìnná xnení volná ve formuli  . Potom je dokazatelné té¾ 8x8p p 
 ( ! '(x)), tedy8p (p 
  ! 8x p 
 '(x)), èili 8p p 
 ( ! 8x '(x)).Nyní probereme jednotlivé axiomy predikátové logiky a ZFS�.'! ( ! '):Ne
h» p 
 ', q � p a q 
  . Potom q 
 ' dle pøed
hozího sublemmatu.35



('! ( ! �))! (('!  )! ('! �)):Ne
h» p 
 ' ! ( ! �), q � p, q 
 ' !  , r � q a r 
 '. Potom r 
  a r 
  ! �, tak¾e r 
 �.(('! ?)! ?)! ':Pokud p 
 (' ! ?) ! ?, tak 8q � p q 1 ' ! ?, tedy 8q � p 9r � q r 
 ',tudí¾ p 
 '.8x'(x)! '(y):Pokud p 
 8x '(x), tak p 
 '(x) pro ka¾dé x, tedy také p 
 '(y).x = x:Zøejmé.x = y ! ('(x) ! '(y)):Jestli¾e p 
 x = y, tak se x rovná y, a q 
 '(x) je toté¾ jako q 
 '(y) prolibovolné q.Zbývá ovìøit axiom silného výbìru a s
héma nahrazení | ostatní axiomy ZFS�jsou mno¾inové formule, staèí na nì proto pou¾ít bod (iii) pøed
hozího sublemmatu.Rozepí¹eme-li ostatní výrokové spojky pomo
í ! a ?, zjistíme, ¾ep 
 �' $ 8q � p q 1 ';p 
 ' _  $ 8q � p 9r � q (r 
 ' _ r 
  );p 
 '&  $ p 
 '& p 
  ;p 
 9x' $ 8q � p 9r � q 9x r 
 ':Ovìøíme nyní axiom silného výbìru, tj. C je graf prosté funk
e, zobrazují
í On nauniverzální tøídu.C(x; y) & C(x; z)! y = z:Pokud p 
 C(x; y) a p 
 C(x; z), tak y = p(x) = z.C(x; z) & C(y; z)! x = y:Jestli¾e p 
 C(x; z) a p 
 C(y; z), tak p(x) = z = p(y), tudí¾ x = y, nebo» p jeprostá funk
e.C(x; y)! x 2 On:Pokud p 
 C(x; y), tak x 2 dom(p) � On. Formule x 2 On neobsahuje C, tudí¾p 
 x 2 On.x 2 On! 9y C(x; y):Ne
h» x 2 On a p 2 P . Najdeme q � p tak, ¾e x 2 dom(q), potom q � pa q 
 C(x; y) pro y = q(x).9x C(x; y):Ne
h» p 2 P a y jsou libovolné. Najdeme q � p tak, aby y 2 rng(q), potom q � pa q 
 C(x; y), kde q(x) = y.A¾ dosud jsme nikde nepou¾ili pøedpoklad (BT ), ten bude potøeba teprve k ovìøenís
hématu nahrazení: ne
h» p 
 8u; v; w ('(u; v) & '(u;w) ! v = w) a ne
h» xje libovolné. Oèíslujeme si x = fx�; � < {g a de�nujeme X jako tøídu v¹e
hmonotónní
h funk
í g z � � { do P takový
h, ¾e p � g(�) ag(�) 
 8v �'(x� ; v) _ 9v g(�) 
 '(x� ; v)36



pro v¹e
hna � < �. Tøída X uspoøádaná inkluzí je strom omezený {. Je-li p � Xmaximální vìtev, tak zøejmì g = S p 2 X , tudí¾ g 2 p a g je maximální prvekX . Pøedpokládejme sporem, ¾e � = dom(g) < {. Potom q = S rng(g) je prvekP majorizují
í g(�), � < �. Existuje r � q tak, ¾e r 
 8v �'(x�; v) _ 9v r 
'(x�; v): buï q 
 8v �'(x�; v), pak lze volit r = q, nebo existuje v tak, ¾e q 1�'(x�; v), pak existuje r � q které forsuje '(x�; v). Funk
e g [ fh�; rig je prvek Xle¾í
í ostøe nad g, spor. Tedy dom(g) = {. Oznaèíme-li q = S rng(g), platíq � p& 8u 2 x (q 
 8v �'(u; v) _ 9v q 
 '(u; v)):Oznaème y = fv; 9u 2 x q 
 '(u; v)g. (y je mno¾ina podle axiomu nahrazení:k jednomu u 2 x existuje nejvý¹e jedno v tak, ¾e q 
 '(u; v), nebo» q 
 '(u; v) &'(u;w)! v = w.) Tvrdíme, ¾eq 
 8v (v 2 y $ 9u 2 x '(u; v)):Buï v libovolné a r � q. Pokud r 
 v 2 y, tj. v 2 y, tak existuje u 2 x takové, ¾eq 
 '(u; v), tím spí¹e r 
 '(u; v) a r 
 9u 2 x '(u; v). Ne
h» naopak r 
 9u 2x '(u; v). Potom existuje s � r a u 2 x tak, ¾e s 
 '(u; v). Tudí¾ q 1 8w �'(u;w)a podle volby q existuje w tak, ¾e q 
 '(u;w). Ov¹em s 
 '(u;w) a s 
 '(u; v)implikuje s 
 v = w, tj. v = w a q 
 '(u; v), tedy v 2 y a r 
 v 2 y. RKonzervativita ZFS� nad ZFT� je ji¾ snadným dùsledkem lemmat 1 a 2: pøed-pokládejme, ¾e ZFS� ` ', kde ' je 2-senten
e. Pak ZFT� ` 8p p 
 ' podlelemmatu 2, tak¾e ZFT� ` ' podle lemmatu 1.Ne
h» M = hM;2M i je spoèetný model ZFT�, hledáme binární rela
i CM naM takovou, aby hM;2M ; CM i � ZFS�. Pro struènost oznaèímePM = fa 2M ; M � a 2 Pg;p �M q $ M � p � q;p 
M'(a1; : : : ; an) $ M � (p 
 '(a1; : : : ; an)):Podmno¾ina D � PM je hustá, pokud pro ka¾dé p 2 PM existuje q 2 D tak, ¾ep �M q. Generi
ký ideál je dolní nahoru usmìrnìná podmno¾ina PM , která protínáka¾dou hustou podmno¾inu PM , de�novatelnou v M.Oèíslujme fDn; n 2 !g v¹e
hny husté de�novatelné podmno¾iny PM . Sestro-jíme rostou
í posloupnost p0 �M p1 �M p2 �M � � � prvkù PM tak, ¾e pn 2 Dna de�nujeme G = fp 2 PM ; 9n 2 ! p �M png. Pak G je generi
ký ideál.Je-li ' libovolná formule s parametry zM , jsou mno¾iny fp; p 
M'_ p 
M�'ga fp; p 
M 8v '(v) _ 9a 2M p 
M�'(a)g husté, tak¾e9p 2 G p 
M' _ 9p 2 G p 
M�';9p 2 G p 
M 8v '(v) _ 9p 2 G 9a 2M p 
M�'(a):Oznaèíme CM = fha; bi 2 M � M ; 9p 2 G M � ha; bi 2 pg. Tvrdíme, ¾eM+ = hM;2M ; CM i je model ZFS�. K tomu staèí ukázat, ¾eM+ � ' $ 9p 2 G p 
M'37



pro ka¾dou formuli ' s parametry z M .Pro atomi
ké formule a pro ? to platí pøímo z de�ni
e.Ne
h» ' =  ! �. Pokud existuje p 2 G tak, ¾e p 
M � nebo p 
M� (potomq 1M  pro ka¾dé q 2 G), tak p 
M  ! �, a zároveò M+ � � nebo M+ 2  dleindukèního pøedpokladu, tak¾e M+ �  ! �. V opaèném pøípadì musí existovatp 2 G tak, ¾e p 
M  , a q 1M � pro ka¾dé q 2 G. Podle indukèního pøedpokladuM+ �  a M+ 2 �, tak¾e M+ 2  ! �. Zároveò neexistuje q 2 G, které byforsovalo  ! �: libovolné r 2 G, majorizují
í p i q, by toti¾ muselo forsovat �,pøedpokládali jsme v¹ak opak.Koneènì ne
h» ' = 8v  (v). Pokud existuje p 2 G tak, ¾e p 
M 8v  (v), do-stáváme p 
M  (a) pro ka¾dé a 2 M , tudí¾ M+ � 8v  (v) podle indukèníhopøedpokladu. V opaèném pøípadì existuje a 2 M a p 2 G tak, ¾e p 
M� (a). Po-tom ¾ádné q 2 G neforsuje  (a), tak¾e M+ 2  (a) podle indukèního pøedpokladua M+ 2 8v  (v). RDùsledek 3.1.7 UT je konzervativním roz¹íøením ZFT� +ASU . RDùsledek 3.1.8 Ne
h» T je rekurzivnì spoèetná mno¾ina 2-senten
í. Potom exis-tuje vìrná interpreta
e ZFS� + T v ZFT� + T .Dùkaz:ZFS� + T i ZFT� + T jsou esen
iálnì re
exivní teorie, díky 3.1.6 je ZFS� + T�01-konzervativní nad ZFT� + T a ZFT� + T je �01-konzervativní nad ZFS� + T ,tak¾e staèí pou¾ít Lindströmovu vìtu [Lin84℄. RProblém 3.1.9 Existuje interpreta
e (popø. vìrná interpreta
e) I teorie ZFS�v ZFT� taková, ¾e ZFT� ` '$ '(I)pro ka¾dou mno¾inovou senten
i '?Poznamenejme, ¾e forsing sestrojený v dùkazu vìty 3.1.6 není interpreta
í v pra-vém smyslu slova, pøesto¾e to je urèitý typ syntakti
kého pøekladu a za
hovávámno¾inové senten
e.
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Rejstøík=Z 19[f ℄ 19LJ=G Fj viz ultra�ltr, souèin4 viz podstruktura, elementární'X 6'(A) 6
 35
M 372T 52Z 19� viz roz¹íøení, kon
ové� viz podstruktura�n viz podstruktura, n-elementární� 18, 27QI=Z Ai viz ultraprodukt, ultramo
-nina' 18S[d℄ 17S[[w℄℄ 17aritmetika viz PA, I�0 + EXP ,I�0 + 
1ASC viz axiom silného výbìruASU viz axiom superuniverzalityautomor�zmus 7, 15axiom| Bo�ùv viz axiom superuniverza-lity| kolek
e 10, 11{14, 34| silného výbìru 5, 7, 15, 26, 33| superuniverzality 6, 7{8, 15, 38B�n viz axiom kolek
eB�n viz axiom kolek
eBT viz prin
ip omezený
h stromùC 5, 7, 33, 34Coll viz axiom kolek
e

direktní limita| data pro konstruk
i 20| re
exí 28, 29| ultramo
nin 21, 22, 24, 25ekvivalen
e 18, 19, 23formule| �0 10, viz té¾ formule, omezená| omezená 6, 9{14, 16| �n 10, 11{12| �bn 14| 9�b2 14| �n 10, 11{14| �bn 14| univerzální �1 13forsing 35, 38fundované jádro 8, 16, 17ht(x) 33I�0 +EXP 14I�0 + 
1 34injek
e viz kolimitní injek
einterpreta
e 38izomor�zmus| re
exí 26| struktur 5kolaps| extenzionální úzké struktury 7| zobrazení do struktury 19, 24kolimita viz direktní limitakolimitní injek
e 21, 25Lévyho hierar
hie 10limita viz direktní limitamìøitelný kardinál 6, 3140



minimální jádro viz re
exe, jádroPA (Peanova aritmetika) 14podobnost 7, 15podre
exe 26, 27, 29podstruktura 5, viz té¾ roz¹íøení| elementární 6, 9, 11, 15, 26| n-elementární 11, 12prin
ip| omezený
h stromù 33, 36| prodlou¾ení 17, viz té¾ re
exe,PP| univerzality 7, 19re
exe 6, 9, 14{16, 19, 30| jádro 10, 16, 17, 28| jednodu
há 17, 18{20, 24{32| kotranzitivní 16, 17| minimální 9, 10{14, 17{20, 24{32| polojednodu
há 17, 18{19, 24{32| PP 17, 18{19, 24{32, viz té¾prin
ip prodlou¾ení| triviální 16, 17{-re
exe 30, 31roz¹íøení 5, viz té¾ podstruktura| kon
ové 5| konzervativní 33, 34, 38Sim viz podobnostslo¾ení re
exí 28, 29strom 33| omezený 33struktura| extenzionální 5, 7, 19| faktorová 19, 23| fundovaná 8, 19| relaèní 5, 19| úzká 7, 19, 24, 28Tarského test 9, 15teorie kategorií 21teorie mno¾in| UT 5, 6, 7, 14, 15, 33, 38| ZF 5| ZF� 5, 13, 33, 35| ZFC 5, 6, 16, 33

| ZFC� 5, 14, 33, 34| ZFS 5, 33| ZFS� 5, 33, 34, 38| ZFT� 15, 33, 34, 38| ZFweak 10, 11{12Trans viz tøída, tranzitivnítranzitivní kolaps viz kolapstøída| kotranzitivní 9, 15{17| {-saturovaná 30| tranzitivní 5ultra�ltr 19, 20| souèin 27ultramo
nina 19, 20{22ultraprodukt| re
exí 27, 28{29| struktur 19univerzální teorie viz teorie mno¾in,UTuspoøádání 18, viz té¾ strom| úplnì usmìrnìné 18, 24, 25| usmìrnìné 20vìta| Gaifmanova 14| Kunenova 16| Lindströmova o interpreta
i 38|  Lo�sova 19| Matijasevièova 14| Mostowského o kolapsu 7vìtev 33| maximální 33vnoøení| elementární 6, 16, 19| izomorfní 5, 14, 21| kanoni
ké do ultramo
niny 19,20WF viz fundované jádro
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