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Zakladni imluvy a oznaceni

(i)
(i)

(iii)

N je mnozina prirozengch c¢isel (mezi néz nezahrnujeme nulu).

R je mnozina redlnijch ¢isel, RT™ = (0,00), R™*" je mnozina m X n-matic redlnych
¢isel, R™ = R™ !, Je-li M € R™*"  pak pifslusnd transponovand matice je oznacena
symbolem M™T (MT e R™m™).

Je-li —00 < a < b < o0, pak [a,b] znaci uzavieny interval {t eR:a <t < b} a (a,b)
je otevreny interval {t eR:a < t < b}. Piislusné polouzaviené (resp. polooteviené
intervaly znacime [a,b) a (a,b]. Ve vsech téchto piipadech nazyvame body a, b
krajni body intervalu. V piipadé a = b€ R tikdme, Ze interval [a,b] degeneruje na
jednobodovou mnozinu a piseme [a,b] = [a]. Budeme téz uzivat obvyklé znaceni I°
pro vnitfek intervalu /. Je-li I interval (uzavieny resp. otevieny resp. polootevieny)
s krajnimi body a, b zna¢ime symbolem |I| = |b — a| jeho délku (|[a]| = 0).

Pro A€R znac¢ime AT = max(A,0) a A~ = max(—A,0). (Pfipomenme, ze plati
AT+ A” =|Al a AT — A~ = A pro kazdé A€R.)

Kone¢ny systém bodu D = {ag, aq, . .., a,,} intervalu [a, b] nazveme délenim inter-
valu [a, b], jestlize plati a = ap < a1 < -+ < @, = b. Mnozinu vsech déleni intervalu
la, b] znacime 2[a, b]. Je-li D € 2]a, b], pak jeho elementy zpravidla znac¢ime «;. Pro
dané déleni D = {ag, a1, ...,y }, znac¢ime v(D)=m a
|D|= max (o —i_1).
1=1,2,...,v(d)

Bude-li to vyhodné, budeme téz déleni D intervalu [a, b] chépat jako systém podin-
tervala {I;;7 =1,2,...,v(D)} takovych, ze plati

v(D)

U I = [a,0], pricemz [JN I =0 jakmile j # k.

j=1
Jestlize déleni D’ a D" € 2[a, b] jsou takova, ze viechny elementy z D’ jsou obsazeny
v D", tikdme, ze D" je zjemnéni déleni D" a znacime D' C D".

Dvojici (D, €) € 2[a, b] x R*P) nazveme rozsirenym délenim intervalu [a, b], jestlize
plati

a1 <& <a; provsechnai=12 ... v(D).

Mnozinu vsech rozsitenych déleni intervalu [a, b] znacime &2 [a, b].



vi UMLUVY A OZNACENT

(vii) Pro libovolné funkce f:[a,b] — R a g:[a,b] — R a redlné ¢islo A souctem f + g
funkef f a g rozumime funkei (f +g)(t) = f(t) +g(t), t € [a,b], a ndsobek \ f funkce
f ¢islem A\ je funkce (Af)(t) = Af(t), t€la,b]. (Zapis f:]a,b] — R znamend, zZe
funkce f je definovéna pro kazdé x € [a,b] a kazda jeji hodnota f(z) je (konecné)
realné cislo.

(viii) Pro libovolnou funkci f: [a,b] — R znacime

Il ="sup [f(2)]-
t € [a,b]
(Neni-li funkce f ohrani¢end na intervalu [a, b], pak je oviem || f| = o0.)

(ix) Cla,b] je prostor redlnych funkei spojitych na intervalu [a, b] a zobrazeni
f€Cla, b — || f]]

definuje normu na Cla, b].

(x) L'[a,d] je prostor realnych funkei integrovatelnych (ve smyslu Lebesgueové) na in-
tervalu [a,b] (s rovnosti f = g€ L'[a,b] <= f(x) = g(z) s.v. na [a,b] ) a zobrazen{

b
FeLlad] — Ifl = [ 1f] de
definuje normu na LL'[a, b].

(xi) Pro danou mnozinu M C R symbolem xj; znacime jeji charakteristickou funkci, tj.
funkci R — {0, 1} definovanou predpisem :

0 1 pro te M,
Xt = 0 pro t¢ M.

(xii) Jestlize f:[a,b] — R, t€[a,b) a s€ (a,b] a jestlize existuji konecné jednostranné
limity lim, ., f(7) a lim,_,_ f(7), pak zna¢ime

Ft+) = lim (), f(s=) = Jim f(7),
ATF(t) = fH) — F(B), Af(s) = () — F(s),
Af(@) = fa+) — flz=) pro z€(a,b).

Déle, budeme uzivat nasledujici imluvu:
fla=) = fla), f(b+)=f(b), A f(a)=ATf(b)=0.

(xiii) Je-li M podmnozina Banachova prostoru X, pak symbolem M znacime jeji uzaveér
v prostoru X.



Kapitola 1

Funkce s kone¢énou variaci.

Vyklad v této kapitole se opirda zejména o monografie V. Jarnika Diferencidlni pocet 11
[5, Kapitola V| a Integrdlni pocet II [6, Kapitola V] a dale o odstavec 11.6 v monografii
T.H.Hildebrandta Theory of Integration [3] a kapitolu XIII v monografii S.Schwabika
Integrace v R (Kurzweilova teorie) [9].

1.1. Definice. Pro danou funkeci f:[a,b] — R a déleni D intervalu [a, b],

D ={ag,aq,...,an} € Z]a,bl,

definujeme
v(d)
V(f,D)= Z |f(a;) = flaj-1)] (1.1)
var’ f = sup V(f,D). (1.2)

D€ P [a,b]
Je-li a = b, definujeme var® f = var? f = 0. Veli¢inu var® f nazyvame variace funkce f

na intervalu [a,b]. Je-li var® f < oo, fikdme, ze funkce f ma konecnou variaci na [a, b].
Mnozinu funkei s koneénou variaci na [a, b] znacime BV |a, b].

1.2. Cviceni. Dokazte nésledujici vlastnosti variace a funkei s kone¢nou variaci.
(i) Pro kazdou funkeci f:[a,b] — R je var® f > 0.
(ii) Pro libovolné dvé funkce fi, fo:[a,b] — R a redlné ¢islo ¢ plati
varl (fi + fo) < varl fi+var’ f, a var® (cfi) = |c|var® fi.
(iii) Je-li [¢,d] C [a,b], pak pro kazdou funkci f:[a,b] — R plati
|f(d) = f(e)| < var( f < varg f.
(iv) Pro kazdou funkei f:[a,b] — R plati

[f (@) < If < lfllev  pro x € [a,b].

Kazda funkce f € BV|[a,b| je tedy ohranic¢end na [a, b].
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(v) var’ f =0 < f(z) = f(a) na [a,b].
(vi) Zavedeme-li pro funkce z mnoziny BV|a,b] obvyklym zpusobem operace séitani a

nasobeni skaldrem (viz 0.(vi)), stane se linedrnim normovanym prostorem vzhledem
k témto operacim a vzhledem k normé ||.||py definované predpisem

f€BV[a,b] — || fllsv = |f(a)| + vary f.
(vii) Pro kazdou funkci f monotonni na [a,b] plati var? f = |f(b) — f(a)|.

(viii) Pro libovolna déleni D’ a D" intervalu [a, b] takové, ze D” C D’ a libovolnou funkci

fila,b] = R je V(f,D") < V(f,D').
(ix) var’ f =deR <= (Ve>03D.€2(a,b]:D.CD = d—ec<V(f,D)<d).
(x) varl f =00 &= (VK >03Dg€2]a,b] :V(f, Dk) > K).
(xi) Pro libovolné déleni Dy € 2[a, b] plati var® f = supp-p, V(f, D).
(xii) Dokazte Vétu 1.3l
1.3. Véta. Pro kazdé c € (a,b) a kaZdou funkci f:[a,b] — R plati:

var? f = var¢ f + var® f.
O

1.4. Véta. f € BV|[a,b] tehdy a jen tehdy, kdyz existuji funkce f1 a fo neklesajici na |a, b
a takové, Ze plati f(x) = fi(z) — fo(x) pro kazdé x € [a,b].

D 1 k a z . Stac¢i dokdzat, ze pro kazdou funkci f€BV]a,b] existuji funkce f; a fo
neklesajici na [a, b] a takové, ze plati

f(x) = fi(z) = folx) na la,b].

Necht tedy f €BV][a,b]. Polozme

filw) =varg f a  fo(z) = fi(z) = f(z) pro z€la,b].

Potom f; je evidentné neklesajici na [a, b]. Déle, pro x5 > x; méame vzhledem ke Vété 1.3

fo(@a) = fi(wy) +vary? f — f(x2)

fo(22) = fo(21) = vari? — (f(z2) = f(21)) 20,

t.zn., ze fy je také neklesajici na [a, b]. O
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1.5. Cviceni. Necht f €BV|[a,b]. Dokazte, ze funkce

v(d)

p(r) = sup Y (flay) = flay1))*

De9 [a,x] j=1

a
v(d)
(@)= sup > (flay) = flaj))”
D€ 9 a,x) j=1

jsou obé neklesajici a nezdporné na [a, b] a plati
f(x) = fla) +p(x) —n(x) a varlf=p(x)+n(x) prokazdé z € [a,b].

1.6. Dusledek. Pro kazdou funkci f € BV|[a,b] a pro vsechna t € [a,b) a s € (a,b] ezistuji
konecné limity

f+) = Tim f(7) a f(s=)= lim f(7)

T—t+ T—5—
(tj. f muze mit v [a,b] pouze nespojitosti 1.druhu).

D ukaz plyne z Véty 1.4 a z toho, ze uvedené limity existuji pro kazdou funkci
monotonni na [a, b]. Napt. je-li f neklesajici na [a,b], t € (a,b] a t, \, t+, pak

lim f(t,) = inf f(¢,).

n—oo n €N O

1.7. Véta. Kazdd funkce f€BVla,b] md nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti na
intervalu [a, b].

Dukaz plyne z Dusledku 1.6/ a z nasledujiciho Lemmatu. ]

Lemma. Necht J C R je otevieny interval, f:J — R a M je mnoZina bodi nespojitosti
1. druhu funkce f v J. Potom M je nejvyse spocetnd.
D ukaz.Oznacme

M*={zel: fat) # f(x)}, M ={zecJ:f(z—)# f(2)}

M ={zxeM?": f(x+)> f(x)}, Mf={zeM?': f(z+) < f(x)}.

Potom je M = MTUM™ a M* = M;" U M;". Usporadejme mnozinu P raciondlnich ¢isel
tak, aby platilo P = {r;,}2°,. Dale, definujme funkci r: M;" — P ptedpisem

r(x)=r; <= r;e(f(x), f(z+)) N {ri,ro,...,rjm1 )N (f(2), f(z+)) =10

a pro kazdé g € P oznacme

roi(q) ={re M :r(z) = q}.
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Méme

M = U r-1(q)-

qgeP

Ukéazeme-li tedy, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetnd, budeme mit soucasné také
dokazano, 7e i mnozina M, je spocetna.

Necht je tedy déno libovolné g € P. Vzhledem k definici mnoziny M;" a zobrazeni r,
pro kazdé z €r_i(q) existuje 6(x) > 0 takové, ze v < y < x + 0(x) = f(y) > r(x).
Jsou-li xq, xy €7_1(q) takové, ze x1 < x5 a r(x1) = r(xe) = ¢, pak musi platit

(21, 1 + 6(21)) N (22, 22 + 6(22)) = 0.
Vskutku, kdyby bylo z; < x9 < 21 + §(z1), bylo by téz (vzhledem k definici ¢)

q=r(r1) < f(r2) <r(x2) = ¢,

spor. Systém intervalu{(z,x + d(x)), x€r_1(q)} je tedy disjunktni. V kazdém z nich
muzeme zvolit jediné raciondlni ¢islo r € (z,2 + d(z)) a tim definovat prosté zobrazeni
r_1(q) do P. To znamend, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetna.

b) Protoze My = {xeJ: — f(z) < —f(z+)}, miZeme pouzit ¢ast a) tohoto dikazu
k dikazu spocetnosti mnoziny M, .

c) Konecne, M~ ={zeJ: f(—x) # f(—z+)}, takze podle ¢asti a)-b) tohoto dukazu je
také M~ spocetnd mnozina. n

1.8. Cviceni. Presvédcete se, ze dukaz predeslého lemmatu v sobé obsahuje téz dukaz
nasledujictho tvrzeni:

Kazdy disjunktni systém intervalu v R je spocetny.

1.9. Véta. Necht f € BV]a,b]. Potom

STIATIRI+ Y IATF(H)] < o (1.3)

t€la,b) te(a,b]

D ik az . Necht W zna¢i mnozinu bodu nespojitosti funkce f lezicich v otevieném
intervalu (a,b). Podle Véty [1.7 je S nejvyse spocetnd. Je-li konecnd, je tvrzeni véty evi-
dentni. Necht W = {wy}ren. Predpoklddejme na chvili, ze funkce f je na intervalu
[a, b] neklesajici. Potom

DSTIATF+ Y IATF(B)] = AT F(a) + D (AT f(wy) + A7 f(wy)) + A7 f(D).
te(a,b) te(a,b] k=1

Necht n€ N U|[2,00) je ddno a necht oy, k = 0,1,...,n + 1, jsou body intervalu [a, b]
takové, ze plati

a=00<0o1 < <o, <o =b a {035y = {a} U{we}i_, U{b}.
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Zvolme dale t, k =1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo
a<ti <o <ty<oy<--- <0, <ty <0

Potom

n

ATf(a)+ ) (AT f(we) + A7 f(wr)) + A7 f(D)

) = fla) + f(o1) = flor=) + flor+) — f(o1)
+- ot flont) = flon) + f(0) = f(0—)
< flat) = fla) + f(t1) = flat) + flon—) = f(t1) + f(o1) = f(o1—)
+ flort) = flon) + f(t2) = f(ort) + floz—) — f(t2)
+ ot flont) = flon) + f(ta) = flont) + f(0—) = f(ta) + f(b) — f(b—)
= f(b) = f(a).
Pro libovolné n € N tedy plati

e
Il

fla+

A* f(a) + Z (AT flwp) + A7 f(wg)) + A7 f(b) < f(b) — f(a)

k=0
a tudiz
STIATIBI+ D IATFB)] < () - fla).
t € [a,b) te(a,b]

Tvrzeni (1.3)) tedy plati pro kazdou funkeci f neklesajici na [a, b]. Dukaz véty nyni muzeme
snadno dokonéit pouzitim Véty [1.4. ]

1.10. Véta. Prostor BV|a,b| je Banachiv prostor (tj. uplny normovany prostor).

D u k a z . Dokézeme, ze BV|[a, b] je tplny prostor, tj. ze kazda posloupnost cauchyovska
v BV]a,b] ma v BV|a, b] limitu. Pfedpokladejme tedy, ze posloupnost { f,}>2, C BV]a, b
je cauchyovskd v BV|a, b].

a) Potom plati

{v5>o In, : 14)

n,m >n. = |fu(z) — f(2)| <||fn — fmllsv <& pro vSechna =z € a,b].

Specialné je tedy pro kazdé x € [a, b] posloupnost redlnych cisel {f,(z)}>2, cauchyovska
a tudiz pro kazdé z € [a, b] existuje konecéna limita

lim f(2) = f(x).
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b) Necht je déno libovolné € > 0 a necht n. € N m4 vlastnost (1.4). Potom pro kazdé
x € [a, b] mame také

(@) = Fon ()] = T |fu(e) — o (2)] < 2
a tudiz pro kazdé n > n. a kazdé z € [a, b] plati

[f(@) = fale)] < [f(2) = fo. (@) + [fn. (2) = ful2)] < 2e.

To ovSsem znamena, ze
n—oo

neboli, posloupnost { f,}22, konverguje k f stejnomérné na |[a, b|.

¢) Ciselnd posloupnost {var? f,1°°, je ohranicens. Podle Bolzanovy-WeierstraBovy véty
z ni tedy lze vybrat podposloupnost {var? f, }%°,, pro kterou plati:

ngliil()lo V&I‘ank =d < o0,
t.
Ve>03k.:k>k-NDe2a,b] = V(fn.,D)<d+e

Ve >0VDe2[a,b]:V(f,D)= klim V(fu,, D) <d+e.
Odtud ovsem uz plyne, zZe je

var’ f= sup V(f,D)<d< o0,
D€ D [a,b]

tj. f€BV]a,b].
d) Podle (1.4) méme
Ye>0dn,.:

n,m >n. = V(fo— fm, D) <var’(f, — fiu(x)) <e pro kazdé D € Z|a,b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro kazdé D € 2]a, b] plati

V(f = fms D) = lim V(fo = fs D) <e
neboli

varg(f — fm) <e.
To ovSsem znamena, ze

Wlllgl)o |f = fmllBv =0,

coz zbyvalo jesté dokazat. L
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1.11. Cviceni. Definujme pro n e N:

0 pro 0 <x < %,
falz) =

zsin(f)  pro + <z <1

Ukazte, ze f, € BVI[0,1] pro kazdé n€N, f,, = f na [0, 1], kde

fx) =

Y

rsin(T)  pro x>0,
0 pro z =20
a pritom f nemd konecnou variaci na [0, 1].

Nyni se budeme vénovat vlastnostem funkei s konecnou variaci vzhledem k derivovani.
Nejprve pripomenme pojem mnozin s nulovou mirou.

1.12. Definice. Mnozina M C R mé nulovou miru (u(M) = 0), kdyz ke kazdému € > 0
existuje spocetny systém otevienych intervalu{l;, j € N} takovy, ze je

MCO[] a i|[]|<€
e =1

Rekneme, 7ze néjaka vlastnost plati skoro vsude (s.v.) na intervalu [a, b, jestlize existuje
mnozina M C [a,b] nulové miry takova, ze tato vlastnost plati pro kazdé x € [a,b] \ M.

1.13. Cviceni.
(i)  Kazda spocetna podmnozina S v R ma nulovou miru.
(ii) Sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin nulové miry ma nulovou miru.

1.14. Véta. Kazdd funkce f € BV[a,b] md viastni derivaci f'(x) pro s.v. x € [a,b].

Dukaz Véty [1.14 je technicky komplikovany. Odsouvame ho proto do Dodatku 9.1.

1.15. Poznamka. Lze dokonce dokézat (viz [6, Véty 84 a 91]), ze je-li f €BV]a,b], pak
f'€La,bl. ALE ! Obecné neplati pro kazdou funkci f € BV|a,b] zddnlivé evidentni
rovnost

fla) = sl = [ 7'e) ar

Existuji totiz funkce f € BV]a,b] nekonstantni na [a, b] a pFitom takové, ze plati f'(z) = 0
s.v. na [a, b].

1.16. Definice. Funkce f € BV|a,b] se nazyva singuldrni, jestlize plati f'(z) = 0 pro s.v.
z € a,b].
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Nejjednodussim piikladem nekonstantnich singuldrnich funkei jsou funkce tvaru

f(ﬂ?) = Xa,c] (33'),

kde ¢ € (a,b). Jejich zobecnénim jsou tiidy jednoduchijch skokovych funkci (anglicky step
functions) resp. skokovych funkci (anglicky break functions).

1.17 . Definice. Funkce f:[a,b] — R je konecénd skokovd funkce na [a,b] (f € Sla,b]),
jestlize existuje déleni D ={ag,a1,...,an} € 2[a,b] takové, Ze na kazdém jeho diléim
otevieném intervalu (o;_1, a;) je f konstantni.

Funkce f:[a,b] — R je skokovd funkce na [a,b] (f €B[a,b]), jestlize existuje c€R,
K C N a posloupnosti

{witrerx Cla,b], {cxtkex CR a {di}rex CR

takové, ze plati

S (el + [dil) < oo

ke K

flz)=c+ Z cr + Z dr pro x € [a,b]. (1.5)

a<wi <z alwg <z

1.18. Cviceni.

(i) Funkce f:[a,b] — R je konecnd skokova funkce na [a, b] pravé tehdy, kdyz existuje

déleni D ={ag, aq, ...,y } intervalu [a,b] takové, ze
1) =3 Fe) @)+ Y0 D) @)
j=0 Jj=1
pro x € [a,b].

(ii) Pro kazdou f € B[a,b] tvaru (1.5) plati

varl £ = 37 (el + di])

ke K
a tudiz Sla, b] C Bla,b] C BV][a,b].
1.19. Véta. Kazdd skokovd funkce na [a,b] je singuldrni na |a, b].

Dukaz.Necht ceR, K CN, {witrex Cla,b], > c(lcr] + |di]) < oo a

f@y=c+ > e+ Y dp nalab)

a<wi <z alw <z
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Definujme pro z € [a, b] :

v(z) = Z || + Z |di| na [a,].

a<wi <z afwi <z
Potom je
v(x) = Z vg(x) mna [a,b],
ke K
kde
0 kdyz a < x < wg,
Uk<l’> = ’Ck’ kdyi T = Wk,

|Ck| + |dk| kdyz w < x <b.

Kazda funkce vy je neklesajici na [a,b] a vj(x) = 0 pro z # wi. Mame tedy

V'(z) = Z v.(£) =0 pro x ¢ {witker, tj. pros.v.z€la,bl.
kek

Protoze pro vSechna z,y € [a, b, x # vy, zfejmé plati

‘f<:c> — /) ‘ < ‘v(x) —v(y) )
T —y - x—y I
plyne odsud tvrzeni véty. m

1.20 . Poznamka. Piiklad funkce, ktera je spojita, neklesajici a singuldrni na daném
intervalu, je uveden v [5, V.9,cvicent 4].

1.21 . Lemma. Necht f€BV][a,b] a necht W = {wy}rex, K CN, je mnoZina bodi
nespojitosti funkce f v |a,b]. Definujme

fB(z) = Z A fwg) + Z AT f(wy) pro x€a,b). (1.6)

a<wp<zx a<wi <z
Potom je fBeBV|a,b] a funkce f — fB je spojitd na [a,b).

D u k az . Podle Véty 1.9 mame

varg fB =3 (JA7f(wp)] + AT f(wy)]) < 00

ke K

a tudiz fB e B[a,b] C BV[a,b]. Déle, pro kazdé x € [a,b) mame

FPlat)= Y A flw)+ Y ATf(wy).

a<wp <z a<wp <z
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Proto také

[P(at) = fP(x) = AT f(2)

(flz+) = fP(at)) = (f(2) = fP(2)) = AT f(2) — AT f(2) =

Podobné, pro kazdé z € (a, ] je

dTOAfw)+ > AT f(w)

a<wg<T alwg <z

(f(@) = fB(2) = (fa=) = fPla=)) = A7 f(x) = A" f(z) = -

1.22. Definice. Funkce [P pfifazend k f podle definice (1.6) budeme nazyvat skokovd
¢dst funkce f. Rozdil f — fB nazyvame spojitd ¢dst funkce f a znacime f©.

1.23. Poznamka. Podle Lemmatu [1.21/ 1ze kazdou funkci s kone¢nou variaci rozlozit na
soucet funkce spojité a funkce skokové. Takovy rozklad se nazyva Jordanuv rozklad funkce
s koneénou variaci Obecné jsou skokové resp. spojité éést zZ Jordanova rozkladu uréeny

podintervalu v [a, b] lze deﬁmcl (1.6) ekv1valentne zapsat téz ve tvaru
ZA f(wk) Xy 0 (z ZA+fwk (wpt] (T)-
ke K ke K

1.24. Lemma. Necht f € BV[a,b], K C N, {wy.}ren je mnoZina bodi nespojitosti funkce
f v intervalu [a,b] a necht fB je definovdna jako v Lemmatu 1.21. Definujme ddle

Z A” f wk wkb Z AJrf wk) X(wg, b]( )

keKN[1,n] keKN[1,n]

pron€N a z € [a,b].
Potom je fB eSla,b] pro kazdé n €N a plati

lim var? (f® — fB) =o0.

n—oo

Dukaz plyne z nerovnosti

varg (FP = 7)< D0 (A7 (wi)l + 1A% f(wp))

keK\[1,n]

a z Véty 1.0. O]
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1.25. Véta (HELLY). Necht {f,}52, C BV]a,b], x€R,
|fula)] < 3¢ a var’ f, < pro viechna n€N.
Potom ezistuji funkce f € BV|a,b] a podposloupnost
{fasteen C{fatnen
takové, Ze plati
[f@)l <5 vargf<s o lim fo(x)=f(z) nala,b]

K dukazu Hellyovy véty vyuzijeme nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 1. Necht
|fu(z)| < M <00 na [a,b] pro vsechna n €N.

Potom pro kazdou spocetnou P C [a,b] existuje podposloupnost {fn,}%2, posloupnosti
{fa}o2, takovd, Ze limita

Jim - fo, (p)
je konecna pro vsechna p € P.
Dukaz.Necht P = {pe}2,. Mame |f.(pr)] < M < oo pro vSechna n, k € N. Podle
Bolzanovy-WeierstraBovy véty lze tedy vybrat z { f,}52, podposloupnost { f,,,}32;, pro
niz existuje konecna limita
Jim fo, (p1) = @ €R.
Podobné existuji
Uitz S i & @€eR
tak, ze
Jim fo,,(p2) = g2 €R.
Takto pro kazdé j € N najdeme posloupnosti
s tier C{fan, o bien a g €ER
takové, ze plati

klim Jrwe(Pe) =@ €R  pro kazdé £€{1,2,...,5}.
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Polozme f,, = fn,, pro k € N. Potom
klim fnn(pj) =q; €R  pro kazdé jeN.
O

Lemma 2. Predpoklidejme, Ze viechny funkce f,, n €N, jsou neklesajici na [a,b] a Ze
existuje M € (0,00) takové, Ze ||full < M plati pro kazdé n € N. Potom existuji podpo-
sloupnost

U die: C{futnis

a funkce f:|a,b] — R neklesajici na [a,b] takové, Ze plati

lim f, (z) = f(x) na [a,b].

k—o0

Dukaz.Neht P= (PnN(a,b))Ula Ulb] je mnozina raciondlnich ¢&fsel z intervalu
(a,b) doplnénd o body a, b. Body mnoziny P oc¢islujme tak, ze bude P = {p;}?2,. Podle
Lemmatu 1 existuje podposloupnost

Unidie: C{futnis

a zobrazeni ¢ : P — R takové, ze plati

lim f,, (p) = ¢(p) pro vsechna pe P.

k—o00
Ziejmé plati
/!

o(p') < ¢(p”) pro vsechna p’,p" € P,p’ <p".

Déle, definujme pro z € (a,b) \ P

o(x) = sup @(p).
p € PN[a,z)

Potom mame

p(x) = lim f, (z) pro z€P a @)= Tm ¢(p)

p—xT—
peEP

a ¢ je definovand a neklesajici na [a, b]. Ukdzeme, ze v kazdém bodé z¢ € (a, b), ve kterém
je funkce ¢ spojitd plati

Jim fo (20) = @(20)- (1.7)
Vskutku, bud ddno € > 0. Potom existuje d, > 0 takové, ze

To— 0. <x < xp+ 0. = (x0) —e < p(x) < p(z9) +¢.
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Zvolime-li 7 € PN (xg — 0¢, ko) a 7"’ € PN (29, xo + J:), bude platit
p(z0) — <p(r') < p(w) < p(r") < p(xo) +¢.
Déle, zvolme k. tak, aby platilo
p(r') —e < fu () <e() +e a o) —e < fu, (") <o) +¢
pro kazdé k > k.. Potom, pro kazdé k > k. dostaneme také
p(x9) — 26 < (1) —& < fu, (r') < fu(20)
< S (") < o(r") + & < p(0) + 2,

¢ili plati (1.7).
Dokézali jsme tedy, ze zna¢i-li Q mnozinu bodu nespojitosti funkce ¢ v (a,b), pak

lim fo,(z) = (@) pro welab]\ Q.

k—o00

Podle Véty 1.7/ je mnozina () spocCetnd. Muzeme tedy pouzit jesté jednou Lemma 1 a
dokazat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnke};il - {fnk}zo:p
kterd ma limitu ¢ (z) € R pro kazdé x € Q). Definujeme-li tedy

[ e@) kdyz zelat\Q,
fle) = { W(x) kdyz ze€Q,

bude
lim f,,, () = /() na la.b

a protoze funkce, kterd je na intervalu [a, b] bodovou limitou posloupnosti funkei nekle-
sajicich na [a,b], je také neklesajici, lemma je dokazéno. O

Dikaz Véty 1.25. Pouzitim Cviceni 1.5 a Lemmatu 2 se snadno ukéze existence funkce
f€BV]a,b] a podposloupnosti { fp,, }ken C {fn}nen takovych, ze je

|fla)| < a kh_)rrolo fo.(x) = f(z) na [a,b].

Déle, protoze pro libovolné déleni D = {ag, o, ..., an} € Z]a, b] mame

k—oco <

V(f,D) = Z [f(ag) = flag-)l = m Y | f (@) = fu(@g-1)]

= lim V(f,,.D) < khm var® f, < s,

k—oo

plati také var® f < . m
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Kapitola 2

Absolutné spojité funkce.

2.1. Definice. Funkce f:[a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu [a,b], jestlize ke
kazdému e > 0 existuje 0 > 0 takové, ze

D_IF(B) = flag) <
j=1
plati pro kazdy systém intervalu [a;, 5;], j = 1,2,, ..., m, spliujici
a<a <M << <P a<am<Bu<b a Y (B—a)<s (21)
j=1
Mnozinu funkei absolutné spojitych na [a, b] znacime ACla,b] resp. AC (je-li ze sou-
vislosti jasné, o jaky interval se jedna).

2.2. Cviceni. (i) Kazd4 funkce absolutné spojité na intervalu [a, b] je na tomto inter-
valu stejnomérné spojita.

(ii) Necht funkce f:[a,b] — R spliuje Lipschitzovu podminku na intervalu [a, b], tj.
existuje L € R takové, ze
|f(z) = f(y)] < Llx —y| plati pro vSechna x,y € [a, b].
Potom f € ACla,b|.

2.3 . Véta. Kazda funkce absolutné spojita na intervalu |a,b] md na tomto intervalu
konecnou variaci.

Dikaz.Necht feAC. Zvolme 6 > 0 tak, aby platilo

NE

1f(B;) = flay)| <1

j=1
pro kazdy systém intervalu [oy, 5;], j = 1,2,,...,k, spliujici (2.1). Déle, zvolme délent
{zo,x1,..., 2%} intervalu [a, b] tak, aby platilo

O<x;—x;_1 <9 prokazdéi=1,2,..., k.

Potom pro kazdé i = 1,2,...,k a kazdé déleni D' = {of, af, ..., al, } intervalu [z;_q, z;
méame
m;
i
E (@f—af ) =mi—2; 1 <6
=1

15
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a tudiz (podle Veéty [1.3))
m k m;
var® f:ZVarij_lf:Z ~sup Z|f(oz;)—f(oz;-_1| < k < 0.
i=1 i—1 D€ Dwi—rai] =1 ]

2.4. Veéta. Jestlize f, g€ ACla,b], pak |f|, f + g, [ g, max{f, g}, min{f, g} € AC|a,b].
Je-li navic | f(z)| > 0 na [a,b], pak také f~' € ACla, b].

Dukaz. Necht f, g€ ACla,b].
a) Pro libovolnd z, y € [a, b] plati |f(z)] < |f(z) — f(y)] + |f(y)]. Tudiz

f() = f)| = |If ()] = f)]

S FGBHI= 1@l <D 1F(B;) = Flay)l.
j=1 Jj=1
Odtud uz ovsem okamzité plyne, ze také |f| € ACla, b].
b) Druhé a treti tvrzeni, tj. f + g€ ACla,b] a f g€ ACla,b], plynou z nerovnosti

[(f(z) +g(x)) = (f(y) +9W)| < |f(z) = fFy)| + [g(x) — g(y)]

|f(x) g(x) — f(y) g@)| < (I f1l19(x) — g(y)| + llgll [ f(z) — f()].

¢) Protoze pro libovolné x € [a, b] mame

max{f(z),g(z)} = = (f(z) + g(z) + | f(z) — g(x)!)

N | — DN | —

min{f(z), g(x)} = 5 (f(z) + g(z) — [f(z) — 9(50)!)7
plati v dusledku a) a b) také

max{f, g} € ACla,b] a min{f, g}€ACla,b|.

d) Koneé¢neé, je-li navic |f(x)| > 0 na [a, b], pak existuje u > 0 takové, ze plati | f(z)| > p
na [a,b] a tudiz také

L1 f@) = fl)l
flx)  fy)l— p? ’

Nynf uz je snadné ukdzat, ze f~' € AC|a, b]. O
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2.5. Poznamka. Podle vét 1.14/ a 2.3 kazd4 funkce f absolutné spojitd na intervalu [a, 0]
mé konec¢nou derivaci f’'(z) pro s.v. « € [a, b]. Lze dokazat (viz [0, Véty 93 a 94]), ze funkce
f:[a,b] = R je absolutné spojita na [a, b] pravé tehdy, kdyz

f@) = s = | “g(t) dt na [a, ]

pro né&jakou funkci g € L'[a, b]. (Potom je f'(x) = g(x) pro s.v. x € [a, b].) Specidlné, plati,
ze je-li feAC|a,b] a f'(z) = 0 pro s.v. x €[a,b], pak je f konstantni na [a,b]. Déle,
zobrazeni

feAC[a,b] — (f(a), f) €R x L[a, }

(c,g9) ER x L[a,b] — f(z): = c+/xg(t) dt € ACla, 0]

piedstavuji vzdjemné jednoznacény vztah mezi AC|a,b] a R x L'[a,b]. Na AC|[a, b] definu-
jeme normu predpisem

I lac = [f (@] + Ifli pro fe€AC[a,b]

a ACla,b] je pak Banachuv prostor. Obecny spojity linedrni funkcional na ACla,b] mé
tvar:

b
feA@[a,quﬂaH/ pfdt,

kde geR a pelL®[a,b]. (L*°[a,b] znaci prostor funkei ”v podstaté” ohrani¢enych na
[a,b].)
Dalsi podrobnosti o funkcich absolutné spojitych lze nalézti v monografiich V. Jarnika

Diferencidlni pocet II [5, V.9] a Integrdini pocet II [6, V.5] a S. Schwabika Integrace v R
(Kurzweilova teorie) [9, XII1.4].

Vime jiz (viz Lemma [1.21 a Pozndmka [1.23)), Ze kazdou funkci s konecnou variaci na
[a, b] muzeme rozlozit na soucet funkce spojité a funkce skokové resp. na rozdil dvou funkef
neklesajicich na [a, b] (viz Véta[l.4). Funkce s kone¢nou variaci 1ze také rozlozit na soucet

funkce absolutné spojité a funkce singularni. Dukaz nésledujiciho tvrzeni je uveden napft.
v [6, Véta 125].

2.6. Véta (LEBESGUEUV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACK). Pro kaZdou funkci

f €BV]a,b] existuje singuldarni funkce fSING takovd, Ze f — fSING je absolutné spojitd
na [a,b]. Funkce fSINGr je urcena jednoznacné az na konstantu.

2.7 . Definice. Jestlize f € BV]a,b], pak funkci fSING pritazenou k [ podle Véty 2.6
nazyvame singuldrni ¢ast funkce f. Dale, rozdil f — fSIN G nazyvame absolutné spojitd
¢dst funkce f a znacime fAC. Konecne, fSC: = f—fB- fAC =fC¢ - fAC je spojitd

singuldarni cast funkce f.
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Kapitola 3

Regulované funkce.

3.1. Definice. Funkce f:[a,b] — R se nazyvéa regulovand na [a,b], jestlize pro kazdé
t € (a,b] a kazdé s € [a, b) existuji koneéné limity

ft=) = lim f(r) a f(s+)= lim f(7),

T—t— T—5+

tj. ma-li na intervalu [a, b] nespojitosti nejvyse 1. druhu. Mnozinu funkei regulovanych
na [a, b] znacime Gla, b].

3.2. Poznamka. Zrejmé plati BV[a,b] U Cla,b] C G[a,b], piicemz Gla,b] \ Cla,b] # 0 a
Gla,b) \ BV][a,b] # 0.

Podobné jako pro funkce s konecnou variaci (viz Lemma z dukazu Véty [1.7) plati pro
regulované funkce :

3.3. Véta. Kazdd funkce regulovand na [a,b] md na |a,b] nejvyse spocetné mnoho bodu
nespojitosti. O

3.4. Véta. Jestlize pro posloupnost {f,}5>; CGla,b] a funkci f:[a,b] — R plati
lim, o fu(z)=f(z) stejnomérné na [a,b] (. im, . ||f — full =0), pak f € Gla,b].

D uk az. Necht z€[a,b), necht {zx}ren C (,0] je libovolnd posloupnost takovd, ze
x, < x pro véechna k€N a x, — x pro k — 00. Necht je déno libovolné € > 0. Zvolme
ng €N a ky € N tak, aby platilo

15 15
”f - fno” < g a |fn0(xk> - fno(xf)l < g pro vSechna k,f > kO'

Potom budeme mit pro vSechna k, ¢ > kg

|f(@i) — f(@e)|
< |f(xk) - fn0<xk)| + |fno($k) - fno(xDl + ‘f($f> - fno(xf)’ <g,

tj. existuje konecnd limita f(z+) = limg_o f(2x). Podobné bychom ukazali, ze pro kazdé
x € (a,b] existuje kone¢nd limita f(x—). O

3.5 . Definice. Pro libovolnou funkci f:[a,b] — R, podinterval [, 5] C [a,b] a délenf
D ={ap, 0, ..., 0} € Z]a,b] definujeme

Wiap) (f) = sup )\f(xl)—f(fC")l a wp(f)= max W, ,.a)(f).

!,z € (a,8 i=1,2,....m

19
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3.6. Véta. Ndsledujici tri turzend jsou ekvivalentni
(1) feGla,b].
(i) Existuje posloupnost { fn}nen C Sla,b] takovd, Ze plati f, = f na [a,b] pron — oc.

(#ii) Pro kazdé e > 0 existuje déleni D = {ag, a1, ..., an} € Z2[a,b] takové, Ze wp(f) < e.
D uk az.a) Implikace (ii) = (i) je dokdzdna Vétou 3.4l

b) Predpoklddejme, ze plati (i) a necht je déno libovolné & > 0. Potom pro kazdé z € [a, ]
existuje d(x) > 0 takové, ze plati

x —d(z) > a pro véechna x € (a,b], x+d(x) <b pro vSechna z € [a,b)

a
{ Wia,at+s(a)) () < &, Wi—sw)p) (f) <€, (3.1)
Wa—s@)a)(f) <€ a  Waets@)(f) <& pro vsechna z € (a,b).
Intervaly

la,a+d(a)), (x —0(z),z+d(x)), x€(a,b),(b—45(b),b]

tvori oteviené pokryti intervalu [a, b|, ze kterého lze podle Vitaliovy véty (viz napt. [5,
Véta 81]) vybrat pokryti kone¢né :

[CL, a -+ 5(&))7 (Iz - 5(1‘1)7171 + 5(1‘1))7 L= 17 2a s, M — 17 (b - 5(b>a b]7
pticemz vzhledem k (3.1)) plati

W(zi—b(z)a)(f) <€ & Wy wts@) (f) < e provsechnai=1,2,...m—1.

Oznaéme zo: = a a T,,: = b a necht

D = {:EO? A1, L1y - Oy — 1, Ty — 1, O, xm}a
kde

o; € (IZ — (5(IZ'),ZL'Z'_1 + 5((131_1)) N (Ii_l, IZ'), 1= 1, 2, oo, m— 1.
Potom

Wa,an) (f) < Waatsan(f) <, Wiamb) (f) L we—swyp(f) <e
a

Wiaga) () S Weis@)e)(f) <€ a8 Wepain)(f) < Wy ars@)) (f) <é

pro kazdé 1 =1,2,...,m—1, tj.

wD(f) <e.
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c) Piedpoklddejme, 7e plat{ (iii). Necht je ddno & > 0 a necht
D = {ao,al,...,am}eg[a,b]

je déleni [a,b] takové, ze wp(f) < €. Pro kazdé i€ {1,2,...,m} zvolme & € (a1, q;) a
definujme

oo(2) = { fla) pro = = «,
: f(&) pro x € (1, ;).

Pro kazdé x € [a,b] mame |f(z) — g.(x)| < € a tudiz také || f — g.|| < . Jestlize tedy pro
kazdé n € N definujeme f,, = g1/, bude f, €Sla,b] pro kazdé n€N a f,, = f na [a,b] pro
n — o0. O

3.7. Disledky.
(i) Kazdd funkce regulovand na [a,b] je na [a,b] ohranicend. Tudiz také G|a,b]CLL![a, b].

(ii) Pro kazdé e > 0 existuje nejuyse koneéné mnoho x € |a, b] takovijch, Ze plati

AT f(z)| > mnebo |A™f(z)] >e.

D uk az. Obé tvrzeni plynou z vlastnosti (iii) z Véty 3.6. O

3.8. Véta. Gla,b] je Banachiv prostor vzhledem k normé

Iflle = [I7]l = sup [f(z)]
z € [a,b]
D u k a z . Predpokladejme, ze posloupnost {f,}>°, C Gla,b] je cauchyovska v G|a, b].
Jako v castech a) a b) dukazu Vety [1.10 dokdzeme, ze existuje funkce f:[a,b] — R
takové, ze plati lim,, . ||fn — f|| = 0. Podle Véty [3.4 ovsem plati f € G[a, b] a tim je véta
dokazana. n

3.9. Poznamky.

(i) f€Sla,b] <= f je konecna linedrni kombinace charakteristickych funkef intervala
la, 7], [a,T), T € (a,b], a charakteristické funkce jednobodového intervalu [a], tj.

Sla, b] = Lin (X[a,ﬂa Xa,7)> T € (@, b], X[a}>~

(Lin(M) znaéf linearni obal mnoziny M.)

(ii) Mnozina Sla,b] je podle tvrzeni (ii) Véty 3.6 hustd v Gla,b], tj. S[a,b] = Gla, b,
kde Sla, b] znaci uzaver Sla, b] v Gla, b].
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3.10. Lemma. Necht {f,}>2, C Gla,b] a f, = f na [a,b]. Potom plati téz

falz=) = f(z=) a fulz+) = fla+) nala,bl,
kde f(a—)= f(a), f(b+)=f(b) a fr(a—)= fe(a) a fu(b+)
Dukaz.ProneN polozme

- falz4) kdyz z€la,b),
ful) :{ fald)  kdyz z=0b

- flz+) kdyz z€]a,b),
fle) = { Fb)  kdyz @ —b.

Necht je ddno ¢ > 0. Existuje n. € N takové, Ze je |f.(t) —

= fx(b) pro k€N,

REGULOVANE FUNKCE

f(t)| < e pro kazdé n > n. a

kazdé t € [a,b]. Odtud ovsem limitnim pfechodem ¢ — x+ dostaneme, ze také pro kazdé

x €la,b) a kazdé n > n. plati

Fola) = F@)] = Jim | £ult) ~ F0)] < =,
tj.

tim (7, — 7 =0
neboli

fulz+) = fla+).

Podobné bychom ukézali, ze plati i f,(x—) = f(z—) na [a, b].

O

Ve zbyvajici ¢asti kapitoly uvedeme nékolik tvrzeni, které budou pozdéji (zejména
v kapitole [6) uzitecné. Nejprve shrneme dusledky Lemmatu [3.10/ pro nékteré dulezité

podmnoziny prostoru Gla, b].

3.11. Disledky. Mnoziny

Gpla,b] = {f €Gla,}]: f(w—) = f(x) na (a.b)},
Gula,b] = {f €Gla,b]: fla—) =

G pla.t] = 1 €Gla.t]: fa4) = £(2) na (1)}
Grla,b) = {f €Gla,b]: f(2—) = f(z) na [a,b)},
| Gregla,b] = { €Gla,b]: fla—) + fla+) = 2 f(z) n

jsou uzaviené v Gla,b] a tudiz jsou to také Banachovy prostory vzhledem k operacim a

normé indukovanym z G|a, b].

]
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3.12. Lemma.

Grla,b]NS[a,b] = Grla,b],  Gila, b NSla,b] = GLla, b],

Ggrla,b] N S[a,b] = Grla,b],  Ggla,b] NS|a,b] = Ggrla, b],

Gr@g[(l, b] N S[a, b] = Greg[a,, b]

D 1 k a z . Dokazeme pouze prvni a posledni tvrzeni. Zbyvajici vztahy se dokazou ana-
logicky.

(i) Necht feGryla,b] ae > 0. Podle Véty 3.6 (ii) existuje ¢ € S[a, b] takové, ze

|f(z) —@(x)] < ||f — | <& pro vechna x € [a, b]. (3.3)
Dale, pro kazdé x € (a,b) existuje d(z) > 0 takové, ze x — §(z) > a a

[f(z) = fO) = |f(z—=) = f(t)] <& pro véechna t € (x — 6(x), z).
Pro kazdé x € (a,b) a t € (v — d(z), z] tedy mame

o(x) — ()] < o) = f@)] + | f(2) = FOI+ [F(E) — )] <3¢,
£,
p(2) = plz=)] < 3e.
Polozme
5(a) = { () pro x = a nebo x = b.
p(z—)  pro z€(a,b),
Potom ¢ € G 1,[a, b] N S[a, b],

[f(2) = @(@)| = |f(z) — p(2)| < e kdyz = =anebow=b

[f(2) = p(@)] < |f(z) = (@) + [p(z) — p(z—)[ < 4e kdyz € (a,b).
Odtud uz plyne, ze mnozina G ,[a, b] N Sla, b] je hustd v G 1,[a, b].

(ii) Necht f € Gregla,b]. Necht je ddno € > 0 a funkce ¢ € S{a, b] je takové, ze plati (3.3).
Potom musi byt také

[f(z=) —ple=)[ <e pro z€la,b) a [flz+)—plz+)<e pro ze(a,b]. (3.4)
Polozme
¢(a) kdyz = = a,
plr) = %(go(:H) + @(x—)) kdyz z € (a,b) (3.5)
©o(b) kdyz z = 0.
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Potom & € S[a, b N Gregla, b]. Déle, vzhledem k (3.4) a (3.5),
(@) = &) =[5 [f(z+) + f2=)] = 5 [o(a+) + p(z-)]]
<3 ([f@) = plet)] + | fe=) = p(a-)|) <= kdyz z€(a,b).
Konecné, podle (3.3) a (3.5) mime
f(x) = ()| = | f(x) — p(x)| < e kdyz x = anebo z =b.

Odtud uz plyne, ze plati Gregla, b] N S[a, b] = Greg[a, b]. ]
3.13. Lemma.

G ,la,b]NSla,b] = Lin( 1, x(r4), T € [a, ), x

\_/v

G Rrla,b] NSfa,b] = Lin( 1, X(q], X[re: T € [, b)

)

G rla,b] N'Sla, b] = Lin L, X[, T € la,b), x

9

(

G p[a,b] NS[a,b] = L1n<1 Xlal» X(Tb],TG[ a,b)),
(
(

V\_/

. 1
GT‘@g[aa b] N S[aa b] - Lln(]-a X(a,b]y 5 X[7] + X[r,b]> T € (CL, b)7 X[b])a

2
D tu k az . Dokdzeme napi. posledni z uvedenych relaci. Necht tedy f € S[a, b)jNGregla, b].
Potom existuji m € N, cg, 1, ¢z, ..., cnp1 ER adéleni D = {ap, ay, ..., a,} intervalu [a, b
takové, ze

Co kdyz x = a,
¢ kdyz z € (aj_1, ;) pro néjaké j=1,2,...,m,
kdyZz x = a; pro néjaké j=1,2,...,m —1,
Cmi1  kdyz x =0,
tj.
f(@) = co Xa)(T) + 22011 €5 X(ay1.05) ()

B (3.6)
+%<Z;n:1 (Cj + Cj+1)X[aj](x)> +Cm+1X[b]('T) pro x & [a7b]‘

Pravou stranu vztahu (3.6) muzeme upravit takto

m m—1
= o« XJa,b] — €0 X(a,b] T Z Cj X(aj_1,b] — Z Cj X[a;,b) — Cm Xb]
j=1 j=1

m—1
MDD ES D ¢4t Xioy] + Cmt1 Xy
J=1
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m m—1
= CoX[a,b] — €0 X(ap] T Z Cj X(aj—1,0) — Z ¢ (X(az4) T Xiay))
j=1 j=1
m—1 m—1
% Z Cj X[aﬂ + % Z Cit+1 X[aj] + (Cm—l—l - Cm) X[b]
j=1 j=1

m—1 m—1
= €0 Xab] — €0 X(ab) T Z Cj+1 X(aj,b) — Z Cj X(a,b)
j=0 j=1

m—1 m—1
- % Z Cj Xlay] T % Z Cit+1 X[ay] T (Cm+1 — Cm) X[b]
J=1 j=1

m—1
= CoXfap + (€1 = €0) Xay + Y (Cis1 — &) <X(ajvb] + %Maﬂ)
j=1
+ (Cm+1 - Cm) X[b]

= doXfapy T d1 X(ap + Z d; (X(aj,b] + %X[aj]) + dms1 X
=2

kde

dy=co, dj=cj—cj_1pro j=1,2,....,m+1, (3.7)

Dokaézali jsme tedy, ze f € Lin(l, X(ab]s 3 X[r] + Xirt)» T € (@, ), X[b])- Protoze, vztahy (3.7)

definuji vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi vektory

(CosClyeveyCmyCmy1) & (doydiy. .. dmydmys),

znamena to, ze plati

Greg[aa b] N S[CL, b] = Lln<1> X(a,b]s X[r]» X[m,b]» T € (CL, b)v X[b}) . ]

Dalsi podrobnosti tykajici se regulovanych funkci lze nalézti zejména v monografii
Ch. Honig: Volterra Stieltjes-Integral Equations[4l sec.3].
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Kapitola 4

Riemannuv-Stieljesuv integral

Text této kapitoly se opird zejména o kapitolu II Hildebrandtovy monografie [3].

4.1. Definice. Pro libovolné dvé funkce f, g: [a,b] — R arozsitené déleni (D, &) € 2 [a, b]

intervalu [a,b], D = {ag, a1, .., am}, € = (&1, &, ..., &) 5Pzl ¢ R™  definujeme
Spag(D €)=Y f(&) [9(ay) — glay-1)):
=1

(Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme psat zjednodusené S(D, ) misto Syag(D,§).)

4.2. Definice. Necht f, g:[a,b] — R. Rekneme, ze existuje normovyj Riemanniiv-Stieltje-
suv integrdl ((n) RS-integral)

b b
) [ s =) [ fGo) dig(a)
a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje > 0 takové, ze plati
((D,g) c2la,b] A |D| < 5) — [S(D, &)~ 1| <e.
Rekneme, Ze existuje o-Riemanniiv-Stieltjestiv integrdl ((0) RS-integral)
b b
@) [ Fdld= (@) [ 5le) dlgta)
a mé hodnotu I € R, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje déleni D, € 2[a,b] takové, ze plati
((D,g) e 2l A D.cC D) — [S(D,€) 1] < <.

Existuje-li integral f; fd[g] (v nékterém z vyse uvedenych smysli), pak pro libovolné
funkce f, g:[a,b] — R definujeme:

/bafd[g]z—/abfd[g]-

Dale, pro kazdé ¢ € [a,b] a pro vSechny funkce f, g:[a,b] — R definujeme:

/ccfd[g] 0,

27
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4.3 . Cviceni. Jestlize funkce f:[a,b] — R a g € BV]a,b] jsou takové, Ze eristuje RS-
integrdl f; fdlg] (v normovém ¢i zjemnovacim smyslu), pak plati :

\/abfd[g]\ < || fllvar® g

Pro kazda dveé déleni D', D" € 2]a,b] takova, ze D' C D" (D" je zjemnéni D’) plati
|D"| < |D'|. Snadno lze tedy dokézat nasledujici tvrzeni:

4.4. Véta. Je-li (n) fabf dlg] = I € R, pak plati také (o) f: fdlg] =1

4.5. Poznamka. Necht f € G[a,b], 29 € (a,b), c,d € R, cd >0 a

—c pro z < x,
9(1) = =€ Xfaa0) () + d X (o i (x) = 0 pro r = o,

d pro x > x.

Pro libovolné rozsitené déleni
(Dvé) = <{Oéo, Qyp, ... 7Oém}u (§17€27 <. 7£m)) S [CL, b]
intervalu [a, b] méme

[ f(&) (c+d) je-li g € (0, 1), &§ = & # wo,

f(xo) (¢ +d) je-li zg € (0, ajt1), & = o,

S(D,§) =4 [(E)e+f(E)d  Jeliwg =0y, {1 =& #z0, § =" # 20,
flxo)e+ f(E§")d  je-li xg = ay, §5-1 = 20, §§ = " # 0,

L f(&) e+ fxo)d  jelimg=ay, {1 =& # xo, § = 0.

Odtud vidfme, ze pokud je —c = g(zo—) # d = g(xo+), pak k tomu, aby ¢dstecné soucty

S(D, &) konvergovaly pro |D| — 0 k néjaké koneéné hodnoté I, je nutné, aby funkce
f byla v bodé zy spojita (lime_,, f(§) = f(x0)). Lze tedy ocekdvat, ze pro existenci

normového integrélu (n) f; f dlg] bude nutné, aby funkce f a g nemély zadny spoleény
bod nespojitosti.

Nyni, necht Dy € Z[a, b] je libovolné déleni obsahujici z. Pro kazdé jeho zjemnéni D
potom mame

S(D,§) € {f(&) e+ f(£")d, fwo) e+ f(£")d, f(E) e+ f(xo) d},

kde & < zp a & > xy. Bude-li tedy funkce f regulovana na [a,b], bude mnozina Q
hromadnych bodt mnoziny {S(D,€):(D,§) € 2[a,b] AN Dy C D} nejvyse titbodova:

Q = {f(zo—) c+ f(zot+)d, f(xo) c+ f(xot+)d, f(zo—)c+ f(zo)d}
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To naznacuje, ze pro existenci integrélu (o) fab f dlg] bude nutné (a mohlo by stacit (7)),
aby pro funkce f a g a libovolné z € [a, b] platilo:

(ATf(z)ATg(z) =0) A (A" f(z)Ag(z) =0).
Standardnim zpusobem lze dokazat nasledujici tvrzeni.

4.6 . Véta (BoLzaNO - CAUCHYOVA PODMINKA). Pro dané funkce f,g:[a,b] — R
existuje normovy integrdl (n) f: f dlg] pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka :

Ve>030>0: ((D',g), (D", "Y€ 2 [a, b A|D'| <5 A|D"| <5) @)
— |S(D',€) — S(D",€")| <. '
Podobne, (o) fff dlg] € R pravé tehdy, kdyz plati
{ Ve>03D.€2[a,b]: <(D’,§’), (D", ¢") € #la, ) AD'>D.AD" > D6> @3
— [S(D',€) — S(D",&")| < e.

D 1 k a z . Nutnost splnéni uvedenych podminek pro existenci prislusnych integralu je
ziejma z Definice 4.2,

Predpoklddejme, zZe je splnéna podminka (4.2). Potom muzeme vybrat posloupnost
rozsfienych déleni {(D", £F)}e° | intervalu [a, b] takovym zpiisobem, Ze bude platit

1S(D, &) — S(DM, ") < L prokazdé D D> Dy, a (D,¢) € 2[a,l] (4.3)
a pritom soucasné
Dy C Dy a |S(Dy,&") —S(Dp,&") <+ prokazdé ke N a (> k. (4.4)

Posloupnost {S(Dy, £%)}2°, je cauchyovskd posloupnost redlnych ¢isel a existuje tedy
realné c¢islo I € R takové, ze

lim S(Dy, &) = 1.
Nyni, necht je ddno € > 0. Zvolime-li k. tak, aby bylo soucasné

1 €

DO ™

bude, vzhledem k (4.3) a (4.5), pro kazdé D D Dy_ a kazdé (D,§) € £]a, b] platit

1S(D,€) = 1] < [S(D,§) = S(D. &) + [S(Die, &) — 1] < ¢,

neboli

=) [
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Implikace (4.1) = (n) fab fdlg] € R by se dokazovala podobné a ponechava se
ctenari jako cviceni. O

Pokud nebude v néasledujicich tvrzenich explicitné zminéno, zda se jednd o normovy
integrél ¢i o (o)-integrédl, bude to znamenat, ze tvrzeni plati pro oba typy integralu.

4.7. Véta. Jestlize existuje integral fj fdlg] acel(a,b), pak existuji také integraly

/:fd[g] a /bed[g]

a plati
b c b
[ rai = [ raig+ [ s
Dukaz. a)Existenci integralu

/:fd[g] 2 /cbfd[g]

dokézeme snadno pomoci Véty 4.6.
b) Déle, necht je ddno e>0. Zvolme rozsitend déleni (D', )€ [a,c| a (D", £")e2 |c, b]
tak, aby platilo
c b b
- [ rdig|+|s0nen - [ raigl)+ |6~ [ fdial] <e @)

kde
(D,§) = (D'uD" (£,£") € Z]a,b].

Potom bude S(D, &) = S(D', &) + S(D”",£") a tudiz

I/abfd[g]—/acfd[g]—/cbfd[g]

b
<| / fdlgl = S(D.€)| + |S(D.€) - S(I.€) — S(D". ")

+|s(D',¢ /fd I|+ |S(D,¢) - /fd O

4.8 . Cviceni. Pro oba integrdly (normovy i zjemiiovaci) provedte podrobné ¢dst a)
dukazu predchozi véty. Dale podrobné zduvodnéte pro¢ z existence integralu

[ [raw. [rag

opravdu plyne existence rozsitenych déleni (D', ') € Z[a,c] a (D”,£") € 2 |c, b] takovych,
ze plati (4.6).



STIELTJESUV INTEGRAL 31

Dalsi tvrzeni plyne piimo z Definice 4.2.

4.9. Cviceni. Necht f, f1, f2, g, 91,92 [a,b] — R, a necht existuji integraly :

/abfld[g], /abfzd[g], /abfd[gl] a /:hd[gz]_

Potom pro libovolna c¢q,cs € R plati

/ab<clf1+c2f2 _cl/ fid +c2/ fod

b b b
/ fdleigi +cage] =1 / fdlgi] +c / fdlga].

4.10 . Véta. Necht g € BV|a,b], f:[a,b] — R je ohranicend a funkce f,:[a,b] — R,
n € N, jsou takové, Ze

b
/ fndlg) € R pro vsechna n € N (4.7)

a a
i [, — £ =0 (19

Potom existuje také integrdl fbf dlg] a plat?
lim fn / fdlg (4.9)

Dukaz provedeme pro o integral :

Necht je dano € > 0. Vzhledem k piedpokladu (4.8) muZeme zvolit n. € N tak, aby
platilo

nzn. = (Ifa-fll<
va

o) A (5 <0+ 1), (4.10)

Déle, za nasich predpokladu (viz Cviceni 4.3) je pro n > n.

b
|/ fudlgl] < I fullvart g < (1£] + 1) var® g.

Muzeme tedy vybrat podposloupnost {n;}72, v N a I € R tak, ze bude platit

b
fim [ gl

Specialné, existuje k. € N takové, ze

Nk, > Ne 2 (k;>k — |/fnk —I|<€) (4.11)
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Déle, necht D, = {ag, a1, ...,a,,} € Z je takové déleni intervalu [a, b], Ze
b
(0.9 €2ab) n(D.cD) = [SuDO~ [ fu dgll<e @12
kde
Si.(D.€) = Z For (&) lo(e) = gl-1)].

Protoze je ng, > n. (viz (4.11)), znamena (4.10), ze pro kazdé (D,§) € 2]a,b] splaujici
D. C D je

1S(D,€) = 8D, )| < If = fuy, | vargg <e.
Vzhledem k (4.11)-(4.12) tedy dostdvame

S(D.€) =11 < S(D,&) =D+ |5 (D)~ [ fus, ll|+] [ fo dlgl=1] <32

Odtud okamzité plyne, ze plati

/abfd[g]z

Konec¢né, protoze podle Cviceni 4.3 mame

/fn /fd < lfu— fllvartg,

tvrzeni (4.9) plyne nyni snadno z predpokladu (4.8). O
4.11. Poznamka. Vsimnéme si, Ze ze z existence integralu (o) fabfd[g] € R plyne, ze
pro kazdé € > 0 existuje déleni D, € 2]a, b] takové, ze:

v(D)

((0.9€ 210 # D5 0.) = |3 (16 o) —stes-]- | s

4.12. Lemma. Necht f,g:[a,b] — R a necht existuje (o) f; fdlg]. Bud ddnoe >0 a
necht D, € 2a,b] je takové, ze

o [ | <<

plati pro kazdé rozsirené déleni (D, ) € 2 a,b] takové, Ze D D D..
Potom pro kazdé rozsitrené deleni (D,§), D = {ag, v, ...,am}, &€ = (£&1,8&, ..., &m),
takové, Ze D D D, plati

Zm: ‘ (&) [9(e) — g(j-1) / fdlg < Ge. (4.13)
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Dukaz.a)
D" > D, méame

1S(D',¢&') = S(D",¢")] < 2¢.

Necht (D,¢) e 2]a,b], D = {ag, as, ...
jef{l,2,.

(DY, €9) € a1, a]

am} é - (é-laé%w

..,m} mizeme zvolit DY € 9 laj_1, 5] a ¢ e R™ tak, aby platilo

33

Pro kazdou dvojici (D', ¢"), (D",¢') € #]a,b] takovou, ze je D' D D, a

(4.14)

,&m) a DD D.. Pro kazdé

a
S(DY), ) - / £ dlg (4.15)
Necht
U:{j17j27"'7jk} C {1727"‘7m}7 1§j1 <j2 <L e <]k Sma
je dand podmnozina indexu. Potom pro kazdy vektor £ = (&1,&,...,&n) takovy, Ze

(D,§) € #]a,b], mame

> (f(fj) l9(a;) — glaj1)

jeU

<> (&) lglay)

+;<S W, e) / f d[g]

&) - %f@ [9(a;) = gl@;-1)
+[3 (500 @[ salg
= [S(D,6) = S(1,¢ \+\Z( SO, ¢

jeu

kde (D', €') € #[a,b], D' = DU

1> (£1&) [olay) -

jeu

JGU

ozjl

o s

 glay ) - s<Dgf>,gy>>)|

. Odtud, vzhledem k (4.14)

o

— > S(DS

jeU

o s

a (4.15), plyne

<2a+k;3§3a. (4.16)
m
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b) Oznacme

Ut = {j € {12, ...m}: £(&) lg(ay) — glay) !/ fdlgl > 0},

Po dosazeni U = U™ do (4.16) ziskdme nerovnost

> 1FE) [9(ay) — g(e) / fdlg]

jeu+t

= 3 (7€) [o() ~ ala0) / falg)) < 3e.

jeut

Podobné, pro U = U,

U~ = {j e {L.2,....m}: £(&) lg(ay) — glay) / fdlg <0},

dostaneme

> | ltes) - gl )

JEU~ Aj-1

Z—Z(f(é})g%' g(j-1)] / fdlg] <3€

jeU~

Odtud a z (4.17) plyne

m

S IFE) lolay) — glay 1) '/ £ dlg]

= 3 £(&) [g(ay) — glaz1)] / £l
jeut
- fgj —goz] 1 fd
Z @[
- ffj _g CVJ 1 fd
P> /
+1 Y FE) 9(ey) — glayn) / fdlg]| < 6e,
jeu—

tj. plati (4.13)).

(4.17)

(4.18)
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4.13. Poznamka. Povsimnéme si, ze dukaz Lemmatul4.12 obsahuje také dukaz nasleduji-
ciho tvrzeni:
Necht f,g:[a,b] — R a necht existuje (o) fabf d[g]. Bud ddno € > 0 a necht D. € 2|[a,b]

je takové, Ze
b
~(0) [ 1dig] <

plati pro kazdé rozsirené déleni (D,§) € 2 |a,b] takové, Ze D D D.. Dile, necht
U:{j17j27"'7jk}C{1727"'7m}7 1 S]l <j2 < - <jk Sm,

je dand podmmnozina indexii.
Potom pro kazdé rozsirené déleni (D,§), D = {ag, g, ..., am}, & = (&1,&, ..., &mn),
takové, Ze D D D. plati

> F(&) l9ley) — gl 1) / fd[g]

jeu

< 3Je.

Tvrzeni tohoto typu se zpravidla nazyva Saksovo-Henstockovo lemma a hraje dulezitou
roli v teorii integralu.

Dulezitym dusledkem Lemmatu 4.12/ je nasledujici tvrzeni :

4.14. Véta (SUBSTITUCE). Necht f,g,h:la,b] — R, pricemZ f je ohranicend na inter-
valu [a, b] f g d[h] € R. Potom ezistuje jeden z integrdli

/fd[/a /fgd (4.19)

prave tehdy kdyz existuje i ten druhy. V takovém pripadé pak plati

/ fd[/ / fgdih) (4.20)

D 1 k a z provedeme opét pouze pro ¢ integral:

Nejprve si povSimnéme, Ze z existence integralu fab g d[h] € R plyne, ze pro libovolné
x € [a, b] je definovand funkce

wa) = [ gdi
(viz Véta l4.7). Déle, pro kazdé rozsitené délent

(D,g)e,@[a,b], DI{aOvalﬂ"'vam}v £:(£17£2>~--7§m)
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mame:

< 1A [o(6) h(a) — hlay-1) - / 201

j=1 -

<171 (3 lot& th(ey) ~ htag-l = [ g ]

j—

Bud' déno libovolné € > 0. Zvolme D, € Z[a,b] tak aby platilo

5.6~ () [ gt <

pro kazdé rozsitené déleni (D,§) € 2]a,b] takové, ze D O D.. Potom podle Saks-
Henstockova lemmatu (Lemma 4.12) mame

>~ o€ e ~hiey-a — [ g <o

pro kazdé (D, &) € 2 |a, b takové, ze D D D.. To ovSem znamend, Ze pro integralni soucty
piislusné k integralum (4.19) plati:

|3 €) 9(6) hag) = hlay 1) Z F(&) [wlas-1) = wlay)]| < 1] 6.
j=1
Odtud uz dukaz naseho tvrzeni snadno plyne. O

4.15. Véta (INTEGRACE PER-PARTES). Ezxistuje-li jeden z integrdlu
b b
[ s [ gan,
existuje © druhy a plati

b b
/ fdlg] +/ gd[f] = f(b) g(b) — f(a) g(a). (4.21)
D u k a z . Pro libovolné rozsitené déleni

(D,g) = {Oé(],Oél, .. ,Oém}, (gl,fg, .. 7£m)} € ,@[a,b]
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plati
Sng(D7€>
= [(&) lg(an) — g(@)] + f(&) [9(az) — glar)] + -+ + [(&n) [9(b) — g(am—1)]
= —f(a)gla) = [f(&) — f(a)] g(a) — [f(&) — f(a1)] g(ar)
—[f(a1) = f(&)]glen) — -+ = [f(&m) — flam—-1)] g(am-1)
—[flam—1) = f(&m-1)] g(am—1) = [f(D) — f(&m)] g(b) + [(D) g(b)
= f(b) g(b) — f(a) g(a) = Sgas (D', "),
kde
& =(a,a1,a1,9,Q0,...,0m _1,am_1,0) a D' ={a,&,a1,&,q0,. .. Qm_1,Em, b}

je zjemnénim D. (Stane-li se, ze {; = a;_; resp. ; = o pro né&jaké j, musime ovsem tyto
body & z D' iz £ vynechat.)

Necht je ddno € > 0 a nechf existuje integrél fab gd[f]. Zvolme déleni D, intervalu
la, b] tak, aby pro kazdé jeho zjemnéni D’ a kazdé (D', ¢') € 2]a, b] platilo

Seas(D', &) — /abgd[f]‘ <e.

Vzhledem k vyse uvedenému mame tedy pro kazdé D D D, a kazdé prislusné rozsirené
deéleni (D, €)

b b
Syag(D.€) — F(B)g(b) + f(a) gla) + / gdlf] = / g dlf] — Spap(D',€).
kde D' D D D D, a tudiz

b b
S130(D.) = F0)90) + f(@) gta) + [ 9alf)] = | [ 9df) = Syas(D'€)] <=

Odtud uz snadno plyne existence integralu f; f dlg] a platnost vztahu (4.21)).
Druha implikace by se dokazovala symetricky. Il

4.16. Veéta. Jestlize c € [a,b] a jestlize existuji integrdly

h=) [rad @ b= [ sag,

pak existuje také integrdl I = (o) f:f dlg] a plati I =1, + Is.
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Dukaz.Bud ddno € > 0. Zvolme déleni D’ € Z[a,c| a D! € 2]c,b] tak, aby platilo

|S(D',¢') — I| < e pro viechna (D',¢') € 2[a,c] takovd, ze D' D D

|S(D”,£") — I| <& pro viechna (D",£") € 2[c,b] takovd, ze D" D D!,
Nyni, necht D. = D! U D”. Protoze je c € D., kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2|a,b]
spliujici D D D, muzeme rozdeélit :
D=D'UD" a £=(.¢)
tak, ze bude platit (D', ¢') € 2]a,c|, (D",&") € 2[c,b], D' D D. a D" D D”. Navic, je
S(D,&) =S(D' &)+ S(D",&").
Vzhledem k definici DL a DY tedy pro kazdé (D, &) € 2 |a, b] spliujici D D D. mame
(D) (I + 1| < |S(D.€) = L] +|S(D,€") — o] <2<,
tj. dokézali jsme tvrzeni véty. O]

4.17. Véta. Necht f € Cla,b] a g € BV[a,b]. Potom existugi oba integrdly

/abfd[g] j /abgd[f]-

Dtk az. Vzhledem k Vétam 1.4, 4.4/ al4.15 staci dokazat existenci normového integralu
(n) fabf dlg], pro pfipad, Ze f je spojitd na [a,b] a g neklesajici na [a, b].

Necht tedy f je spojitd na [a,b], g neklesajici na [a,b] a bud ddno ¢ > 0. Jestlize
g(b) =g(a), pak funkce g je nutné konstantni na [a,b] a tudiz fabf d[g] = 0. Bez ujmy na
obecnosti muzeme tedy predpokladat, ze g(b) — g(a) > 0. Déle vyuzijeme toho, ze kazda
funkce spojitda na kompaktnim intervalu je na tomto intervalu také stejnomérné spojita.
Existuje tedy d. > 0 takové, ze

pro vSechna z,y € [a, b] takovd, ze |v —y| <J.. (4.22)

Dokazeme, ze pro libovolna dvé rozsitend déleni (D, &), (D', ') intervalu [a, b] takova, ze
|D| < 6. a |D'| <. plati [S(D, &) — S(D',£')| < e. Podle Véty 4.6 to uz bude znamenat,
ze existuje (n)ff £ dlg].
Necht (D*, &%) je rozsifené déleni intervalu [a,b] takové, Ze soucasné plati D C D* a
D’ C D*. Jestlize D = {ag, a1, ..., am}, € = (&1, &, ..., &m), pak prvky déleni D* a slozky
vektoru £* oznacme tak, ze bude
D* ={ap, a1, ..., 0, 00,00, ., 02 1 Qe O, 0}

) “ng—1 ) Png—10

€= o & e G s &, D)
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Potom
S(D.€) = 3 4(E) latay) — gloy-1)) = 3 F6) 3 laler) — gled,)
S(D,6) ~ (0", £ 3D (&) ~ (€ o(ed) — ooy

Pro kazdé j = 1,2,...,m a kazdé j = 1,2,...,n, je |&§ — €| < |D| < .. Miizeme tedy
pouzit (4.22) a poté dostaneme

1S(D,€§) = S(D, )| < 2(9() — g(a) ZZ[Q(O@ —g(al )]

j=1 i=1

Stejné bychom dokéazali, ze plati také
1S(D",¢§") = S(D*,¢)] < 5.
Odtud okamzité plyne, ze
19(D,§) = S0, &N < 19(D, &) = S(D*, €7 + [S(D', §') = (D, ¢7)| < e.
Tim je dukaz hotov. O

4.18 . Veéta. Je-li g:[a,b] — R regulovand na [a,b], pak integrdl fffd[g} existuje pro
kazdou funkci f spojitou na [a,b] pouze tehdy, kdyz g md konecnou variaci na |a, b].

Dukaz. a)lJeli f € Cla,b] ageBV]a,b], pak podle Véty 4.17 existuje (n) f; fdlgl.
Podle Véty 4.4l tedy existuje i (o) f; fdlgl.

b)Dukaz obracené implikace se opird o nasledujici tii pomocnd tvrzeni.

o0
Tvrzenil. Je-li a,>0 pro vsechna neN a Zan:oo, pak existuje posloupnost
n=1
{ch}nen takovd, Ze plati
o0
cn >0 prowvsechnaneN, lime,=0 a ch a, = 0. (4.23)
n— 00 !

Dukaz.Oznacime-li s, = Y ,_, ax pro n €N, bude posloupnost {s,}>° | neklesajici a

lim s, = c0. (4.24)

n—oo
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Specialné, pro dostatecné velkd n (n > ng) bude s,, > 0. Muzeme tudiz definovat

1 pro n <ny,
Cn =
— pro n = ng.
n
Ztejmé je ¢, > 0 pro kazdé n€ N a lim, ., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro libovolna
m,n &€ N, m >n > nyg mame

- SN DS Sn—1
Z%%zZ—z;”:l— .
Sk Sm Sm
k=n k=n
.1z . . , o« . Sn-—1 1 .
Vzhledem k (4.24)), pro kazdé n € N existuje m,, > n takové, ze je < 3 tj.
Sm,,
cLap > —.
Rk >
k=n
To ovSem znamend, ze musi platit (4.23). O

Druhé tvrzeni je snadnym dusledkem Vitaliovy véty o koneéném pokryti a Véty [1.3.

Tvrzeni2. Funkce g:|a,b] — R md konec¢nou variaci na |a,b] prdvé tehdy, kdyz plati

x

pro kazdé x € (a,b] existuje 6, € (0, — a) takové, Ze varl_; g < oo
a (4.25)
pro kazdé x € [a,b) ezistuje o € (0,b — x) takové, Ze var®*d2g < oo.
Tvrzeni3. Necht g € Gla,b], o € (a,b] a
var;’g = oo pro kaZdé x € [a,xy). (4.26)
Potom ezistuje rostouci posloupnost {xy} bodu v (0,z) takovd, Ze
li = - = 0. 4.2
Jim =20 a ; |9(xk11) — g()| = oo (4.27)
Dukaz rozdélime na dveé ¢asti: podle toho, zda plati
sup{|g(x)|;x €[y, z0]} = 00 pro vSechna y € [a, o) (4.28)

¢i nikoliv.
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a) Predpoklddejme nejprve, ze (4.28) neplati. To znamend, ze existuje y; € [a, o)
takové, ze

9" = sup{|g(z)|; z € [y1, zo]} € [0, 00). (4.29)

Bez djmy na obecnosti muzeme predpokladat y; > xg — 1. Podle naseho predpokladu je

vary? g=oo. Existuje tedy déleni D' = {ag,oq,...,a;, } intervalu [y, o] takové, ze

y Qg
V(g, D') > 1+ 2g*. Vzhledem k (4.29) tedy mame
mi—1
> laa)) = glaj ) =1+ 2g" — |g(zo)| - lg(ah, )| >1+2g" =29 = 1.
=1

Polozme xy =y1, 2, = aj_; prok=2,...,my, Yo = max{Zy, 1,20 — 3} ary =my — 1. Mé-

me opet var = 00. bxistuje te eleni =100, 07, ..., Itervalu |y9, xg| takove,
ct vary? g Existuje tedy déleni D? Z a2 2., } intervalu [y takové

ze V(g, D?) >1+2g*. Tudiz, podle (4.29),

mao—1
> lg(ed) —g(e) )= 1+2g" — |g(zo)| — lg(al, )| > 1.
j=1
Polozme
ro=mq+me—1, x :aifn prok=ri+1,r+2,...,79 a y3= max{xm,xo—%}.

(Vsimnéme si, 7e T, 11 = ya = a?.)

Nyni, necht n€N, n > 2anecht r;, y;,i=1,2,...,n—1,axz, k=1,2,...r,_1, jsou
takové, ze

Try 1 +1 = Yi—1, Tk € (yi—la yz] pro k=r;_1+2,...,7;

a
T'i*l
Yi = max{xri_u To — %}7 Z |g(x7€+1) - g(l'k)| >1
k=r;_1
platf pro i=1,2,...,n — 1. Polozme y, = max{z,,_,, ro—+}. Mdme opét vary® g = oo.
Vzhledem k (4.29) tedy existuje déleni D" ={ag,af,...,ap, } intervalu [y,,zo] takové,
ze

mp—1

> lg(ef) = glaf) = 1

Polozime-li

. — A1 J—
Tn=Tpn1+muy—1 xp=0ap ,  prok=r,1+1,...,7,,
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bude platit

rp—1

Z 9(zrr1) —glan)| >1 & x>y >w0—+ prok=rn 1,7y

k=rp—1

Shrnuti: indukef jsme zkonstruovali rostouci posloupnosti {7, }, {y,} a {x} takové, ze

rn—1

Un € (wo— L. 20), D |g(ars1) — g(ar)| =1 pro neN

k=rn_1
a Tp>Yp > To— % pro k >r,_;1. Odtud plyne, ze

rn—1

Z|9($k+1)— xkl—z Z lg(z41) — g(z;)] Zl )
k=1 n=1

n=1 j=rp_1

a limg oo x = limg_oo Yy = xo. Dokdzali jsme tedy, ze nase posloupnost {zx} je
rostouct a spliuje (4.27).

b) Predpokladejme, ze (4.28) plati. Nejprve si pov§simnéme, ze pro libovolné y € [a, xo)
plati

sup{|g(z)|;z € [y,xo]} = 0o tehdy a jen tehdy kdyz sup{|g(z)|;z € (y,z0)} = o0

Vskutku, je-li sup{|g(z)|;z € [y,x0]} = oo, pak musi v intervalu (y,xy) existovat bod x
takovy, ze |g(x)| > max{|g(y)|, |g(zo)|}. (Pfipomenme si, ze funkce g je definovdna na
celém intervalu [a, b] a zobrazuje tento interval do R.) Vzhledem k (4.28) muzeme vybrat
x, € (y,x0), k €N, tak, aby platilo |g(z1)|>1 a

x> max{zy_1,20— 3} a |g(@p)|>|g(ar_1)|+1 pro k=2,3,....

Ziejmé {xy} je rostouci, limy_,o T = o a

n

S lglan+ 1) — g(ae) 2 3 (9lan + 1) — lg(ap)]) > > 1= o0,

Nase posloupnost {z} je neklesajici a splnuje (4.27). ]

Pokracovani D &1 k a z u Véty 4.18:

Vzhledem k Vété 4.4 se miizeme omezit na o integral. Necht var® g=oo. Podle Tvr-
zeni 2 existuje xg € [a, b] pro které nenf splnéna jedna z podminek (4.25). Necht tedy napf.
To € (a, b] a necht pro kazdé z € [a, o) plati (4.26). Podle Tvrzeni 3 tedy existuje rostouct
posloupnost {zx}52, bodu v (0, zg) takovd, ze

Jim 2 =29 a Z |9(7x) — g(2p—1)] = 00
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Déle, podle Tvrzeni 1 existuje posloupnost {cx}32; kladnych éisel takova, ze plati

hm . =00 a ch lg(ar) — g(ag_1)| = oo.
Polozme
0 pro x < ap resp. x > xg resp. € {og ),
f(]?) = g + 01

ci sign(glax) — g(ar-1)) pro & =&: = ——

a ve zbyvajicich bodech intervalu [a, b] dodefinujme funkei f linedrné. Takto definovand
funkce f:[a,b] — R bude zfejmé spojitd na [a,b] a pritom pro ni bude platit

> (&) [9(ar) — glar—1)] = oo.

k=1

Specialné, pro kazdé M > 0 existuje Ny, € N takové, ze

Ny
> FE) o) — glaw—1)] > M.
k=1
Pro dané M >0, oznac¢me Dy = {a, ag, o1, - . ., an,,, To, b} & Epr = (a, &1, &a,y - -, Ny, X0, D).

Potom je (Dur,én) €2 a S(Dy,&p) > M. To ale znamend, ze integrél (o) fabfd[g]
nemuze existovat.

Neni-li splnéna druhd z podminek v (4.25), tj. jestlize existuje zo € [a,b) a var g = oo
pro kazdé = € [xg,b), je tieba misto Tvrzeni 3 pouzit jeho vhodnou upravu. [

4.19. Cviceni. Zformulujte a dokazte analogii Tvrzeni 3 potiebnou k dokoné¢eni dukazu
Veéty 4.18.

4.20 . Veéta. Integral fabfd[g] existuje pro kazZdou konecénou skokovou funkci g pouze
tehdy, kdyz f je spojitd na |a,b].

D u k a z . Stejné jako v dukazu predeslé véty, muzeme se omezit na o-integral. Necht

T € (a,b), ¢c,d € R, cd > 0 a necht funkce g:[a,b] — R je definovidna podobné jako
v Poznamce 4.5/

g(x) = _CX[a,wo)(x) + dX(aco,b](:U) pro x € [(I,b].
Podle Poznamky 4.5 muze integrél (o) f: f dlg] existovat pouze tehdy, bude-li platit

cA"f(zo) =0 a dATf(zm) =0,
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tj. A7 f(xg) = AT f(xg) = 0. Existuje-li tedy integral (o) fabfd[g], musi byt f spojita
v kazdém bodé zg € (a,b). Podobné bychom dokézali, ze pak musi byt f spojita i v bodé
a zprava a v bodé b zleva. Il

Kapitola vénovana RS-integralum bude zakoncena uvedenim nékolika dalsich dulezi-
tych tvrzeni. Pro dukazy zatim odkazuju ¢tenafe na kapitolu II jiz zminéné Hildebrandtovy
monografie [3].

4.21. Definice. Rekneme, ze funkce f, g:[a,b] — R spliji v bodé = € (a,b) podminku
(PA) (podminku pseudoaditivity), jestlize

([ Pro kazdé € > 0 existuje 6y > 0 takové, Ze pro vsechna
8 €(0,d0), 6" €(0,00), E€E[x—0",x+0"], €[z —0,2]a &€z, x+ 0"
plati:
| £(€) [g(a + ") — g(a — &")]
\ —f(€) [9(z) = g(z = &)] = F(£") [g(z + ") — g(2)]| < e.

Naésledujici tvrzeni plyne z |3, Theorem I1.3.10]), kde je ovSsem tfeba intervalovou funkci
f(I) nahradit mnohozna¢nou intervalovou funkei

F[Cvd]_)f(g) [g(d)—g(c)], gE[C,d].

4.22. Véta. Normovy integrdl (n) fab f dlg] existuje prdvé tehdy, kdyz existuje (o) fab fdlg]
a je splnéna podminka (PA) v kazdém bodé x € (a,b).

4.23 . Véta. Necht € (a,b). Funkce f, g:|a,b] — R spliugi podminku (PA) v bodé
x € (a,b) pravé tehdy, kdyz alespon jedna z nich je v bodé x spojitd.

4.24 . Poznamka. Je-li f ohrani¢end v okoli bodu x € (a,b) a g spojitd v bodé x, pak
funkce f, g splnuji podminku (PA) v bodé x.

4.25. Disledek. ([3, Corollary I1,10,6]) (n) fab f dlg] ezistuje pouze tehdy, kdyz funkce
f a g nemagi spolecny bod nespojitosti v (a,b).

4.26 . Dusledek. Necht c € (a,b) a necht funkce f,q:|a,b] — R spliuji (PA) v bodé c.
Potom, jestlize existuji integradly :

) [ rdal =1 o (n)/cbfd[g]=12,

pak existuje také integrdl fabf dlg] a plati

() / Jdig) = L + L.
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4.27. Veéta. Jestlize existuje (o) fab fdlgl], pak plati obé ndsledujici tvrzend :
(i) Pro kazdé x € [a,b) je alespori jedna z funkci f, g spojitd v x zprava,

(i) Pro kazdé x € (a,b] je alespori jedna z funkci f, g spojitd v x zleva.
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Kapitola 5

Kurzweiluv-Stieltjesuv integral

5.1. Definice. Funkce 0:[a,b] — R™ = (0,00) se nazyvaji kalibry na intervalu [a, b],
mnozinu kalibri na intervalu [a, b] znac¢ime ¥ = ¢|a, b].

Pro dany kalibr § € ¢, fekneme, Ze rozsitené délent (D, ) € 2 [a, b] je 6-jemné (piseme
(D,¢) € #(5) = «7(0; [a,b])), jestlize plati

[Oéjfl, Oéj] C (fj — (5(6}), gj -+ 5(&})) pro Véechnaj = 1, 2, cey V(D)

Pro dané funkce f,g:[a,b] — R a rozsifené déleni (D, &) € 2 [a,b] definujeme (jako
v kapitole [4))

v(D)

S(D,&)(= Sag(D,€)) Zfé’] — gla;-1)].

5.2 . Definice (KUrRzWEIL). Necht f,g:[a,b] — R a I € R. Rekneme, 7e existuje
Kurzweiluv-Stieltjesiuv integral (KS-integral)

xs) [ " fdlg] = (KS) / ) d

a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje kalibr . € ¢ takovy, ze
‘I—S(D,&)’ <e (5.1)

plati pro vSechna d.—jemnd rozsitend déleni (D, &) (tj. pro viechna (D,§) € «7(.)).

Jestlize existuje integral (KS)[? f d[g], definujeme (KS) [ fd[g] = —(KS) [ f d[g]
Dale, (KS) [ fd[g] = 0.

Tato definice ma smysl diky néasledujicimu lemmatu.

5.3 . Lemma (COUSIN). Pro kazdy kalibr § € 4 je mnoZina «/(0) viech §—jemnych
rozsirenyjch déleni intervalu [a, b] neprdzdnd.

D u k az . Necht je ddno 6 € ¢. Oznacme M mnozinu vSech c€ (a,b] pro néz je
o/ (0;[a,c]) # 0. Protoze je d(a) > 0, polozime-li ¢ = min{a + d(a),b}, D = {a,c} a
¢ = a, bude c€(a,b] a (D,§) € #(5;]a,c]), tj. ce M a M # (). Polozme d = sup M.
Protoze je 6(d) > 0, existuje c€ (d — ( ),d] N M. Je-li ¢ < d, pak existuje (D,§) €

/(8;[a, ). Definujme D = DU {d} a £ = = (¢, d). Potom (D,€) € 2[a,d] a protoze je
e, d] € (d—8(d),d+ 8(d)), znamens to, ze (D, ) € «#(8;[a,d)), tj. d € M. Konetné, kdyby
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bylo d < b, pak bychom mohli zvolit c € (d,d + §(d)) N (d,b) a ukazat, ze c € M, coz by
znamenalo spor s definici d = sup M. To znamend, ze plati d = sup M = b a dukaz je
proveden. O]

Nebude-li uvedeno jinak, bude mit v nasledujicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS-integralu.

Dukazy tvrzeni uvedenych v této kapitole byly jednak prevzaty z monografické pu-
blikace [8], jednak jsou modifikacemi dukazu analogickych tvrzeni pro specidlni piipad
g(z) = x ze Schwabikovy monografie [9].

5.4. Poznamka. Jsou-li § a §y € ¢ kalibry na intervalu [a, b], pro které je d(z) < do(x)
na [a, b], pak kazdé rozsitené déleni intervalu [a, b], které je 6—jemné je také do—jemné, tj.
plati «7(§) C «/(dy). Plati-li tedy néjaké vlastnost pro vSechna (D, &) € «7(dy) tim spise
plati i pro vSechna (D,§) € «/(0). Specidlné, je-li &y libovolny kalibr na intervalu [a, b],
stac¢i v Definici 5.2 pozadovat existenci kalibru 6., pro ktery kromé vlastnosti v definici
pozadovanych plati navic i d.(z) < do(z) na [a, ).

Pro existenci KS-integralu plati podminka Bolzanova-Cauchyova typu:
5.5 . Véta (BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g:[a,b] — R. Potom
integrdl f; f dlg] existuje prdave tehdy, kdyz je splnéna ndsledugici podminka :

Ve>030.€9: ((D,g), (D', ¢') e %((L)) — ’S(D,f) S| <. (52)

Dukaz. a) Existujeli integral fab fdlg] =1 € R, pak podle Definice 5.2 pro kazdé
e > 0 existuje kalibr 6. € ¢ takovy, ze je [S(D,&) — I| < § pro vSechna (D, &) € #(J.).
Pro v8echny dvojice (D, &), (D', &) € «7(6.) tedy méame

19(D,€) = S(D", &N < |S(D,€) —I| +|S(D', &) — 1] <&,

tj. je splnéna (B-C) podminka (5.2).

b) Piedpokladejme nyni, Ze je splnéna (B-C) podminka (5.2). Necht je ddno ¢ > 0. Podle
(5.2) muzeme zvolit kalibr 6. tak, aby

S(D.€) - S(D,€)| < -
platilo pro vSechna (D, ), (D',¢') € #7(0.). Ozna¢me nyni

M ={m e R:30,, € ¢ takové, ze (D,§) € #(0,,) = S(D,€&) > m}
Zvolime-li libovolné (Do, &) € «/(0.), bude pro kazdé (D, &) € «/(0.) platit

S(Do, &) — g < S(D,€) < S(Dy, &) + g (5.3)
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Odtud plyne, ze (—o0, S(Dy,&) — §5) C M, a tudiz mnozina M neni prazdna. Dale, pro
kazdé m € M a kazdé (D, &) € o/ (0,,), kde
Om(z) = min{é,(z),0.(z)} na la,b],
mame také (D,§) € #7(0.) a tudiz
€ . €
m < S(D,§) < S(Dy, &) + > tj. M C (—o0,S(Do,&) + 5)

To ale znamena, ze mnozina M je shora ohranicena, tj. sup M < oo, a plati

< 5
S(Do, &) — 5 <sup M < S(Dy, &) + 5

Toto spolu s nerovnosti (5.3) implikuje, Ze plati
|S(D, &) —sup M| < e pro vechna (D,§) € «(4.)

neboli

b
supM:/ fdg]- =

KS-integral ma obvyklé linearni vlastnosti :

5.6. Véta. Necht f, f1, f2, 9, 01, 92:[a,b] — R, a necht existugi integrdly :

/abf1d[9]> /abed[gL /abfd[gl] a /abfd[gQ].

Potom pro libovolnd ci,co € R plati

/ab(cl fitef)dg =a /ab fidlgl + e /ab f2d[g].

b b b
/ Fdergn+ gl = 1 / £ digi] + e / £ diga).

D 1t k a z . Ukazme si napi. dikaz prvniho tvrzeni: Bud déno £ > 0. Podle predpokladu
existuji kalibry 6, € 4 a d, € ¢ takové, ze plati

b
(D.€) € #(5) = 1S525(D.6) = [ fidlgl <= pro i=1.2
Pro x € [a,b] polozme §.(z) = min{d;(z), J2(x)}. Oznacme h = ¢; fi + c2 fo. Protoze pro
kazdé (D, €) € (3.) plati

v(D)

Shag(D,€) =Y (e1 f1(&) + o2 f2(&)) [9(a) — gl )]

Jj=1

= ¢1 Spag(D, &) + 2 Sp,aq(D, ),
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dostavame
b b
Sias(D) —cr [ fidig+er [ o

< ey

S08a(D.€) ~ [ 1] + el [S50(0.8) ~ [ poctl]

< (|Cl| + |CQ|)€.

Odtud uz ovSem nase tvrzeni bezprostiedné plyne.

Druhé tvrzeni véty by se dokazovalo obdobné a dukaz lze ponechat ¢tenari jako cviceni.

]

5.7 . Véta. Jestlize existuje integrdl f:fd[g] a jestlize [c,d] C [a,b], pak ezistuje také
integrdl fcd fd[g].

D u k a z . Pfedpoklddejme, 7Ze je a < ¢ < d < b. Necht je ddno € > 0. Podle (B-C)
podminky (viz Véta [5.5) muzeme zvolit kalibr §. € ¢ tak, aby platilo

S(D,€) = (D) <« (5.4)
pro vsechna 0.— jemnad rozsifend délent (15, E ) a (5’ , E’ ) intervalu [a, b]. Méjme nyni libovol-
nou dvojici (D, &), (D', &) € «(d¢; [c,d]). Déle, zvolme libovolné (D~,£7) € 7 (4.; [a, d]),
(D1,¢%) € #(d¢;[d, b]) a dopliime jimi (D, §) a (D', ¢’) na rozsitend déleni intervalu [a, b],

tj. polozme
D=D"UDUD", &=(£,6¢Y,
D'=D uDUD', §=(,¢,¢h),

Ziejmé je (D, €) € «#(0:;[a, b)) a (D', ) € o#(6.;[a,b]) a vzhledem k (5.4) plati
(D, &) = S(D', &) = 18(D, &) = S(D', &) < .

Odtud, vzhledem ke Véte 5.5) jiz existence integralu fcd f dlg] bezprostiedné plyne. Mo-
difikace dukazu pro piipad, ze ¢ = a resp. d = b je zfejma. n

5.8. Véta. Necht f,g:|a,b] — R ac € [a,b]. Integrdl fab f dlg] existuje prdavé tehdy kdyz
existugi oba integrdly [7 f d[g] a fcb f dlg]. Potom navic plati také rovnost

[ raa= [ rag+ [
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Dukaz. a) Existuje-liintegral fab f dlg], pak podle Véty 5.7 existuji také oba integraly
c b

[ fdlgla [ fdg].

b) Necht

/acfd[g]le a /bed[g]:fz.

Budiz ddno € > 0. Zvolme kalibry 8’ € ¢[a,c] a 8! € 4[c, b] tak, aby pro vSechna (D', ') €
o (0; a,c]) a (D", €") € &(8/;[c, b]) platilo

£
2

€

1S(D",¢") — I < 5

a |S(D",¢&") — L] < (5.5)

Definujme nyni kalibr §. na [a, b] predpisem
min {.(z),(c—z)} kdyz z€la,c),
d:(z) = < min{d.(c),d”(c)} kdyz z = ¢,
min {8/(z), 1(z — )}  kdyz z € (c,b].
Potom,

1
x+§(m)§x+é—l(c—x)<c je-li z < ¢,

1
r —0(x) Zx—z(c—w) >c jelli z>c.
Pro zadné x # ¢ tedy nemuze platit |¢ — x| < é(x). T.zn., Ze pro kazdé §.—jemné rozsitené
déleni (D, §) intervalu [a, b] musi existovat index k € {1,2,...,v(D)} takovy, ze & = c.

Navic, bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze plati

ap—1 < o =& = 1 = € < Q-

(Kdyby bylo ay—1 < ¢=¢& < ay, upravili bychom piislusny ¢clen v souc¢tu S(D, £) nésledu-
jicim zpusobem :

f(@)[glar) — glan-1)] = f(c) [g(ar) — g(c)] + f(c) [9(c) — gaw-1)].)

To znamend, ze kazdé rozsitené déleni (D, §) € #7(0.; [a, b]) intervalu [a, b] muzeme rozdélit :

D=D'uUD" &= (£ ¢) tak, ze bude

(D', &) € (b5 ]a, ) C (05 [a,c]), (D",&") € (0 e, b]) C (07 e, b))

S(D,§) = S(D', &) + S(D",£").
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Tudiz, vzhledem k (5.5),

19(D, &) = (L + L) = [S(D', &) + S(D",¢") = (I + 1))
< [S(D', &) = I +19(D",€") — L] <,

tj. [V fdlgl =1 + L. O

5.9. Poznamka (Srovnani s normovym RS-integrdlem). Jestlize existuje normovy RS-
integral (n)f; f dlg], pak také existuje KS-integral f: f dlg] a ma tutéz hodnotu. Je-li totiz
(n)fffd[g] = I € R, pak pro kazdé £ > 0 existuje A, > 0 takové, ze |S(D,&) —I| < e
plati pro vSechna rozsitend déleni (D, &) intervalu [a, b] takova, ze |D| < A.. Definujeme-li
pak 0.(z) = A., ziskdme evidentné kalibr s vlastnostmi zaruéujicimi existenci prislusného
KS-integralu fff dlg] = I.

Na druhou stranu, jestlize existuje KS-integral f: fdlg] = I, pricemz pro kazdé ¢ > 0
lze najit kalibr d. € ¢[a,b] takovy, ze plati inf{d.(z);z € [a,b]} >0 a

|S(D,€&) — I| <e prokazdé (D,§) € #(9),

pak existuje také (n)fab f d[g] a plati rovnost (n)fab fd[g] = I. Polozime-li totiz pro dané
e >0 A, =inf{d.(z);x € [a,b]}, bude platit také

|S(D,&) — 1| <e prokazdé (D,§) € #([a,b]) takové, ze |D| < A..
Nésledujici véta popisuje vztah (0)RS-integralu a KS-integralu.

5.10. Véta. Jestlize existuje (0)RS-integrdl (o) f;f dlgl], pak ezistuje také KS-integrdl
ff fdlg] a plati

[ =) [ rag

D ik az. Ozactme I = (o) fabfd[g] Bud déno libovolné ¢ > 0. Z predpokladu o
existenci (0)RS-integralu plyne, Ze existuje déleni D, = {sq, $1,...,8m} € 2|a,b] takové,
ze pro kazdé rozsitené déleni (D, &) € #[a,b], kde D je zjemnénim D, plati (5.1)). Polozme
nyni
+min{|lz —s;/;5=0,1,...,m} kdyz ¢ D.,
(55(3:) =
1 kdyz z € D..

Potom (D, §) € «/(0.) pouze tehdy, kdyz

Ds - {51752;--‘7£V(D)}‘ (56)
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Navic mame jestée

g

v(D)
S(D,§) = [f(fj) [9(c;) — g(&)] + f(&5) [9(85) — 9(04]'—1)]] =S(D,¢), (5.7)

Jj=1

kde D" = {ap, &1, 00, &, - &y )} 2 € = (&1,61, 80, &2, - -, Eu(p)s Eupy) T Podle (5.6)
je

DE C {§1a€27"'7§V(D)} - D'

a vzhledem k (5.7) odtud plyne

b
1S(D,§) —I| =|S(D",¢§") —I| <e, tj. /fd[g]:
’ m

5.11. Piiklad. V piipadé g(z) = 2 budeme misto o KS-integralu mluvit o K-integrélu
(Kurzweiluv integral). K-integrél je zfejmé zobecnénim klasického Riemannova integralu.
(i) Necht f(z) = 0 na [a,b] \ W, kde W je spocetnd podmnozina [a,b], W = {w;}32,.
Bud déno libovolné € > 0. Definujme
1 kdyz x & W,
(55<ZE> = I
21+ [ f (wi)])

Pro kazdé (D,§) € #|a,b] se v prislusném integralnim souctu S(D, &),

kdyz = =w,eW.

m

S(D,&) = f(&) oy — ],

J=1

uplatni pouze takové scitance, pro které existuje k € N takové, Ze plati §; = w, € W. Pro
kazdé o.—jemné rozsitené déleni (D, &) intervalu [a,b], (tj. (D,&) € «/(0.), kde D =
{ag, a1, ...,an}€2a,b] a &€ = (&,&,...,&n)T €R™) a kazdy takovy index j ovsem
musi platit

£
TS )

a tudiz je

— 1
\DU<ZUWHWHU Se) e

Podle Definice 5.2 je tedy fabf(x) dz = 0.
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(i) Necht existuje Newtonuv integral (N)fabf(:r) dr = F(b) — F(a), kde funkce F je
spojitd na [a, b] a plati
F'(z) = f(z) pro kazdé z € (a,b), F'(a+)= f(a), F'(b—)= f(b).
Ukéazeme, ze pak existuje také K-integral ff f(z) dx a rovna se také F(b) — F(a).
Necht je déno € > 0. Pro kazdé £ € [a, b] zvolme §.(£) > 0 tak, aby platilo

£

[F(z) = F(©) = (€)= O] < —

pro vechna z € [a,b] N (€ — 6-(£), & + 6:()).

|z — ¢

Pro kazdé (D,€) € #(3.) (D = {ap,a1,...,an}, € = (&,&,...,&n)T €R™) a kazdé
Jj€{1,2,...,m} tedy plati

|F(e) — Fa1) — f(&) [y — ]|
< [F(ay) = F(&) = f(&§) [y = Gl + [ F (&) — Fla-) — f(&) [§5 — aj-1]|

(Jaj =&l + 16 —ajal) =

SH
|
IS
SH
IS
B
<

t].

Plati dokonce, ze K-integrél je ekvivalentni s Perronovym integralem. Zahrnuje tedy
soucasné integraly nejen Riemannuv ¢i Newtonuv, ale i Lebesgueuv. Tim se rozumi, ze
je-li na néjakém intervalu dand funkce integrovatelna ve smyslu Lebesgueové, pak ma na
tomto intervalu i K-intergrél a oba integraly jsou si rovny. Navic, ma-li funkce f K-integral,
pak f je Lebesgueovsky integrovatelna prave tehdy kdyz také jeji absolutni hodnota |f|
ma K-integral.

Ukéazeme si nyni, jak 1ze v nékterych jednoduchych piikladech urcit hodnotu integralu
piimo z definice.
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5.12. Piiklady.

(i) Z Definice 5.2 je zfejmé, ze je-li f(t) = f(a) na [a, b], pak

/
/abfd[g] — () ofb) - /

pro kazdou funkci g: [a,b] — R.

(ii)  Pro libovolnou funkei f:[a,b] — R plati

[ raxe=16) wro rela), 69
[ sl =100 pro e 5.9
[ il = -1) o 7e @), (5.10)
[ il =~16) o re @] (5.11)

—fla) kdyz 7 =aq,
b
/ fdixe] =40 kdyz 7€ (a,b), (5.12)
f(b) kdyz 7 =0b.

Ukazme si odvozeni vztahu (5.8) a (5.9). Vsechny ostatni se z nich uz snadno odvodi
pouzitim Véty 5.8, Necht g(x) = x(r(2) na [a, b]. Potom je

/and[glz

Déle, polozme
1 kdyz = =,
i(z) = {

T(x—7) kdyz ze(rb].

Pro kazdé (D, &) € «#(5;[1,0]) (D ={a,1,...,am}, &= (&1,&, ..., &n)) pak plati
T=oa9=¢&1, 9(oj) —glajo1 =0 pro j =2,3,...,m. Tudiz

S(D,§) = f(7) [g(ar) —g(7)] = f(7)
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/T " falg) = 7).

Dukaz vztahu (5.8) ted uz snadno dokonéime pouzitim Véty 5.8.

Vztah (5.9) se dokazuje podobné. Tentokrat ovsem méme g(x) = Xy (2) na [a, b],
fTb f d[g] = 0 a polozime

1 kdyz x =,
i(z) =
(r—x) kdyz x€la,T).

PNy

Pro kazdé (D, &) € «/(0;[a, 7]) pak mame «,, = &, = 7 a tedy
S(D.9) = 1) lo(r) ~ glan-)) = S(0) & [ Falg)= ().

(iii)  Pro libovolnou funkci g € Gla, b] plati

[ xeudiil =g0) - gr4) pro rean) (5.13)
[ Nl = o) ~g(-) o 70 (5.14)
[ Nl = gtr4) — @) pro 7€ @), (5.15)
[ Nl =7 g(a) o Te @ (5.16)

. gla+) — g(a) kdyz 7 = a,
| xerdia = gt —glr=) dva e (a0), (5.17)
g(b) — g(b—) kdyz 7 =0.

Opét provedeme dukaz pouze prvnich dvou z uvedenych vztahu. Necht tedy f(x) =
X(~(z) na [a,b]. Potom je

| #aisl =
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Bud' déno € > 0. Zvolme nyni > 0 tak, aby platilo |g(7+) — g(z)| < & pro kazdé
x € (1,7 + 1) a definujme

d(z) = {

Pro kazdé (D, §) € «7(6;[r,b]) musi platit 7 = ap = & a tedy

1S(D, &) = [9(b) — g(7+)]|
(

I[ ( ) = 9(m—1)] + [g(am—1) — g(em2]
-+ [g(az) = g(a)] = [g(b) = g(r+)]]

= lg(m+) — g()|.

Protoze 7 < ay < 7+ 0(7) = 7+ 1, plyne odtud a z definice 7, ze

kdyz x =71
(x—71) kdyz z€(r,bl.

N

1S(D, &) = [g(b) —g(7+)]| <& pro kazdé (D,¢) € «(3; [, b]).

Tudiz

/abfd /fd /fd ~g(r+),

tj. plati (5.13).

V druhém piipadé, f(x) = x4 (z) na [a, b, mame

/ £ dlgl = g(b) — g(7).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo |g(7—)—g(z)| < € pro kazdé = € (1—mn, ), a definujme

kdyz z =7,
o(x) =

N

(tr—x) kdyz x€la,T).

Tim si opét vynutime, ze pro kazdé (D,§) € /(§;[a, 7]) musi byt 7 = a, = & a
tudiz

S(D, &) = [g9(1) — glam-1)],

kde a,,—1 € (1 — 1, 7). Jako v pfedchozim piipadé, odtud plyne, ze plati

/;fd[g]—g ).t /fd /fd /fd ().
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Vyse uvedené piiklady muzeme podle Cviceni [1.18 (i) shrnout do nésledujiciho tvr-
zeni:

5.13. Dusledek. Jestlize g € Gla,b] a f €S|a,b], pak oba integrdly

/abfd[g] a /abgdm

existugi.

Nasledujici véta poskytuje zakladni odhad pro integral f; fdlg] za predpokladu, ze
var? g <oo. Na funkci f pfitom Z4ddné zdsadni omezeni neklademe.

5.14. Véta. Jestlize g € BV]a,b] a f:[a,b] — R je takovd, Ze integrdly

[ o [ 15w vz

existuji, pak plati

[ @ ao| < [ itz < 17 v (515

D u k a z . Pro kazdé rozsirené déleni (D, &) intervalu [a, b] plati

v(D)

S(D,€) < ) 1F(E lg(ay) — g(ej)|

J=1

v(D)
< A& vary g < ||fl|var)g.
j=1

Dalsi véta poskytuje nejjednodussi konvergencni tvrzeni :

5.15. Véta. Necht g € BV|a,b], f:[a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {f,}5>, je
posloupnost funkci definovangjch na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

T [[f,— f] =0 (5.19)

a existuji viechny integrdly f: fndlg], n € N. Potom existuje také integrdl f: fdlg] a plati

lim fn / fdlg (5.20)

n—oo
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Dukaz. a) Protoze f je ohranicend, z predpokladu (5.19) plyne, ze existuje ng € N
takové, ze plati

I full < |If]l +1 < o0 pro vsechna n > ng.

Podle Véty 5.14 tedy mame
/ fudlgll < (If]] +1)var® < oo pro viechna n > ng

a podle Bolzanovy-Weierstraovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}32,; vNal € R
takové, ze plati ny > ng a

b
Yim [ fo, dlol = (5.21)
Ozna¢me
( b
I = Iy, d[9] pro k€ N,
Se(D,€): =Sy, ag(D,€)  pro kEN, (D,€) € 2[a,b], (5.22)
S(D,&): = Sfag (D, ), pro (D,§) € 2]a,b).

b) Bud ddno ¢ > 0. Vzhledem k (5.19) a (5.21) muZzeme zvolit kg € N tak, Ze plati
Iy —I|<e a | for — fll <& pro k> k.

Potom bude také
1S(D, &) — Sy, (D, €)| < evarg pro véechna (D,&) € 2][a,b).

Dale, necht &y € ¢]a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro viechna dy— jemnd rozsirend délent
(D, ¢) intervalu [a, b] plati

‘Sko(Dag)] - [k0’ <E.
Pro kazdé (D,§) € «/(dp) tedy mame
S(D, &) = I1 < [S(D,€) = Sio(D, )] + 1S4(D, §) = I + [, — I] < € (varg g + 2).
Odtud
b
/ fdlgl=1=lim [ f,, dg]

¢) Konectné, opétnym pouzitim Véty 5.14,

‘/ fnd /fd < |Ifn = fllvarb g pro kazdé ne N.

Plati tedy i (5.20). O

Nyni muzeme formulovat prvni vyznamnéjsi existencni vysledek :
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5.16. Véta. Necht f € Gla,b] a g € BV[a,b]. Potom fabfd[g] existuje.

D uk az. Podle Véty 3.6 (ii) existuje posloupnost {f,}>2; koneénych skokovych funkei,
kterd konverguje stejnomérné na |[a,b] k funkci f. Podle Véty 5.6/ a Piikladu 5.12(iii)
integral fab fn dlg] existuje pro kazdé n € N. To znamend, ze podle Véty 5.15] existuje také
integral [” f d[g] a plati (5.20). O

Nésledujici konvergenéni vysledek je tak trochu symetricky k Véte 5.15.

5.17. Véta. Necht g € BV|[a,b], f:[a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {g,}5>, je
posloupnost funkci definovanijch na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

lim var® (g, —g) =0

a existuji vSechny integrdly ff f dlgn], n € N. Potom existuje také integral ff fdlg] a plati
lim f d[gn) / fdlg (5.23)

D u k a z . Zavedme opét znacen{ (5.22). Bez tijmy na obecnosti muzeme predpoklddat
gn(a) = g(a) =0 pro vsechna n e N.

Déle je dukaz podobny dukazu Véty 5.15. Existuje ng € N takové, ze plati
Varg gn < Vargg 4+ 1 pro vSsechna n > ng.

Podle Véty 5.14/ tedy mame

‘/abfd[gn]

a podle Bolzanovy-Weierstraovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}3>,; vNal € R
takové, ze plati ny > ng a

< || f]l (Val"Zg + 1) pro vSechna n > ng

lim I, = hm / fdlgn,] =

k—o00

Pouzijeme znacen{ analogické znacen{ zavedenému v (5.22). Bud ddno ¢ > 0. Zvolme
ko € N tak, aby platilo

I, — 1| <ec a varl(g,, —g)<e pro k> k.

Déle, necht &y € ¢[a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro viechna dy—jemnd rozsifend délent
(D, §) intervalu [a, b] plati

|Sko (D, 6)] = I | <&
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Pro kazdé (D, ) € o/(dp) tedy mame
|S(D7§) _]| < |S(D7§) - Sko(D7§)| + |Sk0(D7€) - Ik0| + |Ik0 _]| < 5(Hf” +2)

Odtud
b b
[ rdlg=1=m [ rdig,)

Konecné, opétnym pouzitim Véty 5.14,

b b
| / £ dlga] - / falg]| < 1 fllvart (g, —9) pro kazdé n .

Plati tedy (5.23). O

Podle Véty [5.16/ integral fab fdlg] existuje pro vsechny f € Gla,b] a g € BV]a,b].
Chteli bychom ukazat, ze tento integrél vzdy existuje i v symetrické situaci: f € BV]a, d]
a g € Gla,b]. Rozlozime-li funkci f na soucet spojité ¢asti f¢ a skokové ¢asti fB (viz
Lemma [1.21] a Definice 9.9) a vzpomeneme-li si na Lemma [1.24, podle kterého existuje
posloupnost koneénych skokovych funkei fB € S|a, b] takova, ze plati

Jim 1f5 = f2llev =0

zjistime, ze ke svému cili dospéjeme, budeme-li umét dokazat existenci integralu fab fdlg]
pro kazdou funkci f € BV N C a kazdou g € Gla,b] a budeme-li mit k dispozici
konvergencni vétu, ze které by plynulo, ze plati

tim, [ 2= [ 72l

pro kazdou funkci g € Gla,b]. (Vétah.15 a ani Véta 5.17 takovy vysledek nezahrnuji.)
Tyto ikoly splnime v nasledujicich tfech krocich.

Nejprve dokdzeme tvrzeni zarucujici existenci integralu ff fdlg] za predpokladu
zahrnujicich i piipad f€BV NC, g € Gla, b].

5.18. Lemma. Jestlize funkce f€BVla,b] je spojitd na intervalu [a,b], pak integrdl
o) fabf dlg] existuje pro kazdou funkci g€ Gla,bl.

Dukaz.Necht f € BV[a,b], g € Gla,b] a f je spojita na intervalu [a, b]. Podle Vét 5.10,
3.0,4.10 a4.15 staci ukazat existenci integralu (o) f: g d[f] pro kazdou konecnou skokovou
funkci g (t.j. g €S[a, b]). Navic, protoze

S[CL, b] = Lin (X[a,ﬂv Xla,7)» T € (a7 b]’ X[“]) :
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(viz Poznamka 3.9/ (1)), podle Cviceni 4.9 se muzeme omezit na piipady

9= Xars 9= Xar), TE(@D], g=Xa-

a) Necht tedy 7 € (a,b] & g = X[o,r]- ZT€jmé je

@) [ gdifl = £ - fta).
Pro kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2[r,b], D = {ag,01,...,am}, & = (§&1,&2, -+, &m)
mame

0 je-li & > T,
flea) = f(7) jeli & =7

Diky spojitosti funkce f v bodé 7 zprava muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni
D, takové, ze bude

sw0-]

|S(D,€)| <e pro vsechna (D,&) € 2[r,b] takovd, ze D D D.,
£,

b
() / Ywt dIf] =0

(o) / Xian) dlf] = £(r) — (a).

b) Necht 7 € (a,b] a g = X[q,r). Potom

b
@ [ gdifi=o
Pro kazdé rozsitené déleni (D,§&) € Z[a, 7|, D = {ap,a1,...,an}, & = (£&1,82, -, &n)
mame
0 je"h gm—l <T,
f(7) = flam-1) je-li &, = T.

Diky spojitosti funkce f v bodé 7 zleva muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni
D, takové, ze bude

|S(D,€&)| <e provsechna (D, &) € 2[r,b] takova, ze D D D,
.

©) [ X 71 =0
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() / Ve dUf] = £(7) — fla).

¢) Podobné bychom ukézali, ze

b
() / v dLf] = 0. .

5.19. Cviceni. Dokazte néasledujici dvé jemné modifikace Lemmatu 5.18:
Jestlize funkce f € BV|[a,b] je zleva spojitd na intervalu (a, b], pak integrél (o) fab fdlg]
existuje pro kazdou funkci g € Gla,b] zprava spojitou na intervalu [a, b).

Jestlize funkce f € BV|[a,b] je zprava spojitd na intervalu [a, b), pak integral (o) ff fdlg]
existuje pro kazdou funkci g € G|a, b] zleva spojitou na intervalu (a,b].

Nésledujici véta poskytuje odhad symetricky k Véte [5.14L
5.20. Véta. Necht funkce g ohraniéend na [a,b] a f € BV|[a,b] jsou takové, Ze existuje
integrdl fbfd . Potom plati
F@)] + )] +varg £) lgl- (5.24)
D u k a z . Pro libovolné (D,&) € #[a,b], D = {ag,a1,...,an}, & = (£&1,8, -, &m),

mame

S(D,&) = f(&1) lglen)—g(a)] + f(&2) [9(a2) —g(an)]+- . -4 f(&m) [9(b)—g(am-1)]
= [(0) g(b) = f(a) g(a)
—[f(&)=f(a)lg(a) = [f(&) = ()] glar)—...=[F(b)=F(&m)] 9(b)

= f(b) g(b) — )= [F (&)= F(E)] glay),

Jj=0

kde & = a a &,,11 = b. Odtud plyne, ze pro kazdé (D,§) € £ ]a, b] plati

50,01 < (17@] + 170) + D [7(&51) = FE) lgl

=0
neboli

1S(D, &) < (If(@)] + 1 f(B)] + varg f) [lg]
odkud uz tvrzeni Véty okamzité plyne. O

Nyni dokazeme konvergenéni vétu kterd zaruci, ze bude platit

Ry
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5.21. Véta. Necht funkce g je ohraniéend na [a,b], f € BV|[a,b] a necht {f,}°>,CBV|a, ]
je posloupnost takovd, Ze

b
/ fndlg] existuje pro kazdé ne N a plati lim ||f, — f|lzv = 0.
Potom existuje také integrdl f; fdlg] a plati

%, S /fd

D 1 k a z . Podle Véty 5.20 plati

‘/ ‘ < 29|l I f» = fmllgv pro libovoln&d m,n € N.

Posloupnost { fab fn d[g]} je tedy cauchyovska a existuje tudiz I € R takové, ze plati
n=1

b
lim fndlg] = 1.

Ukézeme, ze fab fd[g] = I. Budiz déno libovolné € > 0. Zvolme ny € N tak, aby platilo

‘/abfnod[g]_[’<5 a | fu — fllev <e.

Déle, zvolme §. € ¢ tak, aby pro kazdé (D, §) € «(d.) platilo

5(0.6)~ [ ] <=

kde znacime S,,(D, &) = Sy, aq (D,§). Potom pro libovolné (D, ) € «/(J.) mame

Sno (D, €) — /fn0 +)/an —J(

1S(D, &) =1

< [S(D, &) = Sno (D, §) | +

<e(llgll+2)

odkud uz snadno odvodime, ze plati

l?ﬂ[—f—hm fudlal.

n—oo D
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Nyni uz budeme umét dokazat kyzeny existecni vysledek. Piipomenme jesté, ze v na-
sledujicich tvrzenich a jejich dukazech dusledné pouzivame konvenci z naSich Zdkladnich
umluv a oznacend (viz (xiii)) pro funkce regulované na intervalu [a, b] a klademe

gla—) = g(a), g(b+) = g(b)
(a tedy také A”g(a) = ATg(b) =0, Ag(a) = ATg(a), Ag(b) = A"g(b))

pro kazdou funkci g € Gla,b]. V tomto smyslu je tfeba i rozumét symbolum pro funkce
g(x—) resp. g(x+) definované na [a,b]. Neni tézké si rozmyslet, ze napr. pro g € Ga, ]
a h(zr)=g(z—) plati

h(z—) = h(z) = g(x), h(z+)=g(z+) na [a,b].
Analogicky, pro g € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
hz+) = h(z) = g(z), h(z—)=g(z—) na [a,b].

5.22. Veéta. Jestlize f € BV[a,b] a g € Gla,b], pak integrdl fabfd[g] existuje a plati
(5.24).

Dukaz.Neht feBV[ab ageGla,b] anecht W = {wi}rex je mnozina bodu
nespojitosti funkce f v [a,b]. (K CN muze byt pifpadné i koneénd mnozina.) Necht
f = f¢+ fB je Jordantv rozklad funkce f na spojitou ¢ast f¢ a skokovou ¢dst fPB
definovanou jako v (1.6). Definujme

Z A7 f(wr) X (w0 (T Z AT f(w) X0 (z) proneN a z € [a,b].

keKN[1,n] kEKﬂ[l n]

Ziejmé fB eS[a,b] pro kazdé n € N a podle Lemmatu [1.24 plati

Tim [£,7 = fPllsy = lim varg (f° = f,7) =0.

Dale, podle Dusledku 5.13 integral fab 1.8 d[g] existuje pro kazdé n € N. Specialné, integral
fab fBd[g] existuje je-li mnozina K konetnd, tj. kdyz f ma jenom koneény pocet bodi
nespojitosti. Neni-li K konec¢nd, pak integral fab fBd[g] existuje podle Véty 5.21. Protoze
integral f; fCd[g] existuje podle Lemmatu/5.18, existence integralu fj f dlg] nyni plyne
z Veéty 5.6. Konecné, podle Véty [5.20] plati také (5.24). O

Piimym dusledkem Véty 5.22! je nasledujici konvergenéni tvrzeni :
5.23. Dusledek. Jestlize g, € Gla,b] proneN a g, = g na [a,b] pron — oo, pak
pro kazdou funkci f € BV|a,b] plati

lim f d[gn) / fdlg (5.25)

n—oo
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Nasledujici tvrzeni navazuje na dukaz Véty 5.22/ a dava navod k vypoctu integrélu
f; fd[g], je-li zndm integrél f; ¢ d[g], kde f€ znacf spojitou ¢dst funkce f.

5.24. Dusledek. Jestlize fe€ BV]a,b], g€ Gla,b], KCN a W je mnoZina bodi ne-
spojitosti funkce f v la,b] a f je spojitd cdst funkce f (f(a) = f(a)), pak

/ 7 dlg= / Fedig+ 3 [AFw)(g(b)—g(w—)) + A* F(w)(g(b)—g(w+))]- (5.26)

D 1 k a z . Necht, jako v dukazu Vety 5.22) K CN, W = {wi }rer a

fR(x)= Z [A™ f(w) X (@) + AT f(wr) Xy (z)] proneN a z € [a,b).

keKN[1,n]

Podle Lemmatu 1.24] plati
lim || f,” = fP[lsy = lim var; (f° - f,7) = 0.

Déle, podle (5.14), (5.15) a Véty /5.6, mame
b n
[ 22 A=Y (A ) (o) -glwn=)) + A% (w) (o) -glwn))] (527

pro kazdé n € N. Je-li K kone¢nd, plyne odtud okamzité, ze plati (5.26).

Neni-li K kone¢na, muzeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat K = N. Podle Véty 5.21
plati

b b
/ fBd[g] = lim B dg]. (5.28)

n—oo
a

Podle Véty 1.9 je

o0

Z |A” f(we) (9(b)—g(wi—)) + A f(wy) (9(b)—g(wi+))|

k=1

<219l > (1A~ F(wp)] + 1A% Fwi)]) < 2] (vark ) < oo.

k=1

Vzhledem k (5.27) a (5.28) tudiz mame

/ FEdlg) = 3 (A fw)(g(b)—glwn—)) + A fwi) (g®)—g(wit))].  (5.29)

)
k=1

Plati tedy (5.26)). O
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5.25 . Cviceni. Pomoci Lemmatu [1.24] a ivah analogickych tém, které jsme pouzili
v dukazu Dusledku 5.24, dokazte, ze pro f € Gla,b] a g € BV|a, b] plati

/ £ dlg= / FalgCl+ S F(w) Ag(w), (5.30)

kde W je mnoZina bodt nespojitosti funkce g v [a,b] a g€ je jeji spojita ¢dst. (Ptirozens,
zde Ag(a) = ATg(a) a Ag(b) = A7g(b).)

Pii dukazu Dusledku 5.24' a ve Cviceni 5.25 jsme pouzili Piiklady 5.11. Nasledujici
technicka lemmata jsou potfebna pro diukaz Véty o integraci per-partes, ktera je nasim
dalsim vyznamnéjsim cilem. Také v jejich dukazech budou Priklady 5.11 vyuzity.

5.26. Lemma. Necht he€ Gla,b], c € R, K CN a W ={wy, }re x C [a,b] jsou takové, Ze

h(z)=c¢ pro z € la,b]\ W, (5.31)
Potom
b
/ fdh] = ) [h(b) = c] = fla) [h(a) — c] (5.32)

plati pro kazdou funkci f €BV]a,b|.

Dukaz. a) Funkce h spliuje (5.31) prave tehdy, kdyz

h(z)=c+ Z (h(wg) =€) Xy (®) proneN a x€la,b].

pro n € N. Dokéazeme, ze plati

lim ||, — R = 0. (5.33)

Necht je tedy ddno & >0 a necht ng €N je takové, ze
|h(wg) —c| < e pro kazdé k > ny. (5.34)
Takové ng existuje, protoze pro kazdé k€N je
|A"h(wy)|  kdyz wg € (a,b),
|h(wg) —¢| = < |ATh(a)] kdyz wy=a,
IA~R(D)|  kdyz wp=b
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a mnozina téch k € N, pro néz |h(wy) — ¢| >¢, muze mit podle Dusledku 3.7 (ii) jenom
nejvyse koneény pocet (ng) prvkua. Tudiz,

c— h(x kdyz xeW,,
|hn<x>—h<x>\={' ()l vz e

<e pron>nga z€la,bl.
0 kdyz z € [a,b]\ W,
Plati tedy (5.33).

b) Podle Piikladu 5.12/ (i), formule (5.12) a Véty 5.6 plati

/ fAlhn] = f() [hn(b) — ¢ = f(a) [hn(a) — ] (5.35)

pro kazdou funkci f€BV][a,b] a kazdé n € N. Podle (5.33) a podle Dusledku 5.23| tedy
mame

/ fdh] = lim fd[] £(0) (D) — ] — £(a) [h(a) — d].

n—oo

]

5.27. Lemma. Necht heBV[a,b], ce R, KCN a W ={wy}en Cla,b] jsou takové,
ze plati (5.31). Potom

b oo
/ hd[g]= —I—Z (wg)—c] Ag(wy) pro kazdou g€ Gla,b. (5.36)
@ k=1

D ik az. Vzhledem k (5.31) mtzeme polozit h°(x) =c a hB(z) = h(x) — ¢ na [a,b].
W je mnozina bodu nespojitosti funkce h na intervalu [a,b]. Déle, h(z—) = h(z+) =
h(a+) = h(b—) = ¢ pro kazdé = € (a,b). Tudiz

A"h(z) = h(x) —c= —A%h(z) prokazdé z € (a,b).
Podle (5.26) (kde f = h) tedy méme

/ hlg) = clg®)—g(@)] + 3 (h(w) — ) [g(b)—g(w—)—g(b)+g(w-)]

weW

= clg(b)=g(a) ]+ Y [h(w)—c] Ag(w),

weW
tj. plati (5.36). (Pfipomenme znovu, ze Ag(a) = ATg(a) a Ag(b) = A= g(b).) O

5.28. Véta (VETA O INTEGRACI PER-PARTES). JestliZe f € Gla,b] a g € BV|[a,b|, pak
existugi oba integrdly

/abfd[g] a /abgd[f]
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a plati
/ £ dig / — F(0) g(b) - f(a) g(a) (5.37)
+ > (A7) Amgla) - A f(w) Atg(a)).
z€[a,b]

D uk az. Integral fab fd[g] existuje podle Véty 5.16/a integral fabg d[f] existuje podle
Vety 5.22. Déle,

/bfd[gH/bgd[f]

b
/ f(@) dlg(x) + At g(a)] + / o(2) d[f(z) — A~ f()]

- / £ () dIA* g(a)] + / 9(2) dA™ f ()],

Nenf obtizné ovéfit, ze funkce h(z) = Atg(z) spliuje (5.31)s ¢=0a h(b) = 0. Dale,
Ah(z) =0 pro z € (a,b). Podle Lemmatu 5.26/ tedy mame

/ f(z) d[A*g(x)] = — F(a) A*g(a).

Analogicky,

/ g(x) d[A™ f(x)] = g(b) A~ F(b),

/ F() dlg(a)] + / g(z) d[f ()

cili

, , (5.38)
— [ s@dgla )+ [ o) )]+ F@) ATgla) + A7 F(b) o)
Prvni integrél na pravé strané muzeme upravit na
| 1@ sl = [ fa=)dlata) + [ A @) dlgla) (5.39)

Pro funkci h(z)=g(z+) mdame h(z+)=~h(z)=g(z+) a h(z—)=g(z—) na [a,D], t]
Ah(z)=Ag(z) na [a,b]. Podle Lemmatu 5.27 tedy plati

/A flx =Y A f(z (5.40)

z€a,b]
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Analogicky,

/ g(z) d[f(a—)] = / g(e+) d[f(z—)] - / Atg(z) d[f(z—)
¢ ¢ ¢ 5.41
N (5.41)

_ / ga+) d[f =) - 3 Atg(z) Af(a).

z€[a,b]

Funkce f(xz—) je spojitd zleva na (a,b] a g(x+) je spojitd zprava na [a,b). Podle
Cviceni 5.19 to znamend, ze oba integraly

[ re=ydga) o [ glas)dipee)

existuji jako o-Riemannovy-Stieltjesovy (RS) integraly. Pomoci Véty 4.15 o integraci per-
partes pro RS-integraly dostavame

/ fz=) dlg(z+)] +/ gla+) d[f(z=)] = f(b=) g(b) = f(a) ga+). (5.42)
Dosazenim (5.39)-(5.42) do (5.38) dostaneme
[ s+ [ gdn
= f(b=) g(b) = f(a) gla+) + f(a) ATg(a) + A" f(b) g(b)
+ 7 (A7) A g(@) + ATgla)] — (A (@) + A f(@)] A*g(x) )

z€a,b]
= f(b) g(b) = fa) gla) + Y [A7f(x) Ag(t) = AT f(x) Atg(x)].
z€[a,b]
Dokézali jsme, ze (5.37) plati. O

5.29. Lemma (SAKS-HENSTOCK). Necht f,g:[a,b] — R jsou takové, Ze integrdl

/abfd[gl

md koneénou hodnotu. Necht € > 0 je ddno a necht § € 4|a,b] je kalibr na [a,b] takovy,
ze plati

‘S(D,f) — /bfd[g]‘ < e pro viechna (D,§) € ().
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Potom pro libovolny systém {([s;,t;],7;), j =1,2,...,k} takovy, Ze

G§31§7'1§t1§32§"'§5k§7k§tk§b7 (543)
[s:5) € [13 = 8(my), 5 + 8(7)], j =120k, |
plati nerovnost
> [f(Tj) [9(t5) = 9(s;)] —/ fd[g]] (5.44)
j=1 5

Dukaz.Bud dino n > 0. Oznatme ty = a, spp1 = b. Je-li j € {1,2,...,k} a
t; < sj+1, pak muzeme najit kalibr ¢/ a rozsifené déleni (D7, &%) € o(87; [, s;41]) takové,
7e 6 (x) < §(x) pro kazdé x € [a,b] a

o Si+1 n
DJ gy — d . 4
|S(D7, &%) /t f [g]|<,€Jrl (5.45)
Nyni sestavme 0—jemné rozsitené déleni (5, E) intervalu [a, b] tak, aby platilo
k k o L
D) [gty) = g(sp)] + D S(D,€) = S(D.€).
j=1 Jj=0

(Je-li t; = sj41, klademe S(D7,&7) = 0.) Vzhledem k predpokladim lemmatu tedy mdme

\Z( Bt —ats) = [ 1)+ (swe)— [ ra)

3 —/abfd[g] <e

Odtud a z (5.45) dostavame pro libovolné n > 0

.
Il B
o

| 2 ) lo(t) = (5]~ | g
3 —/abfd[g]\+]i(S(Dﬂ',sf’)—/t_s”lfd[g])] <etn,
tj. plati (5.44). O

5.30. Véta. Necht fabf dlg] ewxistuje a ¢ € [a,b]. Potom plati

x—>cac€[ab] /f [+ f(e)lgle /fd (5.46)
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Dukaz.Bud ddno € > 0 a necht d. € ¢[a, b] je takovy kalibr, ze

\S(D,o—/abfd[g]\m

plati vSechna (D,§) € «/(d.). Pro kazdé x € (¢, ¢+ 0.(c)) N [a, b] systém {[s1,?1], 71}, kde
sy = 1 = ¢ at; = x, vyhovuje podminkdam (5.43). Podle Saks-Henstockova lemmatu
(Lemma 5.29) tedy méme

£ o)~ 9] = [ o] <= (5.47)

Podobneé, je-li z € (c—d.(c),c) N [a,b], pak pouzitim Lemmatu 5.29 na systém {[z, c], c}
dostaneme nerovnost

70 lgt) ~ata)) = [ o] <

Pro kazdé x € (¢—0d.(c), c+0:(c)) N [a, b] tedy plati nerovnost (5.47) a tudiz také nerovnost

[ rdal= [ raisl = 5@ ot~ gt)| = | [ 7alal = 50 o) - 90| < =

tj. plati (5.46)). [

5.31. Dusledek. Necht f;fd[g] existuje, g € Gla,b] a necht funkce h:[a,b] — R je
definovdna predpisem

h(x)—/xfd[g], € lab]
Potom h € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f()AYg(t) a his—)=h(s)— f(s)A g(s) pro t€[a,b), s€ (a,b)].
U]

5.32. Véta (HAKE). (i) Necht [* fdg] existuje pro kazdé x € [a,b) a necht

r—b—

iy ([ 7 il + 50 9(0) ~ g(a)]) =1 € R

Potom také

/abfd[g] -1
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(11) Necht fff d[g] existuje pro kazdé x € (a,b] a necht

T—a+

i ([ fala] + 5@ o) — o)) =1 € B

Potom také

/abfd[g]Z

Dukaz. (i) Bud ddnoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

’ fdlgl+ f(b)[g(b) —g(x)] —I| <e prokazdé xe[b— A,b). (5.48)

b—a
Polozme z = b — —— pro k € N. Posloupnost {zx}32; je rostouci a limy o zx=b a

k+1

YheN 36, €90, 14 : (D, ) € (65, [a, ma]) —> ‘S(D,g)—/xkfd[g])<§ (5.49)

Pro kazdé 7 € [a, b) ozna¢me symbolem «(7) jednoznacné uréené prirozené ¢islo k takové,
ze T € [x)_1,x1). Déle, definujme kalibr dy na [a, b) tak, aby platilo

do(T) < k(1) a [1=080(T), T+d0(7)] C [a,z] pro kazdé keN akazdé 7€ [xp_1,xx).

Nyni, necht je ddno z € [a,b) a necht p€ N je takové, ze x € [x,_1,7,) (tj. p = K(x)) a
necht

(B.n) = ({507517 s Bk (M52, - Wm))

je libovolné §p—jemné déleni intervalu [a, z]. Pro kazdé k€ NN[1, p] a kazdé j € NN[1, m]
takové, ze k(n;) =k pak mame

n; = O0k(ny) < mj —do(ny) < Bj1 < By <y +do(ny) < my + k()

Vzhledem k (5.49) a definici kalibru dy, tedy vidime, ze pro kazdé k € {1,2,...,p} systém

{{[ﬁj—hﬁj]’nj}? J=12,...,m, "0(773‘) = k}

spliuje predpoklady Saks-Henstockova lemmatu [5.29). Pro kazdé ke {1,2,...,p} tedy
plati nerovnost

Bj
‘ > Fm) 19085 — 9(Bi-1)] — fd[g}‘ <%.

77]) k ﬂjfl
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Tudiz
\ﬁf(ﬂ D) [908) = 9(B;-1)] /‘fd
[ sl a0 [ rala)
k=1 w(ny)=k i1
o) g] oo e
< | ¥t -0 - [ raa)| <35 ==
k=1 k(n;)=k =1 k=1
tj.

|S(B,77)—/m f d[g]>| < e pro vsechna x € [a,b) a vsechna (B,n) € «/(do, [a,z]) (5.50)

Nyni, polozme

min{b — z, 8°(z)} pro =€ la,b),
0(z) =1 A

a 5 pro x =b.
Pak pro kazdé 0*—jemné déleni
(ﬁvg) = ({0407 [P am}7 (617 527 cee 7£m))

intervalu [a, b] musi platit &, = @, = b, a1 € (b — A, b) a tudiz, vzhledem k (5.48) a
(5.50),

m—1
S(D.©) — 1] = | 3 £(&) [glay) = glay-)] + FB) [9(6) = glan-—)] — 1]
j=1
m—1 Am—1
<| st —steyl - [ sl
j=1 “
] [ g+ 1) 90) - )] - 1] < 2.
tg. [ fdlg] =
Dukaz tvrzeni (ii) se provede analogicky a ponechdvam ho ¢tenéii jako cviceni. H

5.33. Piiklady. Pomoci Hakeovy véty muzeme snadno a universalnim zpusobem odvo-
dit vzorce, které jsme v Piikladech 5.12 odvodili piimo z definice pomoci vhodné volby
kalibru. Napft. formuli (5.9) dostaneme takto :

/ fdxpy) = /de[X[T,b]] = lim (/ f dxra] + F(7) X () = X (T)]) = f(7)
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pro libovolnou funkci f a 7€ (a,b). Podobné, pro 7€ (a,b) a g€ Gla,b] dostaneme
pomoci Hakeovy véty

/abX[a,T] dlg] = /{; 1d[g] + /Tbx[w] dlg]

=9(7) —g(a) + lim (/ Xir) dlgl + 1lg(t) — g(7)]) = g(m+) — g(a),

tj. (5.15).
5.34. Cviceni. Pomoci Hakeovy véty dokazte i zbyvajici formule z Prikladu [5.12.

5.35. Lemma. Necht fab f dlg] existuje. Potom pro kazdé € > 0 existuje kalibr 0 € 4|a, b
takovy, Ze plati

> |re) it ~stey-i - [ said] < 551

pro kazdé (D,f) € &7(5), D= {040,0417 Ce ,Oém}, fI (61,52, R 7£m)

Dukaz.Bud ddno e >0 a necht 6 €4 ([a,b]) je kalibr takovy, ze

DO ™

b
s.¢)- [ g <
plat{ pro vsechna §—jemnd rozsifena déleni (D, &) intervalu [a, b]. Nyni, necht

(D,¢) = ({ao, a1, ..o}, €= (&,&,...,m)) € 7().

Oznacme

It =i e {2 m} S€) ol — glas) — [ falg) >0}

Jo={1,2,...,m}\ J".

Systém {([aj_1,;],&;), j € JJT} splauje predpoklady (5.43) z Lemmatu 5.29 na misté
{([sj,t;],7;)}. Podle Lemmatu 5.29 tedy plati

> (fle)lot-stos-l- [ 1o

jeJt

= > | F&lglas) — glag)- / f g <5

jeJt
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Podobné

> (5€) ot =g(as) - [ 7y

j€J—

5
= 3 |#(&) lo(a)~g(a;-0) / fdgl] < 5.
jeJ—
Odtud uz nerovnost (5.51) okamzité vyplyva. O

5.36 . Véta (VETA O SUBSTITUCI). Je-li funkce h:[a,b] — R ohranicend a integrdl
ff f dlg] ezistuje, pak oba integrdly

/abh(x)d[/:fd[g]], /abh(a:)f(x)d[g(x)]

existugi jakmile existuje alespon jeden z nich a v takovém pripadé pak plati:

/abh(a:) d[/:fd[g]] = /abh(x)f@)d[g(x)]_

D ik a z . Podle Véty 5.7 je funkce

Z/;fd[g]

definovand pro kazdé = € [a, b].

a) Predpokladejme, ze existuje integral

/abhfd[g]-

Necht je déno € > 0 a necht ¢, je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro kazdé d.—jemné délent
(D,&) = ({ao, 1,y am}, (61,62, -, &) Intervalu [a, b] plati

Z\h@ (&) l9(0; — gl 1)] - /aajlhfd[g]‘ <e

j—

m

> |relates —ates) = [ 1| <

g=1

(Takovy kalibr existuje podle Lemmatu 5.35.) Pro kazdé .—jemné déleni

(Dvg) = ({a07 Apyeeny am}? (517527 cee 7£m))
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intervalu [a, b] tedy méame :

|35 ) by~ / "t dlg)
si 4—;/ Fdld] — h(&) £6) lo(ay) — glety-1)]

+ 3 [16) 7169 o) —stes-nl = [ s

— j—

< 2
+3° [h&) 16 otes) — o)) [

a1

/a f dlg) — £(&) [o(ay) — gla;-0)]

@

nf alg
< (Il +1)e,

tj. existuje integral f; hd[k] a plati

/abhd[k:]:/abhfd[g].

b)  Obracend implikace by se dokazovala podobné — opét za vydatné pomoci Lem-
matu 5.35. [

5.37. Véta (VETA O DOMINOVANE KONVERGENCI). Necht f, f,€ Gla,b],

|full <C<ocopro neN a lim f,(x)= f(z) pro vSechna t€ [a,b].

Potom
b
lim fud / fdlg] pro kazdou funkci g € BV|a,b].

5.38. Dusledek. Necht A€ BV|a,b|. Potom operdtor

r€BVa,b] — LxeBV]a,b],

kde (Lx)(t):/ d[A(s)] z(s) pro te€]a,b]

je kompaktni (totdlné spojity) linedrni operdtor.

Diikaz. L je ziejmé linedrni ohranic¢ené zobrazeni BV [a, b] do BV|a,b]. Zbyva tedy doké-
zat, ze pro kazdou posloupnost {z,} ohranicenou v BV|a, b], jeji obraz {L x,} C BV]a, b]
obsahuje podposloupnost, kterd konverguje v BV|a, b].
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Necht je tedy {x,} CBV][a,b] posloupnost takovd, ze ||z,|zy <C < oo pro vSechna
n€N. Podle Hellyovy véty (Véta [1.25) pak existuje podposloupost {n;} CN a funkce
x € BV|a, b] takové, ze

|lz||gv <C and m w,, (t) = z(t) pro kazdé t€|a,b].

li

k—oo

Oznac¢me 2 (t) =y, (t) —x(t) pro k€N a t € [a, b]. Potom
|2(t)| <2C pro keN a te]a,b].

Pro libovolnou funkci v € BV(a,b] a libovolnou dvojici ¢, t2 bodua z [a,b] takovych, ze
a <ty <ty <b mame podle Véty 5.14

/1t f d[A]u

Pro libovolné D ={ag, a1, ...,an} € Z[a,b] a kazdé k € N tedy plati

< [ dtvars Alluo) = [ dberza)ju(s)

t1 t1

D Lz (ey) = (L z) () —Z / a d[A(s)] z&(s)
gZ/a] d[vars A] |z(s)] </ d[vars A] |z (s)]

neboli
b
L 2 |ley = var® (L z) < / dlvar’ A] |z (s)] .

Pouzitim Véty 5.37 dostaneme konec¢né

b
klim Lz, — Lz|py = klim IL zx||pv < klim / d[var] A]|zx(s)| = 0.



Kapitola 6

Spojité linearni funkcionaly na
prostorech regulovanych funkci

Uvodem pripometime nékoli kzdkladnich pojmu.
Necht X a Y jsou linedrni (vektorové) prostory. O zobrazeni
B:xeX, yeY — fB(x,y) €ER
fekneme, ze je bilinedrni, jestlize plati
B(xy + x9,y) = B(x1,y) + B(xe,y) pro vsechna zi,z,€X, yeY,
BNz, y) = AG(x,y) pro véechna re€X, yeVY, AeR,
Blx,y1 +y2) = B(x,11) + B(x,y2) pro vechna ze€X, y,y2 €Y,
Blx,\y) = A B(z,y) pro véechna z€X, yeY, AeR.
Prostory X, Y tvoii dudlni par vzhledem k bilinedrnimu zobrazend (3, jestlize plati
B(x,y) =0 pro vSsechna reX = y =0,
B(x,y) =0 pro véechna yeX — x =0.

Linearnim zobrazenim linearniho prostoru X do R tikame linedrni funkciondly na X. Pro
libovolné linearni funkcionaly ®, ¥ na X, A€ R a x € X definujeme

(@ + U)(z) = B(z) + U(z) a (AD)(x)=\d(x).

Mnozina linearnich funkcionalti na prostoru X je zrejmé vzhledem k takto zavedenym ope-
racim také linedrni prostor. (Nulovym prvkem mnoziny linedrnich funkciondlu na prostoru
X je prirozené funkciondl O: z€X — 0€R.)

Je-li X Banachuv prostor s normou = € X — ||z||x, pak linedrni funkcional ® na X je
spojity (vzhledem k topologii indukované normou ||.||x) pravé tehdy, kdyz je ohraniceny,
£,

sup {|®(x)|: z X, ||lz|lx < 1} < 0.

Prostor spojitych linearnich funkcionalu na Banachové prostoru X znac¢ime X* a nazyvame
dudlni (nebo téz adjungovany prostor) k X. Predpisem

DX — |0

x+ =sup{|Pzx|: zeX, [|z|x <1} < o0.

79
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je prirozené definovdana norma na X* a X* je vzhledem k této normé také Banachuv
prostor. Je znamym dusledkem Hahn-Banachovy véty, ze dvojice tvorend Banachovym
prostorem X a jeho dualnim prostorem X* tvoii dudlni par vzhledem k bilinearnimu
zobrazeni

reX, PeX” — d(x)eR.

Mezi vyznamné vysledky funkcionalni analyzy patii representace spojitych linedrnich
funkcionalt na nékterych ¢asto pouzivanych prostorech funkci. Je dobfe zndmo napft.,
ze ® je spojity linedrni funkcional na Cla, b] (® € (Cla, b])*) prave tehdy, kdyz existuje
funkce p € BV|a, b] zprava spojita na [a,b) a takovd, ze p(a) =0 a

b
O(z) = / d[p]x pro vSechny funkce x € Cla, b].

Funkce p € BV|a, b] zprava spojité na (a,b] a takové, ze p(a) = 0, se nazyvaji norma-
lizované funkce s koneénou variaci a tvoii podprostor v BV|a,b], ktery budeme znagcit
NBV]a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b] jsou isometricky isomorfni. (To by neplatilo,
kdybychom N BV{a,b] nahradili prostorem BV]a,b] vSech funkei s koneénou variaci na
[a,b]. Pochopitelné, NBV]a,b] lze ale nahradit napf. podprostorem BV|[a,b] tvorenym
funkcemi spojitymi zleva na (a, b], které se anuluji v néjakém pevné daném bodé ¢ € [a, b].)
Vzhledem k tomu, se jedna o integraci spojitych funkci, integral, ktery se ve vyse uvedené
representaci objevuje, je klasicky (normovy) Riemannuv-Stieltjesuv integrél. Dalsi dobie
znamé representace spojitych linearnich prostoru vyuzivaji Lebesgueova integralu :

® € (L*[a,b])* <= existuje pc€L®[a,b], takové, ze
b
@(m):/ pxdt pro xel%a,b,
® € (ACa,b])" < existuji ¢eR, pelL™[a,b] takové, ze
b
q)(q:):q:c(a)—i-/ px’dt pro z€ACla,b)].

Zde, jak je obvyklé, L%[a, b] pro a € [1,00), znaci prostor funkci x méfitelnych na [a,b] a
takovych, ze

b
/ |z]* dt < oo,

pficemz norma na LL%[a, b] je definovéana predpisem

b 1/a
r€La,b] — [|z|la = (/ || dt)
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=% Jestlize a > 1,
*

oo jestlize a=1.
(O tvaru spojitych linedrnich funkcionali na ACla, b] jsme se jiz zminili v Pozndmce 2.5.)

Dukazy vyse uvedenych tvrzeni a dalsi podrobnosti lze nalézti ve vétsiné standardnich
ucebnic funkcionalni analyzy. VSeobecné dostupna je také on-line verse plzenskych skript

1.

V této kapitole odvodime obecny tvar spojitych linearnich funkcionalu na nékterych
podprostorech prostoru Gla, b]. Pro zacatek si pripomenme, ze podle Véty [5.22 je vyraz

b
B(a) = gola) + [ pdis (6.1)

definovan pro kazdou funkci z € Ga, b] a kazdou dvojici n = (p, q) € BV|[a, b] x R. Navic,
pro kazdé n€BVla,b] x R, predpis (6.1) definuje ohrani¢eny (a tedy spojity) linedrni
funkciondl na Gla, b].

Snadno ovéiime, ze predpisem 1 = (p,q) € BV|[a,b] Xx R — ||n|lsvxz = |q| + ||p|lsv
je definovana norma na prostoru BVia,b] x R a BV[a,b] x R je Banachuv prostor vzhle-
dem k této normé. Z formuli uvedenych v Piikladech 5.12/ (viz téz Piiklady 5.33| resp.
Cviceni 5.34) také snadno odvodime néasledujici tvrzeni.

6.1. Lemma.
(i) Pro libovolnou dvogici n = (p,q) € BV|a,b] x R plati
®,(1) =g,
Oy (Xere) = p(7)  kdyz 7€[a,b),
®,(xm) =0 kdyz € (a,b),
®,(xp) = p(b).

(i) Pro libovolnou funkci x € Gla, b plati

(6.2)

P, (z) = z(a) kdyz p=0 na [a,b] a q=1,

P, (z) = x(b) kdyz p=1 na [a,b] a q=1, (6.3)
Q) (x) =2(t—) kdyZ p=Xur na [a,b], TE€(a,b] a ¢=1,

¢, (x) =2(7+) kdyZ p=Xpun na [a,b], TE€a,b) a ¢q=1.

Piimym dusledkem vztaha (6.2), (6.3) a Lemmatu 3.13 je nésledujici tvrzeni, kde
symboly G 1,[a,b] a Greg[a, b] byly definovany v (3.2).
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6.2. Lemma.

(i) Jestlize n = (p,q) €BVi]a,b] x R a &,(x) = 0 pro kazdé z€Gy,[a,b] (resp.
x € Gregla,b]), pak p(t) =0 na [a,b] a qg=0.

(ii) Jestlize x € Gla,b] a ®,(x) = 0 pro vSechny dvojice n = (p,q) € BV|a,b] x R, pak
z(a) = z(a+) = x(1—) = x(7+) = 2(b—) = z(b) (6.4)
plati pro T € (a,b). O

6.3 . Véta. Dvojice prostori G la,b] a BV[a,b] x R resp. Gyegla,b] a BV]a,b] x R
tvori dudlni pdry vzhledem k bilinedrni forme

r€Gryla,b], neBV[a, b x R — &, (x). (6.5)
D 1 k a z plyne z Lemmatu 6.2. m
Na druhou stranu, mame také

6.4. Lemma. Jestlize O je linedrni ohraniceny funkciondl na Gy,[a,b] a

O(xtp) kdyz t € a,b),
p(t) = ) (6.6)
D(xp) kdyz t =0,
pak p € BV]a,b] a

Ip(a)] + |p(b)| + varip < 2P|

G*L[a,b}a
(6.7)
kde |[®lloy (o = sup{|®(2)]: € Gy la,0], [l <1}

D a k az . Pro libovolné déleni D = {ag, a1, ..., } intervalu [a, b] a libovolny vektor
(CosClyse -y CmCrmy1)T € R™2 mame

cop(a) + enrp(B) + s o () — p (o))

m—1
= ‘@(co X(a,b] T Cm+1 X[b] — Z Cj X(aj-1,05] T Cm X(amfl,b)) ‘ = |®(h)],
j=1

kde h = co X(ab] + Cm+1 X[p) — Z;”:_ll Cj X(aj_1,0;] T Cm X(am-_1,0)- Onadno ovéiime, Ze plati
||| <2. Nyni, polozime-li ¢y = sgnp(a), cmi1 = sgnp(b) a ¢; = sgn(p(e;) — p(a;_1)) pro
j=1,2,...,m, ziskdme vztah

Ip(a)| + p(b)| + V(p, D) < 2||P|

G latl  PTO kazdé D € Z]a,b].
Odtud uz plyne, ze plati i (6.7). ]

Analogicky predchozimu Lemmatu méame také
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6.5. Lemma. Necht ® je libovolny linedrni ohraniceny funkciondl na Gregla, b]. Polozme

P(X(a)) kdyz t = a,
p(t) =4 Pixy + xey) kdyz t € (a,b), (6.8)
(I)(X[b]) kdyi t=0.

Potom

var’ p < sup{|®(x)|: 2 € Gregla, b], ||z]] <1} < oo,
tj. p€BV]a,b]).
Dikaz. Necht ®€Giegla, 0], D = {ag,ay,...,a,} je déleni intervalu [a,b] a necht
realna ¢isla ¢;, j = 1,2,...,m, jsou takova, ze je |¢;| < 1 pro vSechna j = 1,2,...,m.
Potom

( Z}n 16 [p (o) —p(aj-1)]

C1 [(I) % [a1 _'_X(al b}) (I)(X(a,b})]

- 1 (6.9)
+2.6 [@( Xlag) + X(a;,61) =~ P(3X[a; +X<aj717b1>}

]:

+em [‘I>(X[b]) — D(IX(am_y] + X(am_l,b})] = ®(h),

kde

h= o [%X[aﬂ + X(ar b — X(a,bﬂ +Cm [X[b] — 5 Xlam1] — X(am_l,bﬂ

m—1

+ Z ¢ [ZX laj] T X(aj,b] — 2X[aj—1] - X(O‘]’—l,b]i|
7j=2
= a [%X[al] o X(aual]:| —Cm [%X[O‘mfl} + X(amflvb)]
m—1
1 1
+ Z Gj [ix[aj] — X(ay-r,05] — §X[aj71]}
=2

= ! [%X[Oq] + X(aval):| — Cm [%X[O‘m—l] + X(am—lzb)]

m—1 m—1 m—1
1 1
EDICE RS D DEPINED BEPTIEY
=2 =2 =2
m—1 m m
1 1
= 3D O Xieg — 5 D& Xiay il — D % Xley-v)
j=1 j=2 j=1
m—1 m
D e an D L RS
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3

G+l

= T aXa) <T Xley] T € X(aj,baj)) — Cm X(am-1,b):
J

Il
)

7 tohoto vyjadreni snadno nahlédneme, ze

ho—) = —¢;, h(aj+) = —cj, h(a;) = —3(c;+¢j41) pro j=1,2,....m.
Tedy he€S[a,b]NGregla,b] a |h(t)] < 1 pro vSechna t€[a,b]. Vzhledem k (6.9) tedy
dostavame, ze nerovnost

supd| Yo [p(ag) = p (s )| lesl <15 = 1,2 om)

j=1
< sup{|®(2)|: € Gregla, b, |12 <1}

plati pro kazdé déleni D = {«ap, a1, ..., ay,} intervalu [a, b]. Zvolime-1i nyni

¢; = sgn [p(aj) —p(aj_l)} pro j=1,2,...,m,
zjistime,ze plati

V(p, D) < sup{|®(z)|: # € Gregla,b],||z|| <1} < oo prokazdé D € 2]a,b],
tj. varbp < ”(I)H‘Gfeg[avb] < 00. O

Prvnim hlavnim vysledkem této kapitoly je néasledujici véta.

6.6. Véta. ® je linedrni ohraniceny funkciondl na Gy a,b] (® € G [a,b]) prdvé tehdy,
kdyz existuje dvojice n = (p,q) € BV|a,b] X R takovd, Ze

b
®(z) = qx(a) —|—/ pdx pro z € Gyla,bl. (6.10)
Navic, zobrazeni
n € BV[a,b] xR — &, € G [a, ] (6.11)

je isomorfismus.

D u k az. Necht ¢ je spojity linedrni funkciondl na Gy [a,b] a necht @, je funkcional
definovany ptedpisem (6.1), kde n = (p,q), ¢ = ®(1) a funkce p je definovana v (6.6).
Podle Lemmatu 6.4 n = (p,q) € BV]a,b] x R a podle (6.2) a (6.6) mame

P(x(rp) = D(T) = Py(X(ry) pro kazdé 7 € [a,b)
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(xp) = p(b) = Pp(xpp)-
Protoze podle Lemmatu 3.13/ je kazda funkce z S[a, b]NG 1 [a, b] linedrni kombinaci funkei
1a X(rb], T € [a>b)a X[b]

plyne odtud, ze ®(z) = ®,(z) pro kazdé x € G 1 [a, b NSa, b]. Konetné, protoze podle
Lemmatu 3.12/ je mnozina G 1,[a, b] NS[a, b] hustd v G 1,[a, b], plyne odtud, ze plati

¢(z) = ®,(x) pro viechny z € Gy a,b].

Podle Véty 6.3 je (6.11) vzdjemné jednoznacné zobrazeni BV(a,b] x R na G [a,b].
Dale, podle Véty 5.22 mame

1D, ()] < (Ip(a)] + |p(b)| + varlp + |q) [|z]|  pro kazdé =€ G y[a,b]
a tudiz

1]

&y latl < [P(@)] + [p(B)] + varop + q| < 2 (Ilpllev + lal) = 2 [nllsv .
Na druhou stranu, podle (6.8) a podle Lemmatu 6.4 je

gl =[2(1)] <[ @]

cr s 2 [pllev < (Ip(a)l + [p(0)] + vargp) < 2| @ylles oy

Souhrnem médme

%H%HG*L[a,b} < nllevxe < 3@y

(G*L[a,b]a
cili, zobrazeni
n € BV[a,b] x R — &, € G [a, ]
je isomorfismus. m

6.7. Véta. © je linedrni ohraniceny funkciondl na G regla, b] (@ € Gegla, b]) prdvé tehdy,
kdyz existuje dvojice n = (p,q) € BV|a,b] X R takovd, Ze

b

O(z) = qz(a) +/ pdz  pro x € Gregla, b]. (6.12)
Navic, zobrazeni

ne€BVia,b xR — &, € G’;eg[a, b] (6.13)

je isomorfismus.
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Dukaz.Necht e Gleg la, b], a necht @, je funkciondl definovny predpisem (6.1)), kde
n=(p,q),q=P(1) apjedano predpisem (6.8). Podle Lemmatul6.5 n = (p, q) € BV|a, b] x
R a podle (6.2) a (6.8) méme

®(1) =q = (I)n(l)a

P(5x1r + X(rt) = 2(T) = @p(3X() + X(ry)  Pro kazdé 7 € [a,b)

D (X)) =p(b) = @, (xp)-

Podle Lemmatu [3.13 odtud plyne, ze ®(xz) = &,(z) pro kazdé x € Gyegla, bl NS[a,b).
Konecné, protoze podle Lemmatu [3.12 je mnozina Gregla, bl N S|a, b] hustd v Gregla, b] a
tudiz

®(x) = ®y(x) pro viechny € Gregla,b).

Podobné jako jsme dokazali analogickou nerovnost v zavéru diukazu Véty 6.6/ dokazali
bychom nyni, ze plati také

31 ®nllciegless < Inllevxm < 31®Pylleseqlas
6.8. Cviceni. Postupem pouzitym v dikazech Vét 6.6 a 6.7 ukazte, ze také plati
(i) ® je linedrni ohraniceny funkciondl na

Gila.b] = {f €G f(a=) = f(x) na (a,0]},
(viz (3.2)) prdvé tehdy, kdyz existuje funkce p € BV|a,b] takovd, Ze

b o~

O(x) = p(b) x(b) — / pdx pro z € Gpla,bl.
(ii) @ je linedrni ohraniceny funkciondl na

Grlo,b] = {f €G: f(at) = f(2) na [a, 1)},

(viz (3.2)) prdvé tehdy, kdyz existuje funkce p € BV|a,b] takovd, Ze

®(z) = p(a) x(a) +/ pdz pro = € Ggrla,b].



Kapitola 7

Zobecnéné diferencialni rovnice

”V rekonstrukei.”
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Kapitola 8

Aplikace Stieltjesova integralu
v teorii distribuci

V této kapitole naznac¢ime moznosti pouziti KS integralu v teorii distribuci. Distribuce zde
budeme chépat ve smyslu Laurenta Schwartze. Pfipomenme si nejprve nékolik zakladnich
pojmu a definic.

Mnozinu funkef ¢: R — R, které maji pro kazdé k € N U{0} derivaci po*) k-tého fadu
spojitou na R a takovou, ze o®(t) = 0 pro t€R \ (a,b) oznacime symbolem Z]a, b].
Mnozina 2 [a,b] je linedarni prostor vzhledem k pfirozenym operacim sc¢itdni a nasobeni
skaldrem. Mnozina 2 [a, b] se stane topologickym vektorovym prostorem, zavedeme-li na
ni topologii, ve které posloupnost {pr} C 2[a,b] konverguje k ¢y € Z][a,b] tehdy a jen
tehdy, kdyz

11}131 ng,(j) - gp(()j)H =0 for kazdé jeNU{0}.
Typickymi ptiklady funkei z prostoru 2|a, b] jsou funkce tvaru

exp (7 + %) pro t € (¢,d),

t—c
SOC,d(t) =
0 pro t € R\ (¢, d),

kde [c, d] muze byt libovolny podinterval v (a,b).

Spojité linedrni funkcionély na topologickém vektorovém prostoru 2|a, b] se nazyvaji
distribuce na [a, b]. Mnozina vsech distribuci na [a, 0] je tedy dudlnim prostorem k 2 |a, b|.
Znacime ji symbolem 2*[a,b]. Funkcim z #]a,b] tikdme testovaci funkce na [a,b]. Pro
danou distribuci f € 2*[a, b] a testovaci funkci ¢ € Z[a, b], hodnotu funkciondlu f na ¢
znacime symbolem (f, ¢).

Je-li f € L'[a,b], pak piedpisem

b
peolatl— [ 1)
je definovéana distribuce
b
(Foh = [ FOe(t)dt pro viechny € 7(a.}

na [a,b], kterou budeme opét znacit symbolem f. Rikdme, ze distribuce f je uréena (¢i
representovana) funkei f.
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Nulovy prvek prostoru 2*[a, b] je uréen libovolnou métitelnou funkei, kterd se anuluje
s.v. na intervalu [a, b]. Speciélné, je-li f € Gla,b], pak f =0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy,
kdyz f(t—) = f(s+) = 0 pro vSechna t € (a,b] a vechna sé&[a,b). Tudiz, je-li f €
Gregla, b], pak f =0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdyz f(t) = 0 pro vSechna t € [a, b].
Jestlize f, g € 2*[a,b], pak f = g znamend, ze f — g = 0 € 2*[a,b]. Z vySe uvedeného
plyne, ze pro je-li g €L'[a,b], pak existuje nejvyse jedna funkce f € Gregla, b] takovd, ze
f =g s.v.na [a,b]. Dile, jsou-li f, g funkce definované na [a,b], f,g:[a,b] — R, pak je
f=gv 2%a,b] tehdy a jen tehdy, kdyz f = g s.v. na [a, b].

Pro danou distribuci f € 2*[a, b], definujeme jeji (distributivni) derivaci f' predpisem
flipea(a,b = (f o) = —(f¢).
Podobné, pro kazdé k € N,
F®:pe2lab] — (FV,0) = (=D f, ™).

Distributivni derivace absolutné spojitych funkeci jsou ziejmé urceny jejich klasickymi
derivacemi.

Necht
0 pro t<0,
H(t)=4¢3 pro t=0, 7€ (ab) a h(t)=H({t—-7) pro tela,bl.
1 pro ¢t >0,

Potom pouzitim Véty 5.28 a s ptihlédnutim k (5.8) a (5.12) dostaneme

b b
ey ) = — (e ) = — / hy dig] = / dlh) o = (7).

a

Funkce h, se nazyva Heavisideova funkce (se sttedem v bodeé 7) a jeji distributivni derivace
h. se znaci . a nazyvé se Diracova §-distribuce (se stredem v bodé 7).

Necht je déna libovolnd funkce ¢ € Z[a,b] a necht © € 2|a, b] je takovd, ze

’ = napr = —wa’b(t)
/a O(s)ds =1 (napt. O(t) = ff our(s) ds ).

Polozme
b t
ap = / p(s)ds a p= / (p(s) —apO(s))ds pro te]a,b.
Potom p(b) = 0 a tudiz p € 2[a, b]. Déle,

o(t) =agO(t) —p'(t) pro te]la,bl.
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Pro kazdou ¢ € 2]a, b] tedy existuje funkce p € Z][a, b] takova, ze plati

b
o) = ([ etras) 60~ ') pro veia 8.)
Nyni, jestlize f € 2*[a, b] je distribuce takové, ze plati
(f,p)y =0 pro vsechna p € 2][a,b

a pro ¢, p € 2|a, b] plati (8.1), pak

o= ([ eras) ror- i) = ([ et1as) r.0)= [ cpts)as

kde ¢o = (f, ©) €R je konstanta. To znamend, ze dand distribuce f € 2*[a, b] ma nulovou
derivaci (f' = 0) tehdy a jen tehdy, kdyz existuje ¢y € R takové, ze f(t) = ¢y pro s.v.
t € [a, b]. Odtud se déle snadno indukei odvodi, ze je-li k € NU{0}, pak f*) =0 € 2*[a, b]
tehdy a jen tehdy, kdyz existuji cg, c1, ..., cr_1 € R takové, ze

f(t) =cot+cit+---+cp k1 pro s.v. t € [a, b].

Vsimnéme si, ze jsou-li u, v € Gregla,b] takové, ze u' = v, pak ue ACla,b]. Vskutku,
polozme

Potom (w —u)" = 0 a w(0) = u(0) a tudiz, protoze w — u € Gregla, b], je nutné w = v na
[a, b].

8.1. Definice. Pro libovolné funkce f € Gla,b] a g € BV|[a, b] takové, ze

ATf(t) Atg(t) = A" f(t) A g(t) pro vSechny t € (a,b), (8.2)
definujeme

Fase e 2latl = (F gph = [ g olt) dlr(e) (8.3)

Fosp e olabl = (1.0 = [ 1000 dgte)) (8.4)

8.2. Poznamka. Necht f € Gregla,b] a g € BVyegla,b]. Podminka (8.2) je pak zfejmé
splnéna napft. v nasledujicich ptripadech:

(i) obé funkce jsou regularni,

(i) alespon jedna z nich je spojita na (a,b),
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(iii) jedna z nich zleva spojita na (a,b) a druhda je zprava spojita na (a,b).

Necht feLl[a,b] a g € Gla,b]. Potom z (8.3) plyne, Ze soucin f g je definovan nésledu-
jicim predpisem

b
faip€ 2lat] = (fg.0) = / £(t) g(t) o(t) dt.

t.j. (distributivni) souéin funkei f a g je v tomto pfipadé representovan funkei

fg:telabl — f(t)g(t).

8.3. Lemma. Necht f € Gla,b] a g €BV|a,b] spliuji (8.2). Potom f' g i f g jsou bodové
funkce definované pro t € [a, b] predpisy:

o = ([ are)lee) 5)

to0 = ([ Aot 1))’ 5.6)

Dukaz. Pouzitim Véty o substituci (Véta 5.36) a Véty o integraci per-partes (Véta 5.28)
pro libovolné ¢ € 2 [a, b] dostaneme

waer= [ o [[aweiae] oo = [ ([ o) ¢

t /
([ Wre1ee) e
t.j. plati (8.5). Vztah (8.6) se dokazuje analogicky. O

8.4. Dusledek. Jestlize funkce f € Gla,b] a g € BV]a,b] spliuji podminku (8.2)), pak

(fg)=rfd+f'g

D ik az plyne piimo z Definice 8.1, Véty [5.28 (o integraci per-partes) a Lemmatu 8.3.
O

8.5 . Priklad. Snadno ovéiime, ze jestlize 7 € (a,b) a h, resp. 0, jsou Heavisideova
funkce resp. Diracova distribuce se sttedem v 7, pak h; o, = %(L.



Kapitola 9

Dodatky

9.1 Drtikaz Véty 1.14

Pro diukaz Véty 1.14 je tcelné zavést nasledujici definice.

9.1. Definice. Funkce F': [a,b] — R je shora (zdola) polospojitd v bodé xq € [a, b], jestlize

pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro vSechna x € [a,b] N (xg — §,z9 + §) plati
F(z) < F(xo) +¢ (F(x) > F(xg) —¢).

Je-li funkce f shora resp. zdola polospojitd v kazdém bodé intervalu [a, b], fikdme, Ze je

shora resp. zdola polospojitd na intervalu |a, b].

9.2. Poznamka. Je ziejmé, ze funkce f je spojitda v bodé xg pravé tehdy, kdyz je v ném
soucasné polospojita shora i zdola.

9.3 . Cviceni. Kazdd funkce polospojitd shora (zdola) na ohraniceném a uzavieném
intervalu je na tomto intervalu ohranicend shora (zdola).

Dalsi pifjemnou vlastnosti funkef shora polospojitych na intervalu [a, b] je to, Ze tyto
funkce nabyvaji na tomto intervalu svého maxima:

9.4 . Tvrzeni. Je-li funkce F:la,b] — R shora polospojitd na intervalu [a,b], potom
ezistuje bod xg € [a,b] takovy, Ze

F(z) < F(xg) pro kazdé x € [a, b].
Dtk az . OznaCme

M = sup F(z).

z € [a,b]

Podle Cviceni 9.3 je M < co. Mnozina
1
Qk:{xe[a,b]:F(az)ZM—E} (9.1)

je pro kazdé k € N neprazdna. Ukazeme, ze je také uzaviena:
Necht z* je hromadny bod mnoziny Q. Ziejmé z* € [a, b]. Predpokladejme, ze z* ¢ Q.
Plati tedy F(x*)<M — % Daéle, z polospojitosti shora funkce f plyne, ze k danému

e=M — ¢ — F(z*) > 0 existuje 6 > 0 takové, ze plat{

F(!L‘)<F($*)+€:F(x*)—|—M—%—F(w*):M—%

pro vSechna z € (z* — 0, 2" + J) N [a, b],

93



94 DODATKY

coz je ovSem spor s tim, ze x* je hromadny bod mnoziny (). Kazda mnozina Qy, k € N,
je tedy uzaviena. Déle, vzhledem k tomu, ze posloupnost {M — %}Z:l je rostouci, plyne
z (9.1)), ze plati

[a’ub] DQI DQQ DQk DQk+1... .
Podle Cantorovy véty (viz napi. [5, Véta 157]) je tudiz mnozina (-, @ neprazdna.
Budiz zq jeji libovolny prvek. Potom
1
M — z < F(z9) < M plati pro kazdé k€N,
coz je mozné pouze, kdyz

F(zg) =M = sup F(x).
z € [a,b] O

9.5 . Cviceni. Je-li funkce F':[a,b] — R zdola polospojita na intervalu [a,b], potom
existuje bod xg € [a, b] takovy, ze

F(z) > F(xg) pro kazdé x € [a, b].
9.6. Tvrzeni. Necht funkce f:[a,b] — R je takovd, Ze pro kazdét € [a,b) a kaZdé s € (a, ]
existugi limity

f(t+) = lim f(r) a f(s—)= lim f(7).

T—t+ T—8—
Definugme funkci F :|a,b] — R predpisem
F(z) = max{f(z—), f(z), f(x+)} proz€(ab), Fla)= flat+) a F(b)= f(b-).
Potom je funkce F shora polospojitd na intervalu |a, b].

D uk az. Budiz dan libovolny bod xg € (a, b). Potom plati f(z¢) < F(x¢). Dale, vzhledem
k predpokladu o existenci limit f(xzo—) a f(zo+), pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové,
ze plati

f(z) < f(xo—) +e < F(xg) + & pro vsechna x € (xg — 9, x9),

f(z) < f(xo+) +e < F(zg) + € pro viechna x € (xg, xg + 9).
Méme tedy

f(z) < F(zo) +&  pro vSechna z € (g — 9,29 + ).
Odtud plyne dale, ze plati

flz—) < F(xg)+e a f(z+) < F(xg) +& pro viechna x € (g — d,z0 + 0),
cili

F(z) < F(x9) +¢& pro vsechna x € (xg — §, 29 + 9).

T. zn., ze f je polospojita shora v bodé zy. Podobné bychom postupovali také v pripadech
To = a resp. xg = b. O
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9.7. Lemma (RIESZ). Necht funkce f a F :[a,b] — R splriuji predpoklady Tvrzeni 9.6.
Potom je mnoZina

E ={z € (a,b): existuje & > x tak, zZe f(&) > F(x)}

otevrend. Kdyz je E # 0, pak E sestdvd z nejvyse spocetného systému po dvou disjunktnich
oteviengjch intervali (ag,by) a pro kazdy z nich plati

flant) < F(be).

Dukaz.Jeli E =0, neni co dokazovat. Necht tedy z € E. Potom existuje £ € (x, b
takové, ze plati

e: = f(&§) — F(zo) > 0.

Vzhledem k polospojitosti funkce F' v bodé xq existuje 0 > 0 takové, ze (xg —d, 20+ 9) C
[a,b] a

r€(xg— 0,20+ 0) = F(x) < F(x) +e = f(&).
To ovsem také znamena, ze je
(SCO—(S,HZ'O—F(S) C E,

tj. mnozina E' je oteviena.

Je zndmo (viz [, Véta 69]), ze kazdd nepréazdnd oteviend mnozina je sjednocenim
nejvyse spocetného systému po dvou disjunktnich otevienych intervalu. Tedy také mno-
zina E je sjednocenim takového systému {(ay,bx)}. Zvolme libovolny interval (ay,by)
z tohoto systému a v ném libovolny bod z,. Podle Tvrzeni 9.4 existuje x; € [z, b] takové,
ze

F(z1) = max F(x). (9.2)

z € [z0,b]
Kdyby bylo 27 < by pak by také bylo z; € E' a tudiz by pro néjaké £ € (x4, b] bylo
F(§) = f(§) > F(x1),
coz je ovsem spor s (9.2). Mame tedy
T > by.
Vzhledem k (9.2) mame také F'(b;) < F(z). Predpoklddejme, ze je
Fbe) < Flay) = max{f(z1-), f(@1), (514},

Potom také musi byt x; > by a musi existovat £ € (b, b) takové, ze je f(§) > F(by) ¢ili
b, € E, coz ovsem neni mozné. Je tedy

F(by) = F(z1) = max F(x) > F(xo) > f(x0)

z € [z0,b]
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pro kazdé zg € (ag, by). Limitnim prechodem zy — ax+ dostaneme konecné

F(by) > f(ax+),
coz uzaviré dukaz lemmatu. O]

9.8 . Poznamka. Funkce spliujici predpoklady Tvrzeni 9.6/ a Lemmatu 9.7 nazyvame
requlované funkce. Podrobnéji o nich pojedname v kapitole 3.

9.9. Definice. Necht f:[a,b] — R je dand funkce. Pro z € (a,b] definujeme horni resp.
dolni Diniho derivovand cisla zleva D~ f(z) resp. D_ f(x) takto:

D™ f(z) = limsup J) = Jiw) a D_f(r) =liminf M

t—x— t—x t—x— t—2x

Podobneé se definuji horni resp. dolni Diniho derivovand ¢isla zprava v bodech z € [a,b):

Dt f(x) = ligrr_lilip % a Dif(x) = hﬁrggglrf %
9.10. Poznamka. Pro libovolnou funkei f: [a,b] — R abody z € (a,b] ay € [a,b) jsou jeji
derivovana ¢isla D~ f(x), D_f(x), D" f(y), D4 f(y) jednoznacné urcéena. Mohou ovsem
nabyvat také hodnot oo resp. —oco. Funkce f ma v bodé x vlastni derivaci zleva prave
tehdy, kdyz D~ f(z) = D_f(z)€R. Podobné, f ma v bodé z vlastni derivaci zprava
prave tehdy, kdyz DT f(x) = D, f(z) € R, a vlastnf derivaci pravé tehdy, kdyz D~ f(x) =
D_f(x) = D*f(z) = Dy f(x) €R.

Z Definice 9.9 ihned plyne, Ze pro x € (a,b] a y € [a, b) plati
oo <D f(5) <D f(z) <400 a — o0 < Dy f(y) < D f(y) < +oo.

Podle Dusledku 1.6 a Lemmatu obsazeném v dukazu Véty [1.7 jiz vime, ze kazda
monotonni funkce na intervalu [a, b] mé na tomto intervalu nejvyse spoc¢etné mnoho bodu
nespojitosti. Nyni si ukdzeme, ze kazda monotonni funkce mé vlastni derivaci ”témér
vsude” na definicnim intervalu.

9.11. Véta. Kazdd funkce f :[a,b] — R monotonni na [a,b] md pro s.v. x € [a, b] konecnou

derivaci f'(z).

D u k a z . Predpoklddejme napf., ze f je neklesajici. Potom pro vsechna z, € € [a, b],
x # £, mame

1O~ @)
E—x
a vzhledem k Definici 9.9 tedy také

0<D_f(x) < Dif(r) <oo a 0<Dif(x) <D f(zx) < oo (9.3)
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pro vSechna z, € (a,b).
Dukaz véty bude rozdélen na 3 kroky :
e [. Nejprve ukdzeme, ze plati:

DY f(x) < oo pros.v.z€(a,b). (9.4)
e I[I. Poté ukazeme, ze plati
DY f(x) < D_f(z) pros.v. z€(a,b). (9.5)

e III. Konecné, ukizeme, ze dukaz véty je uz snadnym dusledkem tvrzeni (9.4) a (9.5).

» [. Nejprve tedy dokdzeme platnost tvrzeni (9.4). Oznaé¢me symbolem S mnozinu bodu
nespojitosti funkce f v (a,b) a

E.={z€(a,b)\ S: D" f(x) = oo}.

Podle Véty [1.7 je mnozina S nanejvyse spocetnd a tedy (viz Cviceni1.13/ a)) mé nulovou
miru (u(S)=0). Je-li E, =0, neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, ze je E, # 0.
Necht je ddno libovolné ¢ > 0. Mame

Ew CE.={z€(a,b)\S:D" f(z) > c}. (9.6)

Jestlize x € E., pak podle Definice 9.9 existuje & € (x,b) takové, ze plati

£~ f@) _
{—x ’
.
pro kazdé = € E existuje £ € (a, b)takové, ze g(§) > G(z), (9.7)
kde
g(x): = f(z) —cx pro x€la,b, (9.8)
a
gla+) pro z = a,
G(x): =< max{g(z—),g(z),g(z+)} pro z€ (a,b), (9.9)
g(b—) pro x =b.

(Zde jsme vyuzili toho, ze E.NS = 0 a tudiz G(z) = g(z) pro kazdé x € E..) Podle (9.7)
mame dale

E.C E: ={z€(a,b):existuje £ > z tak, ze g(§) > G(z)}. (9.10)

Protoze funkce f je neklesajici na [a,b], je také g na tomto intervalu neklesajici a tudiz
také regulovand (viz Dusledek 1.6). Podle Tvrzeni 9.6/ je G polospojité shora na [a,b] a
tudiz podle Lemmatu 9.7 je mnozina E z (9.10) sjednocenim nejvyse spocetného systému
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po dvou disjunktnich otevienych intervalu(ay,by), k€ K C N a pro kazdy z nich plati
g(ar+) < G(by). Vzhledem k (9.8) a (9.9) a vzhledem k tomu, ze funkce f je neklesajici
na [a, b], tedy mame

flag+) — car, < G(by) = max{ f(bp—), f(br), f(bx+)} — cbr < f(brt),
neboli

¢(be — ar) < f(bet) — flart).

Sectenim pres vSechna k odtud dostaneme

¢ Y (b —ar) < D [fbut) — flawt)] < F(b) = fla),

ke K keK
neboli
kGZK(bk —a) < M,

Pokud tedy k danému ¢ > 0 zvolime ¢ > 0 tak velké, aby platilo

docilime toho, ze bude

Z(bk —ak) <g,

ke K

coz ovSem znamend, ze mnozina F a tudiz také mnozina F., U .S U [a] U [b] maji nulovou
miru (viz (9.6), (9.10) a Cviceni 1.13b)). Tvrzeni (9.4) je tedy dokazano.

» II. Pro dana cisla «, 5 € R takova, ze
a>0 a f>a, (9.11)
definujme

Eos={x€(a,b)\ S: D" f(zx)a a D_f(x) <}

Ez ={z€(a,b): Ds(x) < B}.
Necht y € Ej. Pak existuje n € (a, z) takové, ze

fm) —pBn> fly) —By.

Pro z € [-b, —a] definujme

g(a) = f(=x) + B
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Je-li y = —x € (a,b) N Eg, pak podle vyse uvedeného existuje £ > = (§ = —n) takové, ze
je

9(&) > G(x) = g(x),
kde funkce G je piifazena k g opét relaci (9.9). (Jelikoz je SN Ez = 0 a x € Eg, je
G(z) = g(z).) Pouzitim Lemmatu 9.7 pro funkci g na intervalu (—b, —a) dostaneme, ze

existuje nejvyse spocetné mnoho otevienych a navzajem disjunktnich intervala (—by, —ay),
které obsahuji ty body x € (—b, —a), pro které je —x € Ej3 a plati

g(=br+) < G(—ay).

Protoze f je neklesajici na [a,b], funkce g je nerostouci na [—b, —a]. To m4 za nésledek,
ze g(x—) > g(x) > g(z+) pro kazdé x € (a,b). Mame tedy

G(—ax) = g(—ar—) atudiz f(bpy—) — Bbrp < flap+) = Bay,
tj.

f(br—=) = flaxt) < B (b — ax) pro kazdé k.
(a) Nyni, pro o > 0 ozna¢me

Ey={z€la,b]\ S:D*f(z) > a}.

Podobné jako v analogické situaci vyse, pro kazdé y € Ea muzeme najit n € (a,y) takové,
ze je

f(77) B f(y) < a, (912)
n—-y
tj.
fm) —an> fly) —ay. (9.13)
Definujme
g(x) = f(-z) —a(—z) pro z€[-b, —d
g(—b+) pro x = —b,
G(z) = { max{g(z—),g(x),g(z+)} pro z€(-b,—a),
g(—a—) pro = = —a.

Vzhledem k (9.13)), pro kazdé x € (a,b) takové, ze —x € E,, existuje € € (x,—a), pro které
plati g(§) > G(z). (Staci najit k y = —z n € (a,y) spliujici (9.12) a pak polozit & = —n.)
Pouzitim Lemmatu 9.7 tedy muzeme ukazat, ze existuje nejvyse spocetny systém po dvou
disjunktnich otevienych intervalu(ay, by), k € K C N, takovy, ze plati

E C U bk,—ak

ke K
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g(=bpt+) = f(bp—) — aby, < G(—ax) < flapt) — aay.
Posledni nerovnost ovSem znamena, ze pro kazdé k € K plati

for—) = flar+) < o (b — ax). (9.14)

(b) Necht k€ K a x € EgN (ag, by). Potom mame D f(z) > /8 a tudiz existuje £ € (x, by)
takové, ze plati

f&) —B&> f(x) — B

Pouzijeme-li opét Rieszovo lemma (Lemma [9.7), dostaneme odtud existenci nejvyse spo-
¢etného systému po dvou disjunktnich otevienych intervalu (axs, bre), (€L C N, ta-
kového, ze plati

EsN (ag, by) C U (ake, bre)

el
flake+) — Bage < f(bre+) — Bbre,
£,
B (bre — age) < f(bre+) — flage+) pro kazdé ¢ € L.

Po secteni ptes vSechna ¢ € L odtud a z (9.14) ziskdme vztahy
B (e — are) <> (fbeet) = flaret)) < flbe=) = flar+) < o (b — ax)
teL teL
a (seCtenim pfes vSechna k € K)
ﬁ Z (bkg—akg) S&Z(bk—ak). (915)
keKleL ke K
Oznacime-li tedy
€] =D (k—ar) a |Sal= > (bee—ar),
ke K keKLeL

budeme moci nerovnost (9.15) prepsat ve tvaru
a
1€1] < < |La].
g

Kdyz vyse uvedené procedury (a) i (b) budeme provadét stiidavé v postupné vznikajicich
intervalech, dostaneme posloupnost systémuintervalia £, D £, D --- D £, D ..., z nichz
kazdy obsahuje E,3 = Eg N E,, pficemz

a a
|Lan| < B |Lon—1]| < B | Lon—a]



DODATKY 101

plati pro kazdé n € N. Odtud pak déle odvodime, zZe je

[Lan| < (%)n 1€1] < (%)n (b—a).

o3

Protoze mame 0 < £ < 1, plyne odtud, zZe je |£2,| — 0 pro n — oo.

B
Nyni, k danému ¢ > 0 zvolime n € N tak, aby bylo
«
—)"(b—a)<e.
( ﬁ) (b—a)

Potom bude E,z C £9, a pfitom také |£y,] < €, coz podle Definice 1.12/ znamend, ze
1(Eq3) = 0 pro libovolnou dvojici o, € R splaujici (9.11).
Oznacme

B, = {z€(a,b)\ S:D_f(x) < D*[(x)}
Potom pro kazdé x € E, existuji racionélni ¢isla «, 5 € P splaujici (9.11) a
D_f(z) <a<f < D f(x).

To znamen4, ze je F, obsazena v mnoziné

jé: = LJ Elug,

0<a<p
a,f P

ktera je sjednocenim spocetné mnoha mnozin nulové miry a tudiz m4 také nulovou miru
(viz Cviceni [1.13b). Tim spise je u(E,) = 0 a tedy také
p(E.USUla] U b)) =0,
coz dokazuje platnost tvrzeni (9.5).
» III. Funkce
frw€l=b—a — —f(-2)
je zfejmeé neklesajici na [—b, —al a plati
D_f(-2)=D,f(x) a D"f(—y) =D f(y)
pro viechna z € [a,b)] a y € (a, b]. Pouzijeme-li tedy (9.5) na funkci f, dostaneme
D™ f(z)=D"f(—2) < D_f(—2) = D, f(z) pros.v. z€[a,b).
Vzhledem k (9.3) a (9.4) tedy pro s.v. x € [a, b] budeme mit
0< DYf(x) < D_f(z) <D f(x) <D, f(x) < D" f(x) < oo,
.
0 < D*f(z) = D_f(x) = D f(x) = D_f(x) = ['(x) < 0.

Véta 1.14 je primym dusledkem vét 9.11/ a 1.4.
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9.2 Alternativni dikaz Véty 5.28 (per-partes)

Diikaz bude soucasné alternativnim dukazem existencniho tvrzeni z Véty [5.22.

Necht je tedy f € Gla,b] a g € BV[a,b] a necht je ddno € > 0. Podle Veéty 5.16| existuje
integral ff f d[g] a muzeme tedy zvolit kalibr §; tak, aby pro kazdé (D, &) € «7(d1) platilo

b
S(0.6)~ [ Fdlg] <= (9.16)
Déle, pro kazdé = € [a,b] muzeme zvolit dy(x) > 0 tak, aby platilo

{86(5652(56)796)“[@719] = |f(s) = fla—)l <e a |g(s) —gla—)[ <e,
s€(x,x+ 0o(x)) N[a,b] = |f(s) — flz+) <e a |g(s)—g(z+)| <e.

(9.17)

Podle tvrzeni (ii) Dusledku [3.7 ma mnozina
M. = {z € [a,}]:[AY f(z)] = ¢ VIA™ f(2)] = ¢}

nejvyse koneény pocet prvku. Pro kazdy bod z € [a, b]\ M. je tedy kladn4 jeho vzdalenost
dist (x, M) = min{|x — y| :y € M.}

od mnoziny M.. Definujme

dist (x, M) kdyz x € [a,b] \ M.,
%a(w) = { 52(z) kdyz z€ M. (9.18)
d-(x) = min{d (), do(x), d3(x)} pro z € [a,b]. (9.19)
Necht

(D7€) = ({0507 A, ... 7am}> (517627 s >£m)) € %(55)
Potom, vzhledem k (9.18) a (9.19), musi byt M. C = = {&1,&, .. .,&m}- Jednoduchymi
Upravami zjistime, ze plati

Sng(D7 5) + SgAf(D’ f)

m

= (f(&) 9lay) = £(&§) g(ojm) + fey) 9(&5) = flay—1) 9(&))

j=1

)+ > (F(&) glay) + foy) 9(&)—F(&5) 9(&5) = Flay) glay))

J=1

Q)= > (F(&) glejmn) + flo-1) 9(&)—F (&) 9(&) — Flaj1) glay1))

Jj=1
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Dale,
‘ ;bN flz) Atg(z) — <zsz‘f(as) A‘g(sv)\
g_ 3 |A+f(x)||A—+g(w)|+ S At @) AT g(@)]
€ Mon[ab) z € [a.b)\M:
+ EMZQ b|Af(:c)HAg(x)|+ G(ZH\M [A7f ()| [A7g()]
< ( Mg;[ b)|A+f(x)|+ MX;( b]|A‘f(:c)|+26> varl g < oo,
Méme tedy | |
S,51(D.9) = S0 900) + S@ gl + [l (920
n ;bN fz) Atg(x) — <;}A‘f(as) A~g(x)
<| [ rata - sysu0.)
+‘§;(f(€]) Flag-0) (9(&) — glaj-1)) - ZA F(2) A" g(a)
+\§<f<aj>—f<sj>><g< ) = 9(&) ;bNﬂ ) Ag(r)
Dale, _

| D) = £ glay) = 9(&) = D A f(@) Atg(a)
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—ZNf@ JATg(E) — Y ATf(x) Atg(a)]

x € [a,b)\E

= [ > r@) = &) (gles )+ U i+) Atg(&;)

J=1 Jj=1

Y ATFE) (glay) —g(GH) = Y ATf(r) ATg()

j=1 z € [a,b)\=

Predposledni soucet pfitom muzeme rozdélit do dvou souctu: jeden, ve kterém se scita
pfes ta j, pro kterd je t; € M, a druhy, ktery obsahuje vSechny ostatni scitance. Odtud,
vzhledem k (9.17) a vzhledem k definici mnoziny M., plyne, ze je

\Z (a5) = F(&) (9() = 9(&)) = > A*f(x) Atg(a)

a<x<b

< (2 lalay) - g6+ |+2Z|A+ &)+ D 1A f@)]) e < KT e,
7=1

x € M.
kde
K* =4varb g+ Z |AT f(z)] < oo.

x € MeN(a,b]

Podobné bychom ovérili, ze plati

[ S06) ~ £y (06) oy — 3 A ) Ag(o)] < K<

a<x<b

kde
K~ =4varb g+ Z |A™ f(z)] < o0.

z € M:N(a,b]

Dosazenim do (9.20) a vyuzitim (9.16) ziskame odhad
b
S,r(D1) = F0)9(8) + S(a)gla) + [ £ dlg
£ 30 AT ATgle) = 30 ATS@) Ag(w)| < (1+ KR e,

a<x<b a<lz<b

Protoze (D, &) bylo libovolné §.— jemné déleni, plyne odtud uz, ze existuje integral fab g d[f]
a plati (5.37). O
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