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2. domáćı úlohy

do 22. dubna 2011

Nejprve připomene některé tř́ıdy jazyk̊u a funkćı z přednášky.

• L ∈ Σk, pokud existuje jazyk L′ ∈ P a polynom q takový, že pro každé x ∈ {0, 1}∗,
x ∈ L právě tehdy když ∃w1 ∈ {0, 1}q(|x|)∀w2 ∈ {0, 1}q(|x|) · · ·Qwk ∈ {0, 1}q(|x|),
(x,w1, w2, . . . , wk) ∈ L′. Zde Q označuje bud’ ∃ nebo ∀ v závislosti na paritě k.

• Πk je definováno podobně jako Σk, pouze mı́sto počátečńıho kvantifikátoru ∃ začneme
kvantifikátorem ∀ a kvantifikátory dále stř́ıdáme.

• PH =
⋃

k≥1 Σk.

• L ∈ PP , pokud existuje jazyk L′ ∈ P a polynom q takový, že pro každé x ∈ {0, 1}∗,
x ∈ L právě tehdy když pro ostrou většinu w ∈ {0, 1}q(|x|), (x,w) ∈ L′.

• Funkce f : {0, 1}∗ → N je v #P , pokud existuje jazyk L′ ∈ P a polynom q takový, že
pro každé x ∈ {0, 1}∗, f(x) = |{w ∈ {0, 1}q(|x|); (x,w) ∈ L′}|.

• Pro f(n) : N → N, L ∈ SIZE(f(n)), pokud existuje nekonečná posloupnost obvod̊u
C1, C2, . . . taková, že velikost obvodu Cn je O(f(n)), obvod Cn pracuje na vstupech
délky n a pro každý vstup x délky n, x ∈ L iff Cn(x) = 1, tj. obvod Cn se na vstupu
x vyhodnot́ı na jedničku.

Úloha 1. Dokažte, že pokud pro nějaké k ≥ 1, Σk = Πk, pak PH = Σk.

Úloha 2. Dokažte, že PP = P právě tehdy, když hodnota každé funkce v #P se dá
spoč́ıtat v polynomiálńım čase.

Úloha 3. Necht’ n je kladné č́ıslo a (C1, C2, . . . , Cn) je n-tice obvod̊u, kde obvod Ci

pracuje na vstupech délky i ≤ n. Řekneme, že (C1, . . . , Cn) řeš́ı SAT , právě když pro
každou booleovskou formuli φ délky i ≤ n, Ci(φ) = 1 iff φ ∈ SAT . Definujme si množinu
SAT -CKT = {(C1, . . . , Cn); n ∈ N, každý Ci je booleovský obvod velikosti alespoň i a
(C1, . . . , Cn) řeš́ı SAT}.
a) Ukažte, že SAT -CKT je v co-NP .
b) Ukažte, že pokud SAT ∈ SIZE(nk) pro nějaké k, pak Σ2 = Π2.
(Hint pro a: Uvažujte o formuĺıch φ(x1, . . . , xm), φ(0, x2, . . . , xm) a φ(1, x2, . . . , xm).)

Úloha 4. Necht’ k je přirozené č́ıslo.
a) Ukažte, že existuje jazyk L ∈ Π3 takový, že L 6∈ SIZE(nk).
b) Ukažte, že existuje jazyk L ∈ Σ3 takový, že L 6∈ SIZE(nk).
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