
Kapitola 3

Regulované funkce.

3.1 . Definice. Funkce f : [a, b] → R se nazývá regulovaná na [a, b], jestliže pro každé
t∈ (a, b] a každé s∈ [a, b) existuj́ı konečné limity

f(t−) = lim
τ→t−

f(τ) a f(s+) = lim
τ→s+

f(τ),

tj. má-li na intervalu [a, b] nespojitosti nejvýše 1. druhu. Množinu funkćı regulovaných
na [a, b] znač́ıme G[a, b].

3.2 . Poznámka. Zřejmě plat́ı BV[a, b] ∪C[a, b] ⊂ G[a, b], přičemž G[a, b] \C[a, b] 6= ∅ a
G[a, b] \ BV[a, b] 6= ∅.

Podobně jako pro funkce s konečnou variaćı (viz Lemma z d̊ukazu Věty 1.7) plat́ı pro
regulované funkce :

3.3 . Věta. Každá funkce regulovaná na [a, b] má na [a, b] nejvýše spočetně mnoho bod̊u
nespojitosti.

3.4 . Věta. Jestlǐze pro posloupnost {fn}∞n=1⊂G[a, b] a funkci f : [a, b] → R plat́ı
limn→∞ fn(x) = f(x) stejnoměrně na [a, b] (tj. limn→∞ ‖f − fn‖ = 0), pak f ∈G[a, b].

D ů k a z . Necht’ x∈ [a, b), necht’ {xk}k∈N ⊂ (x, b] je libovolná posloupnost taková, že
xk >x pro všechna k ∈N a xk→ x pro k→∞. Necht’ je dáno libovolné ε> 0. Zvolme
n0 ∈N a k0 ∈N tak, aby platilo

‖f − fn0‖ <
ε

3
a |fn0(xk)− fn0(x`)| < ε

3
pro všechna k, ` ≥ k0.

Potom budeme mı́t pro všechna k, ` ≥ k0

|f(xk)− f(x`)|
≤ |f(xk)− fn0(xk)|+ |fn0(xk)− fn0(x`)|+ |f(x`)− fn0(x`)| < ε,

tj. existuje konečná limita f(x+) = limk→∞ f(xk). Podobně bychom ukázali, že pro každé
x∈ (a, b] existuje konečná limita f(x−).

3.5 . Definice. Pro libovolnou funkci f : [a, b] → R, podinterval [α, β] ⊂ [a, b] a děleńı
D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] definujeme

ω(α,β)(f) = sup
x′,x′′ ∈ (α,β)

|f(x′)− f(x′′)| a ωD(f) = max
i=1,2,...,m

ω(αi−1,αi)(f).
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3.6 . Věta. Následuj́ıćı tři tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(i) f ∈G[a, b].

(ii) Existuje posloupnost {fn}n∈N ⊂ S[a, b] taková, že plat́ı fn ⇒ f na [a, b] pro n →∞.

(iii) Pro každé ε > 0 existuje děleńı D∈D [a, b] takové, že ωD(f) < ε.

D ů k a z . a) Implikace (ii) =⇒ (i) je dokázána Větou 3.4.

b) Předpokládejme, že plat́ı (i) a necht’ je dáno libovolné ε > 0. Potom pro každé x∈ [a, b]
existuje δ(x) > 0 takové, že plat́ı

x− δ(x) > a pro všechna x∈ (a, b], x + δ(x) < b pro všechna x∈ [a, b)

a
{

ω(a,a+δ(a))(f) < ε, ω(b−δ(b),b)(f) < ε,

ω(x−δ(x),x)(f) < ε a ω(x,x+δ(x))(f) < ε pro všechna x∈ (a, b).
(3.1)

Intervaly

[a, a + δ(a)), (x− δ(x), x + δ(x)), x∈ (a, b), (b− δ(b), b]

tvoř́ı otevřené pokryt́ı intervalu [a, b], ze kterého lze podle Vitaliovy věty (viz např. [5,
Věta 81]) vybrat pokryt́ı konečné :

[a, a + δ(a)), (xi − δ(xi), xi + δ(xi)), i = 1, 2, . . . , m− 1, (b− δ(b), b],

přičemž vzhledem k (3.1) plat́ı

ω(xi−δ(xi),xi)(f) < ε a ω(xi,xi+δ(xi))(f) < ε pro všechna i = 1, 2, . . . m− 1.

Označme x0 : = a a xm : = b a necht’

D = {x0, α1, x1, . . . αm− 1, xm− 1, αm, xm},
kde

αi ∈ (xi − δ(xi), xi−1 + δ(xi−1)) ∩ (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , m− 1.

Potom

ω(a,α1)(f) ≤ ω(a,a+δ(a))(f) < ε, ω(αm,b)(f) ≤ ω(b−δ(b),b)(f) < ε

a

ω(αi,xi)(f) ≤ ω(xi−δ(xi),xi)(f) < ε a ω(xi,αi+1)(f) ≤ ω(xi,xi+δ(xi))(f) < ε

pro každé i = 1, 2, . . . , m− 1, tj.

ωD(f) < ε.
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c) Předpokládejme, že plat́ı (iii). Necht’ je dáno ε > 0 a necht’

D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b]

je děleńı [a, b] takové, že ωD(f) < ε. Pro každé i∈{1, 2, . . . ,m} zvolme ξi ∈ (αi−1, αi) a
definujme

gε(x) =

{
f(αi) pro x = αi,

f(ξi) pro x∈ (αi−1, αi).

Pro každé x∈ [a, b] máme |f(x)− gε(x)| < ε a tud́ıž také ‖f − gε‖ < ε. Jestliže tedy pro
každé n∈N definujeme fn = g1/n, bude fn ∈ S[a, b] pro každé n∈N a fn ⇒ f na [a, b] pro
n →∞.

3.7 . Důsledky.

(i) Každá funkce regulovaná na [a, b] je na [a, b] ohraničená. Tud́ı̌z také G[a, b]⊂L1 [a, b].

(ii) Pro každé ε > 0 existuje nejvýše konečně mnoho x∈ [a, b] takových, že plat́ı

|∆+f(x)| ≥ ε nebo |∆−f(x)| ≥ ε.

D ů k a z . Obě tvrzeńı plynou z vlastnosti (iii) z Věty 3.6.

3.8 . Věta. G[a, b] je Banach̊uv prostor vzhledem k normě

‖f‖G = ‖f‖ = sup
x∈ [a,b]

|f(x)|.

D ů k a z . Předpokládejme, že posloupnost {fn}∞n=1 ⊂ G[a, b] je cauchyovská v G[a, b].
Jako v částech a) a b) d̊ukazu Věty 1.11 dokážeme, že existuje funkce f : [a, b] → R
takové, že plat́ı limn→∞ ‖fn−f‖ = 0. Podle Věty 3.4 ovšem plat́ı f ∈G[a, b] a t́ım je věta
dokázána.

3.9 . Poznámky.

(i) f ∈ S[a, b] ⇐⇒ f je konečná lineárńı kombinace charakteristických funkćı interval̊u
[a, τ ], [a, τ), τ ∈ (a, b], a charakteristické funkce jednobodového intervalu [a], tj.

S[a, b] = Lin
(
χ[a,τ ], χ[a,τ), τ ∈ (a, b], χ[a]

)
.

(Lin(M) znač́ı lineárńı obal množiny M.)

(ii) Množina S[a, b] je podle tvrzeńı (ii) Věty 3.6 hustá v G[a, b], tj. S[a, b] = G[a, b],
kde S[a, b] znač́ı uzávěr S[a, b] v G[a, b].
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3.10 . Lemma. Necht’ {fn}∞n=1 ⊂ G[a, b] a fn ⇒ f na [a, b]. Potom plat́ı též

fn(x−) ⇒ f(x−) a fn(x+) ⇒ f(x+) na [a, b],

kde f(a−) = f(a), f(b+) = f(b) a fk(a−) = fk(a) a fk(b+) = fk(b) pro k ∈N.

D ů k a z . Pro n∈N položme

f̃n(x) =

{
fn(x+) když x∈ [a, b),

fn(b) když x = b
a

f̃(x) =

{
f(x+) když x∈ [a, b),

f(b) když x = b.

Necht’ je dáno ε > 0. Existuje nε ∈N takové, že je |fn(t) − f(t)| < ε pro každé n ≥ nε a
každé t∈ [a, b]. Odtud ovšem limitńım přechodem t → x+ dostaneme, že také pro každé
x∈ [a, b) a každé n ≥ nε plat́ı

|f̃n(x)− f̃(x)| = lim
t→x+

|fn(t)− f(t)| ≤ ε,

tj.

lim
n→∞

‖f̃n − f̃‖ = 0

neboli

fn(x+) ⇒ f(x+).

Podobně bychom ukázali, že plat́ı i fn(x−) ⇒ f(x−) na [a, b].

Ve zbývaj́ıćı části kapitoly uvedeme několik tvrzeńı, které budou později (zejména
v kapitole 6) užitečné. Nejprve shrneme d̊usledky Lemmatu 3.10 pro některé d̊uležité
podmnožiny prostoru G[a, b].

3.11 . Důsledky. Množiny





G L[a, b] = {f ∈G[a, b] : f(x−) = f(x) na (a, b)},
G̃ L[a, b] = {f ∈G[a, b] : f(x−) = f(x) na (a, b]},
G R[a, b] = {f ∈G[a, b] : f(x+) = f(x) na (a, b)},
G̃ R[a, b] = {f ∈G[a, b] : f(x−) = f(x) na [a, b)},
Greg[a, b] = {f ∈G[a, b] : f(x−) + f(x+) = 2 f(x) na (a, b)}

(3.2)

jsou uzavřené v G[a, b] a tud́ı̌z jsou to také Banachovy prostory vzhledem k operaćım a
normě indukovaným z G[a, b].
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3.12 . Lemma.

G L[a, b] ∩ S[a, b] = G L[a, b], G̃L[a, b] ∩ S[a, b] = G̃L[a, b],

GR[a, b] ∩ S[a, b] = GR[a, b], G̃R[a, b] ∩ S[a, b] = G̃R[a, b],

Greg[a, b] ∩ S[a, b] = Greg[a, b].

D ů k a z . Dokážeme pouze prvńı a posledńı tvrzeńı. Zbývaj́ıćı vztahy se dokážou ana-
logicky.

(i) Necht’ f ∈G L[a, b] a ε > 0. Podle Věty 3.6 (ii) existuje ϕ∈ S[a, b] takové, že

|f(x)− ϕ(x)| ≤ ‖f − ϕ‖ < ε pro všechna x∈ [a, b]. (3.3)

Dále, pro každé x∈ (a, b) existuje δ(x) > 0 takové, že x− δ(x) > a a

|f(x)− f(t)| = |f(x−)− f(t)| < ε pro všechna t∈ (x− δ(x), x).

Pro každé x∈ (a, b) a t∈ (x− δ(x), x] tedy máme

|ϕ(x)− ϕ(t)| ≤ |ϕ(x)− f(x)|+ |f(x)− f(t)|+ |f(t)− ϕ(t)| < 3 ε,

tj.

|ϕ(x)− ϕ(x−)| < 3 ε.

Položme

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) pro x = a nebo x = b.

ϕ(x−) pro x∈ (a, b),

Potom ϕ∈G L[a, b] ∩ S[a, b],

|f(x)− ϕ̃(x)| = |f(x)− ϕ(x)| < ε když x = a nebo x = b

a

|f(x)− ϕ̃(x)| ≤ |f(x)− ϕ(x)|+ |ϕ(x)− ϕ(x−)| < 4 ε když x∈ (a, b).

Odtud už plyne, že množina G L[a, b] ∩ S[a, b] je hustá v G L[a, b].

(ii) Necht’ f ∈ Greg[a, b]. Necht’ je dáno ε > 0 a funkce ϕ∈ S[a, b] je taková, že plat́ı (3.3).
Potom muśı být také

|f(x−)−ϕ(x−)| ≤ ε pro x∈ [a, b) a |f(x+)−ϕ(x+)| ≤ ε pro x∈ (a, b]. (3.4)

Položme

ϕ̃(x) =





ϕ(a) když x = a,

1
2

(
ϕ(x+) + ϕ(x−)

)
když x ∈ (a, b)

ϕ(b) když x = b.

(3.5)
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Potom ϕ̃∈ S[a, b]∩Greg[a, b]. Dále, vzhledem k (3.4) a (3.5),

|f(x)− ϕ̃(x)| =
∣∣1
2
[f(x+) + f(x−)]− 1

2
[ϕ(x+) + ϕ(x−)]

∣∣

≤ 1
2

(∣∣f(x+)− ϕ(x+)
∣∣ +

∣∣f(x−)− ϕ(x−)
∣∣
)
≤ ε když x∈ (a, b).

Konečně, podle (3.3) a (3.5) máme

|f(x)− ϕ̃(x)| = |f(x)− ϕ(x)| < ε když x = a nebo x = b.

Odtud už plyne, že plat́ı Greg[a, b] ∩ S[a, b] = Greg[a, b].

3.13 . Lemma.

G L[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

G̃ L[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ (a, b)

)
,

G R[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ[a], χ[τ,b], τ ∈ [a, b)

)
,

G̃ R[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ[τ,b], τ ∈ (a, b)

)
,

Greg[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ(a,b],

1

2
χ[τ ] + χ(τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
,

G̃reg[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1,

1

2
χ[τ ] + χ(τ,b], τ ∈ (a, b)

)
,

D ů k a z . Dokážeme např. předposledńı z uvedených relaćı. Necht’ tedy f ∈ S[a, b] ∩
Greg[a, b]. Potom existuj́ı m∈N, c0, c1, c2, . . . , cm+1 ∈R a děleńı D = {α0, α1, . . . , αm}
intervalu [a, b] takové, že

f(x) =





c0 když x = a,

cj když x ∈ (αj−1, αj) pro nějaké j = 1, 2, . . . ,m,
cj+cj+1

2
když x = αj pro nějaké j = 1, 2, . . . , m− 1,

cm+1 když x = b,

tj.




f(x) = c0 χ[a](x) +
∑m

j=1 cj χ(αj−1,αj)(x)

+1
2

( ∑m−1
j=1

(
cj + cj+1

)
χ[αj ](x)

)
+ cm+1χ[b](x) pro x ∈ [a, b].

(3.6)

Pravou stranu vztahu (3.6) můžeme upravit takto

f = c0 χ[a,b] − c0 χ(a,b] +
m∑

j=1

cj χ(αj−1,b] −
m−1∑
j=1

cj χ[αj ,b] − cm χ[b]

+ 1
2

m−1∑
j=1

cj χ[αj ] +
1
2

m−1∑
j=1

cj+1 χ[αj ] + cm+1 χ[b]
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= c0 χ[a,b] − c0 χ(a,b] +
m∑

j=1

cj χ(αj−1,b] −
m−1∑
j=1

cj (χ(αj ,b] + χ[αj ])

+ 1
2

m−1∑
j=1

cj χ[αj ] +
1
2

m−1∑
j=1

cj+1 χ[αj ] + (cm+1 − cm) χ[b]

= c0 χ[a,b] − c0 χ(a,b] +
m−1∑
j=0

cj+1 χ(αj ,b] −
m−1∑
j=1

cj χ(αj ,b]

− 1
2

m−1∑
j=1

cj χ[αj ] +
1
2

m−1∑
j=1

cj+1 χ[αj ] + (cm+1 − cm) χ[b]

= c0χ[a,b] + (c1 − c0) χ(a,b] +
m−1∑
j=1

(cj+1 − cj)
(
χ(αj ,b] +

1
2
χ[αj ]

)

+ (cm+1 − cm) χ[b]

= d0χ[a,b] + d1 χ(a,b] +
m∑

j=2

dj

(
χ(αj ,b] +

1
2
χ[αj ]

)
+ dm+1 χ[b],

kde

d0 = c0, dj = cj − cj−1 pro j = 1, 2, . . . , m + 1, (3.7)

Dokázali jsme tedy, že

f ∈Lin
(
1, χ(a,b],

1

2
χ[τ ] + χ[τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
.

Protože vztahy (3.7) definuj́ı vzájemně jednoznačnou korespondenci mezi vektory

(c0, c1, . . . , cm, cm+1) a (d0, d1, . . . , dm, dm+1) ,

znamená to, že plat́ı

Greg[a, b] ∩ S[a, b] = Lin
(
1, χ(a,b], χ[τ ], χ[τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
.

Daľśı podrobnosti týkaj́ıćı se regulovaných funkćı lze nalézti zejména v monografii
Ch. Hönig : Volterra Stieltjes-Integral Equations[4, sec.3].


