
Kapitola 4

Riemann̊uv-Stieljes̊uv integrál

Text této kapitoly se oṕırá zejména o kapitolu II Hildebrandtovy monografie [3].

4.1. Definice. Pro libovolné dvě funkce f, g : [a, b] → R a rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b]
intervalu [a, b], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)scriptsizeT ∈Rm, definujeme

Sf∆g(D, ξ) : =
m∑

j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)].

(Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme psát zjednodušeně S(D, ξ) mı́sto Sf∆g(D, ξ).)

4.2. Definice. Necht’ f, g : [a, b] → R. Řekneme, že existuje normový Riemann̊uv-Stieltje-
s̊uv integrál ((n) RS-integrál)

(n)

∫ b

a

f d[g] = (n)

∫ b

a

f(x) d[g(x)]

a má hodnotu I ∈ R, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že plat́ı

(
(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ |D| < δ

)
=⇒ |S(D, ξ)− I| < ε.

Řekneme, že existuje σ-Riemann̊uv-Stieltjes̊uv integrál ((σ) RS-integrál)

(σ)

∫ b

a

f d[g] = (σ)

∫ b

a

f(x) d[g(x)]

a má hodnotu I ∈ R, jestliže pro každé ε > 0 existuje děleńı Dε ∈ D [a, b] takové, že plat́ı

(
(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ Dε ⊂ D

)
=⇒ |S(D, ξ)− I| < ε.

Existuje-li integrál
∫ b

a
f d[g] (v některém z výše uvedených smysl̊u), pak pro libovolné

funkce f, g : [a, b] → R definujeme :

∫ a

b

f d[g] = −
∫ b

a

f d[g].

Dále, pro každé c ∈ [a, b] a pro všechny funkce f, g : [a, b] → R definujeme :

∫ c

c

f d[g] = 0.
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4.3 . Cvičeńı. Jestlǐze funkce f : [a, b] → R a g ∈ BV[a, b] jsou takové, že existuje RS-

integrál
∫ b

a
f d[g] (v normovém či zjemňovaćım smyslu), pak plat́ı :

∣∣∣
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ ≤ ‖f‖ var b

a g.

Pro každá dvě děleńı D′, D′′ ∈ D [a, b] taková, že D′ ⊂ D′′ (D′′ je zjemněńı D′) plat́ı
|D′′| ≤ |D′|. Snadno lze tedy dokázat následuj́ıćı tvrzeńı :

4.4 . Věta. Je-li (n)
∫ b

a
f d[g] = I ∈ R, pak plat́ı také (σ)

∫ b

a
f d[g] = I.

4.5 . Poznámka. Necht’ f ∈ G[a, b], x0 ∈ (a, b), c, d ∈ R, c d > 0 a

g(x) = −c χ[a,x0)(x) + dχ(x0,b](x) =





−c pro x < x0,

0 pro x = x0,

d pro x > x0.

Pro libovolné rozš́ı̌rené děleńı

(D, ξ) =
(
{α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

)
∈P [a, b]

intervalu [a, b] máme

S(D, ξ) =





f(ξ′) (c + d) je-li x0 ∈ (αj, αj+1), ξj = ξ′ 6= x0,

f(x0) (c + d) je-li x0 ∈ (αj, αj+1), ξj = x0,

f(ξ′) c + f(ξ′′) d je-li x0 = αj, ξj−1 = ξ′ 6= x0, ξj = ξ′′ 6= x0,

f(x0) c + f(ξ′′) d je-li x0 = αj, ξj−1 = x0, ξj = ξ′′ 6= x0,

f(ξ′) c + f(x0) d je-li x0 = αj, ξj−1 = ξ′ 6= x0, ξj = x0.

Odtud vid́ıme, že pokud je −c = g(x0−) 6= d = g(x0+), pak k tomu, aby částečné součty
S(D, ξ) konvergovaly pro |D| → 0 k nějaké konečné hodnotě I, je nutné, aby funkce
f byla v bodě x0 spojitá (limξ→x0 f(ξ) = f(x0)). Lze tedy očekávat, že pro existenci

normového integrálu (n)
∫ b

a
f d[g] bude nutné, aby funkce f a g neměly žádný společný

bod nespojitosti.

Nyńı, necht’ D0 ∈ D [a, b] je libovolné děleńı obsahuj́ıćı x0. Pro každé jeho zjemněńı D
potom máme

S(D, ξ) ∈ {f(ξ′) c + f(ξ′′) d, f(x0) c + f(ξ′′) d, f(ξ′) c + f(x0) d},
kde ξ′ < x0 a ξ′′ > x0. Bude-li tedy funkce f regulovaná na [a, b], bude množina Q
hromadných bod̊u množiny {S(D, ξ) : (D, ξ) ∈ P [a, b] ∧D0 ⊂ D} nejvýše tř́ıbodová :

Q = {f(x0−) c + f(x0+) d, f(x0) c + f(x0+) d, f(x0−) c + f(x0) d}
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To naznačuje, že pro existenci integrálu (σ)
∫ b

a
f d[g] bude nutné (a mohlo by stačit (?)),

aby pro funkce f a g a libovolné x ∈ [a, b] platilo :

(∆+f(x) ∆+g(x) = 0) ∧ (∆−f(x) ∆−g(x) = 0).

Standardńım zp̊usobem lze dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

4.6 . Věta (Bolzano - Cauchyova podḿınka). Pro dané funkce f, g : [a, b] → R
existuje normový integrál (n)

∫ b

a
f d[g] právě tehdy, když je splněna podmı́nka :

{
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 :

(
(D′, ξ′), (D′′, ξ′′)∈P [a, b]∧ |D′|<δ ∧ |D′′|<δ

)

=⇒ |S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)|<ε.
(4.1)

Podobně, (σ)
∫ b

a
f d[g] ∈ R právě tehdy, když plat́ı

{
∀ ε > 0 ∃Dε ∈D [a, b] :

(
(D′, ξ′), (D′′, ξ′′)∈P [a, b]∧D′⊃Dε ∧D′′⊃Dε

)

=⇒ |S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)| < ε.
(4.2)

D ů k a z . Nutnost splněńı uvedených podmı́nek pro existenci př́ıslušných integrál̊u je
zřejmá z Definice 4.2.

Předpokládejme, že je splněna podmı́nka (4.2). Potom můžeme vybrat posloupnost
rozš́ı̌rených děleńı {(D[k], ξk)}∞k=1 intervalu [a, b] takovým zp̊usobem, že bude platit

|S(D, ξ)− S(D[k], ξk)| < 1
k

pro každé D ⊃ Dk a (D, ξ) ∈ P [a, b] (4.3)

a přitom současně

Dk ⊂ D` a |S(Dk, ξ
k)− S(D`, ξ

`)| < 1
k

pro každé k ∈N a ` ≥ k. (4.4)

Posloupnost {S(Dk, ξ
k)}∞k=1 je cauchyovská posloupnost reálných č́ısel a existuje tedy

reálné č́ıslo I ∈ R takové, že

lim
k→∞

S(Dk, ξ
k) = I.

Nyńı, necht’ je dáno ε > 0. Zvoĺıme-li kε tak, aby bylo současně

1

kε

<
ε

2
a |S(Dkε , ξkε)− I| < ε

2
, (4.5)

bude, vzhledem k (4.3) a (4.5), pro každé D ⊃ Dkε a každé (D, ξ) ∈ P [a, b] platit

|S(D, ξ)− I| ≤ |S(D, ξ)− S(Dkε , ξkε)|+ |S(Dkε , ξkε)− I| < ε,

neboli

I = (σ)

∫ b

a

f d[g].
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Implikace (4.1) =⇒ (n)
∫ b

a
f d[g] ∈ R by se dokazovala podobně a ponechává se

čtenáři jako cvičeńı.

Pokud nebude v následuj́ıćıch tvrzeńıch explicitně zmı́něno, zda se jedná o normový
integrál či o (σ)-integrál, bude to znamenat, že tvrzeńı plat́ı pro oba typy integrálu.

4.7 . Věta. Jestlǐze existuje integrál
∫ b

a
f d[g] a c∈ (a, b), pak existuj́ı také integrály

∫ c

a

f d[g] a

∫ b

c

f d[g]

a plat́ı
∫ b

a

f d[g] =

∫ c

a

f d[g] +

∫ b

c

f d[g].

D ů k a z . a) Existenci integrál̊u

∫ c

a

f d[g] a

∫ b

c

f d[g]

dokážeme snadno pomoćı Věty 4.6.

b) Dále, necht’ je dáno ε>0. Zvolme rozš́ı̌rená děleńı (D′, ξ′)∈P [a, c] a (D′′, ξ′′)∈P [c, b]
tak, aby platilo

∣∣S(D′, ξ′)−
∫ c

a

f d[g]
∣∣ +

∣∣S(D′′, ξ′′)−
∫ b

c

f d[g]
∣∣ +

∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f d[g]
∣∣ < ε, (4.6)

kde

(D, ξ) = (D′ ∪D′′, (ξ′, ξ′′)) ∈ P [a, b].

Potom bude S(D, ξ) = S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′) a tud́ıž

∣∣
∫ b

a

f d[g]−
∫ c

a

f d[g]−
∫ b

c

f d[g]
∣∣

≤
∣∣
∫ b

a

f d[g]− S(D, ξ)
∣∣ +

∣∣S(D, ξ)− S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)
∣∣

+
∣∣S(D′, ξ′)−

∫ c

a

f d[g]
∣∣ +

∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f d[g]
∣∣ < ε.

4.8 . Cvičeńı. Pro oba integrály (normový i zjemňovaćı) proved’te podrobně část a)
d̊ukazu předchoźı věty. Dále podrobně zd̊uvodněte proč z existence integrál̊u

∫ b

a

f d[g],

∫ c

a

f d[g],

∫ b

c

f d[g]

opravdu plyne existence rozš́ı̌rených děleńı (D′, ξ′)∈P [a, c] a (D′′, ξ′′)∈P [c, b] takových,
že plat́ı (4.6).
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Daľśı tvrzeńı plyne př́ımo z Definice 4.2.

4.9 . Cvičeńı. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b] → R, a necht’ existuj́ı integrály :

∫ b

a

f1 d[g],

∫ b

a

f2 d[g],

∫ b

a

f d[g1] a

∫ b

a

f2 d[g2].

Potom pro libovolná c1, c2 ∈ R plat́ı
∫ b

a

(c1 f1 + c2 f2) d[g] = c1

∫ b

a

f1 d[g] + c2

∫ b

a

f2 d[g],

a ∫ b

a

f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a

f d[g1] + c2

∫ b

a

f d[g2].

4.10 . Věta. Necht’ g ∈ BV[a, b], f : [a, b] → R je ohraničená a funkce fn : [a, b] → R,
n∈N, jsou takové, že

∫ b

a

fn d[g] ∈ R pro všechna n∈N (4.7)

a

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0. (4.8)

Potom existuje také integrál
∫ b

a
f d[g] a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn d[g] =

∫ b

a

f d[g]. (4.9)

D ů k a z provedeme pro σ integrál :

Necht’ je dáno ε > 0. Vzhledem k předpokladu (4.8) můžeme zvolit nε ∈N tak, aby
platilo

n ≥ nε =⇒
(
‖fn − f‖ <

ε

var b
a g

)
∧

(
‖fn‖ < ‖f‖+ 1

)
. (4.10)

Dále, za našich předpoklad̊u (viz Cvičeńı 4.3) je pro n ≥ nε

∣∣
∫ b

a

fn d[g]
∣∣ ≤ ‖fn‖ var b

a g ≤ (‖f‖+ 1) var b
a g.

Můžeme tedy vybrat podposloupnost {nk}∞k=1 v N a I ∈ R tak, že bude platit

lim
k→∞

∫ b

a

fnk
d[g] = I.

Speciálně, existuje kε ∈N takové, že

nkε ≥ nε a
(
k ≥ kε =⇒

∣∣
∫ b

a

fnk
d[g]− I

∣∣ < ε
)
. (4.11)
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Dále, necht’ Dε = {α0, α1, . . . , αm} ∈ D je takové děleńı intervalu [a, b], že

(
(D, ξ) ∈ P [a, b]

)
∧

(
Dε ⊂ D

)
=⇒

∣∣Skε(D, ξ)−
∫ b

a

fnkε
d[g]

∣∣ < ε, (4.12)

kde

Skε(D, ξ) =
m∑

j=1

fnkε
(ξj) [g(αj)− g(αj−1)].

Protože je nkε ≥ nε (viz (4.11)), znamená (4.10), že pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] splňuj́ıćı
Dε ⊂ D je

∣∣S(D, ξ)− Skε(D, ξ)
∣∣ ≤ ‖f − fnkε

‖ var b
a g < ε.

Vzhledem k (4.11)-(4.12) tedy dostáváme

|S(D, ξ)−I| ≤ |S(D, ξ)−Skε(D, ξ)|+
∣∣Skε(D, ξ)−

∫ b

a

fnkε
d[g]

∣∣+
∣∣
∫ b

a

fnkε
d[g]−I

∣∣ < 3 ε.

Odtud okamžitě plyne, že plat́ı
∫ b

a

f d[g] = I.

Konečně, protože podle Cvičeńı 4.3 máme

∣∣
∫ b

a

fn d[g]−
∫ b

a

f d[g]
∣∣ ≤ ‖fn − f‖ var b

a g,

tvrzeńı (4.9) plyne nyńı snadno z předpokladu (4.8).

4.11 . Poznámka. Všimněme si, že že z existence integrálu (σ)
∫ b

a
f d[g] ∈ R plyne, že

pro každé ε > 0 existuje děleńı Dε ∈ D [a, b] takové, že :

(
(D, ξ) ∈ P [a, b] ∧ D ⊃ Dε

)
=⇒

∣∣∣
ν(D)∑
j=1

(
f(ξj) [g(αj)−g(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

f d[g]
)∣∣∣ < ε.

4.12 . Lemma. Necht’ f, g : [a, b] → R a necht’ existuje (σ)
∫ b

a
f d[g]. Bud’ dáno ε > 0 a

necht’ Dε ∈ D [a, b] je takové, že

∣∣∣S(D, ξ)− (σ)

∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ < ε

plat́ı pro každé rozš́ıřené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε.

Potom pro každé rozš́ıřené děleńı (D, ξ), D = {α0, α2, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm),
takové, že D ⊃ Dε plat́ı

m∑
j=1

∣∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣∣ < 6 ε. (4.13)
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D ů k a z . a) Pro každou dvojici (D′, ξ′), (D′′, ξ′) ∈ P [a, b] takovou, že je D′ ⊃ Dε a
D′′ ⊃ Dε máme

|S(D′, ξ′)− S(D′′, ξ′′)| < 2 ε. (4.14)

Necht’ (D, ξ)∈P [a, b], D = {α0, α2, . . . ,αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . ., ξm) a D⊃Dε. Pro každé

j ∈{1, 2, . . ., m} můžeme zvolit D
(j)
ε ∈D [αj−1, αj] a ξ

(j)
ε ∈Rm tak, aby platilo

(D(j)
ε , ξ(j)

ε )∈P [αj−1, αj]

a
∣∣S(D(j)

ε , ξ(j)
ε )− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣ <

ε

m
. (4.15)

Necht’

U = {j1, j2, . . . , jk} ⊂ {1, 2, . . . ,m}, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ m,

je daná podmnožina index̊u. Potom pro každý vektor ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) takový, že
(D, ξ) ∈ P [a, b], máme

∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− S(D(j)

ε , ξ(j)
ε )

)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
S(D(j)

ε , ξ(j)
ε )−(σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
S(D, ξ)−

∑

j /∈U

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∑
j ∈U

S(D(j)
ε , ξ(j)

ε )

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

(
S(D(j)

ε , ξ(j)
ε )− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)∣∣∣∣∣

=
∣∣S(D, ξ)− S(D′, ξ′)

∣∣ +
∣∣∣
∑
j ∈U

(
S(D(j)

ε , ξ(j)
ε )− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)∣∣∣,

kde (D′, ξ′) ∈ P [a, b], D′ = D ∪⋃
j ∈U D

(j)
ε . Odtud, vzhledem k (4.14) a (4.15), plyne

∣∣ ∑
j ∈U

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)∣∣ < 2 ε + k

ε

m
≤ 3 ε. (4.16)
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b) Označme

U+ = {j ∈ {1, 2, . . . , m} : f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g] ≥ 0}.

Po dosazeńı U = U+ do (4.16) źıskáme nerovnost





∑

j ∈U+

∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣

=
∑

j ∈U+

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)

< 3 ε.
(4.17)

Podobně, pro U = U−,

U− = {j ∈ {1, 2, . . . , m} : f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g] < 0},

dostaneme





∑

j ∈U−

∣∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣∣

= −
∑

j ∈U−

(
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
)

< 3 ε.
(4.18)

Odtud a z (4.17) plyne

m∑
j=1

|f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]|

=
∑

j ∈U+

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]

−
∑

j ∈U−
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]

=
∣∣ ∑

j ∈U+

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣

+
∣∣ ∑

j ∈U−
f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣ < 6 ε,

tj. plat́ı (4.13).
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4.13. Poznámka. Povšimněme si, že d̊ukaz Lemmatu 4.12 obsahuje také d̊ukaz následuj́ı-
ćıho tvrzeńı:
Necht’ f, g : [a, b] → R a necht’ existuje (σ)

∫ b

a
f d[g]. Bud’ dáno ε > 0 a necht’ Dε ∈ D [a, b]

je takové, že

∣∣∣S(D, ξ)− (σ)

∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ < ε

plat́ı pro každé rozš́ıřené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε. Dále, necht’

U = {j1, j2, . . . , jk} ⊂ {1, 2, . . . ,m}, 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ m,

je daná podmnožina index̊u.
Potom pro každé rozš́ıřené děleńı (D, ξ), D = {α0, α2, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm),

takové, že D ⊃ Dε plat́ı

∣∣∣∣∣
∑
j ∈U

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]− (σ)

∫ αj

αj−1

f d[g]

∣∣∣∣∣ < 3 ε.

Tvrzeńı tohoto typu se zpravidla nazývá Saksovo-Henstockovo lemma a hraje d̊uležitou
roli v teorii integrálu.

Důležitým d̊usledkem Lemmatu 4.12 je následuj́ıćı tvrzeńı :

4.14 . Věta (Substituce). Necht’ f, g, h : [a, b] → R, přičemž f je ohraničená na inter-

valu [a, b] a
∫ b

a
g d[h] ∈ R. Potom existuje jeden z integrál̊u

∫ b

a

f d
[ ∫ x

a

g d[h]
]

a

∫ b

a

f g d[h] (4.19)

právě tehdy když existuje i ten druhý. V takovém př́ıpadě pak plat́ı

∫ b

a

f d
[ ∫ x

a

g d[h]
]

=

∫ b

a

f g d[h]. (4.20)

D ů k a z provedeme opět pouze pro σ integrál :

Nejprve si povšimněme, že z existence integrálu
∫ b

a
g d[h] ∈ R plyne, že pro libovolné

x∈ [a, b] je definovaná funkce

w(x) =

∫ x

a

g d[h]

(viz Věta 4.7). Dále, pro každé rozš́ı̌rené děleńı

(D, ξ) ∈ P [a, b], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)
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máme :

∣∣∣
m∑

j=1

f(ξj) g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
m∑

j=1

f(ξj) [w(αj)− w(αj−1)]
∣∣∣

≤
m∑

j=1

|f(ξj)|
∣∣∣g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

g d[h]
∣∣∣

≤ ‖f‖
( m∑

j=1

∣∣g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

g d[h]
∣∣
)

Bud’ dáno libovolné ε > 0. Zvolme Dε ∈ D [a, b] tak aby platilo

∣∣∣S(D, ξ)− (σ)

∫ b

a

g d[h]
∣∣∣ < ε

pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε. Potom podle Saks-
Henstockova lemmatu (Lemma 4.12) máme

m∑
j=1

∣∣∣g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

g d[h]
∣∣∣ < 6 ε

pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] takové, že D ⊃ Dε. To ovšem znamená, že pro integrálńı součty
př́ıslušné k integrál̊um (4.19) plat́ı :

∣∣∣
m∑

j=1

f(ξj) g(ξj) [h(αj)− h(αj−1)]−
m∑

j=1

f(ξj) [w(αj−1)− w(αj)]
∣∣∣ < ‖f‖ 6 ε.

Odtud už d̊ukaz našeho tvrzeńı snadno plyne.

4.15 . Věta (Integrace per-partes). Existuje-li jeden z integrál̊u

∫ b

a

f d[g],

∫ b

a

g d[f ],

existuje i druhý a plat́ı

∫ b

a

f d[g] +

∫ b

a

g d[f ] = f(b) g(b)− f(a) g(a). (4.21)

D ů k a z . Pro libovolné rozš́ı̌rené děleńı

(D, ξ) = {α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)} ∈ P [a, b]
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plat́ı

Sf∆g(D, ξ)

= f(ξ1) [g(α1)− g(a)] + f(ξ2) [g(α2)− g(α1)] + · · ·+ f(ξm) [g(b)− g(αm− 1)]

= −f(a) g(a)− [f(ξ1)− f(a)] g(a)− [f(ξ2)− f(α1)] g(α1)

−[f(α1)− f(ξ1)] g(α1)− · · · − [f(ξm)− f(αm− 1)] g(αm− 1)

−[f(αm− 1)− f(ξm− 1)] g(αm− 1)− [f(b)− f(ξm)] g(b) + f(b) g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)− Sg∆f (D
′, ξ′),

kde

ξ′ = (a, α1, α1, α2, α2, . . . , αm− 1, αm− 1, b) a D′ = {a, ξ1, α1, ξ2, α2, . . . αm− 1, ξm, b}

je zjemněńım D. (Stane-li se, že ξj = αj−1 resp. ξj = αj pro nějaké j, muśıme ovšem tyto
body ξj z D′ i z ξ′ vynechat.)

Necht’ je dáno ε > 0 a necht’ existuje integrál
∫ b

a
g d[f ]. Zvolme děleńı Dε intervalu

[a, b] tak, aby pro každé jeho zjemněńı D′ a každé (D′, ξ′) ∈ P [a, b] platilo

∣∣∣Sg∆f (D
′, ξ′)−

∫ b

a

g d[f ]
∣∣∣ < ε.

Vzhledem k výše uvedenému máme tedy pro každé D ⊃ Dε a každé př́ıslušné rozš́ı̌rené
děleńı (D, ξ)

Sf∆g(D, ξ)− f(b) g(b) + f(a) g(a) +

∫ b

a

g d[f ] =

∫ b

a

g d[f ]− Sg∆f (D
′, ξ′),

kde D′ ⊃ D ⊃ Dε a tud́ıž

∣∣∣Sf∆g(D, ξ)− f(b) g(b) + f(a) g(a) +

∫ b

a

g d[f ]
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ b

a

g d[f ]− Sg∆f (D
′, ξ′)

∣∣∣ < ε.

Odtud už snadno plyne existence integrálu
∫ b

a
f d[g] a platnost vztahu (4.21).

Druhá implikace by se dokazovala symetricky.

4.16 . Věta. Jestlǐze c ∈ [a, b] a jestlǐze existuj́ı integrály

I1 = (σ)

∫ c

a

f d[g] a I2 = (σ)

∫ b

c

f d[g],

pak existuje také integrál I = (σ)
∫ b

a
f d[g] a plat́ı I = I1 + I2.
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D ů k a z . Bud’ dáno ε > 0. Zvolme děleńı D′
ε ∈ D [a, c] a D′′

ε ∈ D [c, b] tak, aby platilo
∣∣S(D′, ξ′)− I1

∣∣ < ε pro všechna (D′, ξ′) ∈ P [a, c] taková, že D′ ⊃ D′
ε

a ∣∣S(D′′, ξ′′)− I2

∣∣ < ε pro všechna (D′′, ξ′′) ∈ P [c, b] taková, že D′′ ⊃ D′′
ε .

Nyńı, necht’ Dε = D′
ε ∪ D′′

ε . Protože je c∈Dε, každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b]
splňuj́ıćı D ⊃ Dε můžeme rozdělit :

D = D′ ∪D′′ a ξ = (ξ′, ξ′′)

tak, že bude platit (D′, ξ′) ∈ P [a, c], (D′′, ξ′′) ∈ P [c, b], D′ ⊃ D′
ε a D′′ ⊃ D′′

ε . Nav́ıc, je

S(D, ξ) = S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′).

Vzhledem k definici D′
ε a D′′

ε tedy pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] splňuj́ıćı D ⊃ Dε máme
∣∣S(D, ξ)− (I1 + I2)

∣∣ ≤ ∣∣S(D′, ξ′)− I1

∣∣ +
∣∣S(D′′, ξ′′)− I2

∣∣ < 2 ε,

tj. dokázali jsme tvrzeńı věty.

4.17 . Věta. Necht’ f ∈ C[a, b] a g ∈ BV[a, b]. Potom existuj́ı oba integrály

∫ b

a

f d[g] i

∫ b

a

g d[f ].

D ů k a z . Vzhledem k Větám 1.4, 4.4 a 4.15 stač́ı dokázat existenci normového integrálu
(n)

∫ b

a
f d[g], pro př́ıpad, že f je spojitá na [a, b] a g neklesaj́ıćı na [a, b].

Necht’ tedy f je spojitá na [a, b], g neklesaj́ıćı na [a, b] a bud’ dáno ε > 0. Jestliže

g(b) = g(a), pak funkce g je nutně konstantńı na [a, b] a tud́ıž
∫ b

a
f d[g] = 0. Bez újmy na

obecnosti můžeme tedy předpokládat, že g(b)− g(a) > 0. Dále využijeme toho, že každá
funkce spojitá na kompaktńım intervalu je na tomto intervalu také stejnoměrně spojitá.
Existuje tedy δε > 0 takové, že

|f(x)− f(y)|< ε

2 [g(b)− g(a)]
pro všechna x, y ∈ [a, b] taková, že |x− y|<δε . (4.22)

Dokážeme, že pro libovolná dvě rozš́ı̌rená děleńı (D, ξ) , (D′, ξ′) intervalu [a, b] taková, že
|D| < δε a |D′| < δε plat́ı |S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| < ε. Podle Věty 4.6 to už bude znamenat,

že existuje (n)
∫ b

a
f d[g].

Necht’ (D∗, ξ∗) je rozš́ı̌rené děleńı intervalu [a, b] takové, že současně plat́ı D ⊂ D∗ a
D′ ⊂ D∗. Jestliže D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm), pak prvky děleńı D∗ a složky
vektoru ξ∗ označme tak, že bude

D∗ = {α0, α
1
1, . . . , α

1
n1−1, α1, α

2
1, . . . , α

2
n2−1, α2, . . . αm−1, α

m
1 , . . . , αm

nm−1, αm}
ξ∗ = (ξ1

1 , . . . , ξ1
n1

, ξ2
1 , . . . , ξ2

n2
, . . . , ξm

1 , . . . , ξm
nm

).
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Potom

S(D, ξ) =
m∑

j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)] =
m∑

j=1

f(ξj)

nj∑
i=1

[g(αj
i )− g(αj

i−1)]

a

|S(D, ξ)− S(D∗, ξ∗)| ≤
m∑

j=1

nj∑
i=1

|[f(ξj)− f(ξj
i )]| [g(αj

i )− g(αj
i−1)].

Pro každé j = 1, 2, . . . ,m a každé j = 1, 2, . . . , ni je |ξj − ξj
i | < |D| < δε. Můžeme tedy

použ́ıt (4.22) a poté dostaneme

|S(D, ξ)− S(D∗, ξ∗)| ≤ ε

2 (g(b)− g(a))

m∑
j=1

nj∑
i=1

[g(αj
i )− g(αj

i−1)]

=
ε

2 [g(b)− g(a)]
[g(b)− g(a)] = ε

2
.

Stejně bychom dokázali, že plat́ı také

|S(D′, ξ′)− S(D∗, ξ∗)| < ε
2
.

Odtud okamžitě plyne, že

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| ≤ |S(D, ξ)− S(D∗, ξ∗)|+ |S(D′, ξ′)− S(D∗, ξ∗)| < ε.

T́ım je d̊ukaz hotov.

4.18 . Věta. Je-li g : [a, b] → R regulovaná na [a, b], pak integrál
∫ b

a
f d[g] existuje pro

každou funkci f spojitou na [a, b] pouze tehdy, když g má konečnou variaci na [a, b].

D ů k a z . a) Je-li f ∈ C[a, b] a g ∈ BV[a, b], pak podle Věty 4.17 existuje (n)
∫ b

a
f d[g].

Podle Věty 4.4 tedy existuje i (σ)
∫ b

a
f d[g].

b)Důkaz obrácené implikace se oṕırá o následuj́ıćı tři pomocná tvrzeńı.

Tvrzeńı 1. Je-li an≥ 0 pro všechna n∈N a
∞∑

n=1

an =∞, pak existuje posloupnost

{cn}n∈N taková, že plat́ı

cn > 0 pro všechna n∈N, lim
n→∞

cn = 0 a
∞∑

n=1

cn an = ∞. (4.23)

D ů k a z . Označ́ıme-li sn =
∑n

k=1 ak pro n∈N, bude posloupnost {sn}∞n=1 neklesaj́ıćı a

lim
n→∞

sn = ∞. (4.24)
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Speciálně, pro dostatečně velká n (n ≥ n0) bude sn > 0. Můžeme tud́ıž definovat

cn =





1 pro n < n0,

1

sn

pro n ≥ n0.

Zřejmě je cn > 0 pro každé n∈N a limn→∞ cn = 0. Na druhou stranu, pro libovolná
m,n∈N, m > n ≥ n0 máme

m∑

k=n

ck ak =
m∑

k=n

ak

sk

≥
∑m

k=n ak

sm

= 1− sn−1

sm

.

Vzhledem k (4.24), pro každé n∈N existuje mn > n takové, že je
sn−1

smn

<
1

2
, tj.

mn∑

k=n

ck ak >
1

2
.

To ovšem znamená, že muśı platit (4.23).

Druhé tvrzeńı je snadným d̊usledkem Vitaliovy věty o konečném pokryt́ı a Věty 1.3.

Tvrzeńı 2. Funkce g : [a, b] → R má konečnou variaci na [a, b] právě tehdy, když plat́ı





pro každé x∈ (a, b] existuje δ1 ∈ (0, x− a) takové, že varx
x−δ1

g < ∞
a

pro každé x∈ [a, b) existuje δ2 ∈ (0, b− x) takové, že varx+δ2
x g < ∞.

(4.25)

Tvrzeńı 3. Necht’ g ∈ G[a, b], x0 ∈ (a, b] a

varx0
x g = ∞ pro každé x ∈ [a, x0). (4.26)

Potom existuje rostoućı posloupnost {xk} bod̊u v (0, x0) taková, že

lim
k→∞

xk = x0 a
∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| = ∞. (4.27)

D ů k a z rozděĺıme na dvě části: podle toho, zda plat́ı

sup{|g(x)| ; x∈ [y, x0]} = ∞ pro všechna y ∈ [a, x0) (4.28)

či nikoliv.
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a) Předpokládejme nejprve, že (4.28) neplat́ı. To znamená, že existuje y1 ∈ [a, x0)
takové, že

g∗ := sup{|g(x)| ; x∈ [y1, x0]}∈ [0,∞). (4.29)

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat y1 >x0− 1. Podle našeho předpokladu je
varx0

y1
g =∞. Existuje tedy děleńı D1 = {α1

0, α
1
1, . . . , α

1
m1
} intervalu [y1, x0] takové, že

V (g,D1) ≥ 1 + 2 g∗. Vzhledem k (4.29) tedy máme

m1−1∑
j=1

|g(α1
j )− g(α1

j−1)| ≥ 1 + 2 g∗ − |g(x0)| − |g(α1
m1−1)| ≥ 1 + 2 g∗ − 2 g∗ = 1.

Položme x1 = y1, xk = α1
k−1 pro k = 2, . . . , m1, y2 = max{xm1−1, x0− 1

2
} a r1 = m1− 1. Má-

me opět varx0
y2

g =∞. Existuje tedy děleńı D2 = {α2
0, α

2
1, . . . , α

2
m2
} intervalu [y2, x0] takové,

že V (g, D2)≥ 1 + 2 g∗. Tud́ıž, podle (4.29),

m2−1∑
j=1

|g(α2
j )− g(α2

j−1)| ≥ 1 + 2 g∗ − |g(x0)| − |g(α2
m2−1)| ≥ 1.

Položme

r2 = m1 + m2− 1, xk = α2
k−r1

pro k = r1 + 1, r1 + 2, . . ., r2 a y3 = max{xr2 , x0−1
3
}.

(Všimněme si, že xr1+1 = y2 = α2
0.)

Nyńı, necht’ n∈N, n > 2 a necht’ ri, yi, i = 1, 2, . . . , n− 1, a xk, k = 1, 2, . . . rn−1, jsou
takové, že

xri−1+1 = yi−1, xk ∈ (yi−1, yi] pro k = ri−1+2, . . . , ri

a

yi = max{xri−1
, x0 − 1

i
},

ri−1∑

k=ri−1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥ 1

plat́ı pro i = 1, 2, . . . , n − 1. Položme yn = max{xrn−1 , x0− 1
n
}. Máme opět varx0

yn
g =∞.

Vzhledem k (4.29) tedy existuje děleńı Dn = {αn
0 , αn

1 , . . . , αn
mn
} intervalu [yn, x0] takové,

že

mn−1∑
j=1

|g(αn
j )− g(αn

j−1)| ≥ 1.

Polož́ıme-li

rn = rn−1 + mn− 1 xk = αn
k−rn−1

pro k = rn−1 + 1, . . ., rn,
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bude platit

rn−1∑

k=rn−1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥ 1 a xk≥ yn≥ x0 − 1
n

pro k = rn−1, . . . , rn.

Shrnut́ı: indukćı jsme zkonstruovali rostoućı posloupnosti {rn}, {yn} a {xk} takové, že

yn ∈ (x0− 1
n
, x0),

rn−1∑

k=rn−1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥ 1 pro n∈N

a xk≥ yn≥ x0 − 1
n

pro k≥ rn−1. Odtud plyne, že

∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)|=
∞∑

n=1

( rn−1∑
j=rn−1

|g(xj+1)− g(xj)|
)≥

∞∑
n=1

1 = ∞

a limk→∞ xk = limk→∞ yn = x0. Dokázali jsme tedy, že naše posloupnost {xk} je
rostoućı a splňuje (4.27).

b) Předpokládejme, že (4.28) plat́ı. Nejprve si povšimněme, že pro libovolné y ∈ [a, x0)
plat́ı

sup{|g(x)| ; x∈ [y, x0]} = ∞ tehdy a jen tehdy když sup{|g(x)| ; x∈ (y, x0)} = ∞.

Vskutku, je-li sup{|g(x)| ; x∈ [y, x0]} = ∞, pak muśı v intervalu (y, x0) existovat bod x
takový, že |g(x)| ≥ max{|g(y)|, |g(x0)|}. (Připomeňme si, že funkce g je definována na
celém intervalu [a, b] a zobrazuje tento interval do R.) Vzhledem k (4.28) můžeme vybrat
xk ∈ (y, x0), k ∈N, tak, aby platilo |g(x1)|> 1 a

xk > max{xk−1, x0− 1
k
} a |g(xk)|> |g(xk−1)|+ 1 pro k = 2, 3, . . . .

Zřejmě {xk} je rostoućı, limk→∞ xk = x0 a

n∑

k=1

|g(xk + 1)− g(xk)| ≥
n∑

k=1

(|g(xk + 1)| − |g(xk)|
)

>

n∑

k=1

1 = ∞.

Naše posloupnost {xk} je neklesaj́ıćı a splňuje (4.27).

Pokračováńı D ů k a z u Věty 4.18:
Vzhledem k Větě 4.4 se můžeme omezit na σ integrál. Necht’ var b

a g =∞. Podle Tvr-
zeńı 2 existuje x0 ∈ [a, b] pro které neńı splněna jedna z podmı́nek (4.25). Necht’ tedy např.
x0 ∈ (a, b] a necht’ pro každé x∈ [a, x0) plat́ı (4.26). Podle Tvrzeńı 3 tedy existuje rostoućı
posloupnost {xk}∞k=0 bod̊u v (0, x0) taková, že

lim
k→∞

xk = x0 a
∞∑

k=1

|g(xk)− g(xk−1)| = ∞.
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Dále, podle Tvrzeńı 1 existuje posloupnost {ck}∞k=1 kladných č́ısel taková, že plat́ı

lim
k→∞

ck = ∞ a
∞∑

k=1

ck |g(αk)− g(αk−1)| = ∞.

Položme

f(x) =





0 pro x ≤ α0 resp. x ≥ x0 resp. x ∈ {αk}∞k=1 ,

ck sign(g(αk)− g(αk−1)) pro x = ξk : =
αk + αk−1

2

a ve zbývaj́ıćıch bodech intervalu [a, b] dodefinujme funkci f lineárně. Takto definovaná
funkce f : [a, b] → R bude zřejmě spojitá na [a, b] a přitom pro ńı bude platit

∞∑

k=1

f(ξk) [g(αk)− g(αk−1)] = ∞.

Speciálně, pro každé M > 0 existuje NM ∈N takové, že

NM∑

k=1

f(ξk) [g(αk)− g(αk−1)] > M.

Pro dané M > 0, označme DM = {a, α0, α1, . . ., αNM
, x0, b} a ξM = (a, ξ1, ξ2, . . ., ξNM

, x0, b).

Potom je (DM , ξM)∈P a S(DM , ξM) >M. To ale znamená, že integrál (σ)
∫ b

a
f d[g]

nemůže existovat.

Neńı-li splněna druhá z podmı́nek v (4.25), tj. jestliže existuje x0 ∈ [a, b) a varx
x0

g = ∞
pro každé x ∈ [x0, b), je třeba mı́sto Tvrzeńı 3 použ́ıt jeho vhodnou úpravu.

4.19. Cvičeńı. Zformulujte a dokažte analogii Tvrzeńı 3 potřebnou k dokončeńı d̊ukazu
Věty 4.18.

4.20 . Věta. Integrál
∫ b

a
f d[g] existuje pro každou konečnou skokovou funkci g pouze

tehdy, když f je spojitá na [a, b].

D ů k a z . Stejně jako v d̊ukazu předešlé věty, můžeme se omezit na σ-integrál. Necht’

x0 ∈ (a, b), c, d ∈ R, c d > 0 a necht’ funkce g : [a, b] → R je definována podobně jako
v Poznámce 4.5 :

g(x) = −c χ[a,x0)(x) + dχ(x0,b](x) pro x ∈ [a, b].

Podle Poznámky 4.5 může integrál (σ)
∫ b

a
f d[g] existovat pouze tehdy, bude-li platit

c ∆−f(x0) = 0 a d ∆+f(x0) = 0,
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tj. ∆−f(x0) = ∆+f(x0) = 0. Existuje-li tedy integrál (σ)
∫ b

a
f d[g], muśı být f spojitá

v každém bodě x0 ∈ (a, b). Podobně bychom dokázali, že pak muśı být f spojitá i v bodě
a zprava a v bodě b zleva.

Kapitola věnovaná RS-integrál̊um bude zakončena uvedeńım několika daľśıch d̊uleži-
tých tvrzeńı. Pro d̊ukazy zat́ım odkazuju čtenáře na kapitolu II již zmı́něné Hildebrandtovy
monografie [3].

4.21 . Definice. Řekneme, že funkce f, g : [a, b] → R splňuj́ı v bodě x∈ (a, b) podmı́nku
(PA) (podmı́nku pseudoaditivity), jestliže





Pro každé ε > 0 existuje δ0 > 0 takové, že pro všechna

δ′ ∈ (0, δ0), δ′′ ∈ (0, δ0), ξ ∈ [x− δ′, x + δ′′], ξ′ ∈ [x− δ′, x] a ξ′′ ∈ [x, x + δ′′]

plat́ı :

∣∣f(ξ) [g(x + δ′′)− g(x− δ′)]

−f(ξ′) [g(x)− g(x− δ′)]− f(ξ′′) [g(x + δ′′)− g(x)]
∣∣ < ε.

Následuj́ıćı tvrzeńı plyne z [3, Theorem II.3.10]), kde je ovšem třeba intervalovou funkci
f(I) nahradit mnohoznačnou intervalovou funkćı

F : [c, d] → f(ξ) [g(d)− g(c)], ξ ∈ [c, d].

4.22. Věta. Normový integrál (n)
∫ b

a
f d[g] existuje právě tehdy, když existuje (σ)

∫ b

a
f d[g]

a je splněna podmı́nka (PA) v každém bodě x∈ (a, b).

4.23 . Věta. Necht’ x∈ (a, b). Funkce f, g : [a, b] → R splňuj́ı podmı́nku (PA) v bodě
x∈ (a, b) právě tehdy, když alespoň jedna z nich je v bodě x spojitá.

4.24 . Poznámka. Je-li f ohraničená v okoĺı bodu x∈ (a, b) a g spojitá v bodě x, pak
funkce f, g splňuj́ı podmı́nku (PA) v bodě x.

4.25 . Důsledek. ([3, Corollary II,10,6]) (n)
∫ b

a
f d[g] existuje pouze tehdy, když funkce

f a g nemaj́ı společný bod nespojitosti v (a, b).

4.26 . Důsledek. Necht’ c∈ (a, b) a necht’ funkce f, g : [a, b] → R splňuj́ı (PA) v bodě c.
Potom, jestlǐze existuj́ı integrály :

(n)

∫ c

a

f d[g] = I1 a (n)

∫ b

c

f d[g] = I2,

pak existuje také integrál
∫ b

a
f d[g] a plat́ı

(n)

∫ b

a

f d[g] = I1 + I2.
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4.27 . Věta. Jestlǐze existuje (σ)
∫ b

a
f d[g], pak plat́ı obě následuj́ıćı tvrzeńı :

(i) Pro každé x∈ [a, b) je alespoň jedna z funkćı f, g spojitá v x zprava,

(ii) Pro každé x∈ (a, b] je alespoň jedna z funkćı f, g spojitá v x zleva.
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