
Kapitola 5

Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál

5.1 . Definice. Funkce δ : [a, b] → R+ = (0,∞) se nazývaj́ı kalibry na intervalu [a, b],
množinu kalibr̊u na intervalu [a, b] znač́ıme G = G [a, b].

Pro daný kalibr δ ∈ G , řekneme, že rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] je δ-jemné (ṕı̌seme
(D, ξ) ∈ A (δ) = A (δ; [a, b])), jestliže plat́ı

[αj−1, αj] ⊂ (ξj − δ(ξj), ξj + δ(ξj)) pro všechna j = 1, 2, . . . , ν(D).

Pro dané funkce f, g : [a, b] → R a rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b] definujeme (jako
v kapitole 4)

S(D, ξ)(= Sf∆g(D, ξ)) : =

ν(D)∑
j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)].

5.2 . Definice (Kurzweil). Necht’ f, g : [a, b] → R a I ∈ R. Řekneme, že existuje
Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál (KS-integrál)

(KS)

∫ b

a

f d[g] = (KS)

∫ b

a

f(x) d[g(x)]

a má hodnotu I ∈ R, jestliže pro každé ε > 0 existuje kalibr δε ∈ G takový, že

∣∣∣I − S(D, ξ)
∣∣∣ < ε (5.1)

plat́ı pro všechna δε– jemná rozš́ı̌rená děleńı (D, ξ) (tj. pro všechna (D, ξ) ∈ A (δε)).

Jestliže existuje integrál (KS)
∫ b

a
f d[g], definujeme (KS)

∫ a

b
f d[g] = −(KS)

∫ b

a
f d[g].

Dále, (KS)
∫ a

a
f d[g] = 0.

Tato definice má smysl d́ıky následuj́ıćımu lemmatu.

5.3 . Lemma (Cousin). Pro každý kalibr δ ∈ G je množina A (δ) všech δ– jemných
rozš́ıřených děleńı intervalu [a, b] neprázdná.

D ů k a z . Necht’ je dáno δ ∈ G . Označme M množinu všech c∈ (a, b] pro něž je
A (δ; [a, c]) 6= ∅. Protože je δ(a) > 0, polož́ıme-li c = min{a + δ(a), b}, D = {a, c} a
ξ = a, bude c∈ (a, b] a (D, ξ) ∈ A (δ; [a, c]), tj. c∈M a M 6= ∅. Položme d = sup M.
Protože je δ(d) > 0, existuje c∈ (d − δ(d), d] ∩ M. Je-li c < d, pak existuje (D, ξ) ∈
A (δ; [a, c]). Definujme D̃ = D ∪ {d} a ξ̃ = (ξ, d). Potom (D̃, ξ̃) ∈ P [a, d] a protože je

[c, d]∈ (d− δ(d), d+ δ(d)), znamená to, že (D̃, ξ̃) ∈ A (δ; [a, d]), tj. d∈M. Konečně, kdyby
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bylo d < b, pak bychom mohli zvolit c∈ (d, d + δ(d))∩ (d, b) a ukázat, že c∈M, což by
znamenalo spor s definićı d = sup M. To znamená, že plat́ı d = sup M = b a d̊ukaz je
proveden.

Nebude-li uvedeno jinak, bude mı́t v následuj́ıćım textu symbol integrálu vždy
smysl KS-integrálu.

Důkazy tvrzeńı uvedených v této kapitole byly jednak převzaty z monografické pu-
blikace [8], jednak jsou modifikacemi d̊ukaz̊u analogických tvrzeńı pro speciálńı př́ıpad
g(x) ≡ x ze Schwabikovy monografie [9].

5.4 . Poznámka. Jsou-li δ a δ0 ∈ G kalibry na intervalu [a, b], pro které je δ(x) ≤ δ0(x)
na [a, b], pak každé rozš́ı̌rené děleńı intervalu [a, b], které je δ– jemné je také δ0– jemné, tj.
plat́ı A (δ) ⊂ A (δ0). Plat́ı-li tedy nějaká vlastnost pro všechna (D, ξ) ∈ A (δ0) t́ım sṕı̌se
plat́ı i pro všechna (D, ξ) ∈ A (δ). Speciálně, je-li δ0 libovolný kalibr na intervalu [a, b],
stač́ı v Definici 5.2 požadovat existenci kalibru δε, pro který kromě vlastnost́ı v definici
požadovaných plat́ı nav́ıc i δε(x) ≤ δ0(x) na [a, b].

Pro existenci KS-integrálu plat́ı podmı́nka Bolzanova-Cauchyova typu :

5.5 . Věta (Bolzanova-Cauchyova podḿınka). Necht’ f, g : [a, b] → R. Potom

integrál
∫ b

a
f d[g] existuje právě tehdy, když je splněna následuj́ıćı podmı́nka :

∀ ε > 0 ∃ δε ∈ G :
(
(D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε)

)
=⇒

∣∣∣S(D, ξ)− S(D′, ξ′)
∣∣∣ < ε. (5.2)

D ů k a z . a) Existuje-li integrál
∫ b

a
f d[g] = I ∈ R, pak podle Definice 5.2 pro každé

ε > 0 existuje kalibr δε ∈ G takový, že je |S(D, ξ) − I| < ε
2

pro všechna (D, ξ) ∈ A (δε).
Pro všechny dvojice (D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε) tedy máme

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| ≤ |S(D, ξ)− I|+ |S(D′, ξ′)− I| < ε,

tj. je splněna (B-C) podmı́nka (5.2).

b) Předpokládejme nyńı, že je splněna (B-C) podmı́nka (5.2). Necht’ je dáno ε > 0. Podle
(5.2) můžeme zvolit kalibr δε tak, aby

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| < ε

2

platilo pro všechna (D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε). Označme nyńı

M = {m ∈ R :∃ δm ∈ G takové, že (D, ξ) ∈ A (δm) =⇒ S(D, ξ) ≥ m}

Zvoĺıme-li libovolně (D0, ξ0) ∈ A (δε), bude pro každé (D, ξ) ∈ A (δε) platit

S(D0, ξ0)− ε

2
< S(D, ξ) < S(D0, ξ0) +

ε

2
. (5.3)
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Odtud plyne, že (−∞, S(D0, ξ0) − ε
2
) ⊂ M, a tud́ıž množina M neńı prázdná. Dále, pro

každé m∈M a každé (D, ξ) ∈ A (δ̃m), kde

δ̃m(x) = min{δm(x), δε(x)} na [a, b],

máme také (D, ξ) ∈ A (δε) a tud́ıž

m ≤ S(D, ξ) < S(D0, ξ0) +
ε

2
, tj. M ⊂ (−∞, S(D0, ξ0) +

ε

2
).

To ale znamená, že množina M je shora ohraničená, tj. sup M < ∞, a plat́ı

S(D0, ξ0)− ε

2
≤ sup M ≤ S(D0, ξ0) +

ε

2
.

Toto spolu s nerovnost́ı (5.3) implikuje, že plat́ı

|S(D, ξ)− sup M | < ε pro všechna (D, ξ) ∈ A (δε)

neboli

sup M =

∫ b

a

f d[g].

KS-integrál má obvyklé lineárńı vlastnosti :

5.6 . Věta. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b] → R, a necht’ existuj́ı integrály :
∫ b

a

f1 d[g],

∫ b

a

f2 d[g],

∫ b

a

f d[g1] a

∫ b

a

f d[g2].

Potom pro libovolná c1, c2 ∈ R plat́ı
∫ b

a

(c1 f1 + c2 f2) d[g] = c1

∫ b

a

f1 d[g] + c2

∫ b

a

f2 d[g],

a ∫ b

a

f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a

f d[g1] + c2

∫ b

a

f d[g2].

D ů k a z . Ukažme si např. d̊ukaz prvńıho tvrzeńı : Bud’ dáno ε > 0. Podle předpokladu
existuj́ı kalibry δ1 ∈ G a δ2 ∈ G takové, že plat́ı

(D, ξ) ∈ A (δi) =⇒ |Sfi∆g(D, ξ)]−
∫ b

a

fi d[g]| < ε pro i = 1, 2.

Pro x ∈ [a, b] položme δε(x) = min{δ1(x), δ2(x)}. Označme h = c1 f1 + c2 f2. Protože pro
každé (D, ξ) ∈ A (δε) plat́ı

Sh∆g(D, ξ) =

ν(D)∑
j=1

(c1 f1(ξj) + c2 f2(ξj)) [g(αj)− g(αj−1)]

= c1 Sf1∆g(D, ξ) + c2 Sf2∆g(D, ξ),
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dostáváme

∣∣∣Sh∆g(D, ξ)− c1

∫ b

a

f1 d[g] + c2

∫ b

a

f2 d[g]
∣∣∣

≤ |c1|
∣∣∣Sf1∆g(D, ξ)−

∫ b

a

f1 d[g]
∣∣∣ + |c2|

∣∣∣Sf2∆g(D, ξ)−
∫ b

a

f2 d[g]
∣∣∣

< (|c1|+ |c2|) ε.

Odtud už ovšem naše tvrzeńı bezprostředně plyne.

Druhé tvrzeńı věty by se dokazovalo obdobně a d̊ukaz lze ponechat čtenáři jako cvičeńı.

5.7 . Věta. Jestlǐze existuje integrál
∫ b

a
f d[g] a jestlǐze [c, d] ⊂ [a, b], pak existuje také

integrál
∫ d

c
f d[g].

D ů k a z . Předpokládejme, že je a < c < d < b. Necht’ je dáno ε > 0. Podle (B-C)
podmı́nky (viz Věta 5.5) můžeme zvolit kalibr δε ∈ G tak, aby platilo

|S(D̃, ξ̃)− S(D̃′, ξ̃′)| < ε (5.4)

pro všechna δε– jemná rozš́ı̌rená děleńı (D̃, ξ̃) a (D̃′, ξ̃′) intervalu [a, b]. Mějme nyńı libovol-
nou dvojici (D, ξ), (D′, ξ′) ∈ A (δε; [c, d]). Dále, zvolme libovolně (D−, ξ−) ∈ A (δε; [a, c]),
(D+, ξ+) ∈ A (δε; [d, b]) a doplňme jimi (D, ξ) a (D′, ξ′) na rozš́ı̌rená děleńı intervalu [a, b],
tj. položme

D̃ = D− ∪D ∪D+, ξ̃ = (ξ−, ξ, ξ+),

a

D̃′ = D− ∪D′ ∪D+, ξ̃′ = (ξ−, ξ′, ξ+).

Zřejmě je (D̃, ξ̃) ∈ A (δε; [a, b]) a (D̃′, ξ̃′) ∈ A (δε; [a, b]) a vzhledem k (5.4) plat́ı

|S(D, ξ)− S(D′, ξ′)| = |S(D̃, ξ̃)− S(D̃′, ξ̃′)| < ε.

Odtud, vzhledem ke Větě 5.5, již existence integrálu
∫ d

c
f d[g] bezprostředně plyne. Mo-

difikace d̊ukazu pro př́ıpad, že c = a resp. d = b je zřejmá.

5.8 . Věta. Necht’ f, g : [a, b] → R a c ∈ [a, b]. Integrál
∫ b

a
f d[g] existuje právě tehdy když

existuj́ı oba integrály
∫ c

a
f d[g] a

∫ b

c
f d[g]. Potom nav́ıc plat́ı také rovnost

∫ b

a

f d[g] =

∫ c

a

f d[g] +

∫ b

c

f d[g].



Stieltjes̊uv integrál 51

D ů k a z . a) Existuje-li integrál
∫ b

a
f d[g], pak podle Věty 5.7 existuj́ı také oba integrály∫ c

a
f d[g] a

∫ b

c
f d[g].

b) Necht’

∫ c

a

f d[g] = I1 a

∫ b

c

f d[g] = I2.

Budiž dáno ε > 0. Zvolme kalibry δ′ε ∈ G [a, c] a δ′′ε ∈ G [c, b] tak, aby pro všechna (D′, ξ′) ∈
A (δ′ε; [a, c]) a (D′′, ξ′′) ∈ A (δ′′ε ; [c, b]) platilo

|S(D′, ξ′)− I1| < ε

2
a |S(D′′, ξ′′)− I2| < ε

2
. (5.5)

Definujme nyńı kalibr δε na [a, b] předpisem

δε(x) =





min
{
δ′ε(x), 1

4
(c− x)

}
když x∈ [a, c),

min {δ′ε(c), δ′′ε (c)} když x = c,

min
{
δ′′ε (x), 1

4
(x− c)

}
když x∈ (c, b].

Potom,

x + δ(x) ≤ x +
1

4
(c− x) < c je-li x < c,

a

x− δ(x) ≥ x− 1

4
(c− x) > c je-li x > c.

Pro žádné x 6= c tedy nemůže platit |c−x| < δ(x). T.zn., že pro každé δε– jemné rozš́ı̌rené
děleńı (D, ξ) intervalu [a, b] muśı existovat index k ∈ {1, 2, . . . , ν(D)} takový, že ξk = c.
Nav́ıc, bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že plat́ı

αk−1 < αk = ξk = ξk+1 = c < αk+1.

(Kdyby bylo αk−1 <c = ξk <αk, upravili bychom př́ıslušný člen v součtu S(D, ξ) následu-
j́ıćım zp̊usobem :

f(c) [g(αk)− g(αk−1)] = f(c) [g(αk)− g(c)] + f(c) [g(c)− g(αk−1)].)

To znamená, že každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ)∈A (δε; [a, b]) intervalu [a, b] můžeme rozdělit :
D = D′ ∪D′′, ξ = (ξ′, ξ′′) tak, že bude

(D′, ξ′) ∈ A (δε; [a, c]) ⊂ A (δ′ε; [a, c]), (D′′, ξ′′) ∈ A (δε; [c, b]) ⊂ A (δ′′ε ; [c, b])

a

S(D, ξ) = S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′).
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Tud́ıž, vzhledem k (5.5),

|S(D, ξ)− (I1 + I2)| = |S(D′, ξ′) + S(D′′, ξ′′)− (I1 + I2)|
≤ |S(D′, ξ′)− I1|+ |S(D′′, ξ′′)− I2| < ε,

tj.
∫ b

a
f d[g] = I1 + I2.

5.9 . Poznámka (Srovnáńı s normovým RS-integrálem). Jestliže existuje normový RS-

integrál (n)
∫ b

a
f d[g], pak také existuje KS-integrál

∫ b

a
f d[g] a má tutéž hodnotu. Je-li totiž

(n)
∫ b

a
f d[g] = I ∈ R, pak pro každé ε > 0 existuje ∆ε > 0 takové, že |S(D, ξ) − I| < ε

plat́ı pro všechna rozš́ı̌rená děleńı (D, ξ) intervalu [a, b] taková, že |D| < ∆ε. Definujeme-li
pak δε(x) ≡ ∆ε, źıskáme evidentně kalibr s vlastnostmi zaručuj́ıćımi existenci př́ıslušného

KS-integrálu
∫ b

a
f d[g] = I.

Na druhou stranu, jestliže existuje KS-integrál
∫ b

a
f d[g] = I, přičemž pro každé ε > 0

lze naj́ıt kalibr δε ∈ G [a, b] takový, že plat́ı inf{δε(x) ; x ∈ [a, b]} > 0 a

|S(D, ξ)− I| < ε pro každé (D, ξ) ∈ A (δ),

pak existuje také (n)
∫ b

a
f d[g] a plat́ı rovnost (n)

∫ b

a
f d[g] = I. Polož́ıme-li totiž pro dané

ε > 0 ∆ε = inf{δε(x) ; x ∈ [a, b]}, bude platit také

|S(D, ξ)− I| < ε pro každé (D, ξ) ∈ P ([a, b]) takové, že |D| < ∆ε.

Následuj́ıćı věta popisuje vztah (σ)RS-integrálu a KS-integrálu.

5.10 . Věta. Jestlǐze existuje (σ)RS-integrál (σ)
∫ b

a
f d[g], pak existuje také KS-integrál∫ b

a
f d[g] a plat́ı

∫ b

a

f d[g] = (σ)

∫ b

a

f d[g].

D ů k a z . Označme I = (σ)
∫ b

a
f d[g]. Bud’ dáno libovolné ε > 0. Z předpokladu o

existenci (σ)RS-integrálu plyne, že existuje děleńı Dε = {s0, s1, . . . , sm} ∈ D [a, b] takové,
že pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, b], kde D je zjemněńım Dε plat́ı (5.1). Položme
nyńı

δε(x) =





1
4

min{|x− sj|; j = 0, 1, . . . , m} když x /∈Dε ,

1 když x∈Dε.

Potom (D, ξ) ∈ A (δε) pouze tehdy, když

Dε ⊂ {ξ1, ξ2, . . . , ξν(D)}. (5.6)
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Nav́ıc máme ještě

S(D, ξ) =

ν(D)∑
j=1

[
f(ξj) [g(αj)− g(ξj)] + f(ξj) [g(ξj)− g(αj−1)]

]
= S(D′, ξ′), (5.7)

kde D′ = {α0, ξ1, α1, ξ2, . . . , ξν(D), αν(D)} a ξ′ = (ξ1, ξ1, ξ2, ξ2, . . . , ξν(D), ξν(D))
T. Podle (5.6)

je

Dε ⊂ {ξ1, ξ2, . . . , ξν(D)} ⊂ D′

a vzhledem k (5.7) odtud plyne

|S(D, ξ)− I| = |S(D′, ξ′)− I| < ε, t.j.

∫ b

a

f d[g] = I.

5.11 . Př́ıklad. V př́ıpadě g(x) ≡ x budeme mı́sto o KS-integrálu mluvit o K-integrálu
(Kurzweil̊uv integrál). K-integrál je zřejmě zobecněńım klasického Riemannova integrálu.

(i) Necht’ f(x) = 0 na [a, b] \W, kde W je spočetná podmnožina [a, b], W = {wk}∞k=1.
Bud’ dáno libovolné ε > 0. Definujme

δε(x) =





1 když x /∈ W,

ε

2k+1(1 + |f(wk)|) když x = wk ∈W.

Pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] se v př́ıslušném integrálńım součtu S(D, ξ),

S(D, ξ) =
m∑

j=1

f(ξj) [αj − αj−1],

uplatńı pouze takové sč́ıtance, pro které existuje k ∈N takové, že plat́ı ξj = wk ∈W. Pro
každé δε– jemné rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) intervalu [a, b], (tj. (D, ξ) ∈ A (δε), kde D =
{α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] a ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)T ∈Rm) a každý takový index j ovšem
muśı platit

αj − αj−1 ≤ ε

2k(1 + |f(wk)|)
a tud́ıž je

|S(D, ξ)| ≤
∞∑

k=1

|f(wk)| | ε

2k(1 + |f(wk)|) ≤ ε

∞∑

k=1

1

2k
= ε.

Podle Definice 5.2 je tedy
∫ b

a
f(x) dx = 0.



54 Kurzweil̊uv-Stieltjes̊uv integrál

(ii) Necht’ existuje Newton̊uv integrál (N)
∫ b

a
f(x) dx = F (b) − F (a), kde funkce F je

spojitá na [a, b] a plat́ı

F ′(x) = f(x) pro každé x∈ (a, b), F ′(a+) = f(a), F ′(b−) = f(b).

Ukážeme, že pak existuje také K-integrál
∫ b

a
f(x) dx a rovná se také F (b)− F (a).

Necht’ je dáno ε > 0. Pro každé ξ ∈ [a, b] zvolme δε(ξ) > 0 tak, aby platilo

|F (x)− F (ξ)− f(ξ)(x− ξ)| < ε

b− a
|x− ξ|

pro všechna x ∈ [a, b] ∩ (ξ − δε(ξ), ξ + δε(ξ)).

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δε) (D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)T ∈Rm) a každé
j ∈ {1, 2, . . . , m} tedy plat́ı

|F (αj)− F (αj−1)− f(ξj) [αj − αj−1]|
≤ |F (αj)− F (ξj)− f(ξj) [αj − ξj]|+ |F (ξj)− F (αj−1)− f(ξj) [ξj − αj−1]|

≤ ε

b− a
(|αj − ξj|+ |ξj − αj−1|) =

ε

b− a
[αj − αj−1]

a tud́ıž

|S(D, ξ)− [F (b)− F (a)]| =
∣∣∣

m∑
j=1

(F (αj)− F (αj−1)− f(ξj) [αj − αj−1])
∣∣∣

≤
m∑

j=1

|F (αj)− F (αj−1)− f(ξj) [αj − αj−1)| ≤ ε

b− a

m∑
j=1

[αj − αj−1] = ε,

tj. ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Plat́ı dokonce, že K-integrál je ekvivalentńı s Perronovým integrálem. Zahrnuje tedy
současně integrály nejen Riemann̊uv či Newton̊uv, ale i Lebesgue̊uv. T́ım se rozumı́, že
je-li na nějakém intervalu daná funkce integrovatelná ve smyslu Lebesgueově, pak má na
tomto intervalu i K-intergrál a oba integrály jsou si rovny. Nav́ıc, má-li funkce f K-integrál,
pak f je Lebesgueovsky integrovatelná právě tehdy když také jej́ı absolutńı hodnota |f |
má K-integrál.

Ukážeme si nyńı, jak lze v některých jednoduchých př́ıkladech určit hodnotu integrálu
př́ımo z definice.
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5.12 . Př́ıklady.

(i) Z Definice 5.2 je zřejmé, že je-li f(t) ≡ f(a) na [a, b], pak

∫ b

a

f d[g] = f(a) [g(b)− g(a)] a

∫ b

a

g d[f ] = 0

pro každou funkci g : [a, b] → R.

(ii) Pro libovolnou funkci f : [a, b] → R plat́ı

∫ b

a

f d[χ(τ,b]] = f(τ) pro τ ∈ [a, b), (5.8)

∫ b

a

f d[χ[τ,b]] = f(τ) pro τ ∈ (a, b), (5.9)

∫ b

a

f d[χ[a,τ ]] = −f(τ) pro τ ∈ (a, b), (5.10)

∫ b

a

f d[χ[a,τ)] = −f(τ) pro τ ∈ (a, b], (5.11)

a

∫ b

a

f d[χ[τ ]] =





−f(a) když τ = a,

0 když τ ∈ (a, b),

f(b) když τ = b.

(5.12)

Ukažme si odvozeńı vztah̊u (5.8) a (5.9). Všechny ostatńı se z nich už snadno odvod́ı
použit́ım Věty 5.8. Necht’ g(x) = χ(τ,b](x) na [a, b]. Potom je

∫ τ

a

f d[g] = 0.

Dále, položme

δ(x) =





1 když x = τ,

1
4
(x− τ) když x∈ (τ, b].

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ; [τ, b]) (D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)) pak plat́ı
τ = α0 = ξ1, g(αj)− g(αj−1 = 0 pro j = 2, 3, . . . , m. Tud́ıž

S(D, ξ) = f(τ) [g(α1)− g(τ)] = f(τ)
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a

∫ b

τ

f d[g] = f(τ).

Důkaz vztahu (5.8) ted’ už snadno dokonč́ıme použit́ım Věty 5.8.

Vztah (5.9) se dokazuje podobně. Tentokrát ovšem máme g(x) = χ[τ,b](x) na [a, b],∫ b

τ
f d[g] = 0 a polož́ıme

δ(x) =





1 když x = τ,

1
4
(τ − x) když x∈ [a, τ).

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ; [a, τ ]) pak máme αm = ξm = τ a tedy

S(D, ξ) = f(τ) [g(τ)− g(αm−1)] = f(τ) a

∫ τ

a

f d[g] = f(τ).

(iii) Pro libovolnou funkci g ∈ G[a, b] plat́ı

∫ b

a

χ(τ,b] d[g] = g(b)− g(τ+) pro τ ∈ [a, b), (5.13)

∫ b

a

χ[τ,b] d[g] = g(b)− g(τ−) pro τ ∈ (a, b), (5.14)

∫ b

a

χ[a,τ ] d[g] = g(τ+)− g(a) pro τ ∈ (a, b), (5.15)

∫ b

a

χ[a,τ) d[g] = g(τ−)− g(a) pro τ ∈ (a, b] (5.16)

a

∫ b

a

χ[τ ] d[g] =





g(a+)− g(a) když τ = a,

g(τ+)− g(τ−) když τ ∈ (a, b),

g(b)− g(b−) když τ = b.

(5.17)

Opět provedeme d̊ukaz pouze prvńıch dvou z uvedených vztah̊u. Necht’ tedy f(x) =
χ(τ,b](x) na [a, b]. Potom je

∫ τ

a

f d[g] = 0.
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Bud’ dáno ε > 0. Zvolme nyńı η > 0 tak, aby platilo |g(τ+) − g(x)| < ε pro každé
x ∈ (τ, τ + η) a definujme

δ(x) =





η když x = τ

1
4
(x− τ) když x∈ (τ, b].

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ; [τ, b]) muśı platit τ = α0 = ξ1 a tedy

|S(D, ξ)− [g(b)− g(τ+)]|
= |[g(b)− g(αm−1)] + [g(αm−1)− g(αm−2]

+ · · ·+ [g(α2)− g(α1)]− [g(b)− g(τ+)]|
= |g(τ+)− g(α1)|.

Protože τ < α1 < τ + δ(τ) = τ + η, plyne odtud a z definice η, že

|S(D, ξ)− [g(b)− g(τ+)]| < ε pro každé (D, ξ) ∈ A (δ; [τ, b]).

Tud́ıž

∫ b

a

f d[g] =

∫ τ

a

f d[g] +

∫ b

τ

f d[g] = g(b)− g(τ+),

tj. plat́ı (5.13).

V druhém př́ıpadě, f(x) = χ[τ,b](x) na [a, b], máme

∫ b

τ

f d[g] = g(b)− g(τ).

Zvolme η > 0 tak, aby platilo |g(τ−)−g(x)| < ε pro každé x ∈ (τ−η, τ), a definujme

δ(x) =





η když x = τ,

1
4
(τ − x) když x∈ [a, τ).

T́ım si opět vynut́ıme, že pro každé (D, ξ) ∈ A (δ; [a, τ ]) muśı být τ = αm = ξm a
tud́ıž

S(D, ξ) = [g(τ)− g(αm−1)],

kde αm−1 ∈ (τ − η, τ). Jako v předchoźım př́ıpadě, odtud plyne, že plat́ı

∫ τ

a

f d[g] = g(τ)−g(τ−), tj.

∫ b

a

f d[g] =

∫ τ

a

f d[g]+

∫ b

τ

f d[g] = g(b)−g(τ−).
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Výše uvedené př́ıklady můžeme podle Cvičeńı 1.19 (i) shrnout do následuj́ıćıho tvr-
zeńı :

5.13 . Důsledek. Jestlǐze g ∈G[a, b] a f ∈ S[a, b], pak oba integrály

∫ b

a

f d[g] a

∫ b

a

g d[f ]

existuj́ı.

Následuj́ıćı věta poskytuje základńı odhad pro integrál
∫ b

a
f d[g] za předpokladu, že

var b
a g <∞. Na funkci f přitom žádné zásadńı omezeńı neklademe.

5.14 . Věta. Jestlǐze g ∈ BV[a, b] a f : [a, b] → R je taková, že integrály

∫ b

a

f d[g] a

∫ b

a

|f(x)| d[varx
ag]

existuj́ı, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f(x) d[g(x)]
∣∣∣ ≤

∫ b

a

|f(x)| d[varx
ag] ≤ ‖f‖ var b

a g. (5.18)

D ů k a z . Pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) intervalu [a, b] plat́ı

|S(D, ξ)| ≤
ν(D)∑
j=1

|f(ξj)| |g(αj)− g(αj−1)|

≤
ν(D)∑
j=1

|f(ξj)| varαj
αj−1

g ≤ ‖f‖ var b
a g.

Daľśı věta poskytuje nejjednodušš́ı konvergenčńı tvrzeńı :

5.15. Věta. Necht’ g ∈ BV[a, b], f : [a, b] → R je funkce ohraničená na [a, b] a {fn}∞n=1 je
posloupnost funkćı definovaných na intervalu [a, b] taková, že plat́ı

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0 (5.19)

a existuj́ı všechny integrály
∫ b

a
fn d[g], n∈N. Potom existuje také integrál

∫ b

a
f d[g] a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn d[g] =

∫ b

a

f d[g]. (5.20)
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D ů k a z . a) Protože f je ohraničená, z předpokladu (5.19) plyne, že existuje n0 ∈N
takové, že plat́ı

‖fn‖ ≤ ‖f‖ + 1 < ∞ pro všechna n ≥ n0.

Podle Věty 5.14 tedy máme

∣∣∣
∫ b

a

fn d[g]
∣∣∣ ≤ (‖f‖ + 1) var b

a < ∞ pro všechna n ≥ n0

a podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty tedy existuje podposloupnost {nk}∞k=1 v N a I ∈ R
takové, že plat́ı n1 ≥ n0 a

lim
k→∞

∫ b

a

fnk
d[g] = I. (5.21)

Označme



Ik : =

∫ b

a

fnk
d[g] pro k ∈N,

Sk(D, ξ) : = Sfnk
∆g (D, ξ) pro k ∈N, (D, ξ) ∈ D [a, b],

S(D, ξ) : = Sf∆g (D, ξ), pro (D, ξ) ∈ D [a, b].

(5.22)

b) Bud’ dáno ε > 0. Vzhledem k (5.19) a (5.21) můžeme zvolit k0 ∈N tak, že plat́ı

|Ik − I| < ε a ‖fnk
− f‖ < ε pro k ≥ k0.

Potom bude také

|S(D, ξ)− Sk0(D, ξ)| < ε var b
a g pro všechna (D, ξ) ∈ P [a, b].

Dále, necht’ δ0 ∈ G [a, b] je kalibr na [a, b] takový, že pro všechna δ0– jemná rozš́ı̌rená děleńı
(D, ξ) intervalu [a, b] plat́ı

|Sk0(D, ξ)]− Ik0| < ε.

Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ0) tedy máme

|S(D, ξ)− I| ≤ |S(D, ξ)− Sk0(D, ξ)|+ |Sk0(D, ξ)− Ik0|+ |Ik0 − I| < ε (var b
a g + 2).

Odtud
∫ b

a

f d[g] = I = lim
k→∞

∫ b

a

fnk
d[g].

c) Konečně, opětným použit́ım Věty 5.14,

∣∣∣
∫ b

a

fn d[g]−
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ ≤ ‖fn − f‖ var b

a g pro každé n∈N.

Plat́ı tedy i (5.20).

Nyńı můžeme formulovat prvńı významněǰśı existenčńı výsledek :
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5.16 . Věta. Necht’ f ∈ G[a, b] a g ∈ BV[a, b]. Potom
∫ b

a
f d[g] existuje.

D ů k a z . Podle Věty 3.6 (ii) existuje posloupnost {fn}∞n=1 konečných skokových funkćı,
která konverguje stejnoměrně na [a, b] k funkci f. Podle Věty 5.6 a Př́ıklad̊u 5.12(iii)

integrál
∫ b

a
fn d[g] existuje pro každé n∈N. To znamená, že podle Věty 5.15 existuje také

integrál
∫ b

a
f d[g] a plat́ı (5.20).

Následuj́ıćı konvergenčńı výsledek je tak trochu symetrický k Větě 5.15.

5.17. Věta. Necht’ g ∈ BV[a, b], f : [a, b] → R je funkce ohraničená na [a, b] a {gn}∞n=1 je
posloupnost funkćı definovaných na intervalu [a, b] taková, že plat́ı

lim
n→∞

var b
a (gn − g) = 0

a existuj́ı všechny integrály
∫ b

a
f d[gn], n∈N. Potom existuje také integrál

∫ b

a
f d[g] a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

f d[gn] =

∫ b

a

f d[g]. (5.23)

D ů k a z . Zaved’me opět značeńı (5.22). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat

gn(a) = g(a) = 0 pro všechna n∈N.

Dále je d̊ukaz podobný d̊ukazu Věty 5.15. Existuje n0 ∈N takové, že plat́ı

var b
a gn ≤ var b

a g + 1 pro všechna n ≥ n0.

Podle Věty 5.14 tedy máme

∣∣∣
∫ b

a

f d[gn]
∣∣∣ ≤ ‖f‖ (var b

a g + 1) pro všechna n ≥ n0

a podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty tedy existuje podposloupnost {nk}∞k=1 v N a I ∈ R
takové, že plat́ı n1 ≥ n0 a

lim
k→∞

Ik = lim
k→∞

∫ b

a

f d[gnk
] = I.

Použijeme značeńı analogické značeńı zavedenému v (5.22). Bud’ dáno ε > 0. Zvolme
k0 ∈N tak, aby platilo

|Ik − I| < ε a var b
a (gnk

− g) < ε pro k ≥ k0.

Dále, necht’ δ0 ∈ G [a, b] je kalibr na [a, b] takový, že pro všechna δ0– jemná rozš́ı̌rená děleńı
(D, ξ) intervalu [a, b] plat́ı

|Sk0(D, ξ)]− Ik0| < ε.
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Pro každé (D, ξ) ∈ A (δ0) tedy máme

|S(D, ξ)− I| ≤ |S(D, ξ)− Sk0(D, ξ)|+ |Sk0(D, ξ)− Ik0|+ |Ik0 − I| < ε (‖f‖+ 2).

Odtud

∫ b

a

f d[g] = I = lim
k→∞

∫ b

a

f d[gnk
].

Konečně, opětným použit́ım Věty 5.14,

∣∣∣
∫ b

a

f d[gn]−
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ ≤ ‖f‖ var b

a (gn − g) pro každé n∈N.

Plat́ı tedy (5.23).

Podle Věty 5.16 integrál
∫ b

a
f d[g] existuje pro všechny f ∈ G[a, b] a g ∈ BV[a, b].

Chtěli bychom ukázat, že tento integrál vždy existuje i v symetrické situaci : f ∈ BV[a, b]
a g ∈ G[a, b]. Rozlož́ıme-li funkci f na součet spojité části f C a skokové části f B (viz
Lemma 1.22 a Definice 9.9) a vzpomeneme-li si na Lemma 1.25, podle kterého existuje
posloupnost konečných skokových funkćı f B

n ∈ S[a, b] taková, že plat́ı

lim
n→∞

‖f B − f B
n ‖BV = 0,

zjist́ıme, že ke svému ćıli dospějeme, budeme-li umět dokázat existenci integrálu
∫ b

a
f d[g]

pro každou funkci f ∈ BV ∩ C a každou g ∈ G[a, b] a budeme-li mı́t k dispozici
konvergenčńı větu, ze které by plynulo, že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

f B
n d[g] =

∫ b

a

f B d[g]

pro každou funkci g ∈G[a, b]. (Věta 5.15 a ani Věta 5.17 takový výsledek nezahrnuj́ı.)

Tyto úkoly splńıme v následuj́ıćıch třech kroćıch.

Nejprve dokážeme tvrzeńı zaručuj́ıćı existenci integrálu
∫ b

a
f d[g] za předpoklad̊u

zahrnuj́ıćıch i př́ıpad f ∈BV ∩ C, g ∈G[a, b].

5.18 . Lemma. Jestlǐze funkce f ∈BV[a, b] je spojitá na intervalu [a, b], pak integrál

(σ)
∫ b

a
f d[g] existuje pro každou funkci g ∈G[a, b].

D ů k a z . Necht’ f ∈ BV[a, b], g ∈ G[a, b] a f je spojitá na intervalu [a, b]. Podle Vět 5.10,

3.6, 4.10 a 4.15 stač́ı ukázat existenci integrálu (σ)
∫ b

a
g d[f ] pro každou konečnou skokovou

funkci g (t.j. g ∈ S[a, b]). Nav́ıc, protože

S[a, b] = Lin
(
χ[a,τ ], χ[a,τ), τ ∈ (a, b], χ[a]

)
.
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(viz Poznámka 3.9 (i)), podle Cvičeńı 4.9 se můžeme omezit na př́ıpady

g = χ[a,τ ], g = χ[a,τ), τ ∈ (a, b], g = χ[a].

a) Necht’ tedy τ ∈ (a, b] a g = χ[a,τ ]. Zřejmě je

(σ)

∫ τ

a

g d[f ] = f(τ)− f(a).

Pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [τ, b], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)
máme

S(D, ξ) =

{
0 je-li ξ1 > τ,

f(α1)− f(τ) je-li ξ1 = τ.

Dı́ky spojitosti funkce f v bodě τ zprava můžeme tedy k danému ε > 0 vždy naj́ıt děleńı
Dε takové, že bude

|S(D, ξ)| < ε pro všechna (D, ξ) ∈ P [τ, b] taková, že D ⊃ Dε,

tj.

(σ)

∫ b

τ

χ[a,τ ] d[f ] = 0

a

(σ)

∫ b

a

χ[a,τ ] d[f ] = f(τ)− f(a).

b) Necht’ τ ∈ (a, b] a g = χ[a,τ). Potom

(σ)

∫ b

τ

g d[f ] = 0.

Pro každé rozš́ı̌rené děleńı (D, ξ) ∈ P [a, τ ], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm)
máme

S(D, ξ) =

{
0 je-li ξm−1 < τ,

f(τ)− f(αm−1) je-li ξm = τ.

Dı́ky spojitosti funkce f v bodě τ zleva můžeme tedy k danému ε > 0 vždy naj́ıt děleńı
Dε takové, že bude

|S(D, ξ)| < ε pro všechna (D, ξ) ∈ P [τ, b] taková, že D ⊃ Dε,

tj.

(σ)

∫ b

τ

χ[a,τ ] d[f ] = 0

a



Stieltjes̊uv integrál 63

(σ)

∫ b

a

χ[a,τ ] d[f ] = f(τ)− f(a).

c) Podobně bychom ukázali, že

(σ)

∫ b

a

χ[a] d[f ] = 0.

5.19 . Cvičeńı. Dokažte následuj́ıćı dvě jemné modifikace Lemmatu 5.18:
Jestliže f ∈BV[a, b] je zleva spojitá na intervalu (a, b], pak integrál (σ)

∫ b

a
f d[g]

existuje pro každou funkci g ∈G[a, b] zprava spojitou na intervalu [a, b).

Jestliže f ∈BV[a, b] je zprava spojitá na intervalu [a, b), pak integrál (σ)
∫ b

a
f d[g]

existuje pro každou funkci g ∈G[a, b] zleva spojitou na intervalu (a, b].

Následuj́ıćı věta poskytuje odhad symetrický k Větě 5.14.

5.20 . Věta. Necht’ funkce g ohraničená na [a, b] a f ∈ BV[a, b] jsou takové, že existuje

integrál
∫ b

a
f d[g]. Potom plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ ≤ (|f(a)|+ |f(b)|+ var b

a f) ‖g‖. (5.24)

D ů k a z . Pro libovolné (D, ξ) ∈ P [a, b], D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm),
máme

S(D, ξ) = f(ξ1) [g(α1)−g(a)] + f(ξ2) [g(α2)−g(α1)]+. . .+f(ξm) [g(b)−g(αm−1)]

= f(b) g(b)− f(a) g(a)

−[f(ξ1)−f(a)] g(a)− [f(ξ2)−f(ξ1)] g(α1)−. . .−[f(b)−f(ξm)] g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)−
m∑

j=0

[f(ξj+1)−f(ξj)] g(αj),

kde ξ0 = a a ξm+1 = b. Odtud plyne, že pro každé (D, ξ) ∈ P [a, b] plat́ı

|S(D, ξ)| ≤
(
|f(a)|+ |f(b)|+

m∑
j=0

|f(ξj+1)− f(ξj)|
)
‖g‖,

neboli

|S(D, ξ)| ≤ (|f(a)|+ |f(b)|+ var b
a f) ‖g‖

odkud už tvrzeńı Věty okamžitě plyne.

Nyńı dokážeme konvergenčńı větu která zaruč́ı, že bude platit

lim
n→∞

∫ b

a

f B
n d[g] =

∫ b

a

f B d[g].
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5.21. Věta. Necht’ funkce g je ohraničená na [a, b], f ∈BV[a, b] a necht’ {fn}∞n=1⊂BV[a, b]
je posloupnost taková, že

∫ b

a

fn d[g] existuje pro každé n∈N a plat́ı lim
n→∞

‖fn − f‖BV = 0.

Potom existuje také integrál
∫ b

a
f d[g] a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn d[g] =

∫ b

a

f d[g].

D ů k a z . Podle Věty 5.20 plat́ı

∣∣∣
∫ b

a

(fn − fm) d[g]
∣∣∣ ≤ 2 ‖g‖ ‖fn − fm‖BV pro libovolná m,n∈N.

Posloupnost
{∫ b

a
fn d[g]

}∞
n=1

je tedy cauchyovská a existuje tud́ıž I ∈ R takové, že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

fn d[g] = I.

Ukážeme, že
∫ b

a
f d[g] = I. Budiž dáno libovolné ε > 0. Zvolme n0 ∈N tak, aby platilo

∣∣∣
∫ b

a

fn0 d[g]− I
∣∣∣ < ε a ‖fn0 − f‖BV < ε.

Dále, zvolme δε ∈ G tak, aby pro každé (D, ξ) ∈ A (δε) platilo

∣∣∣Sn0(D, ξ)−
∫ b

a

fn0 d[g]
∣∣∣ < ε,

kde znač́ıme Sn0(D, ξ) = Sfn0∆g (D, ξ). Potom pro libovolné (D, ξ) ∈ A (δε) máme

|S(D, ξ)− I|

≤ |S(D, ξ)−Sn0(D, ξ)|+
∣∣∣Sn0(D, ξ)−

∫ b

a

fn0 d[g]
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ b

a

fn0 d[g]− I
∣∣∣

≤ ε (‖g‖+ 2)

odkud už snadno odvod́ıme, že plat́ı

∫ b

a

f d[g] = I = lim
n→∞

∫ b

a

fn d[g].
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Nyńı už budeme umět dokázat kýžený existečńı výsledek. Připomeňme ještě, že v ná-
sleduj́ıćıch tvrzeńıch a jejich d̊ukazech d̊usledně použ́ıváme konvenci z našich Základńıch
úmluv a označeńı (viz (xiii)) pro funkce regulované na intervalu [a, b] a klademe

g(a−) = g(a), g(b+) = g(b)

(a tedy také ∆−g(a) = ∆+g(b) = 0, ∆g(a) = ∆+g(a), ∆g(b) = ∆−g(b))

pro každou funkci g ∈G[a, b]. V tomto smyslu je třeba i rozumět symbol̊um pro funkce
g(x−) resp. g(x+) definované na [a, b]. Neńı těžké si rozmyslet, že např. pro g ∈G[a, b]
a h(x) = g(x−) plat́ı

h(x−) = h(x) = g(x), h(x+) = g(x+) na [a, b].

Analogicky, pro g ∈G[a, b] a h(x) = g(x+) máme

h(x+) = h(x) = g(x), h(x−) = g(x−) na [a, b].

5.22 . Věta. Jestlǐze f ∈ BV[a, b] a g ∈ G[a, b], pak integrál
∫ b

a
f d[g] existuje a plat́ı

(5.24).

D ů k a z . Necht’ f ∈BV[a, b] a g ∈G[a, b] a necht’ W = {wk}k∈K je množina bod̊u
nespojitosti funkce f v [a, b]. (K ⊂N může být př́ıpadně i konečná množina.) Necht’

f = f C + f B je Jordan̊uv rozklad funkce f na spojitou část f C a skokovou část f B

definovanou jako v (1.7). Definujme

f B
n (x) =

∑

k∈K∩[1,n]

∆−f(wk)χ(wk,b](x) +
∑

k∈K∩[1,n]

∆+f(wk)χ[wk,b](x) pro n∈N a x∈ [a, b].

Zřejmě f B
n ∈ S[a, b] pro každé n∈N a podle Lemmatu 1.25 plat́ı

lim
n→∞

‖f B
n − f B‖BV = lim

n→∞
var b

a (f B − f B
n ) = 0.

Dále, podle Důsledku 5.13 integrál
∫ b

a
f B

n d[g] existuje pro každé n∈N. Speciálně, integrál∫ b

a
f B d[g] existuje je-li množina K konečná, tj. když f má jenom konečný počet bod̊u

nespojitosti. Neńı-li K konečná, pak integrál
∫ b

a
f B d[g] existuje podle Věty 5.21. Protože

integrál
∫ b

a
f C d[g] existuje podle Lemmatu 5.18, existence integrálu

∫ b

a
f d[g] nyńı plyne

z Věty 5.6. Konečně, podle Věty 5.20 plat́ı také (5.24).

Př́ımým d̊usledkem Věty 5.22 je následuj́ıćı konvergenčńı tvrzeńı :

5.23 . Důsledek. Jestlǐze gn ∈ G[a, b] pro n∈N a gn ⇒ g na [a, b] pro n → ∞, pak
pro každou funkci f ∈ BV[a, b] plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a

f d[gn] =

∫ b

a

f d[g]. (5.25)
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Následuj́ıćı tvrzeńı navazuje na d̊ukaz Věty 5.22 a dává návod k výpočtu integrálu∫ b

a
f d[g], je-li znám integrál

∫ b

a
f C d[g], kde f C znač́ı spojitou část funkce f.

5.24 . Důsledek. Jestlǐze f ∈BV [a, b], g ∈G[a, b], K ⊂N a W je množina bod̊u ne-
spojitosti funkce f v [a, b] a f C je spojitá část funkce f (f C(a) = f(a)), pak

∫ b

a

f d[g]=

∫ b

a

f C d[g]+
∑
w∈W

[
∆−f(w)(g(b)−g(w−))+∆+f(w)(g(b)−g(w+))

]
. (5.26)

D ů k a z . Necht’, jako v d̊ukazu Věty 5.22, K ⊂N, W = {wk}k∈K a

f B
n (x) =

∑

k∈K∩[1,n]

[
∆−f(wk) χ(wk,b](x) + ∆+f(wk) χ[wk,b](x)

]
pro n∈N a x∈ [a, b].

Podle Lemmatu 1.25 plat́ı

lim
n→∞

‖f B
n − f B‖BV = lim

n→∞
var b

a (f B − f B
n ) = 0.

Dále, podle (5.14), (5.15) a Věty 5.6, máme

∫ b

a

f B
n d[g] =

n∑

k=1

[
∆−f(wk) (g(b)−g(wk−)) + ∆+f(wk) (g(b)−g(wk+))

]
(5.27)

pro každé n∈N. Je-li K konečná, plyne odtud okamžitě, že plat́ı (5.26).

Neńı-li K konečná, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat K =N. Potom podle
Věty 5.21 plat́ı

∫ b

a

f B d[g] = lim
n→∞

∫ b

a

f B
n d[g]. (5.28)

Podle Cvičeńı 1.10 je

∞∑

k=1

∣∣∆−f(wk) (g(b)−g(wk−)) + ∆+f(wk) (g(b)−g(wk+))
∣∣

≤ 2 ‖g‖
∞∑

k=1

(
|∆−f(wk)|+ |∆+f(wk)|

)
≤ 2 ‖g‖ (var b

af) < ∞.

Vzhledem k (5.27) a (5.28) tud́ıž máme

∫ b

a

f B d[g] =
∞∑

k=1

[
∆−f(wk)(g(b)−g(wk−)) + ∆+f(wk)(g(b)−g(wk+))

]
. (5.29)

Plat́ı tedy (5.26).
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5.25 . Cvičeńı. Pomoćı Lemmatu 1.25 a úvah analogických těm, které jsme použili
v d̊ukazu Důsledku 5.24, dokažte, že pro f ∈G[a, b] a g ∈BV[a, b] plat́ı

∫ b

a

f d[g] =

∫ b

a

f d[g C] +
∑
w∈W

f(w) ∆g(w), (5.30)

kde W je množina bod̊u nespojitosti funkce g v [a, b] a g C je jej́ı spojitá část. (Přirozeně,
zde ∆g(a) = ∆+g(a) a ∆g(b) = ∆−g(b).)

Při d̊ukazu Důsledku 5.24 a ve Cvičeńı 5.25 jsme použili Př́ıklady 5.11. Následuj́ıćı
technická lemmata jsou potřebná pro d̊ukaz Věty o integraci per-partes, která je našim
daľśım významněǰśım ćılem. Také v jejich d̊ukazech budou Př́ıklady 5.11 využity.

5.26 . Lemma. Necht’ h∈G[a, b], c ∈ R, K ⊂N a W = {wk}k∈K ⊂ [a, b] jsou takové, že

h(x) = c pro x ∈ [a, b] \W, (5.31)

Potom
∫ b

a

f d[h] = f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c ] (5.32)

plat́ı pro každou funkci f ∈BV[a, b].

D ů k a z . a) Funkce h splňuje (5.31) právě tehdy, když

h(x) =c +
∑

k∈K

(h(wk)− c) χ[wk](x) pro n∈N a x∈ [a, b].

Definujme Kn = K ∩ [1, n], Wn = {wk}k∈ Kn a

hn(x) =c +
∑

k∈Kn

(h(wk)− c) χ[wk](x) pro n∈N a x∈ [a, b]

pro n∈N. Dokážeme, že plat́ı

lim
n→∞

‖hn − h‖ = 0. (5.33)

Necht’ je tedy dáno ε > 0 a necht’ n0 ∈N je takové, že

|h(wk)− c| < ε pro každé k > n0. (5.34)

Takové n0 existuje, protože pro každé k ∈N je

|h(wk)− c| =





|∆−h(wk)| když wk ∈ (a, b),

|∆+h(a)| když wk = a,

|∆−h(b)| když wk = b
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a množina těch k ∈N, pro něž |h(wk)− c| ≥ ε, může mı́t podle Důsledku 3.7 (ii) jenom
nejvýše konečný počet (n0) prvk̊u. Tud́ıž,

|hn(x)− h(x)| =
{
|c− h(x)| když x∈Wn,

0 když x∈ [a, b] \Wn

}
< ε pro n≥n0 a x∈ [a, b].

Plat́ı tedy (5.33).

b) Podle Př́ıkladu 5.12 (i), formule (5.12) a Věty 5.6 plat́ı

∫ b

a

f d[hn] = f(b) [hn(b)− c]− f(a) [hn(a)− c ] (5.35)

pro každou funkci f ∈BV[a, b] a každé n∈N. Podle (5.33) a podle Důsledku 5.23 tedy
máme

∫ b

a

f d[h] = lim
n→∞

∫ b

a

f d[hn] = f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c].

5.27 . Lemma. Necht’ h∈BV[a, b], c ∈ R, K ⊂N a W = {wk}k∈N ⊂ [a, b] jsou takové,
že plat́ı (5.31). Potom

∫ b

a

h d[g] = c [g(b)−g(a) ]+
∞∑

k=1

[h(wk)−c ] ∆g(wk) pro každou g ∈G[a, b]. (5.36)

D ů k a z . Vzhledem k (5.31) můžeme položit hC(x) = c a hB(x) = h(x)− c na [a, b].
W je množina bod̊u nespojitosti funkce h na intervalu [a, b]. Dále, h(x−) = h(x+) =
h(a+) = h(b−) = c pro každé x∈ (a, b). Tud́ıž

∆−h(x) = h(x)− c = −∆+h(x) pro každé x∈ (a, b).

Podle (5.26) (kde f = h) tedy máme

∫ b

a

h d[g] = c [g(b)−g(a)] +
∑

w∈W

(h(w)− c) [g(b)−g(w−)−g(b)+g(w+) ]

= c [g(b)−g(a) ] +
∑

w∈W

[h(w)−c ] ∆g(w),

tj. plat́ı (5.36). (Připomeňme znovu, že ∆g(a) = ∆+g(a) a ∆g(b) = ∆−g(b).)

5.28. Věta (Věta o integraci per-partes). Jestlǐze f ∈ G[a, b] a g ∈ BV[a, b], pak
existuj́ı oba integrály

∫ b

a

f d[g] a

∫ b

a

g d[f ]
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a plat́ı
∫ b

a

f d[g] +

∫ b

a

g d[f ] = f(b) g(b)− f(a) g(a) (5.37)

+
∑

x∈[a,b]

(
∆−f(x) ∆−g(x)−∆+f(x) ∆+g(x)

)
.

D ů k a z . Integrál
∫ b

a
f d[g] existuje podle Věty 5.16 a integrál

∫ b

a
g d[f ] existuje podle

Věty 5.22. Dále,
∫ b

a

f d[g] +

∫ b

a

g d[f ]

=

∫ b

a

f(x) d[g(x) + ∆+g(x)] +

∫ b

a

g(x) d[f(x)−∆−f(x)]

−
∫ b

a

f(x) d[∆+g(x)] +

∫ b

a

g(x) d[∆−f(x)].

Neńı obt́ıžné ověřit, že funkce h(x) = ∆+g(x) splňuje (5.31) s c = 0 a h(b) = 0. Dále,
∆h(x) = 0 pro x∈ (a, b). Podle Lemmatu 5.26 tedy máme

∫ b

a

f(x) d[∆+g(x)] = −f(a) ∆+g(a).

Analogicky,
∫ b

a

g(x) d[∆−f(x)] = g(b) ∆−f(b),

čili 



∫ b

a

f(x) d[g(x)] +

∫ b

a

g(x) d[f(x)]

=

∫ b

a

f(x) d[g(x+)] +

∫ b

a

g(x) d[f(x−)] + f(a) ∆+g(a) + ∆−f(b) g(b).

(5.38)

Prvńı integrál na pravé straně můžeme upravit na
∫ b

a

f(x) d[g(x+)] =

∫ b

a

f(x−) d[g(x+)] +

∫ b

a

∆−f(x) d[g(x+)]. (5.39)

Pro funkci h(x) = g(x+) máme h(x+) = h(x) = g(x+) a h(x−) = g(x−) na [a, b], tj.
∆h(x) = ∆g(x) na [a, b]. Podle Lemmatu 5.27 tedy plat́ı

∫ b

a

∆−f(x) d[g(x+)] =
∑

x∈[a,b]

∆−f(x) ∆g(x). (5.40)
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Analogicky,





∫ b

a

g(x) d[f(x−)] =

∫ b

a

g(x+) d[f(x−)]−
∫ b

a

∆+g(x) d[f(x−)]

=

∫ b

a

g(x+) d[f(x−)]−
∑

x∈[a,b]

∆+g(x) ∆f(x).
(5.41)

Funkce f(x−) je spojitá zleva na (a, b] a g(x+) je spojitá zprava na [a, b). Podle
Cvičeńı 5.19 to znamená, že oba integrály

∫ b

a

f(x−) d[g(x+)] a

∫ b

a

g(x+) d[f(x−)]

existuj́ı jako σ-Riemannovy-Stieltjesovy (RS) integrály. Pomoćı Věty 4.15 o integraci per-
partes pro RS-integrály dostáváme

∫ b

a

f(x−) d[g(x+)] +

∫ b

a

g(x+) d[f(x−)] = f(b−) g(b)− f(a) g(a+). (5.42)

Dosazeńım (5.39)-(5.42) do (5.38) dostaneme

∫ b

a

f d[g] +

∫ b

a

g d[f ]

= f(b−) g(b)− f(a) g(a+) + f(a) ∆+g(a) + ∆−f(b) g(b)

+
∑

x∈[a,b]

(
∆−f(x) [∆−g(x) + ∆+g(x)]− [∆−f(x) + ∆+f(x)] ∆+g(x)

)

= f(b) g(b)− f(a) g(a) +
∑

x∈[a,b]

[
∆−f(x) ∆−g(t)−∆+f(x) ∆+g(x)

]
.

Dokázali jsme, že (5.37) plat́ı.

5.29 . Lemma (Saks-Henstock). Necht’ f, g : [a, b] → R jsou takové, že integrál

∫ b

a

f d[g]

má konečnou hodnotu. Necht’ ε > 0 je dáno a necht’ δ ∈ G [a, b] je kalibr na [a, b] takový,
že plat́ı

∣∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ < ε pro všechna (D, ξ) ∈ A (δ).
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Potom pro libovolný systém {([sj, tj], τj), j = 1, 2, . . . , k} takový, že

{
a ≤ s1 ≤ τ1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sk ≤ τk ≤ tk ≤ b,

[sj, tj] ⊂ [τj − δ(τj), τj + δ(τj)], j = 1, 2, . . . , k,
(5.43)

plat́ı nerovnost∣∣∣∣∣
k∑

j=1

[
f(τj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f d[g]

]∣∣∣∣∣ ≤ ε. (5.44)

D ů k a z . Bud’ dáno η > 0. Označme t0 = a, sk+1 = b. Je-li j ∈ {1, 2, . . . , k} a
tj < sj+1, pak můžeme naj́ıt kalibr δj a rozš́ı̌rené děleńı (Dj, ξj) ∈ A (δj; [tj, sj+1]) takové,
že δj(x) ≤ δ(x) pro každé x ∈ [a, b] a

∣∣S(Dj, ξj)−
∫ sj+1

tj

f d[g]
∣∣ <

η

k + 1
. (5.45)

Nyńı sestavme δ– jemné rozš́ı̌rené děleńı (D̃, ξ̃) intervalu [a, b] tak, aby platilo

k∑
j=1

f(τj) [g(tj)− g(sj)] +
k∑

j=0

S(Dj, ξj) = S(D̃, ξ̃).

(Je-li tj = sj+1, klademe S(Dj, ξj) = 0.) Vzhledem k předpoklad̊um lemmatu tedy máme

∣∣∣
k∑

j=1

(
f(τj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f d[g]
)

+
k∑

j=0

(
S(Dj, ξj)−

∫ sj+1

tj

f d[g]
)∣∣∣

=
∣∣∣S(D̃, ξ̃)−

∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ < ε.

Odtud a z (5.45) dostáváme pro libovolné η > 0

∣∣∣
k∑

j=1

f(τj) [g(tj)− g(sj)]−
∫ tj

sj

f d[g]
∣∣∣

≤
∣∣∣S(D̃, ξ̃)−

∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ +

∣∣∣
k∑

j=0

(
S(Dj, ξj)−

∫ sj+1

tj

f d[g]
)∣∣∣ < ε + η,

tj. plat́ı (5.44).

5.30 . Věta. Necht’
∫ b

a
f d[g] existuje a c ∈ [a, b]. Potom plat́ı

lim
x→c, x∈[a,b]

( ∫ x

a

f d[g] + f(c) [g(c)− g(x)]
)

=

∫ c

a

f d[g]. (5.46)
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D ů k a z . Bud’ dáno ε > 0 a necht’ δε ∈ G [a, b] je takový kalibr, že

∣∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ < ε

plat́ı všechna (D, ξ) ∈ A (δε). Pro každé x∈ (c, c + δε(c)) ∩ [a, b] systém {([s1, t1], τ1)},
kde s1 = τ1 = c a t1 = x, vyhovuje podmı́nkám (5.43). Podle Saks-Henstockova lemmatu
(Lemma 5.29) tedy máme

∣∣∣f(c) [g(x)− g(c)]−
∫ x

c

f d[g]
∣∣∣ < ε. (5.47)

Podobně, je-li x∈ (c− δε(c), c) ∩ [a, b], pak použit́ım Lemmatu 5.29 na systém {[x, c], c}
dostaneme nerovnost

∣∣∣f(c) [g(c)− g(x)]−
∫ c

x

f d[g]
∣∣∣ < ε

Pro každé x∈ (c−δε(c), c+δε(c)) ∩ [a, b] tedy plat́ı nerovnost (5.47) a tud́ıž také nerovnost

∣∣∣
∫ c

a

f d[g]−
∫ x

a

f d[g]− f(c) [g(c)− g(x)]
∣∣∣ =

∣∣∣
∫ x

c

f d[g]− f(c) [g(x)− g(c)]
∣∣∣ < ε,

tj. plat́ı (5.46).

5.31 . Důsledek. Necht’
∫ b

a
f d[g] existuje, g ∈ G[a, b] a necht’ funkce h : [a, b] → R je

definována předpisem

h(x) =

∫ x

a

f d[g], x ∈ [a, b].

Potom h ∈ G[a, b] a

h(t+) = h(t) + f(t)∆+g(t) a h(s−) = h(s)− f(s)∆−g(s) pro t∈ [a, b), s∈ (a, b].

5.32 . Věta (Hake). (i) Necht’
∫ x

a
f d[g] existuje pro každé x∈ [a, b) a necht’

lim
x→b−

( ∫ x

a

f d[g] + f(b) [g(b)− g(x)]
)

= I ∈ R.

Potom také

∫ b

a

f d[g] = I.
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(ii) Necht’
∫ b

x
f d[g] existuje pro každé x∈ (a, b] a necht’

lim
x→a+

( ∫ b

x

f d[g] + f(a) [g(x)− g(a)]
)

= I ∈ R.

Potom také

∫ b

a

f d[g] = I.

D ů k a z . (i) Bud’ dáno ε > 0. Zvolme ∆ > 0 tak, aby platilo

∣∣∣
∫ x

a

f d[g] + f(b) [g(b)− g(x)]− I
∣∣∣ < ε pro každé x∈ [b−∆, b). (5.48)

Položme xk = b− b−a

k+1
pro k ∈N. Posloupnost {xk}∞k=1 je rostoućı a limk→∞ xk = b a

∀ k ∈N ∃ δk ∈ G [a, xk] : (D, ξ)∈A (δk, [a, xk]) =⇒
∣∣∣S(D, ξ)−

∫ xk

a

f d[g]
∣∣∣<

ε

2k
(5.49)

Pro každé τ ∈ [a, b) označme symbolem κ(τ) jednoznačně určené přirozené č́ıslo k takové,
že τ ∈ [xk−1, xk). Dále, definujme kalibr δ0 na [a, b) tak, aby platilo

δ0(τ) ≤ δk(τ) a [τ−δ0(τ), τ+δ0(τ)] ⊂ [a, xk] pro každé k ∈N a každé τ ∈ [xk−1, xk).

Nyńı, necht’ je dáno x∈ [a, b) a necht’ p∈N je takové, že x∈ [xp−1, xp) (tj. p = κ(x)) a
necht’

(B, η) =
({β0, β1, . . . , βm}, (η1, η2, . . . , ηm)

)

je libovolné δ0– jemné děleńı intervalu [a, x]. Pro každé k ∈N∩[1, p] a každé j ∈N∩[1,m]
takové, že κ(ηj) = k pak máme

ηj − δk(ηj) ≤ ηj − δ0(ηj) ≤ βj−1 < βj ≤ ηj + δ0(ηj) ≤ ηj + δk(ηj).

Vzhledem k (5.49) a definici kalibru δ0, tedy vid́ıme, že pro každé k ∈ {1, 2, . . . , p} systém

{([βj−1, βj], ηj), j = 1, 2, . . . , m, κ(ηj) = k}

splňuje předpoklady Saks-Henstockova lemmatu 5.29). Pro každé k ∈{1, 2, . . . , p} tedy
plat́ı nerovnost

∣∣∣
∑

κ(ηj)=k

f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−
∫ βj

βj−1

f d[g]
∣∣∣ <

ε

2k
.
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Tud́ıž

∣∣∣
m∑

j=1

(
f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−

∫ x

a

f d[g]
)∣∣∣

=
∣∣∣

p∑

k=1

( ∑

κ(ηj)=k

f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−
∫ βj

βj−1

f d[g]
)∣∣∣

≤
∞∑

k=1

∣∣∣
∑

κ(ηj)=k

(
f(ηj) [g(βj)− g(βj−1)]−

∫ βj

βj−1

f d[g]
)∣∣∣ <

∞∑

k=1

ε

2k
= ε,

tj.

|S(B, η)−
∫ x

a

f d[g]
)
| < ε pro všechna x∈ [a, b) a všechna (B, η)∈A (δ0, [a, x]) (5.50)

Nyńı, položme

δ∗(x) =





min{b− x, δ0(x)
}

pro x∈ [a, b),

∆

2
pro x = b.

Pak pro každé δ∗– jemné děleńı

(D̃, ξ̃) =
({α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

)

intervalu [a, b] muśı platit ξm = αm = b, αm−1 ∈ (b − ∆, b) a tud́ıž, vzhledem k (5.48) a
(5.50),

∣∣∣S(D, ξ)− I
∣∣∣ =

∣∣∣
m−1∑
j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)] + f(b) [g(b)− g(αm−1)]− I
∣∣∣

≤
∣∣∣

m−1∑
j=1

f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αm−1

a

f d[g]
∣∣∣

+
∣∣∣
∫ αm−1

a

f d[g] + f(b) [g(b)− g(αm−1)]− I
∣∣∣ < 2 ε,

t.j.
∫ b

a
f d[g] = I.

Důkaz tvrzeńı (ii) se provede analogicky a ponechávám ho čtenáři jako cvičeńı.

5.33 . Př́ıklady. Pomoćı Hakeovy věty můžeme snadno a universálńım zp̊usobem odvo-
dit vzorce, které jsme v Př́ıkladech 5.12 odvodili př́ımo z definice pomoćı vhodné volby
kalibru. Např. formuli (5.9) dostaneme takto :

∫ b

a

f d[χ[τ,b]] =

∫ τ

a

f d[χ[τ,b]] = lim
t→τ−

( ∫ t

a

f d[χ[τ,b]] + f(τ) [χ[τ,b](τ)−χ[τ,b](t)]
)

= f(τ)
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pro libovolnou funkci f a τ ∈ (a, b). Podobně, pro τ ∈ (a, b) a g ∈G[a, b] dostaneme
pomoćı Hakeovy věty

∫ b

a

χ[a,τ ] d[g] =

∫ τ

a

1 d[g] +

∫ b

τ

χ[a,τ ] d[g]

= g(τ)− g(a) + lim
t→τ+

( ∫ b

t

χ[a,τ ] d[g] + 1 [g(t)− g(τ)]
)

= g(τ+)− g(a),

tj. (5.15).

5.34 . Cvičeńı. Pomoćı Hakeovy věty dokažte i zbývaj́ıćı formule z Př́ıklad̊u 5.12.

5.35. Lemma. Necht’
∫ b

a
f d[g] existuje. Potom pro každé ε > 0 existuje kalibr δ ∈ G [a, b]

takový, že plat́ı

m∑
j=1

∣∣∣f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣∣ < ε (5.51)

pro každé (D, ξ) ∈ A (δ), D = {α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm).

D ů k a z . Bud’ dáno ε> 0 a necht’ δ ∈ G ([a, b]) je kalibr takový, že

∣∣∣S(D, ξ)−
∫ b

a

f d[g]
∣∣∣ <

ε

2

plat́ı pro všechna δ– jemná rozš́ı̌rená děleńı (D, ξ) intervalu [a, b]. Nyńı, necht’

(D, ξ) =
({α0, α1, . . . , αm}, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , m)

) ∈ A (δ).

Označme

J+ =
{
j ∈ {1, 2, . . . , m} : f(ξj) [g(αj − g(αj−1)−

∫ αj

αj−1

f d[g] ≥ 0
}

a

J− = {1, 2, . . . , m} \ J+.

Systém {([αj−1, αj], ξj), j ∈ J+} splňuje předpoklady (5.43) z Lemmatu 5.29 na mı́stě
{([sj, tj], τj)}. Podle Lemmatu 5.29 tedy plat́ı

∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ J+

(
f(ξj)[g(αj)−g(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

f d[g]
)
∣∣∣∣∣∣

=
∑

j ∈ J+

∣∣∣f(ξj)[g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣∣<ε

2
.
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Podobně
∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ J−

(
f(ξj) [g(αj)−g(αj−1)]−

∫ αj

αj−1

f d[g]
)
∣∣∣∣∣∣

=
∑

j ∈ J−

∣∣∣f(ξj) [g(αj)−g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣∣ <

ε

2
.

Odtud už nerovnost (5.51) okamžitě vyplývá.

5.36 . Věta (Věta o substituci). Je-li funkce h : [a, b] → R ohraničená a integrál∫ b

a
f d[g] existuje, pak oba integrály

∫ b

a

h(x) d
[ ∫ x

a

f d[g]
]
,

∫ b

a

h(x) f(x) d[g(x)]

existuj́ı jakmile existuje alespoň jeden z nich a v takovém př́ıpadě pak plat́ı :

∫ b

a

h(x) d
[ ∫ x

a

f d[g]
]

=

∫ b

a

h(x) f(x) d[g(x)].

D ů k a z . Podle Věty 5.7 je funkce

k(x) =

∫ x

a

f d[g]

definovaná pro každé x ∈ [a, b].

a) Předpokládejme, že existuje integrál

∫ b

a

h f d[g].

Necht’ je dáno ε > 0 a necht’ δε je kalibr na [a, b] takový, že pro každé δε– jemné děleńı
(D, ξ) =

({α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)
)

intervalu [a, b] plat́ı

m∑
j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(αj − g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

h f d[g]
∣∣∣ < ε

a
m∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(αj − g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

f d[g]
∣∣∣ < ε.

(Takový kalibr existuje podle Lemmatu 5.35.) Pro každé δε– jemné děleńı

(D, ξ) =
({α0, α1, . . . , αm}, (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

)
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intervalu [a, b] tedy máme :

∣∣∣
m∑

j=1

h(ξj) [k(αj)− k(αj−1)]−
∫ b

a

h f d[g]
∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj)

∫ αj

αj−1

f d[g]− h(ξj) f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

h f d[g]
∣∣∣

≤ ‖h‖
m∑

j=1

∣∣∣
∫ αj

αj−1

f d[g]− f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(αj)− g(αj−1)]−
∫ αj

αj−1

h f d[g]
∣∣∣

≤ (‖h‖+ 1) ε,

tj. existuje integrál
∫ b

a
h d[k] a plat́ı

∫ b

a

h d[k] =

∫ b

a

h f d[g].

b) Obrácená implikace by se dokazovala podobně – opět za vydatné pomoci Lem-
matu 5.35.

5.37 . Věta (Věta o dominované konvergenci). Necht’ f, fn∈G[a, b],

‖fn‖≤C <∞ pro n∈N a lim
n→∞

fn(x) = f(x) pro všechna t∈ [a, b].

Potom

lim
n→∞

∫ b

a

fn d[g] =

∫ b

a

f d[g] pro každou funkci g ∈ BV[a, b].

5.38 . Důsledek. Necht’ A∈BV[a, b]. Potom operátor

x∈BV[a, b] → Lx∈BV[a, b],

kde (Lx)(t) =

∫ t

a

d[A(s)] x(s) pro t∈ [a, b]

je kompaktńı (totálně spojitý) lineárńı operátor.

D̊ukaz. L je zřejmě lineárńı ohraničené zobrazeńı BV[a, b] do BV[a, b]. Zbývá tedy doká-
zat, že pro každou posloupnost {xn} ohraničenou v BV[a, b], jej́ı obraz {Lxn}⊂BV[a, b]
obsahuje podposloupnost, která konverguje v BV[a, b].
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Necht’ je tedy {xn}⊂BV[a, b] posloupnost taková, že ‖xn‖BV ≤C <∞ pro všechna
n∈N. Podle Hellyovy věty (Věta 1.26) pak existuje podposloupost {nk}⊂N a funkce
x∈BV[a, b] takové, že

‖x‖BV ≤C and lim
k→∞

xnk
(t) = x(t) pro každé t∈ [a, b].

Označme zk(t) = xnk
(t)− x(t) pro k ∈N a t∈ [a, b]. Potom

|zk(t)| ≤ 2 C pro k ∈N a t∈ [a, b].

Pro libovolnou funkci u∈BV[a, b] a libovolnou dvojici t1, t2 bod̊u z [a, b] takových, že
a≤ t1 <t2≤ b máme podle Věty 5.14

∣∣∣∣
∫ t2

t1

d[A] u

∣∣∣∣ ≤
∫ t2

t1

d[var s
t1
A] |u(s)| =

∫ t2

t1

d[var s
aA] |u(s)| .

Pro libovolné D = {α0, α1, . . . , αm}∈D [a, b] a každé k ∈N tedy plat́ı

m∑
j=1

|(Lzk)(αj)− (Lzk)(αj−1)| =
m∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫ αj

αj−1

d[A(s)] zk(s)

∣∣∣∣∣

≤
m∑

j=1

∫ αj

αj−1

d[var s
aA] |zk(s)| ≤

∫ b

a

d[var s
aA] |zk(s)| ,

neboli

‖Lzk‖BV = var b
a (L zk) ≤

∫ b

a

d[var s
aA] |zk(s)| .

Použit́ım Věty 5.37 dostaneme konečně

lim
k→∞

‖Lxnk
− Lx‖BV = lim

k→∞
‖Lzk‖BV ≤ lim

k→∞

∫ b

a

d[var s
aA] |zk(s)| = 0.


