Kapitola 1

Funkce s kone¢énou variaci.

Vyklad v této kapitole se opird zejména o monografie V. Jarnika Diferencidlni pocet I1
[0, Kapitola V| a Integrdlni pocet II |6, Kapitola V| a dale o odstavec I1.6 v monografii
T.H.Hildebrandta Theory of Integration [3] a kapitolu XIII v monografii S.Schwabika
Integrace v R (Kurzweilova teorie) [9].

1.1. Definice. Pro danou funkei f:[a,b] — R a déleni D intervalu [a, b],

D ={ag,01,..., 0} € Z]a,bl,

definujeme
v(d)
V(£.D) =) |f(ay) = flaj-)l (1.1)
j=1
var’ f = sup V(f,D). (1.2)

D€ P [a,b]
Je-li a = b, definujeme var® f = var? f = 0. Veli¢inu var® f nazyvame variace funkce f

na intervalu [a,b]. Je-li var® f < oo, fikdme, ze funkce f mé konecnou variaci na [a,b].
Mnozinu funkei s koneénou variaci na [a, b] znacime BV |a, b].

1.2. Cviceni. Dokazte néasledujici vlastnosti variace a funkci s kone¢nou variaci.
(i) Pro kazdou funkci f:[a,b] — R je var® f > 0.
(ii) Pro libovolné dvé funkce fi, fo:|a,b] — R a redlné ¢islo ¢ plati
var® (fy + fo) <varb fi +varb f, a varl(cf)) = |c|var® f1.
(iii) Je-li [¢,d] C [a, b], pak pro kazdou funkci f:[a,b] — R plati
|f(d) = f(e)] < var( f < varg f.
(iv) Pro kazdou funkei f:[a,b] — R plati
[f(@) < If] < |f(a)] + varg f pro @ € [a,0].

Kazd4a funkce f € BV|a,b] je tedy ohranic¢end na [a, b].
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(v) vart f =0 < f(z) = f(a) na [a,b].
(vi) Zavedeme-li pro funkce z mnoziny BV |a,b] obvyklym zpusobem operace séiténi a

nasobeni skalarem (viz 0.(vi)), stane se linedrnim normovanym prostorem vzhledem
k témto operacim a vzhledem k normé ||.||py definované predpisem

f€BV[a,b] — ||fllev = |f(a)| + vary, f.
(vii) Pro kazdou funkci f monotonni na [a, b] plati var® f = |f(b) — f(a)|.

(viii) Pro libovolnd déleni D" a D” intervalu [a, b] takova, ze D” C D’ a libovolnou funkci

fila,b] = R je V(f, D") < V(f,D').
(ix) var’ f =deR <= (Ve>03D.€2la,b]:D.C D = d—ec<V(f,D)<d).
(x) varl f =00 &= (VK >03Dg € 2a,b] :V(f, Dk) > K).
(xi) Pro libovolné déleni Dy € 2[a,b] plati var® f = supp-p, V(f, D).
(xii) Dokazte Vétu 1.3l
1.3. Véta. Pro kazdé c € (a,b) a kaZdou funkci f:[a,b] — R plati:

var® f = var¢ f + var?® f.

]

1.4. Véta. f € BV|a,b| tehdy a jen tehdy, kdyz existuji funkce f1 a fo neklesajici na [a, b]
a takové, Ze plati f(x) = fi(x) — fo(x) pro kazdé x € [a,b].

D u k a z . Staci dokdzat, ze pro kazdou funkci f€BV][a,b] existuji funkce f; a fo
neklesajici na [a, b] a takové, ze plati

f(x) = fi(z) = fo(x) na la,b].

Necht tedy f €BV]a,b]. Polozme

filz) =varg fa fox) = fi(z) — f(z) pro z€la,b].

Potom f; je evidentné neklesajici na [a, b]. Déle, pro x5 > x; méame vzhledem ke Véte 1.3

fo(x2) = fr(w1) +vary? f — f(x2)

fo(22) = fo(21) = varif — (f(z2) = f(21)) 20,

t.zn., ze fy je také neklesajici na [a, b]. O
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1.5. Cviceni. Necht f €BV][a,b]. Dokazte, ze funkce

v(d)

p(r)= sup Y (flay) = flay1))*

De9 [(l,l‘] j=1

a
v(d)
(@)= sup > (flay) = flaj))”
D€ 9 a,x) j=1

jsou obé neklesajici a nezaporné na [a, b] a plati
F@) = fl@) +p(x) —n(x) a varlf =p(a)+n(z) prokuidé € [a,b]
1.6. Dusledek. Pro kazdou funkci f € BV[a,b| a pro vsechna t € [a,b) a s € (a,b] existugi

konecné limity

ft+) = Tim f(7) a f(s—)= lim f(7)

T—t+ T—8—
(tj. [ muze mit v [a,b] pouze nespojitosti 1.druhu).

Dukaz plynez Véty1.4 a z toho, ze uvedené limity existuji pro kazdou funkci mono-
tonni na [a, b]. Napf. je-li f neklesajici na [a,b], t € (a,b], a t, \,t (tj. {t,} je nerostouci
posloupnost bodu z (t, b] konvergujici k t), pak

lim f(t,) = inf f(t,).

n—00 neN ]

1.7. Veéta. Kazda funkce f €BV|a,b] md nejuyse spocetné mnoho bodi nespojitosti na
intervalu [a, b].

Dukaz plyne z Dusledku 1.6 a z nasledujictho Lemmatu. O]

Lemma. Necht J C R je otevieny interval, f:J — R a M je mnoZina bodii nespojitosti
1. druhu funkce f v J. Potom M je nejvyse spocetnd.
D 1k a z . Oznacme

M*={eel: flat) £ f@)}, M ={ee]:f(a-)# f(2)}

M ={zeM": f(z4) > f(z)}, My ={zeM":f(z+) < f(x)}.

Potom je M = Mt UM~ a M™ = M;" UM, Usporadejme mnozinu P raciondlnich ¢isel
tak, aby platilo P = {r;}?°,. Dale, definujme funkci r: M;" — P predpisem

r(x)=r; <= r;e(f(x), fla+)) A {ri,re,....,rj—1} 0 (f(2), flz+)) =10
a pro kazdé q € P ozna¢me

roi(q) ={re M :r(z) = q}.
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Méme

M= rala).

qgeP

Ukéazeme-li tedy, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetnd, budeme mit soucasné také
dokézano, 7e i mnozina M, je spocetna.

Necht je tedy déno libovolné g € P. Vzhledem k definici mnoziny M, a zobrazen{ r,
pro kazdé x €r_1(q) existuje d(x) > 0 takové, ze x < y < x + d(x) = f(y) > r(x).
Jsou-li xq, xo €7_1(q) takové, ze 11 < xy a r(x1) = r(xg) = ¢, pak musi platit

(ZL‘l,ZL’l + 5([E1)) N ([L’Q,l’g + (5(3172)) = @

Vskutku, kdyby bylo z1 < x9 < x1 4+ §(z1), bylo by téz (vzhledem k definici §)

q=r1(r1) < f(22) <r(2) =0,

spor. Systém intervalu {(z,z + §(x)), x €r_1(q)} je tedy disjunktni. V kazdém z nich
muzeme zvolit jediné raciondlni ¢islo r € (z, 2 + d(z)) a tim definovat prosté zobrazeni
r_1(q) do P. To znamen4, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetna.

b) Protoze My = {zxe€J: — f(z) < —f(z+)}, muzeme pouzit ¢dst a) tohoto dikazu
k dikazu spocetnosti mnoziny M,

¢) Konetne, M~ = {xe J: f(—x) # f(—z+)}, takze podle ¢asti a)-b) tohoto dukazu je
také M~ spocCetnd mnozina. O
1.8. Cviceni. Presvédcete se, ze dukaz predeslého lemmatu v sobé obsahuje téz dukaz
nasledujiciho tvrzeni:

Kazdy disjunkini systém intervalu v R je spocetny).

1.9. Véta. Necht [ € BV]a,b]. Potom

S TIATFWI+ D IATf(H)] < oo (1.3)

tela,b) te(a,b)

D i k a z . Necht W znaé&f mnozinu bodt nespojitosti funkce f lezicich v otevieném
intervalu (a,b). Podle Véty 1.7 je W nejvyse spocetnd. Je-li W konecnd, je tvrzeni véty
evidentni. Necht W = {wy}en. Predpoklddejme, ze f je neklesajici. Potom

Yo IATF@B+ Y IATF(E) = AT f(a) + Y (AT F(wn) + AT f(w) +ATf(D),
t€la,b) te(a,b k=1
Necht n€ N amnecht oy, k=0,1,...,n+ 1, jsou body intervalu [a, b] takové, ze plati

a=0g< o< <o, <o =0b a {op}ity = {a}U{w}r_, U{b}.
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Zvolme dale ty, k =1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo
a<ti <o <ty<oy<--- <0, <th <D

Potom

n

ATf(a)+ ) (A" flwe) + A7 f(we)) + A7 f(b)

=1

x>

fla+) = fla) + f(or) = flor=) + flo1+) — f(o1)

+ 4 flont) = flon) + f(b) — f(b—)

< flat) = f(a) + f(t1) = flat+) + flor—) = f(t1) + fo1) — f(o1—)

+ flort) = flon) + f(t2) = f(ort) + flo2—) — f(t2)

+ o flont) = flow) + f(ta) = flont) + f(b=) — f(ta) + f(b) — f(0—)
= f(b) — f(a).

Pro libovolné n € N tedy plati

A (o) + 37 (A Flu) + A Flw)) + A F(B) < F(B) — F(a)

k=0

a tudiz
DA+ Y 1A < £(0) — f(a).
t€a,b) te(a,b]

Tvrzeni (1.3)) tedy plati pro kazdou funkei f neklesajici na [a, b]. Dukaz véty nyni muzeme
snadno dokoncit pouzitim Véty [1.4. ]

1.10. Cviceni. Pomoci rozkladu f(z) = f(a)+p(z) —n(x) ze Cviceni 1.5 dokazte, ze
pro kazdou funkci f € BV]|a, b] plati

STIATFBI+ Y [ATF()] < varlf (1.4)

te[a,b) te(a,b]
1.11. Véta. Prostor BV|a,b] je Banachuv prostor (tj. dplny normovany prostor).
Dukaz.BVa,b je linedrni normovany prostor vzhledem k normeé

f €BV([a,0] = ||fllev = |f(a)| + varg f

(viz Cviceni [1.2 (vi)). Zbyvé tedy dokazat, ze BV|[a,b| je uplny, tj. ze kazda posloup-
nost cauchyovskd v BV |a,b] mé v BV|[a, b] limitu. Predpokladejme tedy, ze posloupnost
{f.}22, C BV]a,b] je cauchyovskd v BV|a, b].
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a) Potom plati

dn.:
{Ve >0 dn (15)

n,m >n. = |fu(x) = fr(2)| < ||fn — fillev <€ pro vsechna z € [a,b].

Specidlné je tedy pro kazdé z € [a, b] posloupnost redlnych ¢isel {f,(z)}5°, cauchyovska
a tudiz pro kazdé x € [a, b] existuje kone¢nd limita

b) Necht je déno libovolné € > 0 a necht n. €N m4 vlastnost (1.5). Potom pro kazdé
x € [a,b] mame také

£@) = (@) = lim |fale) = fo. (@) < 2
a tudiz pro kazdé n > n. a kazdé x € [a, b] plati

[f (@) = fu(@)] < [f(2) = foc (@) + | fo.(2) = fu(2)] < 2e.

To ovSsem znamena, ze
n—oo

neboli, posloupnost { f,,}22, konverguje k f stejnomérné na [a, b].

c) Ciselnd posloupnost {var® f,,1°° je ohranicens. Podle Bolzanovy-WeierstraBovy véty
z ni tedy lze vybrat podposloupnost {var? f,, }2°,, pro kterou plati:

0< lim var? f,, =d < oo,
tj.
Ve >03k.:k>k.ADE2[a,b] = V(f,,,D)<d+e¢

Ve >0VDe2[a,b]:V(f,D)= klirn V(fo,, D) <d+e.
Odtud ovsem uz plyne, ze je

var’ f= sup V(f,D)<d< o0,
D€ P [ab]

tj. f €BV]a,b].
d) Podle (1.5) méme
Ve>0dn,.:

n,m >n. = V(fn— fm, D) <varl(f, — f(z)) <e pro kazdé D € Z]a, b].
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Tudiz, je-li m > n., pak pro kazdé D € 2 [a, b] plati
V(f_fme) = lim V(fn_fmaD> <e

neboli

Val"Z(f - fm) S €.
To ovSsem znamena, ze

Jim (| f = fonllev =0,
coz zbyvalo jesté dokazat. [
1.12. Cviceni. Definujme pro n € N:
0 pro 0 <z < %,
f'fl<x> - . T 1
rsin(Z)  pro - <x <1
Ukazte, ze f, € BV|[0,1] pro kazdé n €N, f, = f na [0, 1], kde
0 pro x =0
flz) = .
rsin(Z)  pro x>0
a pritom f nemd konec¢nou variaci na [0, 1].

Nyni se budeme vénovat vlastnostem funkei s koneénou variaci vzhledem k derivovani.
Nejprve pripomenime pojem mnozin s nulovou mirou.

1.13. Definice. Mnozina M C R mé nulovou miru (u(M) = 0), kdyz ke kazdému € > 0
existuje spocetny systém otevienych intervalu{l;, j € N} takovy, ze je

MCGI] a io:|1j|<€.
j=1 Jj=1

Rekneme, Ze néjaké vlastnost plati skoro vsude (s.v.) na intervalu [a, b], jestlize existuje
mnozina M C [a, b] nulové miry takovd, ze tato vlastnost plati pro kazdé z € [a,b] \ M.

1.14. Cviceni.
(i) Kazda spocetnd podmnozina S v R ma nulovou miru.
(ii) Sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin nulové miry ma nulovou miru.

1.15. Veéta. Kazdd funkce f € BV[a,b] md viastni derivaci f'(x) pro s.v. x € [a,b).

Dukaz Véty [1.15] je technicky komplikovany. Odsouvame ho proto do Dodatku 9.1.

1.16. Poznamka. Lze dokonce dokazat (viz [6, Véty 84 a 91]), ze je-li f € BV]a, b], pak
f'€La,b]. ALE ! Obecné neplati pro kazdou funkci f € BV|a, b] zdanlivé evidentn{
rovnost

@) - ri) = | " p) dt.
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Existuji totiz funkce f € BV|a, b] nekonstantni na [a, b] a pritom takové, ze plati f'(x) =0
s.v. na [a, b].

1.17. Definice. Funkce f € BV|a,b] se nazyvé singuldrni, jestlize plati f'(z) = 0 pro s.v.
x € [a, b].

Nejjednodussim piikladem nekonstantnich singularnich funkei jsou funkce tvaru

f(l') = X[a,c]<x>>

kde ¢ € (a,b). Jejich zobecnénim jsou tiidy jednoduchijch skokovijch funkci (anglicky step
functions) resp. skokovych funkci (anglicky break functions).

1.18. Definice. Funkce f:[a,b] — R je jednoduchd skokovd funkce na |a,b] (f € S[a,b]),
jestlize existuje déleni D= {ag, a1,...,an} € 2[a,b] takové, ze na kazdém jeho diléim
otevieném intervalu (a;_1, a;) je f konstantni.

Funkce f:[a,b] — R je skokovd funkce na [a,b] (f €Bla,b]), jestlize existuji c€R,
K CNa

{wetkex Cla,b], {cxlkex CR a {ditrex CR

takové, ze plati

> (el +dil) < o0

ke K

flx)=c+ Z cr + Z dr pro x€|a,bl. (1.6)

a<wp <z a<wp <z
1.19. Cviceni.

(i) Funkce f:[a,b] — R je jednoducha skokova funkce na [a,b] pravé tehdy, kdyz

existuje déleni D ={ag, a1, ..., q,} intervalu [a,b] takové, ze
m m i+ a;
Fl)=">" Fa5) Xay) (@) + f(%) X(aj-1.07) ()
=0 j=1
pro x € [a, b].

(ii) Pro kazdou f € BJa,b] tvaru (1.6) plati

vary f =" (lei| + |di])

ke K
a tudiz S[a, b C Bla,b] C BV]a, b].

1.20. Véta. Kazda skokovd funkce na [a,b] je singuldrni na |a, b].
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Dukaz.Necht ceR, K CN, {wi}rer Cla,b], Y xler] +|di]) < o0 a

flx)=c+ Z ck + Z dr ma [a,bl.

a<wp <z alw <z

Definujme pro z € [a, b] :

v(x) = Z lex| + Z |di| mna [a,b].

a<wp <z alwi <z
Potom je
o(@) = 3" w(@) na [ab),
ke K
kde
0 kdyz a < x < wy,
Uk(l‘) = |Ck| kdyz T = Wk,

’Ck’ -+ ’dk‘ kdyz w, < x < b.

Kazd4 funkce vy je neklesajici na [a, b] a v} (x) = 0 pro x # wg. Mame tedy

V'(x) = Z v(z) =0 pro z ¢ {witker, tj. pros.v.z€]la,b].
ke K

Protoze pro vSechna z,y € [a, b], x # y, zFejmé plati

‘f(x)—f(y)‘<
r—y B

v(@) —v(y) ‘

r—Yy

plyne odsud tvrzeni véty. O

1.21 . Poznamka. Piiklad funkce, ktera je spojita, neklesajici a singularni na daném
intervalu, je uveden v [5, V.9,cviceni 4].

1.22. Lemma. Necht f € BV[a,b], K CN a necht {wy.}r ek, je mnozina bodi nespojitosti
funkce f v [a,b]. Definujme

fPay=" D> A flw)+ D ATf(ur) pro z€lab]. (1.7)

a<wi <z alwg<zT
Potom je fBeBV|a,b] a funkce f — fB je spojitd na [a,b].

D uk az . Podle Véty 1.9/ (viz téz Cviceni [1.19 (ii)) mame

varg f5 =" (JA7 fwe)| + |AT f(w)]) < o0

ke K
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a tudiz fB e B[a,b] C BV|a,b]. Ddle, pro kazdé = € [a,b) mame

S A flw)+ D AT f(uwg),

a<wi <z a<lwi <z

Proto také
fP(a+) = fP(x) = A f(x)

(flat) = fB(a+)) = (f(2) = [P(2)) = AT f(z) = AT f(2) =
Podobné, pro kazdé x € (a, b] je
D AT flw)+ Y, AT f(wy)

a tedy
(f(z) = fP(2)) = (fa=) = fP(z=)) = A7 f(x) = A7 f(z) = 0. 2

1.23. Definice. Funkce fB pfifazend k f podle definice (1.7) budeme nazyvat skokovd
¢dast funkce f. Rozdil f — fB nazyvame spojitd ¢dst funkce f a znacime f©.

1.24. Poznamka. Podle Lemmatu 1.22/1ze kazdou funkci s konecnou variaci rozlozit na
soucet funkce spojité a funkce skokové. Takovy rozklad se nazyva Jordaniv rozklad funkce
S koneénou Variaci Obecné jsou skokové resp. spojité éést z Jordanova rozkladu uréeny

podintervalu v [a, b] 1ze deﬁmcl (L.7) ekv1va1entne zapsat téz ve tvaru

= > AT f(we) Xy (0) + Y AT F(wr) X ().

ke K ke K

1.25. Lemma. Necht f €BV[a,b], K C N, {w}ren je mnoZina bodi nespojitosti funkce
f vintervalu [a,b] a necht fB je definovdna jako v Lemmatu 1.22. Definujme ddle

Sl () = Z A7 f(wr) Xy (T) + Z AT f(wk) Xy 1) (%)
keKN[1,n] keKN[1,n]
pron€eN ax € [a,b].
Potom je fB eSla,b] pro kazdé n €N a plati

lim var? (fB— fB)=o.

Dukaz plyne z nerovnosti
vary (fP = f2) < Y (1A fwy)] + AT f(wy)])
keK\[1,n]

a z Véty [1.9. ]



STIELTJESUV INTEGRAL 11

1.26. Véta (HELLY). Necht {f,}52, C BV]a,b], ¥ €R,

n=1
|fu(a)] <3¢ a var® f, < pro vsechna n€N.

Potom ezistuji funkce f €BV|a,b] a podposloupnost
{faiteen C{fatnen

takové, Ze plati
J@| < vt f < o lm fo (@)= f@) nalab]

K dukazu Hellyovy véty vyuzijeme nésledujicich dvou lemmat.

Lemma 1. Necht
|fn(z)] < M <00 na [a,b] pro vsechna n € N.

Potom pro kazdou spocetnou P C [a,b] existuje podposloupnost {fn,}%2, posloupnosti
{fn}>2, takovd, Ze limita

Jm, S (P)

je konecnda pro vsechna p € P.

Dukaz.Neht P = {p}2,. Mame |f,(pr)| < M < oo pro vSechna n, k € N. Podle
Bolzanovy-Weierstraflovy véty lze tedy vybrat z {f,};2, podposloupnost {f,, ,}2;, pro
niz existuje konecna limita

Jim S (P1) = @1 €R.

Podobné existuji

{fnk,z}zozl - {fnk’l}zozl L)) eR

tak, ze
kh—{go fnk,2 (pQ) =q2 eR.

Takto pro kazdé j € N najdeme posloupnosti

{fnk,j}iil C {fnk,j71}zozl a Qj ER

takové, ze plati

klim frwo(Pe) =@ €R pro kazdé £€{1,2,...,5}.
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Polozme f,, = fy,, pro k€N. Potom
klim fn.(pj) =q; €R  pro kazdé jeN.
O

Lemma 2. Predpoklidejme, Ze viechny funkce f,, n €N, jsou neklesajici na |a,b] a Ze
existuje M € (0,00) takové, Ze ||fall < M plati pro kazdé n € N. Potom existuji podpo-
sloupnost

{fnk }211 - {fn}qozozl

a funkce f:|a,b] — R neklesajici na [a,b] takové, Ze plati

lim f, ()= f(z) na [a,b].

k—o0

Dukaz.Neht P=(PnN(a,b))Ulal U[b] je mnozina raciondlnich ¢&fsel z intervalu
(a,b) doplnéné o body a, b. Mnozina P je spocetnd a [a,b] \ P C (a,b). Podle Lemmatu 1
existuji podposloupnost {n,}32, CN a zobrazeni ¢p: P — R takové, ze plati

klim fn.(p) = ¢(p) pro vsechna p € P.

Ziejmé plati
/!

e(p') < (p") pro vsechna p',p" € P,p’ <p".

Déle, definujme pro z € (a,b) \ P

o(x) = sup @(p).
p € PNla,z)

Potom mame

pla) = lim f(z) pro zeP a o(z)= lim o(p)
peP

a ¢ je definovand a neklesajici na [a, b]. Ukdzeme, ze v kazdém bodé z € (a, b), ve kterém
je funkce ¢ spojitd plati

Jim o, (z0) = ¢(w0). (1.8)
Vskutku, necht je ddno € > 0. Potom existuje 0, > 0 takové, Ze

To— 0. < T < Tp+ 0 = w(x0) —e < p(x) < p(zo) +¢.
Zvolime-li " € PN (xg — 0z, %) a " € P N (xg, o + J:), bude platit

o(z0) —e < @(r') < p(x0) < (") < p(x0) + €.
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Déle, zvolme k. tak, aby bylo
p(r) —e < fu () <@(r) +e a (") —e < fo,(r") <o(r’) +e
pro kazdé k > k.. Potom, pro kazdé k > k. dostaneme také
(o) — 28 < (1) —e < fu (1) < fu, (o)
< () < @(r") + & < plao) + 2¢,

¢ili plati (1.8).
Dokazali jsme tedy, ze zna¢i-li () mnozinu bodu nespojitosti funkce ¢ v (a,b), pak

Jim f (2) = p(a)  pro welfa, 0]\ Q.

Podle Véty 1.7 je mnozina () spocetna. Muzeme tedy pouzit jesté jednou Lemma 1 a
dokazat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnke }Z.il - {fnk}zozh
kterd mé limitu ¢(z) € R pro kazdé = € Q). Definujeme-li tedy
o(x) kdyz z€la,b]\Q,
flx) = ;
Y(r) kdyz z€Q,

bude
lim f,,, () = () na [o.]

a protoze funkce, kterd je na intervalu [a, b] bodovou limitou posloupnosti funkei nekle-
sajicich na [a, ], je také neklesajici, lemma je dokazéno. O

Dukaz Veéty 1.26. Podle Lemmatu 2 (a s ptihlédnutim ke Cviceni [1.5) existuji funkce
f €BV]a,b] a podposloupnost {n;} C N takové, ze

lir(r)lo fn.(x) = f(z) na la,b].

ks
Ziejmé je |f(a)| < s. Déle, protoze pro kazdé déleni D = {ag, a1, ..., } € Z2[a, b] mame

V(f,D) = lim V(fo,, D) < lim varl f, < 5,

plati také var® f < s. O



