Kapitola 2

Absolutné spojité funkce.

2.1 . Definice. Funkce f:[a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu [a, b], jestlize ke
kazdému e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

Z floy)| < e

plati pro kazdy systém intervalu [a;, 3;], j = 1,2,,...,m, spliujici
a<a < <SPy <G 1<, <G, <b a Z(ﬂj—aj) <4 (21)
j=1

Mnozinu funkei absolutné spojitych na [a, b] zna¢ime AC|a, b] resp. AC (je-li ze sou-
vislosti jasné, o jaky interval se jednd).

2.2. Cviceni. (i) Kazd4 funkce absolutné spojita na intervalu [a, b] je na tomto inter-
valu stejnomérné spojita.

(ii) Necht funkce f:[a,b] — R spliuje Lipschitzovu podminku na intervalu [a,b], t
existuje L € R takové, ze
|f(z) — f(y)] < Llz —y| plati pro vSechna x,y € [a, b].
Potom f € ACla, b].

2.3 . Véta. Kazdd funkce absolutné spojitd na intervalu [a,b] md na tomto intervalu
konecnou variaci.

Dukaz.Necht feAC. Zvolme 6 > 0 tak, aby platilo

INgE

[£(8) = flay)] <1

1

J

pro kazdy systém intervalu [oy, 55], j = 1,2,,..., k, spliujici (2.1). Déle, zvolme déleni
{zo,x1,..., 2} intervalu [a, b] tak, aby platilo

O<xz;—mi_1<0d prokazdéi=1,2,... k.

Potom pro kazdé i = 1,2,...,k a kazdé déleni D' = {of, o, ..., a, } intervalu [2;_q, x;]
mame

m;

Z(&; —a ) =2 — 21 <9

=1
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16 ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE

a tudiz (podle Vety [1.3))

m k m;
var® f = Zvarﬁz_l f= Z sup Z |f(a;) — f(a;._1| < k < o0.
i=1 ] j=1

i1 D' €D i3] = O

2.4. Veta. Jestlize f, g€ ACla,b], pak |f|, f + g, [ g, max{f, g}, min{f, g} € AC|a, b].
Je-li navic | f(z)| > 0 na [a,b], pak také f~' € ACla, b].

Dukaz. Necht f, geAC|a,b].
a) Pro libovolnd z, y € [a, b] plati |f(z)| < |f(x) — f(y)| + | f(y)]. Tudiz

1f(@) = f)] = |If ()] = f)]]

DB = 1 (apl] < 3 _1F(8) = Flay)l.
j=1 Jj=1
Odtud uz ovsem okamzité plyne, ze také |f| € ACla, b].
b) Druhé a treti tvrzeni, tj. f + g € ACla,b] a f g€ ACla,b], plynou z nerovnosti

|(f(z) +g(x)) = (f(y) +9)| < [f(x) = fF(W)] + [9(x) — g(y)|

[f(2) g(x) = f(y) 9| < £l 19(x) = g(w)| + llgll 1f (=) = f(»)l-

¢) Protoze pro libovolné x € [a, b] mame

max{f(z),g()} = = (f(z) + g(z) + | f(z) — g(x)l)

min{f(z), g(x)} = 5 (f(z) + g(z) — |f(2) - g(l’)|>,
plati v dusledku a) a b) také

max{f, g} € ACla,b] a min{f, g} € ACla,bl.

d) Kone¢né, je-li navic |f(x)| > 0 na [a, b], pak existuje p > 0 takové, ze plati | f(z)| > p
na [a,b] a tudiz také

L S I VA € e A€
flx)  fly)l — I '

Nyni uz je snadné ukdzat, ze f~* € ACla, b]. O
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2.5. Poznamka. Podle vét [1.15 a 2.3 kazd4 funkece f absolutné spojita na intervalu [a, b]
ma konec¢nou derivaci f'(z) pro s.v. x € [a, b]. Lze dokazat (viz [0, Véty 93 a 94]), ze funkce
f:a,b] = R je absolutné spojita na [a, b] pravé tehdy, kdyz

f(2) - fla) = / “g(t) dt na [a, 8

pro néjakou funkci g € L' [a, b]. (Potom je f'(z) = g(x) pro s.v. x € [a,b].) Specialné, plati,
ze je-li fe€ACla,b] a f'(x) = 0 pro s.v. z €la,b], pak je f konstantni na [a,b]. Déle,
zobrazeni

f€AC[a,b] — (f(a), f')€R x L'[a, b]

(c,g9) ER x L[a,b] — f(z): = c+/xg(t)dt€A(C[a,b]

piredstavuji vzdjemné jednoznacny vztah mezi AC[a,b] a R x L[a, b]. Na ACla, b] definu-
jeme normu predpisem

[fllac = [f(@)[+ [f]l. pro fe€ACla, )]

a ACla,b] je pak Banachuv prostor. Obecny spojity linearni funkcional na ACla,b] m4
tvar:

b
feACla,b] — qf(a)—l—/ p fdt,

kde geR a pelL®[a,b]. (L*>®°[a,b] znaci prostor funkei ”v podstaté” ohrani¢enych na
[a,0].)
Dalsi podrobnosti o funkcich absolutné spojitych lze nalézti v monografiich V. Jarnika

Diferencidlni pocet II [5, V.9] a Integrdini pocet II [6, V.5] a S. Schwabika Integrace v R
(Kurzweilova teorie) [9, XII1.4].

Vime jiz (viz Lemma [1.22 a Poznamka [1.24)), ze kazdou funkci s kone¢nou variaci na
[a, b] muzeme rozlozit na soucet funkce spojité a funkce skokové resp. na rozdil dvou funkef
neklesajicich na [a, b] (viz Véta[l.4). Funkce s koneénou variaci 1ze také rozlozit na soucet

funkce absolutné spojité a funkce singuldarni. Dukaz néasledujiciho tvrzeni je uveden napt.
v [6, Veta 125].

2.6. Véta (LEBESGUEUV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACT). Pro kaZdou funkci
f €BV]a,b] existuje singuldrni funkce f5NC takovd, ze f — fSNC je absolutné spojitd na
[a,b]. Funkce fS™NC je uréena jednoznacné az na konstantu.

2.7 . Definice. Jestlize f € BV[a,b], pak funkci f5N¢ piifazenou k f podle Véty 2.6
nazyvame singuldrni ¢dst funkce f. Dale, rozdil f — fS™NG nazyvame absolutné spojitd
¢dst funkce f a znaéime fAC. Koneéné, f5¢: = f — fB — fAC = fC _ fAC 5e spojitd
singuldrni cast funkce f.



