Kapitola 3

Regulované funkce.

3.1. Definice. Funkce f:[a,b] — R se nazyvéa regulovand na |a,b|, jestlize pro kazdé
t € (a,b] a kazdé s € [a, b) existuji koneéné limity

ft=) = lim f(7) a f(s+)= lim f(7),

T—t— T—5+

tj. ma-li na intervalu [a, b] nespojitosti nejvyse 1. druhu. Mnozinu funkei regulovanych
na [a, b] znacime Gla, b].

3.2. Poznamka. Ziejmé plati BV|a,b] U Cla,b] C G[a,b], piicemz Gla,b] \ Cla,b] # 0 a
Gla,b) \ BV[a,b] # 0.

Podobné jako pro funkce s kone¢nou variaci (viz Lemma z dukazu Véty [1.7) plati pro
regulované funkce :

3.3. Véta. Kazdd funkce regulovand na [a,b] md na |a,b] nejvyse spocetné mnoho bodu
nespojitosti. O

3.4. Véta. Jestlize pro posloupnost {fn}r> CGla,b] a funkci f:]a,b] — R plati
lim, o fu(z)=f(z) stejnomérné na [a,b] (tj. im, . ||f — full =0), pak f € Gla,b].

Dtk az . Necht z €a,b), necht {zx}ren C (2,0] je libovolnd posloupnost takovd, ze
x> pro vsechna k€N a x, — x pro k— oo. Necht je ddno libovolné € > 0. Zvolme
no €N a ko € N tak, aby platilo

9 9
15 = Full <5 @ Uulon) = (ool < 5 pro viechna k£ > ko

Potom budeme mit pro vSechna k, ¢ > kg

|f(@i) = flz)|
< |f(xk) - fno(xk)‘ + ‘fno('rk> - fn0(17é>| + ’f(xf) - fno(xfﬂ <g,

tj. existuje konecnd limita f(z+) = limy_ f(zx). Podobné bychom ukézali, ze pro kazdé
x € (a,b] existuje koneénd limita f(x—). O

3.5 . Definice. Pro libovolnou funkei f:[a,b] — R, podinterval [«, 5] C [a,b] a déleni
D ={ap,01,. .., 0} € Z]a,b] definujeme

W) (f) = sup |f(@) = f(2")] a wp(f)= max wWa,_,a)(f)

/2" € (a,B) 1=1,2,....m
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20 REGULOVANE FUNKCE

3.6. Véta. Nasledujici tii turzeni jsou ekvivalentni
(i) feGla,b].
(i) Ezistuje posloupnost { fn}nen C Sla,b] takovd, Ze plati f, = f na [a,b] pron — oo.

(77) Pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D € 2[a,b] takové, Ze wp(f) < e.

D i k az . a) Implikace (ii) = (i) je dokdzana Vétou 3.4l

b) Predpoklddejme, ze plati (i) a necht je déno libovolné € > 0. Potom pro kazdé z € [a, b]
existuje d(z) > 0 takové, ze plati

x —d(z) > a pro véechna xz € (a,b], =+ d(x) <b pro vsechna x € [a,b)

a
{ W(a,a+s(a)) () <&, Wi—s).0) (f) <€, 3.1)
Wa—s@)a)(f) <€ a  Waets@)(f) <& pro vsechna z € (a,b).
Intervaly

[a,a+d(a)), (x—0(z),z+d(x)), x€(a,b),(b—35(b),b]

tvoii oteviené pokryti intervalu [a, ], ze kterého lze podle Vitaliovy véty (viz napf. [5,
Véta 81]) vybrat pokryti koneéné :

[a,a+d(a)), (x;—d6(x;),z; +6(x;)), i=1,2,...,m—1,(b—4d(b),b],
ptricemz vzhledem k (3.1) plati

Wizi—s(z),z)(f) <€ & Wayems@) (f) < e proviechnai=1,2,...m—1.
Oznaéme zg: = a a x,,: = b a necht

D = {.%'0,051,371, ce. Oém,1,$m,1,am,l'm},

kde

a5 - (I‘l — (5(1‘1), Ti—1 —+ (5($l_1)) N (ZEZ‘_l, Q’Ii), Z = ]., 2, R 1 1
Potom

Wa,an) (f) < Waatsan(f) <&, Wiamb) () L wp—swyp(f) <e
a

Wasa) () S W@ e)(f) <€ a8 Wapain)(f) < Wy ars@)) (f) <€

pro kazdé 1 =1,2,...,m—1, tj.

u)D(f) <e&.
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c) Piedpokladejme, 7e plat{ (iii). Necht je ddno ¢ > 0 a necht
D = {040,041,...,04m}€9[a,b]

je déleni [a, b] takové, ze wp(f) < e. Pro kazdé i€ {1,2,...,m} zvolme & € (i1, ;) a
definujme

ool = { fla) pro = = «y,
: f(&) pro z € (o1, ;).

Pro kazdé x € [a,b] mame |f(z) — g-(x)| < € a tudiz také || f — g.|| < . Jestlize tedy pro
kazdé n € N definujeme f,, = g1/,, bude f,, €Sla,b] pro kazdé n€N a f, = f na [a,b] pro
n — o0. O]

3.7. Dusledky.
(i) Kazdd funkce requlovand na [a,b] je na [a,b] ohranicend. Tudiz také G|a,b|CL![a, b].

(ii) Pro kazdé € > 0 ezistuje nejuyse koneéné mnoho x € [a,b] takovych, Ze plati

AT f(x)| > e mnebo |A™f(z)] >e.

D 1 k a z . Obé tvrzeni plynou z vlastnosti (iii) z Veéty 3.6l O

3.8. Véta. GJa,b] je Banachiv prostor vzhledem k normé

Iflle = NIf1l = sup |f(z)].
z € [a,b]
D u k a z . Pfedpoklddejme, ze posloupnost {f,}>°, C Gla,b] je cauchyovskd v G|a,b].
Jako v castech a) a b) dukazu Vety [1.11 dokdzeme, ze existuje funkce f:[a,b] — R
takové, ze plati lim,,_. ||f — f|| = 0. Podle Véty 3.4/ ovsem plati f € G[a, b] a tim je véta
dokazana. O

3.9. Poznamky.

(i) feSla,b] <= f je konecna linearni kombinace charakteristickych funkei intervalu
la,T], [a,T), T € (a,b], a charakteristické funkce jednobodového intervalu [a], tj.

S[a, b] = Lin (X[CL,T]7 Xja,r)s T € (@, b], X[cu])-

(Lin(M) znadi linedrni obal mnoziny M.)

(ii) Mnozina Sla,b] je podle tvrzeni (ii) Véty 8.6 hustd v Gla,b], tj. S[a,b] = Gla,b],
kde S[a, b] znaci uzaver S|a, b v Gla, b].
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3.10. Lemma. Necht {f,}>2, C Gla,b] a f, = f na [a,b]. Potom plati téz

n=1

fulz=) = fla=) a fulz+) =3 fla+) nala,b],

kde f(a—)=f(a), f(b+)=f(b) a fula=)=fi(a) a fu(b+) = fi(b) pro kEN.

Dukaz.PronéeN polozme

~ folz+) kdyz x€la,b),
Il >:{ fad)  kdyz =0

= | flae+) kdyz z€la,b),
f(x)_{ Fb)  kdyz @ —b.

Necht je ddno & > 0. Existuje n. €N takové, ze je | f,(t) — f(t)| < € pro kazdé n > n. a
kazdé t € [a, b]. Odtud ovsem limitnim pfechodem ¢ — z+ dostaneme, ze také pro kazdé
x € [a,b) a kazdé n > n. plati

Fola) = )] = Jim | £u0) ~ F0)] < =,
tj.

tim (7, — 7l =0
neboli

fulz+) = fat).
Podobné bychom ukazali, ze plati i f,(z—) = f(z—) na [a, b]. O

Ve zbyvajici ¢asti kapitoly uvedeme nékolik tvrzeni, které budou pozdéji (zejména
v kapitole [6) uzitecné. Nejprve shrneme dusledky Lemmatu [3.10/ pro nékteré dulezité
podmnoziny prostoru G|a, b].

3.11. Disledky. Mnoziny

( Girla,b] = {f€Gla,b]: f(z—) = f(x) na (a,b)},
Gula,b] = {f €Gla,b]: f(z—) = f(2) na (a,b]},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(z) na (a,D)}, (3.2)
Grla.b] = {f€Gla,b]: f(z—) = f(z) na [a.b)},

\ Gryla,b] = {f €Gla,b]: f(z—) + f(z+) = 2 f(2) na (a,b)}

jsou uzaviené v Gla,b] a tudiz jsou to také Banachovy prostory vzhledem k operacim a

normé indukovangm z Gla, b].
O]
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3.12. Lemma.

Gila, 0] NS[a, 0] = GLla,b], Girla,b] N Sa,b] = Gy[a,b],

Ggrla,b] N Sla,b] = Ggla,b],  Ggla,b] NS[a,b] = Ggrla, b],

G regla, b] N Sla, bl = G la, b].

D u k a z . Dokazeme pouze prvni a posledni tvrzeni. Zbyvajici vztahy se dokazou ana-
logicky.

(i) Necht feGyla,b] ac > 0. Podle Véty 3.6/ (ii) existuje ¢ € S[a, b] takové, ze

|f(z) —o(x)] <||f —¢|] <& pro vsechna x € [a, b]. (3.3)
Déle, pro kazdé x € (a,b) existuje d(z) > 0 takové, ze z — 6(x) > a a

|f(z) — f(t)] = |f(z—) — f(t)] <e pro vechna t € (z — (x),x).
Pro kazdé = € (a,b) a t € (x — §(z), 2] tedy mame

lp(z) — o] < lp(x) — f@)] +[f(@) = FOI +[f(E) — )] < 3e,
.

lp(z) — p(z—)| < 3e.
Polozme

o) = { o(x) pro = = a nebo x = b.

4 o(x—) pro z € (a,b),
Potom ¢ € G[a,b] NS[a, b],

|f(z) —o(z)| = |f(x) — p(x)| < e kdyz z =anebox=>

[f(x) = o(@)] < |f(z) — @(@)] + lp(x) — ple—)| < 4e kdyz x€(a,b).
Odtud uz plyne, ze mnozina G [a, b] N S[a, b je hustd v G [a, b].

(i) Necht f € Gyegla, b]. Necht je ddno £ > 0 a funkce ¢ € S|a, b] je takovd, ze plati (3.3).
Potom musi byt také

[f(z=) —p(z=)[<e pro z€fa,b) a [flz+)—plet)]<e pro ze(ab]. (3.4)
Polozme
¢(a) kdyz = =a,
p(r) = %(g&(m—l—) + go(a:—)) kdyz z € (a,b) (3.5)
o(b) kdyz = =0.
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Potom @ € S[a, b] NG ee[a, b]. Déle, vzhledem k (3.4) a (3.5),
f(@) = B@)] =[5 [f(z+) + f(@=)] = 5 [e(a+) + p(2-)]|
<3 (If@+) = ela)| + |f@=) = p(a=)]) <& kdyz 2€(a,b)
Konetné, podle (3.3) a (3.5) mame
1f(2) = 3()| = | f(x) — ()] < e kdyz x = a nebo z = b.
Odtud uz plyne, 7e platf Gregla, b] N S[a, b] = Gregla, b]. 0

3.13. Lemma.

G r[a,b) NSla,b] = Lin( 1, x4, 7 € [a b),X[b]>,
G Lla,b] NSla,b] = Lin(1, x(rp, 7 € (a b)),

Grla,bl NS[a,b] = Lin( 1, (4, X[r4), T € [a, b)>

(1x

(1x

(
Grla,b] NS|a,b] = L1n<1,x[7b],7'€ a b))
Gl 8] NSl b] = Lin (1, X(aa 5 Xir + Xm0 € (00, X35 ).
Gregla, b] NS[a, b] = Lm(1 =X +Xﬂ,],re(a b)>

D 1 k a z . DokdZeme napf. piedposledni z uvedenych relaci. Necht tedy f € S[a,b] N
Gregla, b]. Potom existuji m eN, ¢y, c1,¢2,..., 1 €ER a déleni D = {ap,a1,..., 0}
intervalu [a, b] takové, ze

Co kdyz x = a,
¢ kdyz z € (aj_1, ;) pro néjaké j=1,2,...,m,
kdyz x = «a; pro n¢jaké j=1,2,...,m —1,
Cmi1  kdyz x =0,
tj.
f(@) = coxpa(@) + 22551 ¢ X(ayo1,0) (@)

—l—%(ZT:_ll (c; + ch)X[aj](I)) + cm+1xp) (%) pro z € [a,b].

Pravou stranu vztahu (3.6) muzeme upravit takto

m m—1
f= o« Xla,b) — €0 X(a,b] T Z Cj X(aj_1,b] — Z Cj X[a;,b] — Cm X[p]
j=1 j=1

—1 m—1

+ % Cj Xfoy] T 3 ZC]+1Xa]]+Cm+1 X [b]
Jj=1 j=1

3
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m m—1
= CoXfah) = 0 X(atl + D Xiag 1] = D & (X(ay ] + Xfag)
J=1 j=1
m—1 m—1
+ 3D G X T3 Z Cit1 Xag] + (Cmt1 — €m) Xpy)
J=1 j=1
m—1 m—1
= Co X[a’b] — Co X(avb] + Z Cj+1 X(Otj,b] - Z Cj X(aj,b]
J=0 j=1
m—1 m—1
- % Z Cj Xfay) T % Z Cj+1 X[ay) T (Cmt+1 — Cm) Xb)
J=1 j=1

-1

= CoX[ab] T (c1 —co) X(ab] T (cjy1 —¢j) (X(aj,b] + %X[aj]>
j=1

3

+ (Cm—H - Cm) X[o]

= doX[ap T d1 X(ap] + Z d; (X(aj,b} + %X[ajo + dmt1 Xp)»
j=2
kde
dy=c¢o, dj=cj—cj_1pro j=1,2... . m+1, (3.7)

Dokazali jsme tedy, ze

1
f < Lin(l, X(a,b]

s 5 X[T] + X[T,b]a TE (aa b)> X[b}) .

Protoze vztahy (3.7) definuji vzdjemné jednoznacénou korespondenci mezi vektory

(007 Ciy.- -5 Cm, Cm+1) a (dO, di, ... dy, dm+1) )

znamena to, ze plati

Greg[a7 b] N S[a, b] = Lm(l, X(a,b)» X[r]> X[r,b]s T € (CL, b)7 X[b]) . =

Dalsi podrobnosti tykajici se regulovanych funkci lze nalézti zejména v monografii
Ch. Honig: Volterra Stieltjes-Integral Equations[4l, sec.3].



