Kapitola 4

Riemannuv-Stieljesuv integral

Text této kapitoly se opird zejména o kapitolu IT Hildebrandtovy monografie [3].

4.1. Definice. Pro libovolné dvé funkee f, g: [a,b] — R arozsitené déleni (D, &) € 2 |a, b

intervalu [a,b], D = {ag, ay1,...,am}, € = (&1, &, ..., &y)5rPlsizel ¢ R™ | definujeme
Srag(D,€): =Y f(&) [9(y) = glay)].
j=1

(Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme psat zjednodusené S(D, ) misto Srag(D,§).)

4.2. Definice. Necht f,g:[a,b] — R. Rekneme, zZe existuje normovyj Riemanniiv-Stieltje-
suwv integrdal ((n) RS-integral)

b b
) [ 7dls) = [ ) digto)
a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé € > 0 existuje d > 0 takové, ze plati
((D,g) e #la,b) A |D|< 5) — |S(D, &) — 1| <e.
Rekneme, 7e existuje o-Riemanniiv-Stieltjesiv integrdl ((o) RS-integral)
b b
@ [ £l = (o) [ f) digto)]
a mé hodnotu I € R, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje déleni D, € 2[a, b] takové, ze plati
((D,g) e 2lall A D.C D) — |S(D, ) — 1| <.

Existuje-li integral fab f d[g] (v nékterém z vyse uvedenych smyslu), pak pro libovolné
funkce f, g:[a,b] — R definujeme:

/bafd[g]z—/abfd[gy

Déle, pro kazdé c € [a,b] a pro viechny funkce f, g:[a,b] — R definujeme:

/ccfd[g] 0.
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4.3 . Cviceni. Jestlize funkce f:[a,b] — R a g € BV|a,b] jsou takové, Ze existuje RS-
integradl fab fdlg] (v normovém ¢i zjemnovacim smyslu), pak plati :

’/abfd[g]) < || f|l var® g.

Pro kazdd dvé déleni D', D" € 2][a,b] takova, ze D' C D" (D" je zjemnéni D’) plati
|D"| < |D'|. Snadno lze tedy dokazat nasledujici tvrzeni:

4.4. Véta. Je-li (n) fabf dlg] = I € R, pak plati také (o) f;f dlg] = I.

4.5. Poznamka. Necht f € G[a,b], x9 € (a,b), c,d € R, cd >0 a

—c  pro z < x,
g(l‘) = _CX[aﬂ»‘o)(x) + dX(on)}(x) = 0 pro r = To,

d pro x > xg.
Pro libovolné rozsitené délent
(D7§> = ({0[0, Qq, ... 7am}) (5175% s 7§m)> S [aa b]
intervalu [a, b] mdme
[ f(&) (c+d) je-li wo € (o, i), & = & # o,
f(zo) (c+d) je-li wo € (o), i), & = o,
S(D,§) = f(€) e+ f(E")d  jelizg = aj, {1 = § # xo, &= §" # xo,
f(@o) e+ f(E")d  je-li o =y, §5-1 = w0, § = & # o,
( [(€) e+ f(zo)d  jelimg = oy, {1 = # w0, {5 = 0.

Odtud vidime, ze pokud je —c = g(xo—) # d = g(zo+), pak k tomu, aby ¢dstecné soucty
S(D, &) konvergovaly pro |D| — 0 k néjaké koneéné hodnoté I, je nutné, aby funkce
f byla v bodé zy spojita (lime_,, f(§) = f(xo)). Lze tedy ocekdvat, ze pro existenci

normového integrélu (n) f: f dlg] bude nutné, aby funkce f a g nemély zadny spole¢ny
bod nespojitosti.

Nyni, necht Dy € Z[a,b] je libovolné déleni obsahujici zy. Pro kazdé jeho zjemnéni D
potom mame

S(D,§) € {f(&) e+ f(&")d, f(xo) e+ f(£")d, f(§) e+ fxo) d},

kde & < zp a & > xy. Bude-li tedy funkce f regulovana na [a,b], bude mnozina Q
hromadnych bodt mnoziny {S(D,€):(D,&) € 2 [a,b] A Dy C D} nejvyse titbodova :

Q = {f(zo—) c+ f(zot+)d, f(x0) c+ f(xot+)d, f(zo—)c+ f(zo)d}
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To naznacuje, ze pro existenci integrélu (o) fab f d[g] bude nutné (a mohlo by stacit (7)),
aby pro funkce f a g a libovolné = € [a, b] platilo:

(ATf(z)ATg(x) =0) A (A7 f(z) A7g(z) =0).
Standardnim zpusobem lze dokazat nasledujici tvrzeni.

4.6 . Véta (BoLzaNo - CAUCHYOVA PODMINKA). Pro dané funkce f,g:[a,b] — R
existuje normovy integrdl (n)fabf dlg] pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka :

{ Ve>035>0: <(D’,§’), (D" "Y€ 2 [a, b A|D'| <5 A|D"| < 5) 1)
—s |S(D',¢) — S(D",¢")| <e.
Podobne, (o) fab fdlg] € R praveé tehdy, kdyz plati
Ve> 03D, €9(a,b]: ((D’, &), (D", €" € #[a,b| AD' > D.AD"> D5> @)
— |S(D', &) — S(D",&")| < e. '

D u k a z . Nutnost splnéni uvedenych podminek pro existenci prislusnych integralu je
ziejma z Definice 4.2.

Predpokladejme, ze je splnéna podminka (4.2). Potom muzeme vybrat posloupnost
rozsfienych déleni {(DW ¢¥)}2 | intervalu [a, b] takovym zpiisobem, ze bude platit

1S(D, &) — S(DM, ¢ <L prokazdé D > Dy a (D,€) € 2[a,b] (4.3)
a pritom soucasné
D, C Dy a |S(Dy, &%) —S(Dp¢")| <+ prokazdé k€N a (> k. (4.4)

Posloupnost {S(Dy, £¥)}22, je cauchyovskd posloupnost redlnych cisel a existuje tedy
realné cislo I € R takové, ze

Jim S(Dy, &%) = 1.
Nyni, necht je dano € > 0. Zvolime-li k. tak, aby bylo soucasné

g
< a |S(Dk57€k5)_l| < a) (45)

2

DO | ™

1
ke
bude, vzhledem k (4.3) a (4.5), pro kazdé D D Dy, a kazdé (D, &) € £[a, b] platit

|S(D7€)_I| < |S(Da§)_S(Dksagks)|+|S(Dksvgk’5) _I| <g,

neboli

Iz(o)/abfd[g]-
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Implikace (4.1) = (n) f; fdlg] € R by se dokazovala podobné a ponechava se
ctenari jako cviceni. O]

Pokud nebude v nasledujicich tvrzenich explicitné zminéno, zda se jedna o normovy
integrél ¢i o (o)-integrél, bude to znamenat, ze tvrzeni plati pro oba typy integralu.

4.7. Véta. Jestlize existuje integral fab fdlg] a ce(a,b), pak existuji také integraly

/acfd[g] a /bed[g]

a platt
b c b
[ rd= [ rdg+ [ s
Dukaz. a)Existenci integralu

/acfd[g] 2 /cbfd[g]

dokazeme snadno pomoci Véty 4.6.

b) Déle, necht je déno >0. Zvolme rozsitend déleni (D', £ Ye 2 [a, c] a (D", £")e ¢, ]
tak, aby platilo

c b b
- [ raig+ sy~ [+ 0.0~ [ fdigl <= (@)
kde
(D,§) = (D'uD" (£,£") € 2[a,b].

Potom bude S(D, &) = S(D',¢') + S(D”,£") a tudiz

!/fd /fd /bed[g]

<| de S(D, )|+ |S(D,&) — S(D',¢) — S(D",&")]

+|S<D’,£’>—/Cfd[gﬂ+\S(D,@—/ fdlgl] <. m

4.8 . Cviceni. Pro oba integrdly (normovy i zjemiiovaci) provedte podrobné ¢dst a)
dukazu predchozi véty. Dale podrobné zduvodnéte pro¢ z existence integralt

[ [raw. [Cra

opravdu plyne existence rozsitenych déleni (D', &) € 2a,c] a (D", £") € 2]c, b] takovych,
ze plati (4.6).
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Dalsi tvrzeni plyne piimo z Definice [4.2.

4.9. Cviceni. Necht f, f1, f2, 9,91, 2 : [a,b] — R, a necht existuji integraly :

/abfld[g], /abfzd[g]a /abfd[gl] a /abfzd[92]~

Potom pro libovolna ¢y, co € R plati

/ab(01f1+02f2 —Cl/ fid +C2/ f2d

/abfd[clgmLcZgz} = /abfd[gl]Jrc2 /abfd[gﬂ.

4.10. Véta. Necht g € BV|a,b], f:[a,b] — R je ohraniéend a funkce f,:la,b] — R,
n € N, jsou takové, Ze

b
/ fndlgl € R pro vsechna n € N (4.7)
T [~ Sl =0 (45)

Potom existuje také integrdl |, b fdlg] a plati
lim fn / fdlg (4.9)

Dukaz provedeme pro o integral:

Necht je ddno & > 0. Vzhledem k predpokladu (4.8) muzeme zvolit n. € N tak, aby
platilo

nzn. = (Il =1l <

) A (Il < 171 +1). (4.10)

var? g

Déle, za nasich predpokladu (viz Cviceni 4.3) je pro n > n.
b
[ el < It < (151 + D vart g
Muzeme tedy vybrat podposloupnost {n;}>, v N a I € R tak, ze bude platit
b
klim fop dlgl = 1.
Specidlné, existuje k. € N takové, ze

g, >N a (ka;g — |/bfnkd[g]—l{<s>. (4.11)
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Dale, necht D, = {ap, ay,...,q,} € 2 je takové déleni intervalu [a, b], Ze
b
(D9 crl) A(D.cD) = (5D~ [ fudig <e. (@12
kde
Sk.(D,§) = ankg (&) [9(ey) — g(aj—1)].

Protoze je ng. > n. (viz (4.11)), znamend (4.10), ze pro kazdé (D,§) € £ ]a,b] splnujici
D.C D je

[S(D,€) = S (D, )] < If = fuy. | vargg <.
Vzhledem k (4.11))-(4.12) tedy dostédvame
b b

Odtud okamzité plyne, ze plati

/abfd[g]z

Konecné, protoze podle Cviceni 4.3/ mame

/fn /fd < lfu— fllvarg,

tvrzeni (4.9) plyne nyni snadno z predpokladu (4.8)). O

4.11. Poznamka. Vsimnéme si, Ze Ze z existence integralu (o) fab fdlg] € R plyne, ze
pro kazdé £ > 0 existuje déleni D, € 2][a, b] takové, ze:

((D,f)e@[a,b]ADDDE> ‘Z( g(aj_1)] / £d[g]

4.12. Lemma. Necht f,g:[a,b] — R a necht existuje (o) f;f dlg]. Bud’ ddnoe >0 a
necht D. € 2a,b| je takové, Ze

- o)/abfd[g] <e

plati pro kazdé rozsirené déleni (D,§) € 2a,b] takové, Ze D D D..
Potom pro kazdé rozsirené déleni (D,§), D = {ag,ag,...,am}, € = (&1,&, ..., &m),
takové, Ze D D D. plat?

Z ‘f(fj) [9(;) — g(aj-1) / fdlg < 6e. (4.13)
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Duakaz.a) Prokazdou dvojici (D',¢'), (D", £') € £]a,b] takovou, ze je D' O D, a
D" > D, mame

1S(D',€') — S(D",€")| < 2. (4.14)

Necht (D,¢) e 2a,b], D = {ag, as,...,an}, € = (&1,&,...,&n) a DD D,. Pro kazdé
j€{1,2,...,m} muzeme zvolit DY e 2|aj_1,04] a Séj) € R™ tak, aby platilo

(DY, e9) e 2 a1, ]

a
S(DY),€9) — / £ dlg (4.15)
Necht
UZ{jhj?)"'vjk} C {172a"'7m}7 1§]1 <j2 < e <jk Sm,
je dand podmnozina indexu. Potom pro kazdy vektor & = (&1,&,...,&n) takovy, Ze

(D,¢) € #]a,b], médme

> (£ lotay) — gla ) / 7 dlg]

jeU

> (£(6) o) = glay1)] = S(DY,€9)) ‘
+3 (500 6-(@ [ s
%f 3 g(aj1) ;S DY, €0
" ;(S(Dg / fd
= [S(D.€) ~ S(D'.¢ H;( &)~ [ ralg

kde (D', ¢') € #]a,b], D'=DUlJ . Odtud, vzhledem k (4.14) a (4.15)), plyne

JGU

> (f(é”j) l9(c;) — g(aj-1) / fd[g] <25+k:% < 3e. (4.16)

jeU
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b) Oznacme

Ut = (G e {L2.....m}: £(&) [9(ey) — glay1)] / fdlg) > 0}.

Po dosazeni U = U™ do (4.16) ziskdme nerovnost

S 1£(E) lo(es) — gloy-1)] / 7 dig

jeut

=Z(f<sj>[gaj gla; 1) /fd ) <3e.

jeU+

Podobné, pro U = U,

U ={je{1,2,...,m}: f(&)[9(ej) — g(xj_1)] / fdlg] <0},

dostaneme

S |£€) loley) — glas ) / f dlg

jeu-

I—Z(f(fj)gaj glay1)] /fd ) <se.

jeu-

Odtud a z (4.17) plyne

SOIFE) l9(ey) — glay )] / £ dlg]

i=1

= 3 5(&) lole) (o) / fdlg

jeut
— 3" £(&) lolay) — glay 1) / fdlg
jeu—
— | S £&) lglay) — glay) / £l
jeut
+‘foj ) — g(evj—1)] / fdlg] <65
jeU—

tj. plati (4.13).

(4.17)

(4.18)
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4.13. Poznamka. Povsimnéme si, ze dukaz Lemmatu 4.12/ obsahuje také dukaz nasleduji-
ctho tvrzeni:
Necht f,g:[a,b] — R a necht existuje (o) ff fdlg]. Bud ddno e >0 a necht D. € Z]a,b]

je takové, Ze
b
o) [ 1| <

plati pro kaZdé rozsirené déleni (D,§) € 2 |a,b] takové, Ze D D D.. Ddle, necht
U:{jl>j27"'7jk} - {1727"'7m}a 1 S]l <j2 < <]k§m>

je dand podmnozina indexi.
Potom pro kazdé rozsirené déleni (D,€), D = {ag,a,...,am}, € = (&1,&, ..., &m),
takové, Ze D D D. plati

S (&) lo(ay) — glay )] / £ dlg]

jeUu

< 3e.

Tvrzeni tohoto typu se zpravidla nazyva Saksovo-Henstockovo lemma a hraje dulezitou
roli v teorii integralu.

Dulezitym dusledkem Lemmatu [4.12/ je nasledujici tvrzeni :

4.14. Véta (SUBSTITUCE). Necht f,g,h:|a,b] — R, pricemZ f je ohranicend na inter-
valu [a, b] f g d[h] € R. Potom existuje jeden z integrdli

/ fd[/a /fgd (4.19)

prave tehdy kdyz existuje @ ten druhy. V takovém pripadé pak plati

/ fd[/ / fgd[h] (4.20)

D 1 k a z provedeme opét pouze pro o integral:

Nejprve si povSimnéme, ze z existence integralu fab g d[h] € R plyne, ze pro libovolné
x € [a, b] je definovand funkce

wia) = [ gdin
(viz Véta 4.7). Déle, pro kazdé rozsitené déleni

(ng)Gﬁz[a,b], D:{a07a17-“7am}7 gz(flyg%---afm)
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< i 1M [a(6) e — hlas-0) = [ gl

< 11 (32 lo) e — ey - [ 9]

Bud déno libovolné € > 0. Zvolme D, € Z|[a, b] tak aby platilo
b
S(D.€)~ (@) [ ganl] <

pro kazdé rozsitené déleni (D,§) € £a,b] takové, ze D DO D.. Potom podle Saks-
Henstockova lemmatu (Lemma [4.12) méme

>~ Jo(@) )~ ey ) - [ " gan| <6

J

pro kazdé (D, §) € #|a,b] takové, ze D D D.. To oviem znamend, Ze pro integralni soucty
ptislusné k integralum (4.19) plati:

D" £(6) 9(&) h(ey) — i) Zf@ w(ej) = wlay)]| < [If] 6e.

Odtud uz diukaz naseho tvrzeni snadno plyne. m

4.15. Véta (INTEGRACE PER-PARTES). Existuje-li jeden z integrdli

[ raa. [Cgan

existuje i druhy a plati

b b
[ 1o+ [ gain=1®19®) - @) gta) (4.21)
D 1t k a z . Pro libovolné rozsitené déleni

(ng) = {CY(),OQ, c. ,Oém}7 (gl,gg, e ;gm)} S @[a, b]
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plati
Stag(D;€)
= f(&) [g(a1) — g(@)] + f(&2) [9(az) — glan)] + -+ + f(&n) [9(b) — glam-1)]
= —f(a)g(a) — [f(&) — f(a)] g(a) = [f(&) — fla1)] g(ar)
—[f(a1) = f(&)] glen) = -+ = [f(&m) — flam—1)] g(am—1)
—[flam—1) = f(Em—1)] glam 1) = [f(b) — f(En)] 9(b) + £(b) g(b)
= f(b) g(b) — f(a) g(a) — Syar(D', ),
kde
& =(a,o,a1,00,Q9, ..., Q1,0 _1,0) a D' ={a,&, 01,8, q0, ... 1,Em, b}

je zjemnénim D. (Stane-li se, ze & = a1 resp. & = «; pro néjaké j, musime ovsem tyto
body &; z D' iz £ vynechat.)

Necht je ddno € > 0 a necht existuje integral f; g d[f]. Zvolme déleni D, intervalu
[a, b] tak, aby pro kazdé jeho zjemnéni D’ a kazdé (D', ¢') € 2]a, b] platilo

Seas(D', &) — /abgd[f]‘ <e.

Vzhledem k vyse uvedenému méame tedy pro kazdé D D D. a kazdé prislusné rozsitené
déleni (D, ¢)

b b
Syag(Ds€) — F(B) g(b) + f(a) gla) + / gdlf] = / gdlf] - Syas(D', €,

kde D' D D D D, a tudiz

b b
S130(D.) = F0)90) + f(@ gla) + [ 9alf)] = | [ gl = Syas(D'€)] <

Odtud uz snadno plyne existence integralu fab f dlg] a platnost vztahu (4.21).
Druhéa implikace by se dokazovala symetricky. [

4.16. Veéta. Jestlize ¢ € [a,b] a jestlize existugi integrdly

h=() [ fdgl o Izz(a)/cbfd[g],

pak existuje také integrdal I = (o) fabf dlg] a plati I = I, + L.



38 RIEMANNUV-STIELTJESUV INTEGRAL

Dukaz.Bud ddno € > 0. Zvolme déleni D’ € 2]a,c] a D! € 2[c,b] tak, aby platilo

|S(D', &) — I| <& pro viechna (D',¢') € #[a,c] takovd, ze D' D D.

|S(D",&") — I| <& pro viechna (D",¢") € #[c,b] takovd, ze D" > D!.
Nyni, necht D. = D. U D”. Protoze je c € D,, kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2]a,]
splnujici D D D, muzeme rozdélit :
D=DUD" a £=(¢
tak, ze bude platit (D', ¢') € Z]a,c], (D",&") € 2[c,b], D' D D. a D" D D. Navic, je
S(D,§) =S, &)+ S(D",¢").
Vzhledem k definici D. a D? tedy pro kazdé (D,§) € 2 [a,b] spliwjici D D D, mame
1S(D,&) = (I + )| < [S(D',€) = L| +|S(D",€") = I| < 2¢,
tj. dokazali jsme tvrzeni véty. O]

4.17. Véta. Necht f € Cla,b] a g € BV[a,b]. Potom existuji oba integrdly

/:fd[m j /abgd[f].

D u k az. Vzhledem k Vétam 1.4, 4.4/ al4.15 staci dokéazat existenci normového integralu
(n) fabf dlg], pro pripad, ze f je spojitd na [a,b] a g neklesajici na |[a, b].

Necht tedy f je spojitd na [a,b], g neklesajici na [a,b] a bud ddno ¢ > 0. Jestlize
g(b) =g(a), pak funkce ¢ je nutné konstantni na [a, b] a tudiz fab f d[g] = 0. Bez ijmy na
obecnosti muzeme tedy predpokladat, ze g(b) — g(a) > 0. Déle vyuzijeme toho, ze kazda
funkce spojita na kompaktnim intervalu je na tomto intervalu také stejnomérné spojita.
Existuje tedy 6. > 0 takové, ze

pro vSechna z,y € [a, b] takovd, ze |x —y| <o.. (4.22)

Dokazeme, ze pro libovolna dvé rozsitend déleni (D, &), (D', ') intervalu [a, b] takova, ze
|D| < 6. a|D'| <o, plati |[S(D, &) — S(D',£')| < e. Podle Véty [4.6 to uz bude znamenat,
7e existuje (n)fab fdlg].
Necht (D*,&*) je rozsifené déleni intervalu [a, b] takové, Ze soucasné plati D C D* a
D" c D*. Jestlize D = {ag, a1, ..., am}, £ = (§1,&2, - - ., &m), pak prvky déleni D* a slozky
vektoru £* oznacme tak, ze bude
D* ={ag,01,...,a} ,,a1,a],...,02 Qs Q1,0

» i —1 » “ng—19

E=(&, oy &G & s &y s &L, &)
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Potom

S(D,&) = £(&)lolay) — gla1)] = 3 £(&) Y lolad) — gled )]

1S(D, §) - ZZ /(&) = FED lg(e]) — glad_)].

Pro kazdé j = 1,2,...,m a kazdé j = 1,2,...,n, je |&§ — €| < |D| < .. Miizeme tedy
pouzit (4.22) a poté dostaneme

]17,1

= 20 = g(a)] [9(b) — g(a)] = 5.

Stejné bychom dokazali, ze plati také
1S(D", &) = S(D™,¢)] < 5.
Odtud okamzité plyne, ze
19(D,§) = S(D", &N < [S(D,§) = S(D*, &) +[S(D', &) = S(D*,¢")| < e.
Tim je dukaz hotov. O

4.18 . Véta. Je-li g:[a,b] — R requlovand na |[a,b], pak integrdl fabfd[g] existuje pro
kazdou funkci f spojitou na [a,b] pouze tehdy, kdyz g md konecnou variaci na |a, b].

Dukaz. a)lJeli f € Cla,b] age BV]a,b], pak podle Véty 4.17 existuje (n f fdlg
Podle Véty 4.4 tedy existuje i (o) f; fdlg]

b)Diikaz obracené implikace se opird o nasledujici tii pomocné tvrzeni.
Tvrzenil. Je-li a,>0 pro vsechna n€N a Zan:oo, pak existuje posloupnost

n=1
{en}nen takovd, Ze plati

[ee]
¢, >0 prowvsechnaneN, limc,=0 a ch a, = 0. (4.23)

n—oo

Dukaz.Oznacime-li s, = > _, a pro n €N, bude posloupnost {s,}>°; neklesajici a

lim s, = oo. (4.24)

n—oo
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Specidlné, pro dostatecné velkd n (n > ng) bude s,, > 0. Muzeme tudiz definovat

1 pro n < ny,

Cp = 1
— Ppro n > ng.
n
Ziejmé je ¢, > 0 pro kazdé ne N a lim, .., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro libovolna
m,n €N, m >n > nyg mame

“ " a ™o Sp_
S ey = 30 % > Dkl S
Sk, Sm Sm
k=n k=n
.17 . . J Spn—1 ]- .
Vzhledem k (4.24)), pro kazdé n € N existuje m,, > n takové, ze je —— < o1 tj.
Sm,,
C > —.
ROk > 5
k=n
To ovSem znamend, ze musi platit (4.23). O

Druhé tvrzeni je snadnym dusledkem Vitaliovy véty o koneéném pokryti a Véty [1.3.

Tvrzeni2. Funkce g:[a,b] — R md konecnou variaci na [a,b] prdvé tehdy, kdyz plati

pro kazdé x € (a,b] existuje 6, € (0, — a) takové, Ze varj_ s g < oo
a (4.25)

pro kazdé x € [a,b) ezistuje 65 € (0,b — ) takové, Ze var®*o2g < oo.

Tvrzeni3. Necht g € Gla,b], o € (a,b] a
var;’g = oo pro kaZdé x € [a,xp). (4.26)

Potom existuje rostouct posloupnost {xy} bodu v (0,z) takovd, Ze

lm o=z a3 lgoa) - glew)] = oo, (427
k=1

Dukaz rozdélime na dvé ¢éasti: podle toho, zda plati
sup{|g(x)|;x € [y, z0]} = 00 pro vSechna y € [a, z() (4.28)

¢1 nikoliv.
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a) Predpoklddejme nejprve, ze (4.28) neplati. To znamend, ze existuje y; € [a, o)
takové, ze

g" = sup{|g(x)|; z € [y1, x|} € [0, 0). (4.29)

Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat y; > xo — 1. Podle naseho ptredpokladu je

vary® g =oo. Existuje tedy déleni D' = {ag,af,...,a}, } intervalu [y, o] takové, ze

V(g,D') > 1+ 2g*. Vzhledem k (4.29) tedy mame

Z _DI=1 429" = Jg(ao)| — |glag, )| >1+2g" —2¢" = 1.
PoloZme 2z, = yl, Tp=0a4 prok=2,...,my, ys = mam{acm1 1, To — } ar,=m;— 1. M&-
me opét vari? g = oo. Existuje tedy delenl D*={o§,ai,..., 02, } mtervalu [y2, To| takové,

ze V(g, D?) 2 1 +2g*. Tudiz, podle (4.29),

mo—1
> g(ed) = g(e] ) =1+2g" = |g(zo)| — lg(a2, )| > 1.
j=1
Polozme
ro=mq+my—1, xk:az_m prok=ri+1,r1+2,...,79 a y3= max{xrz,xo—%}.

(Vsimnéme si, 7e T,,41 = Yo = a3.)

Nyni, nechf n €N, n > 2 anecht r;, v;,i=1,2,....,n—1,ax, k=1,2,...r,_1, jsou
takové, ze

Ty, 141 = Yi—1, Tk € (%—1, ?Ji] pro k=r,_1+2,...,1;

a
ri—1
y; = max{z,,_,, %o — +}, Z |9(xri1) — g(ag)[ > 1
k=r;_1
plati pro i=1,2,...,n — 1. Polozme y, = max{z,, ,, —%} Mame opét vary® g=oo.

Vzhledem k (4.29) tedy existuje déleni D" = {ag, af,...,ap, } intervalu [y,, z] takové,
ze

mp—1

> lg(af) = glef)[ = 1

Polozime-li

n
Tn=Tpn-1+tmpy—1 xp=0ap , prok=r, 1+1,...,7,
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bude platit

rn—1

Z 9(zhi1) —9(xr)| =1 a 2>y >m0— = Prok=rp_1,..., Ty,

k=rn_1

Shrnuti: indukef jsme zkonstruovali rostouci posloupnosti {r, }, {y,} a {zx} takové, ze

rn—1

Yn € (To — 1, T0), Z |9(zk+1) — g(@r)[ =1 pro neN

k:Tnfl
a Tk >Yp > To— % pro k >r,_1. Odtud plyne, ze

rn—1

Zm““ _9$’€|_Z D lg@n) —gla))) = ) 1=oc
n=1

n=1 j=rnp_1

a limg .o 2 = limg_oo Yy = xo. Dokézali jsme tedy, ze nase posloupnost {zx} je
rostouci a spliuje (4.27).

b) Predpokladejme, ze (4.28) plati. Nejprve si pov§simnéme, ze pro libovolné y € [a, xo)
plati

sup{|g(z)|;z € [y,xo]} = 0o tehdy a jen tehdy kdyz sup{|g(z)|;z € (y,z0)} = o0.

Vskutku, je-li sup{|g(x)|;z € [y, zo]} = oo, pak musi v intervalu (y,zq) existovat bod z
takovy, ze |g(z)| > max{|g(y)|,|g(zo)|}. (Pfipomenme si, ze funkce g je definovdna na
celém intervalu [a, b] a zobrazuje tento interval do R.) Vzhledem k (4.28) muzeme vybrat
z € (y,x0), k €N, tak, aby platilo |g(z;)|>1 a

x> max{z_1,20 — 7} a |g(xp)|>]g(zr_1)|+1 pro k=2,3,....

Ziejmé {xy} je rostouci, limy o xx = x¢ a

n

D lglre +1) = gl = > (l9(ze + D] = lg(zi)]) > Y 1 =o0.

Nase posloupnost {x} je neklesajici a spliuje (4.27). O

Pokracovani D & k a z u Véty 4.18:

Vzhledem k Vété 4.4 se mizeme omezit na o integral. Necht var® g =oo. Podle Tvr-
zeni 2 existuje xg € [a, b] pro které nenf splnéna jedna z podminek (4.25). Necht tedy nap.
xo € (a,b] a necht pro kazdé z € [a, zo) plati (4.26). Podle Tvrzeni 3 tedy existuje rostouct
posloupnost {z;}72, bodi v (0, z¢) takovd, ze

lim 2 =29 a Z 9(xk) — g(zp-1)] = 00

k—o0
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Déle, podle Tvrzeni 1 existuje posloupnost {c;}72, kladnych cisel takova, ze plati

o
khigo k=00 a ch lg(ar) — g(ag_1)| = 0.
k=1
Polozme
0 pro = < ag resp. & > xo resp. T € {ax}2,,
f(f) = oy + g

e sign(g(ax) — glag-1)) pro z=&: = ——

a ve zbyvajicich bodech intervalu [a, b] dodefinujme funkei f linedrné. Takto definovana
funkce f:[a,b] — R bude zfejmé spojitd na [a,b] a pfitom pro ni bude platit

> &) lglon) — glarr)] = .

00
k=1

Specialné, pro kazdé M > 0 existuje Ny, € N takové, ze

Nt
> F&) [9(ar) — glag—1)] > M.
k=1
Pro dané M > 0, oznacme Dy = {a, ag, 1, . . ., an,,, To, b} & Epr = (a, &1, &a,y - - o, ENyy» o, ).

Potom je (D, &) €2 a S(Dy, &) > M. To ale znamend, ze integral (o) fabfd[g]
nemuze existovat.

Neni-li splnéna druhd z podminek v (4.25), tj. jestlize existuje z € [a,b) a varj g = oo
pro kazdé = € [xg,b), je tieba misto Tvrzeni 3 pouzit jeho vhodnou tpravu. O]

4.19. Cviceni. Zformulujte a dokazte analogii Tvrzeni 3 potfebnou k dokonc¢eni dukazu
Vety 4.18.

4.20 . Veéta. Integral fabfd[g] ezistuje pro kazZdou konecénou skokovou funkci g pouze
tehdy, kdyz f je spojitd na |a, b].

D 1 k a z . Stejné jako v dukazu piedeslé véty, miZeme se omezit na o-integral. Necht

zo € (a,b), ¢,d € R, cd > 0 a necht funkce g:[a,b] — R je definovdna podobné jako
v Poznamce 4.5!:

() = = X[a20) (%) + d Xz p)(x) Pro z € [a,b].
Podle Poznamky 4.5 muze integral (o) fj f dlg] existovat pouze tehdy, bude-li platit

cA f(zo) =0 a dAT f(w) =0,



44 RIEMANNUV-STIELTJESUV INTEGRAL

tj. A” f(zg) = AT f(zg) = 0. Existuje-li tedy integrél (o) fabfd[g], musi byt f spojitd
v kazdém bodé zq € (a,b). Podobné bychom dokézali, ze pak musi byt f spojita i v bodé
a zprava a v bodé b zleva. O

Kapitola vénovana RS-integralum bude zakoncena uvedenim nékolika dalsich dilezi-
tych tvrzeni. Pro dukazy zatim odkazuju ¢tenare na kapitolu II jiz zminéné Hildebrandtovy
monografie [3].

4.21. Definice. Rekneme, ze funkce f,g:[a,b] — R spliuji v bodé = € (a,b) podminku
(PA) (podminku pseudoaditivity), jestlize

( Pro kazdé € > 0 existuje dp > 0 takové, ze pro viechna
8 €(0,00), 0"€(0,00), E€[x =0 x+0"], ez —0,z]a £ €r,x+ "]
plati:
| £(&) lg(a + ") — g(a — &")]
\ —f(€)[9(z) = glz = &)] = F(€") [g(x + ") — g(2)]]| <.

Nésledujici tvrzeni plyne z [3, Theorem I11.3.10]), kde je ovSem tfeba intervalovou funkci
f(I) nahradit mnohozna¢nou intervalovou funkei

File,d] — f(€)lg(d) —g(c)],  €€e,d].

4.22. Véta. Normouvy integrdl (n) fab f dlg] existuje pravé tehdy, kdyz existuje (o) fab fdlg]
a je splnéna podminka (PA) v kazdém bodé = € (a,b).

4.23 . Véta. Necht x € (a,b). Funkce f, g:la,b] — R spliugi podminku (PA) v bodé
x € (a,b) prdavé tehdy, kdyz alespon jedna z nich je v bodé x spojitd.

4.24. Poznamka. Je-li f ohrani¢end v okoli bodu x € (a,b) a g spojitd v bodé x, pak
funkce f, g splnuji podminku (PA) v bodé x.

4.25. Dusledek. ([3, Corollary I1,10,6]) (n) fab f dlg] existuje pouze tehdy, kdyz funkce
f a g nemaygi spolecnyj bod nespojitosti v (a,b).

4.26 . Dusledek. Necht c€ (a,b) a necht funkce f,g:[a,b] — R splnuji (PA) v bodé c.
Potom, jestlize existuji integrdly :

o [sa=n o w [ rag=n

pak existuje také integrdl fab fdlg] a plati

b
(1) / fdlg) = I + L.
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4.27. Véta. Jestlize existuje (o) f; f dlg], pak plati obé ndsledujici tvrzend :
(i) Pro kazdé x € [a,b) je alesponi jedna z funkci f, g spojitd v x zprava,

(i) Pro kazdé x € (a,b] je alespori jedna z funkci f, g spojitd v x zleva.
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