Kapitola 5

Kurzweiluv-Stieltjesuv integral

5.1. Definice. Funkce 0:[a,b] — RT = (0, 00) se nazyvaji kalibry na intervalu [a, b],
mnozinu kalibri na intervalu [a, b] zna¢ime ¥ = ¢|a, b].

Pro dany kalibr § € ¢, fekneme, Ze rozsitené délent (D, &) € 2 [a, b] je §-jemné (piseme
(D) € #(0) = «/(0; [a,b])), jestlize plati

laj_1,045) C (§ —0(&5),& +0(&;)) pro vSechna j =1,2,...,v(D).

Pro dané funkce f,g:[a,b] — R a rozsitené déleni (D, &) € £]a,b] definujeme (jako
v kapitole [4))

S(D,€)(= Siag(D,€)) foj i) — gla-1)].

5.2 . Definice (KurzweiL). Nechf f,g:[a,b] — R a I € R. Rekneme, Ze existuje
Kurzweiluv-Stieltjesuv integrdl (KS-integral)

o) [ ratg = ws) [ sty

a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje kalibr §. € ¢ takovy, ze
‘I—S(D,f)‘ <c (5.1)

plati pro vSechna d.—jemnd rozsirend déleni (D, ) (tj. pro vSechna (D,§) € «7(0.)).

Jestlize existuje integral (KS)fabf dlg], definujeme (KS) [, f d[g] = —(KS) fabf d[g]
Déle, (KS) [ f d[g] = 0.

Tato definice ma smysl diky nésledujicimu lemmatu.

5.3 . Lemma (COUSIN). Pro kazdy kalibr § € 4 je mnoZina «/(0) viech §—jemngch
rozsirenych déleni intervalu [a, b] neprdzdnd.

D u k a z . Necht je ddno 6 € ¢. Oznaéme M mnozinu vsech c€ (a,b] pro néz je
o/ (0;[a,c]) # 0. Protoze je 6(a) > 0, polozime-li ¢ = min{a + d(a),b}, D = {a,c} a
§ = a, bude c€(a,b] a (D,§) € «(0;a,c]), tj. ce M a M # ). Polozme d = sup M.
Protoze je (d) > 0, existuje c€(d — d(d),d] N M. Je-li ¢ < d, pak existuje (D,§) €

/(0;[a,c]). Definujme D = DU {d} a & = (§;d). Potom (D,€) € 2[a,d] a protoze je
¢, d] € (d—6(d), d+ 8(d)), znamens to, ze (D, &) € (8;[a,d)), tj. d € M. Konetns, kdyby
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48 KURZWEILUV-STIELTJESUV INTEGRAL

bylo d < b, pak bychom mohli zvolit ¢ € (d,d + d(d)) N (d,b) a ukazat, ze c € M, coz by
znamenalo spor s definici d = sup M. To znamen4, ze plati d = sup M = b a dukaz je
proveden. ]

Nebude-li uvedeno jinak, bude mit v nasledujicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS-integralu.

Diukazy tvrzeni uvedenych v této kapitole byly jednak prevzaty z monografické pu-
blikace [8], jednak jsou modifikacemi dukaztu analogickych tvrzeni pro specidlni piipad
g(x) = x ze Schwabikovy monografie [9].

5.4. Poznamka. Jsou-li § a §y € ¢ kalibry na intervalu [a, b], pro které je §(z) < do(z)
na [a, b], pak kazdé rozsitené déleni intervalu [a, b], které je 6—jemné je také Jp—jemné, tj.
plati «7(§) C «/(do). Plati-li tedy néjaké vlastnost pro viechna (D, &) € «7(dy) tim spise
plati i pro vSechna (D, &) € «/(6). Specidlné, je-li dy libovolny kalibr na intervalu [a, b],
stac¢i v Definici 5.2 pozadovat existenci kalibru 6., pro ktery kromé vlastnosti v definici
pozadovanych plati navic i d.(x) < do(x) na [a, b].

Pro existenci KS-integralu plati podminka Bolzanova-Cauchyova typu:
5.5 . Véta (BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g:[a,b] — R. Potom
integradl fab f dlg] existuje prdavé tehdy, kdyz je splnéna nasledugici podminka :

Ve>030. €9 ((D,g), (D', €' ¢ ,52%(65)> — ‘S(D,f) S| <e. (52

Dukaz. a) Existuje-li integrél fab fdlg] =1 € R, pak podle Definice 5.2 pro kazdé
e > 0 existuje kalibr 6. € ¢ takovy, Ze je |S(D,&) — I| < § pro vsechna (D,§) € #(J).
Pro vsechny dvojice (D, &), (D', ¢') € «/(6) tedy mame

19(D,€) = S(D N < |S(D, &) — I +|S(D', &) = I] <&,

tj. je splnéna (B-C) podminka (5.2).

b) Predpoklddejme nyni, Ze je splnéna (B-C) podminka (5.2). Necht je ddno & > 0. Podle
(5.2) muzeme zvolit kalibr 6. tak, aby

IS(D.€) - S(D',€)| < 5

platilo pro vSechna (D, ¢), (D',¢') € /(0.). Ozna¢me nyni
M = {m e R:36,, € 4 takové, ze (D,€) € #(6,) = S(D,€) >m}
Zvolime-li libovolné (Do, &) € #(d.), bude pro kazdé (D,§) € «/(0.) platit

S(Dy, &) — g < S(D,€) < S(Dy, &) + <. (5.3)

DN ™
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Odtud plyne, ze (—o0,S(Do,&) — 5) C M, a tudiz mnozina M neni prazdna. Dale, pro
kazdé m € M a kazdé (D, &) € </ (6,,), kde

Om(z) = min{d,(z),0.(z)} na [a,b],
mame také (D, ) € #7(0.) a tudiz

£ . €

m < S(D,§) < S(Do, &) + > tj. M C (=00, S(Do, &) + 5)

To ale znamena, ze mnozina M je shora ohranicena, tj. sup M < oo, a plati

€ £
S(Do, &) — 5 <sup M < S(Dg, &) + 3

Toto spolu s nerovnosti (5.3) implikuje, ze plati
|S(D, &) —sup M| < e pro viechna (D, §) € «(J.)

neboli

b
sup]\/[:/ fdlg]. O

KS-integral méa obvyklé linearni vlastnosti :

5.6. Véta. Necht f, f1, f2, 9, g1, 92:[a,b] — R, a necht existugi integrdly :

/a f1dlg], / f>dlg, / falg) a / £ dlgs).

Potom pro libovolnd ci,co € R plati

/b(01f1+02f2 —cl/fl +02/f2

/de1g1+0292 —01/ fdlgi] +C2/ [ d[ga).

D 1 k a z . Ukazme si napf. dikaz prvniho tvrzeni: Bud ddno ¢ > 0. Podle predpokladu
existuji kalibry 6, € ¢ a d € ¢ takové, ze plati

b
(D,€) € (8;) = |Spag(D,8)] —/ fidlg]| <e pro i=1,2.

Pro x € [a,b] polozme 6.(z) = min{d;(z), J2(x)}. Oznacme h = ¢; fi + ¢ fo. Protoze pro
kazdé (D, €) € (5.) plati

v(D)

Shag(D:€) = Y (e1 fu(&) + ¢z fo(&)) [9(a) — glaj-1)]

J=1

= ¢1 Spag(D, &) + 2 Sp,aq(D, ),
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dostavame
b b
Sias(D) —cr [ fidgl+ex [ ol

b b
<lal|Snso(D.&) = [ fidlg] + lel [SpanD6) ~ [ fodlo]

< (le1] + |ea]) €.

Odtud uz ovSem nase tvrzeni bezprosttedné plyne.

Druhé tvrzeni véty by se dokazovalo obdobné a dukaz lze ponechat ¢tenari jako cviceni.

[

5.7 . Véta. Jestlize existuje integrdl fffd[g] a jestlize [c,d] C [a,b], pak ezistuje také
integrdl fcdf d[g].

D u k a z . Piedpoklddejme, Ze je a < ¢ < d < b. Necht je déno € > 0. Podle (B-C)
podminky (viz Véta [5.5) muzeme zvolit kalibr §. € ¥ tak, aby platilo

S(D.§) - S(D',€)| <« (5.4)
pro viechna 6. jemnd rozsirend délenf (D, 3 ) a (15’ & ) intervalu [a, b]. Méjme nynf libovol-
nou dvojici (D,§), (D', &) € o (d.;[c,d]). Déle, zvolme libovolné (D~,£7) € «/(d¢; [a, c]),
(DT, &) € o (0e;[d, b)) a doplime jimi (D, §) a (D', ') na rozsitend délen{ intervalu [a, b],
tj. polozme

D=D"UDUD", £=(£,6¢N),

D'=D uDuUD", ¢=(,¢,¢h)
Ziejmé je (D, €) € (02 [a,b]) a (D', &) € o(6.; [a,b]) a vzhledem k (5.4) plati
|S(D7§) - S(Dl7§/)| = |S(Evg) - S(ﬁ/7g/)| <E.

Odtud, vzhledem ke Véte 5.5, jiz existence integralu fcd f dlg] bezprostiedné plyne. Mo-
difikace dukazu pro piipad, ze ¢ = a resp. d = b je zfejma. ]

5.8. Véta. Necht f,g:[a,b] — R ac € [a,b]. Integrdl fabf dlg] existuje pravé tehdy kdyz
existuji oba integrdly [7 fd[g] a fcb fdlg]. Potom navic plati také rovnost

[ raa= [ rag+ [ s
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Dukaz. a) EXistuje—li integral fab f dlg], pak podle Véty 5.7 existuji také oba integraly
Jifdlgla J! fdlg
b) Necht

/acfd[g]Zh a /cbfdw:b.

Budiz ddno £ > 0. Zvolme kalibry 8. € ¢[a, c] a 0! € ¥[c, b] tak, aby pro vSechna (D', {’) €
(6L |a,c]) a (D",£") € «(8”; [c,b]) platilo

N € "oen €

Definujme nyni kalibr ¢, na [a, b] predpisem
min {¢.(z), (c—z)} kdyz z€a,c),
5.) = {min {81(0), 0/} kdyr z=c,
min {8/(z),+(z — )} kdyz z € (c,b.

Potom,

—_

r+déz)<z+-(c—z)<c jeli z<ec,

—

r—0(x)>r——(c—x)>c jeli z>c

W

Pro zadné x # ¢ tedy nemuze platit |¢c — z| < 6(x). T.zn., Ze pro kazdé J.—jemné rozsifené
déleni (D, &) intervalu [a, b] musi existovat index k € {1,2,...,v(D)} takovy, ze & = c.
Navic, bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze plati

ap—1 < o =& = &1 = € < gy

(Kdyby bylo ay_1 < c=¢&, < ay, upravili bychom piislusny ¢len v soué¢tu S(D, §) nésledu-
jicim zpusobem :

f(©) [glar) = glan-1)] = f(c) [g(ar) — g()] + f(c) [9(c) — g(ar-1)].)

To znamena, ze kazdé rozsitené déleni (D, §) € o7 (0c; [a, b]) intervalu [a, b] muzeme rozdélit :
D=D'UD" &= (¢, ¢") tak, ze bude

(D', &') € (0 [a, c]) € (0 [a,c]), (D", &") € o(be;[c, b]) C (675 [, B])

S(D,§) = S(D', &) + S(D",¢").



52 KURZWEILUV-STIELTJESUV INTEGRAL

Tudiz, vzhledem k (5.5),

1S(D,€) = (Ii + I)| = |S(D', &) + S(D",§") — (I + 1)
< [S(D, &) = L+ 15(D",¢") — bf <,

tj. [ fdlgl =1 + L. O
5.9. Poznamka (Srovnani s normovym RS-integrélem). Jestlize existuje normovy RS-
integrél (n)f: f dlg], pak také existuje KS-integral fab f dlg] a ma tutéz hodnotu. Je-li totiz
(n)fffd[g] = I € R, pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A, > 0 takové, ze |S(D,&) —I| < ¢
plati pro vSechna rozsitend déleni (D, &) intervalu [a, b] takova, ze |D| < A.. Definujeme-li
pak 0.(x) = A, ziskdme evidentné kalibr s vlastnostmi zaruc¢ujicimi existenci prislusného
KS-integralu f(f fdlg] =1.

Na druhou stranu, jestlize existuje KS-integral fab fdlg] = I, pricemz pro kazdé ¢ > 0
1ze najit kalibr J. € ¢[a, b] takovy, ze plati inf{d.(z);z € [a,b]} >0 a

|S(D,€&) — I| <e prokazdé (D,€) € #(9),

pak existuje také (n) fab f d[g] a plati rovnost (n) fab fd[g] = I. Polozime-li totiz pro dané
e >0 A, =inf{d.(z);x € [a,b]}, bude platit také

|S(D,&) — 1| <e prokazdé (D,€) € 2([a,b]) takové, ze |D| < A..
Nésledujici véta popisuje vztah (0)RS-integralu a KS-integrélu.

5.10. Véta. Jestlize existuje (0)RS-integrdl (o) fabfd[g], pak existuje také KS-integrdl
fjf dlg] a plati

[ =) [ ra

D uk az. Ozacme I = (0) fffd[g}. Bud déno libovolné ¢ > 0. Z piedpokladu o
existenci (0)RS-integralu plyne, ze existuje déleni D. = {sq, s1,...,8n} € Z]a, b] takové,
ze pro kazdé rozsitené déleni (D, &) € 2 [a,b], kde D je zjemnénim D, plati (5.1)). Polozme
nyni

iminﬂx—sﬂ;j:O,l,...,m} kdyz = ¢ D,
1 kdyz x € D..
Potom (D, &) € «/(d.) pouze tehdy, kdyz

D. c {&. &, .- %m}- (5.6)
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Navic mame jesté

v(D)

S(D,6) = 3 [£(&) o) — 9(&)] + FE) l9(&)) — gley )] = S(D.€),  (5.7)

=1

kde D" = {ag, &, 01,8, &y iy} 2 &' = (&1,61,62, &2, -+, &up), Supy) - Podle (5.6)
je

DE C {5175% s 7€Z/(D)} C D’

a vzhledem k (5.7) odtud plyne

b
SD.&) =11 =180\ ¢) ~ 1] <= i [ Falg=1.
¢ O

5.11. Priklad. V piipadé g(z) = = budeme misto o KS-integralu mluvit o K-integrélu
(Kurzweiluv integrél). K-integral je ziejmé zobecnénim klasického Riemannova integralu.

(i) Necht f(z) = 0 na [a,b] \ W, kde W je spocetnd podmnozina [a,b], W = {w}2,.
Bud déno libovolné € > 0. Definujme

1 kdyz = ¢ W,
(SE(SL’) = £
251 A+ [ f (wi)])

kdyz z =wpeW.

Pro kazdé (D,§) € #[a,b] se v pislusném integralnim souctu S(D, &),

m

S(D,&) =Y f(&) oy — a;al,

j=1
uplatni pouze takové scitance, pro které existuje k € N takové, ze plati §; = w, € W. Pro
kazdé 6.—jemné rozsitené déleni (D, &) intervalu [a,b], (tj. (D,§) € #(0:), kde D =
{ag,aq,...,ant€2ab] a &€ = (£&,&,...,&n)T €R™) a kazdy takovy index j ovsem
musi platit

g

(1 + [ (we)])

aj — a1 < o

a tudiz je

IS, 1< 3 10 g T < > =e

Podle Definice 5.2 je tedy ff f(z)dx =0.
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(ii) Necht existuje Newtonuv integral (N)fab f(x)dz = F(b) — F(a), kde funkce F je
spojitd na [a, b] a plati
F'(z) = f(z) pro kazdé z € (a,b), F'(a+)= f(a), F'(b—)= f(b).
Ukazeme, ze pak existuje také K-integral fab f(z) dx a rovnd se také F(b) — F(a).
Necht je déno € > 0. Pro kazdé & € [a, b] zvolme §.(§) > 0 tak, aby platilo

3

[F(z) = F(©) - f(€)— )] < T—

pro vsechna = € [a,b] N (£ — 0.(£),€ + 6:(£)).

|z — £

Pro kazdé (D,€) € #(5.) (D = {ap,a1,...,an}, € = (&,&, ..., &) T €R™) a kazdé
j€{1,2,...,m} tedy plati

|F'(aj) — Faj—1) = (&) o — o]
< |F(ay) = F(&) = f(§) [y = Gl + F (&) — Flaj-1) — f(&) [§ — aj-1]l

9 9

g s =&l H 18 —ajaal) = o —

[aj — 1]

a tudiz

tj.

Plati dokonce, ze K-integral je ekvivalentni s Perronovym integralem. Zahrnuje tedy
soucasné integraly nejen Riemannuv ¢i Newtonuv, ale i Lebesgueuv. Tim se rozumi, ze
je-li na néjakém intervalu dand funkce integrovatelna ve smyslu Lebesgueové, pak mé na
tomto intervalu i K-intergral a oba integraly jsou si rovny. Navic, ma-li funkce f K-integral,
pak f je Lebesgueovsky integrovatelna pravé tehdy kdyz také jeji absolutni hodnota |f|
ma K-integral.

Ukazeme si nyni, jak lze v nékterych jednoduchych piikladech uréit hodnotu integralu
piimo z definice.
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5.12. Piiklady.

(i) Z Definice 5.2 je zfejmé, ze je-li f(t) = f(a) na [a,b], pak

/
/abfd[g] — (@) [g(b) — /

pro kazdou funkci g: [a, b] — R.

(ii)  Pro libovolnou funkei f:[a,b] — R plati

[ raxe =16 wro rela, 63
[ raxeal =100 pro e 5.9
[ i = 50) o 7e @), (5.10)
[ il =~16) o el G.11)

—f(a) kdyz 7 =aq,
b
/ f d[X[T]] =<0 kdyz 7€ (a,b), (5.12)
f(b) kdyz 7 =0b.

Ukazme si odvozeni vztahu (5.8) a (5.9). Vechny ostatni se z nich uz snadno odvodi
pouzitim Véty 5.8. Necht g(x) = x(r4(2) na [a, b]. Potom je

/and[g]:

Déle, polozme

1 kdyz z =T,
d(z) =
(x—71) kdyz ze(r,0].

N

Pro kazdé (D, &) € «#(5;[1,0]) (D ={ap, 01, .., am}, &= (&1, -, &n)) pak plati
T=ap=¢&, g(a;) —g(a—1 =0pro j =2,3,...,m. Tudiz

S(D,§) = f(7) [g(ar) —g(7)] = f(7)
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/bed[m:

Duikaz vztahu (5.8) ted uz snadno dokonéime pouzitim Véty 5.8.

Vztah (5.9) se dokazuje podobné. Tentokrat ovsem méme g(x) = x[-p () na [a,b],
ff f dlg] = 0 a polozime

1 kdyz = =,
s =4 V
i(r—x) kdyz z¢€a,T).

Pro kazdé (D, €) € o#(5; [a,7]) pak mame a, = &, = 7 a tedy
S(D.€) = F(7) alr) ~ glan-r)] = £7) o [ fdlg
(iii)  Pro libovolnou funkci g € Gla, ] plati
[ xeoralal =g0) ~gir4) pro 7 €la) (5.13)

b
/ Xiro) dlg] = g(b) — g(7—) pro 7€ (a,b), (5.14)

X[a ndlg] = g(+) —g(a) pro 7€(a,b), (5.15)

/ Xjo,r) dlg] = g(7—) — g(a) pro 7€ (a,b (5.16)
. gla+) — g(a) kdyz 7 = a,
[ xerdig =gt —gtr=) v e (an), (5.17)
g(b) — g(b—) kdyz 7 =0».

Opét provedeme dikaz pouze prvnich dvou z uvedenych vztahu. Necht tedy f(z) =
X(rp () na [a, b]. Potom je

/and[g]z
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Bud déno € > 0. Zvolme nyni > 0 tak, aby platilo |g(7+) — g(z)| < & pro kazdé
x € (1,7 + 1) a definujme

n kdyz x=r71
s@) =" V
(@ —71) kdyz xze(r,b.

Pro kazdé (D, &) € «/(9; [, b]) musi platit 7 = g = & a tedy

)
1S(D,§) = [9(b) = g(r+)]|

I[ ( ) g(am-1)] + [9(@m—1) = g(am-]
lg

(@2) = g(e)] = [9(b) = g(7+)]|
= lg(m+) — g(a)|.

Protoze 7 < ay < 7+ (1) =7+ 1, plyne odtud a z definice n, ze

1S(D,§) — [g(b) —g(7+)]| <& prokazdé (D,¢) € «7(;[r,b]).

/abfd /fd /fd b) — g(r+),

tj. plati (5.13).

Tudiz

V druhém piipade, f(z) = x4 (2) na [a,b], madme

/ £ dlg] = g(b) — g(7).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo [g(7—)—g(z)| < € pro kazdé x € (1—mn, ), a definujme
n kdyz = =,
o(x) =
1(r—2z) kdyz z€la,7).

Tim si opét vynutime, ze pro kazdé (D,§) € «/(d;[a, 7]) musi byt 7 = o, = & a
tudiz

S(D,&) = lg(7) — glam-1)],

kde a,,—1 € (T —n, 7). Jako v pfedchozim piipadé, odtud plyne, ze plati

/and[g]zg ).t /fd /fd /fd (7).
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Vyse uvedené piiklady muzeme podle Cviceni [1.19 (i) shrnout do nésledujiciho tvr-
zeni:

5.13. Dusledek. Jestlize g € Gla,b] a f €S|a,b], pak oba integrdly

/abfd[g] a /abgdm

existugi.

Naésledujici véta poskytuje zdkladni odhad pro integrél ff fdlg] za predpokladu, ze
var? g <oo. Na funkci f pritom zddné zasadni omezeni neklademe.

5.14. Véta. Jestlize g € BV[a,b] a f:[a,b] — R je takovd, Ze integrdly

[ raa o [ 15wl dverz

existuji, pak plati

‘ /abf(x) d[g(a:)]‘ < /ab |f(z)| d[varZg] < || f]l Vang. (5.18)

D u k a z . Pro kazdé rozsitené déleni (D, &) intervalu [a, b] plati

1S(D, &) <Z|f E)l9(e) = gla)|

Q
._.

-]

v(D)
< |f(&)lvarg? g < ||f] var® g.
=1

Dalsi véta poskytuje nejjednodussi konvergencni tvrzeni :

5.15. Véta. Necht g € BV|[a,b], f:[a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {f.}5, je
posloupnost funkci definovaniych na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

tim [[f,— fl =0 (5.19)

a existuji viechny integrdly fab fndlg], n € N. Potom existuje také integrdl fab fdlg] a plati

lim fn / fdlg (5.20)

n—oo



STIELTJESUV INTEGRAL 59

Dukaz. a) Protoze f je ohrani¢end, z predpokladu (5.19) plyne, Ze existuje ng € N
takové, ze plati

I fall < |Ifl| +1 < oo pro vsechna n > ny.

Podle Véty 5.14 tedy mame
‘/ fodlgll < (JIf]l +1)var® < oo pro véechna n > ng

a podle Bolzanovy-Weierstraovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}¢2, vNal € R
takové, ze plati ny > ng a

lim /ab fao dlg] = 1. (5.21)
Oznacme
( Iy = bfnkd[g] pro k€ N,
Sk(D, &) : St..a9(D.€)  pro keN, (D,€) € 2[a,b], (5.22)
S(D,§): = Srag (D), pro (D,§) € Z]a, b].

b) Bud ddno ¢ > 0. Vzhledem k (5.19) a (5.21) muZeme zvolit kg € N tak, Ze plati
Iy —I| <e a | fo. — fll <& pro k> k.

Potom bude také
|S(D,€) — Sy, (D, €)| < evarbg pro véechna (D, &) € 2]a,b).

Dale, necht &y € ¢]a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro vSechna &y jemnd rozsiiend déleni
(D, ) intervalu [a, b] plati

|Sk0<D7’S)] - Iko‘ <Eé.
Pro kazdé (D, &) € «/(dp) tedy mame
|S(D7§> - ]| < |S(Daf) - Sko(D7£)| + |Sk0(Da§) - ]k0| + ’]ko - ]| < €<Vargg+2)‘
Odtud
b
/ fdlgh=1=lim [ f,, dg]

¢) Konectné, opétnym pouzitim Véty 5.14,

/fn /fd < |Ifn = fllvarb g pro kazdé ne N.

Plati tedy i (5.20). O

Nyni muzeme formulovat prvni vyznamné;jsi existenéni vysledek :
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5.16. Véta. Necht f € Gla,b] a g € BV[a,b]. Potom f;fd[g] existuje.

D u k az. Podle Véty 3.6/(ii) existuje posloupnost {f,,}>°; koneénych skokovych funkei,
kterd konverguje stejnomérné na [a,b] k funkci f. Podle Veéty 5.6/ a Priklada 5.12(iii)
integrél f; fn d[g] existuje pro kazdé n € N. To znamenad, ze podle Véty 5.15] existuje také
integral [” f d[g] a plati (5.20). 0

Nésledujici konvergenéni vysledek je tak trochu symetricky k Véte [5.15.

5.17. Véta. Necht g € BV[a,b], f:[a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {g,}°, je
posloupnost funkci definovaniyich na intervalu |a,b] takovd, Ze plati

lim var® (g, —g) =0

a existuji viechny integrdly f; f dlgn], n € N. Potom ezistuje také integrdl f; fdlg] a plati
lim f d[gn) / fdlg (5.23)

D uk az . Zavedme opét znaceni (5.22). Bez tijmy na obecnosti muzeme predpoklédat
gn(a) = g(a) =0 pro vsechna n e N.

Daéle je dukaz podobny dukazu Véty 5.15. Existuje ng € N takové, ze plati
var? adn < var? . g+ 1 provsechna n > ny.

Podle Véty 5.14 tedy mame

‘/abfd[gn]

a podle Bolzanovy-Weierstraovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}2, vNal € R
takové, ze plati ny > ng a

< |If]l (Varl;g + 1) pro vSechna n > ng

hm I, = hm / fdlgn,] =

Pouzijeme znaceni analogické znaceni zavedenému v (5.22). Bud déno ¢ > 0. Zvolme
ko € N tak, aby platilo

I, —I|<e a varl(g, —g)<e pro k> k.

Dale, necht &y € ¢[a, b] je kalibr na [a, b] takovy, ze pro vsechna dy—jemnd rozsifens délent
(D, &) intervalu [a, b] plati

Sk (D, 6)] = I | <&
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Pro kazdé (D,§) € o/(d) tedy mame
|S(D7§) - I| < |S(D7§) - Sko(D7§)| + |Sk0(D7§) _Ik0| + |Ik0 _]l < 6(Hf” +2)

Odtud
b b
[ rdlg=1=jm [ fdig,)

Konecné, opétnym pouzitim Véty [5.14,

b b
| / £ dlga] - / fdlg] < 1]l var' (g, — g) pro kazdé ne N.

Plati tedy (5.23). O

Podle Veéty [5.16/ integral f: fdlg] existuje pro vsechny f € Gla,b] a g € BV]a,b.
Chteli bychom ukazat, ze tento integrél vzdy existuje i v symetrické situaci: f € BV]a,b]
a g € Gla,b]. Rozlozime-li funkci f na soucet spojité ¢asti f¢ a skokové casti fB (viz
Lemma [1.22 a Definice [9.9) a vzpomeneme-li si na Lemma [1.25, podle kterého existuje
posloupnost koneénych skokovych funkei fB € S|a, b] takova, ze plati

Tim If5 = f2 e =0,

zjistime, ze ke svému cili dospéjeme, budeme-li umét dokazat existenci integralu f; fdlg]
pro kazdou funkci f € BV N C a kazdou g € Gla,b] a budeme-li mit k dispozici
konvergencni vétu, ze které by plynulo, ze plati

i [ = [

pro kazdou funkci g € Gla,b]. (Vétalh.15 a ani Véta 5.17 takovy vysledek nezahrnuji.)
Tyto tkoly splnime v nasledujicich tfech krocich.

Nejprve dokdzeme tvrzeni zarucujici existenci integralu f; fdlg] za predpokladu
zahrnujicich i piipad f€BV NC, g € Gla, b].

5.18. Lemma. Jestlize funkce f€BVla,b] je spojitd na intervalu |a,b], pak integrdl
o) fab fdlg] existuje pro kazdou funkci g€ Gla,b].

Dukaz.Necht f € BV[a,b],g € Gla,b] a f je spojita na intervalu [a, b]. Podle Vét [5.10,
3.0,/4.10/a4.15 staci ukazat existenci integralu (o f g d[f] pro kazdou konecnou skokovou
funkci g (t.j. g € S[a, b]). Navic, protoze

S[a, b] = Lin (X[a,r]a Xla,7)» T € (a’ b]’ X[“]) :
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(viz Poznamka [3.9 (i)), podle Cviceni 4.9 se muzeme omezit na piipady

9= Xars 9= Xar, TE@Db], ¢=Xa

a) Necht tedy 7€ (a,b] & g = X[o,r]. ZF€jmé je

@ [ 9dif) =50 - fla).
Pro kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2[r,b], D = {ag,aq,...,an}, & = (&,&, .-, &n)
mame

0 je-li & > T,
flan) = f(7) jeli§ =1

Diky spojitosti funkce f v bodé 7 zprava muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni
D, takové, ze bude

sw0-]

|S(D,€)| <e pro vsechna (D,&) € 2[r,b] takovd, ze D D D,,
£.

b
() / Yw dIf] = 0

(o) / Xiar) dlf] = F(7) — f(a).

b) Necht 7 € (a,b] a g = X[q,r). Potom

b
@ [ gdifi=o
Pro kazdé rozsitené déleni (D,§) € Z[a, 7], D = {ap,0q,...,an}, £ = (&,&,...,&n)
mame
0 je_h gm—l <,
(1) = flam-1) je-li &, = 7.

Diky spojitosti funkce f v bodé 7 zleva muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni
D, takové, ze bude

|S(D,€)| <e provsechna (D,§) € 2[r,b] takova, ze D D D,
.

©) [ Xiar a7 =0
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(@/xmﬂﬂﬂzﬂﬂ—f@~

¢) Podobné bychom ukézali, ze

w)/xwﬂﬂ:a 3

5.19. Cviceni. Dokazte nésledujici dvé jemné modifikace Lemmatu 5.18:
Jestlize f€BVla,b] je zleva spojitd na intervalu (a,b], pak integral (o) f; fdlg]
existuje pro kazdou funkci g € Gla,b] zprava spojitou na intervalu [a, b).

Jestlize f€BVla,b] je zprava spojitd na intervalu [a,b), pak integrdl (o) f; fdlg]
existuje pro kazdou funkei g € Gla, b] zleva spojitou na intervalu (a, b|.

Nasledujici véta poskytuje odhad symetricky k Vété 5.14.
5.20. Véta. Nechf funkce g ohranicend na [a,b] a f € BV][a,b] jsou takové, Ze existuje
integradl fb fdlg]. Potom plati
/ fdlg] (@) + £ (B)] + varg f) [lg]l- (5.24)
D u k a z . Pro libovolné (D,&) € Z[a,b], D = {ap,a1,...,an}, € = (&,&, -, &n),

S(D, &)= f(&) lglan)—g(a)] + f(&) [9(az)—g(ar)+ . .A-f(&m) [9(D) —g(tm—1)]
= f(b) g(b) — f(a) g(a)
—[f(&)—f(a)] g(a) = [f(&)—f(&)] glar)—. . .—[f(b)—f(&Em)] 9(b)
= f(b)g(b) — )= [ (&) —F(€)] glay),

Jj=0

kde & = a a &, 11 = b. Odtud plyne, zZe pro kazdé (D, &) € £ [a,b] plati

(.01 < (1@ + 11O+ 317 €)= £&)]) lgl,

neboli
1S(D, &) < (1f(@)] + [f(B)] + varg f) ]|g]
odkud uz tvrzeni Véty okamzité plyne. [

Nyni dokazeme konvergenéni vétu ktera zaruci, ze bude platit

o [ = [
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5.21. Véta. Necht funkce g je ohrani¢end na [a,b), f € BV|[a,b] a necht {f,}°,CBV]a, ]
je posloupnost takovd, Ze

/b fndlg] existuje pro kazdé ne N a plati nll_)IIOlo | fo — fllBv = 0.
Potom existuje také integrdl fab fdlg] a plati

%, ' / fdlg
D 1 k a z . Podle Véty 5.20 plati

b
’ / (fon— fm) d[g]‘ < 2|lgll | fn = fmllev  pro libovolna m,n € N.

Posloupnost { fj fn d[g]} je tedy cauchyovska a existuje tudiz I € R takové, ze plati
n=1

b
lim fn gl =1.

n—oo

Ukazeme, ze fab f dlg] = I. Budiz dano libovolné € > 0. Zvolme ny € N tak, aby platilo

’/abfnod[g]_[‘<5 a | fu = fllav <e.

Déle, zvolme §. € ¢ tak, aby pro kazdé (D, &) € «7(d.) platilo

50,6~ [ ] <=

kde znacime Sy, (D, &) = St aq (D, §). Potom pro libovolné (D, §) € «/(J.) mame

50,0~ [ gt +| [ fuala -1

< [S(D,€) = 5o (D, €) +

e (llgll +2)

odkud uz snadno odvodime, ze plati

n— oo D

/abfd[ — 7= lim bfn dlg].
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Nyni uz budeme umét dokazat kyzeny existecni vysledek. Pfipomenme jesté, ze v na-
sledujicich tvrzenich a jejich dukazech dusledné pouzivame konvenci z nasich Zdkladnich
umluv a oznacend (viz (xiii)) pro funkce regulované na intervalu [a,b] a klademe

g(a—) = g(a), g(b+) = g(b)
(a tedy také A”g(a) = ATg(b) =0, Ag(a) = ATg(a), Ag(b) = A"g(b))

pro kazdou funkci g € Gla,b]. V tomto smyslu je tfeba i rozumét symbolum pro funkce
g(x—) resp. g(x+) definované na [a,b]. Neni tézké si rozmyslet, ze napt. pro g € G|a, b
a h(zr)= g(z—) plati

h(z—) = h(z) = g(x), h(z+)=g(z+) na [a,b].
Analogicky, pro g € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
hz+) = h(z) = g(z), h(z—)=g(z—) na [a,b].

5.22. Veéta. Jestlize f € BV|a,b] a g € Gla,b], pak integrdl fabfd[g] existuje a plati
(5.24).

Dukaz.Neht feBViab ageGla,b] anecht W = {wi}rex je mnozina bodu
nespojitosti funkce f v [a,b]. (K CN muze byt pifpadné i koneénd mnozina.) Necht
f = f¢+ fB je Jordantv rozklad funkce f na spojitou ¢ast f¢ a skokovou ¢dst fP
definovanou jako v (1.7). Definujme

Z A7 f(wi) X (wpp (€) + Z AT f(wg) X0 (z) proneN a z € [a,b].

keKN[1,n] keKN[1,n]

Ziejmé fBeS[a,b] pro kazdé n € N a podle Lemmatu [1.25 plati
lim ||fB — fBlgv = lim var® (f® — fB) =0.

Dale, podle Dusledku [5.13| integral fab 1B d[g] existuje pro kazdé n € N. Specialné, integral
f:fB d[g] existuje je-li mnozina K konecnd, tj. kdyz f mé jenom kone¢ny pocet bodu
nespojitosti. Neni-li K konec¢nd, pak integral f; fBd[g] existuje podle Véty 5.21. Protoze

integrél fab fCd[g] existuje podle Lemmatu/5.18, existence integralu fab f d[g] nyni plyne
z Véty 5.6. Konecné, podle Véty [5.20) plati také (5.24). O

Piimym dusledkem Véty 5.22! je nasledujici konvergenéni tvrzenti :
5.23. Dasledek. Jestlize g, € Gla,b] proneN a g, = g na [a,b] pro n — oo, pak
pro kazdou funkci f € BV|a,b] plati

lim f d[gn] / fdlg (5.25)

n—oo
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Nasledujici tvrzeni navazuje na dukaz Veéty [5.22 a dava navod k vypoctu integralu
f: fd[g], je-li zndm integral f: f€d[g], kde f€ znaci spojitou ¢dst funkce f.

5.24. Dusledek. Jestlize fe€ BV]a,b], g€ Gla,b], KCN a W je mnoZina bodi ne-
spojitosti funkce f v la,b] a f€ je spojitd cdst funkce f (fC(a) = f(a)), pak

/ 1 dlg)= / FEdlglt S [A fw)(g(b)—glw—)) + AT f(w)(g(b)—g(w+))]. (5.26)

we W

D 1k a z . Necht, jako v dukazu Vety 5.22) K CN, W = {wi }rer 2

fR(x)= Z (A F(wi) X0 (@) + A f(wi) Xjw ()] proneN a z € [a, b).

keKN[1,n]

Podle Lemmatu [1.25 plati
lim ||an - fB“BV = lim VaI'Z (fB - an> =0.

Déle, podle (5.14), (5.15) a Véty 5.6, mame
b n
/ 2 dlg) =" [A Flwn) (9(0)—g(wi—)) + A f(wr) (9(0)—g(wet))]  (5.27)

pro kazdé n € N. Je-li K kone¢nd, plyne odtud okamzité, ze plati (5.20).

Neni-li K koneénd, muzeme bez tjmy na obecnosti predpokldadat K =N. Potom podle
Véty 5.21] plati

n—oo
a

b b
[ o= i [ aig) (5.28)

Podle Cviceni 1.10 je

Z |A™ fwi) (9(b)—g(wi—)) + A f(wy) (9(b)—g(wi+))|

<2]gl Y- (1A Flwol + 1A% f(we)l) < 2] (varkf) < oo.

k=1

Vzhledem k (5.27) a (5.28) tudiz méme

Plati tedy (5.26). O



STIELTJESUV INTEGRAL 67

5.25 . Cviceni. Pomoci Lemmatu [1.25 a tvah analogickych tém, které jsme pouzili
v dikazu Dusledku 5.24, dokazte, ze pro f € Gla,b] a g € BV|a, b] plati

/ £ dlgl= / FalgCl+ S Fw) Ag(w), (5.30)

kde W je mnoZina bodt nespojitosti funkce g v [a,b] a g€ je jeji spojitd ¢dst. (PFirozend,
zde Ag(a) = ATg(a) a Ag(b) = A7g(b).)

Pii dikazu Dusledku 5.24/ a ve Cviceni [5.25 jsme pouzili Piiklady 5.11. Nésledujici
technicka lemmata jsou potiebna pro dukaz Véty o integraci per-partes, kterd je nasim
dalsim vyznamnéjsim cilem. Také v jejich dukazech budou Priklady 5.11 vyuzity.

5.26. Lemma. Necht he€ Gla,b], c € R, K CN a W ={wy, }re x C [a,b] jsou takové, Ze

h(z)=c¢ pro z € la,b]\ W, (5.31)
Potom
b
/ fd[p] = ) [h(b) = ] = f(a) [h(a) — c] (5.32)

plati pro kazdou funkci f € BV]a,b].

Dukaz. a) Funkce h spliuje (5.31) pravé tehdy, kdyz

h(z)=c+ Z (h(wg) = ¢) Xy (®) proneN a x€la,b].

Definujme K, = K N[1,n], W, ={wi}re k, a

hop(x) =c+ Z (h(wg) =€) Xy (®) proneN a z € a, b]

pro n € N. Dokéazeme, ze plati
7}1_{20 llh,, — hl|| = 0. (5.33)
Necht je tedy ddno e >0 a necht ng €N je takové, ze
|h(wg) —c| < e pro kazdé k > ny. (5.34)
Takové ng existuje, protoze pro kazdé k€N je
|A"h(wy)|  kdyz wg € (a,b),
|h(wg) —c| = < |ATh(a) kdyz wy=a,
|A~h(D)] kdyz wr=0
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a mnozina téch k € N, pro néz |h(wy) — ¢| > ¢, muze mit podle Dusledku 3.7 (ii) jenom
nejvyse koneény pocet (ng) prvku. Tudiz,

c— h(x kdyz xeW,,
|hn<x>—h<x>r={' ol Kdvz e

<e pron>nga z€la,bl.
0 kdyz z €[a,b]\ W,
Plati tedy (5.33).

b) Podle Piikladu 5.12! (i), formule (5.12) a Véty [5.6 plati

/ fdlhn] = f(b) [hn(b) = ] = f(a) [hn(a) — c] (5.35)

pro kazdou funkci f€BV][a,b] a kazdé n € N. Podle (5.33) a podle Dusledku 5.23/ tedy
mame

/ fdlh] = lim fd[] F(0) [h(b) — ] — £(a) [h(a) — d].

n—oo

]

5.27. Lemma. Necht h€BV[a,b], ce R, KCN a W ={w}ren C|a,b] jsou takové,
ze plati (5.31). Potom

b (3]
/ hd[g] = —I—Z (wg)—c] Ag(wg) pro kazdou g€ Gla,bl. (5.36)
@ k=1

D ik a z . Vzhledem k (5.31) miuzeme polozit h®(z) =c a hB(x) = h(z) — ¢ na [a,b].
W je mnozina bodu nespojitosti funkce h na intervalu [a,b]. Déle, h(x—) = h(z+) =
h(a+) = h(b—) = ¢ pro kazdé = € (a,b). Tudiz

A~h(z) = h(x) —c= —ATh(x) pro kazdé x € (a,b).

Podle (5.26) (kde f = h) tedy méame

/ hdlg) = clg®)—g(@)] + 3 (hw) — o) [g(b)—g(w—)—g(b)+g(w+)]

weW
=clg(b)—g(a)]+ > [h(w)—c] Ag(w),
weW
tj. plati (5.36). (Ptipomenme znovu, ze Ag(a) = A*g(a) a Ag(b) = A~ g(b).) O

5.28. Véta (VETA O INTEGRACI PER-PARTES). Jestlize f € Gla,b] a g € BV|a,b], pak
existugi oba integrdly

/abfd[g] a /abgd[f]
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b b
/ S dlg] +/ g dlf] = f(b) g(b) — f(a) g(a) (5.37)

Dukaz. Integral fab fd[g] existuje podle Véty [5.16/a integral fab g d[f] existuje podle
Vety 5.22. Déle,

/bfd[g]+/bgd[f]

b
/ f(z) dlg(x) + Atg(a)] + / 9(2) d[f(z) — A f()]

- / £(2) dIA* g(a)] + / o(2) dA™ f ().

Nenf obtizné ovéfit, ze funkce h(x) = Atg(z) spliuje (5.31)s ¢=0a h(b) =0. Dale,
Ah(xz) =0 pro z € (a,b). Podle Lemmatu 5.26/ tedy méame

/ f(z) d[A*g(x)] = — f(a) A*g(a).

Analogicky,

/ o) d[A™ F(z)] = g(b) A~ F(b),

/ f() dg(a)] + / o(x) d[f ()

cili

, , (5.38)
= [ 5@ g+ [ g(o) dif)]+ Fla) Agla) + A F0) 900
Prvni integrédl na pravé strané muzeme upravit na
/f(fv)d[g(x+)]=/ f(w—)d[g(flf+)]+/ A f(x) d[g(z+)]. (5.39)

Pro funkci h(xz)=g(z+) mame h(z+)=~h(z)=g(z+) a h(z—)=g(x—) na [a,b], tj
Ah(z)=Ag(z) na [a,b]. Podle Lemmatu 5.27 tedy plati

/A flx =) A f(z (5.40)

z€[a,b]
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Analogicky,

/ g(z) d[f(a—)] = / g(e+) d[f(z—)] - / A+g(z) d[f(z—)]
- / oot dlf )] — 3 Atg() Af(x).

z€la,b]

(5.41)

Funkce f(z—) je spojitd zleva na (a,b] a g(xz+) je spojitd zprava na [a,b). Podle
Cviceni 5.19 to znamend, ze oba integraly

/ fla—) dlglab)] a / g(e+) d[f (z—)]

existuji jako o-Riemannovy-Stieltjesovy (RS) integrély. Pomoci Véty 4.15 o integraci per-
partes pro RS-integraly dostavame

/f(iv—)d[g(fCJr)H/ gle+) d[f(z=)] = f(b=) g(b) — f(a) g(a+). (5.42)

Dosazenim (5.39)-(5.42) do (5.38) dostaneme

/abfd[g]+/abgd[f]

f(b=) g(b) = f(a) g(a+) + f(a) ATg(a) + A7 (b) g(b)

+ 3 (A7 F@) A7) + A g(@)] - (A f(2) + A f@)] Atg(a))

z€[a,b]

= f(b)g(b) = fa) gla) + > [A7f(x) A7g(t) — A f(z) Atg(x)].

z€[a,b]
Dokazali jsme, ze (5.37) plati. O

5.29. Lemma (SAKS-HENSTOCK). Necht f,g:[a,b] — R jsou takové, Ze integrdl

/abfd[g]

md konecénou hodnotu. Necht € > 0 je ddno a necht § € 4|a,b] je kalibr na [a,b] takovy,
ze plati

‘S(D,f) - /abfd[g]) < e pro vechna (D,§) € «(9).
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Potom pro libovolny systém {([s;,t;],7;), j =1,2,...,k} takovy, Ze

a<s3 <1 <t <sp< - <Ssp <1 <y <D, (5.43)
[Sj,tj] C [Tj_(S(Tj);Tj—i_(S(Tj)]a j:1,2,..‘,]{', .
plati nerovnost
k t;
> [f(Tj) [9(t;) — g(s;)] —/ fd[g]] (5.44)
j=1 5

Dtk az.Bud ddno n > 0. Oznac¢me ty = a, s = b. Je-li j € {1,2,....k} a
t; < sj+1, pak muzeme najit kalibr 67 a rozsifené délenf (D7, &%) € o7(87; [t;, sj41]) takové,
7e 67 (x) < §(x) pro kazdé x € [a,b] a

S(D7, ¢l — /t ™ fdlgl| < kLH (5.45)

Nyni sestavme 0—jemné rozsitené délent (15, E) intervalu [a, b] tak, aby platilo

D Fm) lolts) = g(s)] + Z S(D7,¢%) = S(D, €).

j=1

(Je-li t; = sj41, klademe S(D7,&7) = 0.) Vzhledem k predpokladim lemmatu tedy mdme

’Z(T] )~ a(s)] / o) + 3 (5. 9) - [ ra)
N—/abfd[g1<e

Odtud a z (5.45) dostavame pro libovolné n > 0

\Zf B lote) —ats) — [ ]

J

QMk

3 —/abfd[g]‘Jr‘i(S(D]}fj)—/t_sj“fd[g])‘ <etn,

tj. plati (5.44). O

5.30. Véta. Necht f:fd[g] existuje a ¢ € [a,b]. Potom plati

lim /fd + £(0) [g(c /fd (5.46)

z—c, z€[a,b]
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Dukaz.Bud ddno e > 0 a necht 6. € 9[a, b] je takovy kalibr, ze

\S(D,@—/abfd[g])m

plati vSechna (D,§) € «(d.). Pro kazdé x € (¢, c + 0-(c)) N [a, b] systém {([s1,t1],71)},
kde s; =1, = ¢ a t; = z, vyhovuje podminkam (5.43). Podle Saks-Henstockova lemmatu
(Lemma 5.29) tedy mame

£ o)~ 9] = [ ] <= (5.47)

Podobné, je-li x € (c—d.(c),c) N [a,b], pak pouzitim Lemmatu 5.29 na systém {|x, c], ¢}
dostaneme nerovnost

#0)lo() —gta)) = [ o] <

Pro kazdé x € (¢—d.(c), c+d.(c)) N [a,b] tedy plati nerovnost (5.47) a tudiz také nerovnost

| /acf dl] - / " Fdlg] - 1) lgle) ~ a(a)] = / fdg] - £(0) @) — 9(0)]| <.

tj. plati (5.46)). O

5.31 . Dusledek. Necht fabfd[g] existuje, g € Gla,b] a necht funkce h:[a,b] — R je
definovdna predpisem

h(x)—/xfd[g], 2 € [ab]
Potom h € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(H)ATg(t) a h(s—) = h(s)— f(s)A"g(s) pro t€][a,b), s€(a,b].
]

5.32. Véta (HAKE). (i) Necht [7 fdlg] existuje pro kazdé x € [a,b) a necht

iy ([ 7 dlgl + 50 o(b) - g(a)]) =T € R

r—b—

Potom také

/abfdm 1.
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(71) Necht fff d[g] ezistuje pro kazdé x € (a,b] a necht

i, ([ ala) + 50 o(0) ~ ot@)) =1 € B

r—a+

Potom také

/abfd[g]zf-

Dukaz. (i) Bud ddnoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

‘ / fdlgl+ f(b)[g(b) —g(xz)] —I| <e prokazdé xe[b— A,b). (5.48)
y b—a : A
Polozme x, = b — Tl pro k € N. Posloupnost {z;}%2, je rostouci a limg_,o, =0 a
Tk 8
VEeN 35 €9lan]:(D.¢) b lan)) = [SD.0- [ fdg| <5 (549)

Pro kazdé 7 € [a, b) oznacme symbolem r(7) jednoznacné uréené prirozené ¢islo k takové,
ze T € [x_1,x1). Déle, definujme kalibr dy na [a,b) tak, aby platilo

do(T) < 0(T) a [1=080(7), T+d(7)] C [a,x] pro kazdé keN akazdé 7€ [xg_1,xx).

Nyni, necht je déno x € [a,b) a necht p€ N je takové, ze z € [x,_1,,) (tj. p = k(z)) a
necht

(B.n) = ({50751, s Bk (1,125 - - 777m))

je libovolné dp—jemné déleni intervalu [a, x]. Pro kazdé k€ NN[1, p|] a kazdé j € NN[1, m]
takové, ze rk(n;) =k pak mame

n; = 0k(ny) < mj — do(n;) < Bjr < By <y + do(ny) < mj + 6r(ny)-

Vzhledem k (5.49) a definici kalibru dy, tedy vidime, ze pro kazdé k € {1,2,...,p} systém

{([5j—1’ﬁj]77]j)7 J=L12....m, "0(771‘) = k}

spliuje predpoklady Saks-Henstockova lemmatu [5.29). Pro kazdé k€ {1,2,...,p} tedy
plati nerovnost

Bj

> )l — 9@l = [ flgl] < o
w(n;)=k

Bj-1
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Tudiz

/N

> (50 3~ 9(35-0) - [ £l

( > ) g(ﬁj—l)]—/;j 7 dlg])|

k=1 r(n;)=k -t
< ;)H;k( ) a(%) - wjl)J—/fjlfd[g])\ <§§=a

.
|S(B, n)—/x f d[g])| < e pro vsechna x € [a,b) a vsechna (B,n) € (o, [a,x]) (5.50)

Nyni, polozme
{ min{b — z, §(z)} pro z€[a,b),

— = 0.
5 Pz

0" (z) =

Pak pro kazdé 0*—jemné déleni

(5,5) = ({0‘07041a .- 705m}7 (517527 e >€m))

intervalu [a, b] musi platit &, = a,, = b, a1 € (b — A,b) a tudiz, vzhledem k (5.48) a
(5.50),

m—1
S(D,6) — 1| = | 3 1(&) () = glay-0)] + [ (4) [9(b) — glam-1)] ~ 1]
j=1
m—1 A1
< |3 e ot — gt - [ 1 i)
j=1 @
| [ g+ 1) o0) - glan) - 1] < 2.
t. [, fdlg] =
Diukaz tvrzeni (ii) se provede analogicky a ponechdvam ho ¢tendfi jako cviceni. ]

5.33. Priklady. Pomoci Hakeovy véty muzeme snadno a universalnim zpusobem odvo-
dit vzorce, které jsme v Ptikladech 5.12 odvodili piimo z definice pomoci vhodné volby
kalibru. Napt. formuli (5.9) dostaneme takto:

/ fdXal = /de[X[T,b]] = lim (/ F Al + F(7) X (7) = X (D)]) = f(7)



STIELTJESUV INTEGRAL 75

pro libovolnou funkci f a 7€ (a,b). Podobné, pro 7€ (a,b) a g€ Gla,b] dostaneme
pomoci Hakeovy véty

/abX[a,T] dlg] = /aT Ld[g] + /Tbx[m d[g]

= g(1) — g(a) + lim (/t Xjair] dlg] + 1[g(t) — g(7)]) = g(7+) — g(a),

t—7+
tj. (5.15).
5.34. Cviceni. Pomoci Hakeovy véty dokazte i zbyvajici formule z Prikladu 5.12.

5.35. Lemma. Necht ff [ dlg] ezistuje. Potom pro kazdé € > 0 existuje kalibr 0 € ¥|a, b]
takovy, Ze plati

> |rte ot ~stay-i - [ sl < 551

pro kazdé (D,§) € #(9), D = {ag, a1, ..., ant, £ =(&,8, ..., &n)-

Dukaz.Bud ddno e >0 a necht § €¥4([a,b]) je kalibr takovy, ze

5.9~ [ rata] <

DO ™

plat{ pro viechna J—jemnd rozsifena déleni (D, &) intervalu [a, b]. Nyni, necht
(D,f) = ({ao, Qp,y ... ,O[m}7 5 = (51752, N ,m)) S %(5)

Oznac¢me

JTr={ie{1,2,....m}: f(&) [g(a; — g(ej1) —/O_éj fdlg] >0}

Jm=1{12,...,m}\ J".

Systém {([aj_1,;],&;), j€J} spliuje predpoklady (5.43) z Lemmatu 5.29 na misteé
{([sj,t;], 7;)}. Podle Lemmatu 5.29 tedy plati

> (#&)lata-stas-l- [ £ i)

jeJt

= ¥ [r€lates) ~ stey-1- [ f gl <5

jeJt
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Podobné

> (f€) ota-gtas)— [ s

jeJ-
£
= > |7(&) l9(as)~glas1)] fd <3
jeJ—
Odtud uz nerovnost (5.51) okamzité vyplyva. O

5.36 . Véta (VETA O SUBSTITUCI). Je-li funkce h:[a,b] — R ohranicend a integrdl
fj f dlg] existuje, pak oba integrdly

/abh(:c) d[/j f d[g]], /abh(:r;) F(z) d[g()]

existugi jakmile existuje alespon jeden z mich a v takovém pripadé pak plati:

/abh(a:)d[/azfd[g]] = /abh(x)f(x)d[g(x)].

D 1k a z . Podle Véty 5.7 je funkce

Z/azfd[g]

definovand pro kazdé x € [a, b].

a) Predpokladejme, ze existuje integral

/abhfd[g]-

Necht je ddno € > 0 a necht 6. je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro kazdé d.—jemné délent
(D,&) = ({ao, o,y am}, (61,2, -, &) intervalu [a, b] plati

Z\hg (&) l9(0; — glog1)] - Aajlhfd[g]] <e

j—

Z’f@ sl [ s

(Takovy kalibr existuje podle Lemmatu 5.35.) Pro kazdé d.—jemné déleni

(D,&) = ({ao, a1, ..., am}, (&1, &, .-, Em))
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intervalu [a, b] tedy méme:

<Z)h@/ f dlg] ~ h(E;) £(&) o) — glety)

+ Z: ’h(é}-) F(&) l9(ey) = gley1)] — /:jl hf d[g]‘

J

< ja| i [ rale - 1) st - glay)

+ i ’h<£j)f(€j> lg(aj) — g(ej—1)] — /aajl hfd[g]‘

j—

< ([rll+1)e,

tj. existuje integrél fab hd[k] a plati

/abhd[k:]:/abhfd[g].

b)  Obracend implikace by se dokazovala podobné — opét za vydatné pomoci Lem-
matu 15.39. o

5.37. Véta (VETA O DOMINOVANE KONVERGENCI). Necht f, f,€ Gla, b,

|full <C<oopro neN a lim f,(x)= f(x) pro vSechna t€ [a,b].

Potom
b
lim fn / fdlg] pro kazdou funkci g € BV|a,b].

5.38. Dusledek. Necht A€BV|[a,b|. Potom operdtor

r €BV]a,b] — Lx €BV]a,b],

kde (Lx)(t):/ d[A(s)] z(s) pro te€]a,b]

je kompaktni (totdlné spojity) linedrni operdtor.

Diikaz. L je zFejmé linedrni ohranic¢ené zobrazeni BV |[a,b] do BV|a, b]. Zbyva tedy doka-
zat, ze pro kazdou posloupnost {z,} ohrani¢enou v BV|a, b], jeji obraz {L x, } C BV|a, b|
obsahuje podposloupnost, ktera konverguje v BV|a, b].



78 KURZWEILUV-STIELTJESUV INTEGRAL

Necht je tedy {x,} CBV]a,b] posloupnost takova, ze ||z,|sy <C < oo pro vsechna
n € N. Podle Hellyovy véty (Véta [1.26) pak existuje podposloupost {n;} CN a funkce
x € BV[a, b] takové, ze

|lz|lgy <C and m z,, (t) = x(t) pro kazdé t€ [a,b].

li

k—o0

Oznacme z(t) =z, (t) —x(t) pro k€N a t € [a, b]. Potom
|2(t)| <2C pro keN a te(a,b)].

Pro libovolnou funkeci u € BV]a,b] a libovolnou dvojici ¢q, to bodu z [a,b] takovych, ze
a <t; <ty <b mame podle Véty 5.14

/t f d[A]u

Pro libovolné D ={ag, a1, ...,an,} € Z[a,b] a kazdé k € N tedy plati

< [ e Alut)l = [ abvarzAluts)l

t1 t1

OICESICHENVESIIIES iy T BT
- Z/aj dfvars A] |z (s)| < / dlvar? A]|zx(s)],

neboli
b
|L zi||pv = Varl; (Lz) < / dlvar® A]|zx(s)| .

Pouzitim Véty 5.37 dostaneme konecné

b
klim \Lx,, — Lz|gy = klim L zk||py < klim / d[var A |z (s)| = 0.



