Kapitola 6

Spojité linearni funkcionaly na
prostorech regulovanych funkci

Uvodem pripomenme nékolik zédkladnich pojmi.
Necht X a Y jsou linedrn{ (vektorové) prostory. O zobrazeni
f:xeX, yeY — fx,y) R
fekneme, ze je bilinearni, jestlize plati
Bz + xo,y) = B(x1,y) + B(xe,y) pro véechna z1,25€X, y€Y,
BAz,y) = AB(z,y) pro véechna re€X, yeVY, AeR,
B(x,y1 +y2) = B(z,y1) + B(x,y2) pro vechna z€X, y,y2 €Y,
Bz, \y) = XB(x,y) pro vSechna re€X, yeY, AeR.
Prostory X, Y tvori dudlni pdr vzhledem k bilinedrnimu zobrazeni 3, jestlize plati
B(x,y) =0 pro vsechna z€X = y =0,
B(x,y) =0 pro vsechna yeX = x =0.

Linearnim zobrazenim linearniho prostoru X do R tikame linedrni funkciondly na X. Pro
libovolné linearni funkciondly ®, ¥ na X, A€ R a z € X definujeme

(P+V)(z) =P(x) +¥(z) a (AP)(x) =AP(x).

Mnozina linearnich funkcionalt na prostoru X je zrejmé vzhledem k takto zavedenym ope-
racim také linedrni prostor. (Nulovym prvkem mnoziny linearnich funkciondlu na prostoru
X je prirozené funkciondl O: r€X — 0€R.)

Je-li X Banachtv prostor s normou z € X — ||z||x, pak linedrni funkciondl ® na X je
spojity (vzhledem k topologii indukované normou ||.||x) prévé tehdy, kdyz je ohraniceny,
t].

sup{|®(2)|: z X, [|z|x <1} < o0.

Prostor spojitych linearnich funkcionalu na Banachoveé prostoru X znac¢ime X* a nazyvame
dudlni (nebo téz adjungovany prostor) k X. Predpisem

deX* — |||

x =sup{|Px|: zeX, |z|x < 1}.
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je prirozené definovana norma na X* a X* je vzhledem k této normé také Banachuv
prostor. Je znamym dusledkem Hahn-Banachovy véty, ze dvojice tvorend Banachovym
prostorem X a jeho dudlnim prostorem X* tvoii dudlni par vzhledem k bilinearnimu
zobrazeni

reX, deX® — o(z)eR.

Mezi vyznamné vysledky funkcionalni analyzy patii representace spojitych linearnich
funkciondli na nékterych casto pouzivanych prostorech funkci. Je dobfe znamo napf.,
ze ® je spojity linedrni funkcionél na Cla,b] (¢ € (Cla, b])*) prave tehdy, kdyz existuje
funkce p € BV|a, b] zprava spojitd na [a,b) a takovd, ze p (a) =0 a

b
O(z) = / d[p]z pro vsechny funkce x € C|a, ).

Funkce p € BV|a,b] zprava spojité na (a,b] a takové, ze p(a) = 0, se nazyvajl norma-
lizované funkce s konecnou variaci a tvoii podprostor v BV][a,b], ktery budeme znaéit
NBV]a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b] jsou isometricky isomorfni. (To by neplatilo,
kdybychom N BVa,b] nahradili prostorem BV[a,b] vSech funkei s kone¢nou variaci na
[a,b]. Pochopitelné, NBV]a,b] lze ale nahradit napf. podprostorem BV|[a,b] tvorenym
funkcemi spojitymi zleva na (a, b], které se anuluji v néjakém pevné daném bodé c € [a, b].)
Vzhledem k tomu, se jedna o integraci spojitych funkci, integral, ktery se ve vyse uvedené
representaci objevuje, je klasicky (normovy) Riemannuv-Stieltjesuv integrél. Dalsi dobie
znamé representace spojitych linearnich prostoru vyuzivaji Lebesgueova integralu :

® € (L*[a,b])* <= existuje p€lL® [a,b], takové, ze
b
(ID(x):/ pxdt pro xel%a,b,
¢ e (AC[a,b])" < existuji ¢€R, peL™®a,b] takové, ze
b
®(z) = qz(a) +/ pa'dt pro x€ACla,b)].

Zde, jak je obvyklé, L%[a, b] pro a € [1,00), znaci prostor funkei x méfitelnych na [a, b| a
takovych, ze

b
/ |z|* dt < oo,
a

pficemz norma na LL%[a, b] je definovéna predpisem

b 1/a
reL%a,b] — ||ofla = ( / \xwdt)
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=% jestlize a >1,
*

oo jestlize a=1.

(O tvaru spojitych linedrnich funkcionali na ACla, b] jsme se jiz zminili v Pozndmce 2.5.)
Dukazy vySe uvedenych tvrzeni a dalsi podrobnosti lze nalézti ve vétsiné standardnich
ucebnic funkcionalni analyzy. VSeobecné dostupna je také on-line verse plzenskych skript

1.

V této kapitole odvodime obecny tvar spojitych linearnich funkcionalu na nékterych
podprostorech prostoru Gla, b]. Pro zacatek si pripomenme, ze podle Véty [5.22 je vyraz

b
®(a) = gola) + [ pdia (6.1)

definovén pro kazdou funkci z € G|a, b] a kazdou dvojici n = (p, q) € BV|[a, b] x R. Navic,
pro kazdé n€BV]a,b] x R, predpis (6.1) definuje ohrani¢eny (a tedy spojity) linearni
funkciondl na Gla, b].

Snadno ovéfime, ze predpisem 1 = (p,q) € BV]a,b] x R — ||nllsvxr = |¢| + ||p|lv
je definovana norma na prostoru BVia,b] x R a BV[a,b] x R je Banachuv prostor vzhle-
dem k této normé. Z formuli uvedenych v Prikladech 5.12 (viz téz Priklady 5.33| resp.
Cviceni 5.34) také snadno odvodime néasledujici tvrzeni.

6.1. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojici n = (p,q) € BV[a,b] x R plati

®,(1) =g,
Py (X(re) =p (1) kdyz 7€ ]a,b), 62)
®,(xr) =0 kdyz 7€ (a,b),
@, (xp) =p(b).
(ii) Pro libovolnou funkeci x € Gla,b] plati
¢, (z) = z(a) kdyz p=0 na [a,b] a q=1,
¢, (z) = x(b) kdyz p=1 na [a,b] a q=1, 63
P, (z) =x(r—) kdyz p= Xur na [a,b], TE€(a,b a ¢=1,
¢, () =x(t+) kdyZ p=Xpr na [a,b], TE[a,b) a q=1.
[

Piimym dusledkem vztahtu (6.2), (6.3) a Lemmatu [3.13] je nésledujici tvrzeni.
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6.2. Lemma.
(i) Jestlize n = (p,q) €BV[a,b] xR a

O, (z) =0 pro kazdé x € Lin(l, X(r4: T € [a,b), X[b]>7
pak p(t) =0 na la,b] a g=0.
(ii) Jestlize x € Gla,b] a ®,(x) = 0 pro vsechny dvojice n = (p,q) € BV|a,b] x R, pak
z(a) = z(a+) = z(7—) = z(74) = 2(b—) = x(b) (6.4)
plati pro T € (a,b). O

6.3. Poznamka. Vsimnéme si, ze vzhledem k tfetimu vztahu v (6.2), mizeme v tvrzeni

(i) predeslého lemmatu nahradit mnozinu Lin(l, X(rp], T € [a,b), X[b}> mnozinami

Lin(l, Xirb), T € [a,b), X[H) resp. Lin(l, % Xir] + X4, T € [a, D), X[H)

Odtud okamzité plyne téz nasledujici tvrzeni, kde symboly G [a,b], G g[a,b] a Greg[a, b]
byly definovany v (3.3).

6.4. Véta. Dvojice prostori X aBV[a,b] xR, X =G ,[a,b] resp. X =Gypegla,b] resp.
X =GRla,b] tvori dudlni pdry vzhledem k bilinedrni formé x € X, n€BVia,b] x R —
Q,(x).

[
Na druhou stranu, mame také

6.5. Lemma. Jestlize O je linedrni ohraniceny funkciondl na G1,[a,b] a

p(t) = { P(x@p) kdyz t € la,b), 65)
D (X)) kdyz t =b,
pak p € BV|[a,b] a

[p ()] + [p (0)] + vargp < 2| @lle as) i
ke []c- o) = sup{|@(a)|: = €C fa.B], ol 1), o0
D u k a z . Pro libovolné déleni D = {ag, a,. .., .} intervalu [a, b] a libovolny vektor

(Co,Clye ey CmeCmy1)t € R™T2 plati

cop (@) + o (0) + D s [p ()~ p -]

m—1

= ‘q)(Co X(ab] T Cm+1 X[p] — Z Cj X(aj—1,05] T Cm X(amfl,b)ﬂ = |2(h)],
j=1
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kde

m—1
h = €0 X(a,b] + Cmt1 X[o] — Z Cj X(ej—1,05] + Cm X(am—1,b)"
j=1

Snadno ovéfime, ze bude-li |¢;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude ||h| <2. Zvolime-li
tedy

co=sgnp (a), cmy1=sgnp (b),c; = sgn(p (ay) —p(aj-1)) pro j =1,2,...,m,
ziskame vztah

Ip(a)| +[p ()] + V(p, D) < 2P

G lat] PTO kazdé D € 2]a,b].

Odtud uz plyne, ze plati i (6.0). ]
Analogicky predchozimu Lemmatu méme také

6.6. Lemma. Necht ® je libovolnyj linedrni ohraniceny funkciondl na G regla, b]. Polozme

D(X(a1]) kdyz t = a,
p(t) =13 P(Gxy+ Xwy) kdyz t e (a,b), (6.7)
CD(X[b}) kdyZ t=0.

Potom

Vaer < sup{|®(z)|: © € Gregla, b], [|z]| < 1} < oo,

tj. p€BV]a,b]).
D ik az. Necht ® € Gjegla,b], D = {ag,a1,...,an} je délenf intervalu [a,d] a necht
realna ¢isla ¢;, j = 1,2,...,m, jsou takova, ze je |c;| < 1 pro vSechna j = 1,2,...,m.
Potom
(> s ¢ p(ey) —plaj-1)]
- &1 (I)(QX[O&ﬂ + X(Oéhb]) (I)(X(a b])]
m—l ) (6.8)
+ Cj [(I)(QX[a]} + X(aj,b]) - (I)(§X[a];1] + X(ajfll)])
=2
+Cm [‘D(X[b}) — ®(3X[am-1] T+ X(amfl,b])] = ©(h),
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kde
h= ¢ [%X[aﬂ + X(arb) = X(a,b]} +m [X[bl = 5 Xlan] — X<“m—1”’]}
m—1
+ > ¢ [%X[aj] + Xt 8l — 53Xl ) ~ X(O‘J’—l”’]]
j=2

= G [%X[aﬂ - X(am]} — Cm [%X[amfﬂ + X(amflvb)]

1 1
+S ¢ [ixw — X(aj-1,05] — 5X[%‘*1]}

m—1 m—1 m—1
1 1
T2 € Xley] — 2 Z €j Xlaj—1] — Z Cj X(aj-1,a5)
j=2 j=2 7j=2
m—1 m m
_ 1 1
- T2 Z Cj Xloy] — 2 Z Cj Xfej—1] — Z Cj X(aj-1,2;)
j=1 j=2 j=1
m—1 m
ci+c
= Z J J+1X[a] Z CJ X(a] 1,05)
j=1 j=1
m—1
ci+c
== — C1 X(a7al) - < I X[Ozj] + Cj X(ajfl,aj)> —Cm X(Ocm_l,b)'

7 tohoto vyjadreni snadno nahlédneme, ze
h(aj—) = —¢;, h(aj+) = —cj1, h(aj) = —3(c;+¢j41) pro j=1,2,....m
Tedy heS[a,b]NGregla,b] a |h(t)] < 1 pro vsechna t € [a,b]. Vzhledem k (6.8) tedy

dostavame, ze nerovnost

sup{) ch [p(ozj)—p(aj_l)}‘: lcj| <1,j=1,2,...,m}

< sup{|®(z)|: x € Gregla, 0], [|z[| <1}
plati pro kazdé déleni D = {«ap, a1, ..., a,,} intervalu [a, b]. Zvolime-1i nyni
c; =sgn[p(oy) —p(ey1)] pro j=1,2,...,m,
zjistime,ze plati
V(p, D) < sup{|®(z)|: x € Gregla, b, ||z|| <1} < oo pro kazdé D € 7]a,b],
tj. vargp < |||

Gf”eg[a”b} < Q. ]

Prvnim hlavnim vysledkem této kapitoly je néasledujici véta.
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6.7. Véta. ® je linedrni ohraniceny funkciondl na Gy a,b] (® € G [a,b]) prdvé tehdy,
kdyz existuje dvojice n = (p,q) € BV|a,b] x R takovd, Ze

b
®(z) = qx(a) +/ pdz pro z € Gyla,b]. (6.9)
Navic, zobrazeni
n€BVia,b] xR — &, € G [a,b] (6.10)
je isomorfismus.

D u k az. Necht @ je spojity linedrni funkciondl na Gy [a,b] a necht @, je funkcional
definovany predpisem (6.1), kde n = (p,q), ¢ = ®(1) a funkce p je definovand v (6.5).
Podle Lemmatu 6.5 1 = (p,q) € BV][a,b] x R a podle (6.2) a (6.5) mame

o(1)  =q =(1),

Q(X(rp) =1 (T) = ®y(x(rp) Pro kazdé 7 € [a,b)

O(xp) =pb) = Py(xp)-
Protoze podle Lemmatu 3.13/ je kazda funkce z S[a, b] NG 1 [a, b] linedrni kombinaci funkei
17 X(T,b]? T E [0’7 b)7 X[b}a

plyne odtud, ze ®(z) = ®,(z) pro kazdé x € G 1 [a, b] NS[a, b]. Konetné, protoze podle
Lemmatu 3.12/ je mnozina G 1,[a, b] NS[a, b] hustd v G 1,[a, b], plyne odtud, ze plati

®(z) = ®,(x) pro viechny z € Gyla,b).

Podle Véty 6.4 je (6.10) vzdjemné jednoznacné zobrazeni BV(a,b] x R na G [a,b].
Dale, podle Véty 5.22 mame

|®,(z)] < (Ip(a)| + |p (b)| + varlp + |q|) ||z]| pro kazdé z € G 1[a,d]
a tudiz

1, |

el < [P ()l + [P (O)] +varep + lgl < 2([lpllsv + lal) = 2 ][z
Na druhou stranu, podle (6.7) a podle Lemmatu 6.5 je

lq| =1(1)] <[Py Gy labl 8 IpllBy < (|p (a)| + |p ()] +var2p) <2,

G lanb)-
Souhrnem mame

3[1®n|

G o) < |nllevxr < 3P| G ladl)
cili, zobrazeni
n € BV[a,b] x R — &, € G [a, ]

je isomorfismus. O
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6.8. Véta. @ je linedrni ohraniceny funkciondl na Gyregla,b] (@ € Gegla, b]) prdvé tehdy,
kdyz existuje dvojice n = (p,q) € BV|a,b] x R takovd, Ze

b
O(z) =qa(a) —|—/ pdz  pro x € Gregla, b). (6.11)
Navic, zobrazeni
1n € BV]a,b] x R — &, € Giegla, b] (6.12)
je isomorfismus.

Dukaz.Necht e Gregla, 0], a necht @, je funkciondl definovny predpisem (6.1), kde
n=(p,q),q= P(1) apjedano predpisem (6.7). Podle Lemmatul6.6 n = (p, q) € BV|a, b] x
R a podle (6.2) a (6.7) méme

o(1) =dq = (I)n(l)v

(b(%X[T] + X)) =0 (1) = (bn(%X[T] + X(ry) Pro kazdé 7 € [a,b)

P (xpp)) =p(b) = @y(xw)-

Podle Lemmatu 3.13/ odtud plyne, Ze ®(x) = ®,(x) pro kazdé € Gregla, b]NS]a, b).
Konecné, protoze podle Lemmatu 3.12 je mnozina Gregla, bl N S|a, b] hustd v Gregla, b] a
tudiz

®(x) = ®y(x) pro viechny € Gregla,b).

Podobné jako jsme dokazali analogickou nerovnost v zavéru diukazu Véty 6.7 dokazali
bychom nyni, ze plati také

%H(I)nH(Giieg[a,b] < nllpvxe <3 ||(I>n||<c;;eg[a,b]-
6.9. Cviceni. Postupem pouzitym v dukazech Vét 6.7 a 6.8 ukazte, ze také plati
(i) @ je linedrni ohraniceny funkcional na

Gila,b] = {z €G:z(t—) = z(t) pro t e (a,b]},
(viz (3.2)) prdvé tehdy, kdyz existuje funkce p € BV|a,b| takovd, Ze

b

o) = p(0)a(t) = [ pdis] po o€ oo
(ii) @ je linedrni ohraniceny funkciondl na

Grla,b] = {z€G :x(t+) = z(t) pro t€la,b)},
(viz (3.2)) prdvé tehdy, kdyz existuje funkce p € BV|a,b| takovd, Ze

®(z) =pla)z(a) —|—/ pdlz] pro z € Ggla,b).



