Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integralu
v teorii distribuci

V této kapitole naznac¢ime moznosti pouziti KS integrdlu v teorii distribuci. Distribuce
zde budeme chapat ve smyslu L. Schwartze. Pfipomenme si nejprve nékolik zakladnich
pojmu a definic.

7.1. Definice. Mnozinu funkei ¢: R — R, které maji pro kazdé k€ N U {0} derivaci o
k- tého fadu spojitou na R a takovou, ze ¢¥)(t) = 0 pro t € R\ (a, b) oznacime symbolem
2 |a,b.

Funkcim z 2 [a, b] fikdme testovaci funkce na |a, b].

Mnozina 2 |a, b] je linedrni prostor vzhledem k pfirozenym operacim séitéani a ndsobeni
skaldrem. Mnozina 2 [a, b] se stane topologickym vektorovym prostorem, zavedeme-li na
ni topologii, ve které posloupnost {¢,} C Z][a,b] konverguje k ¢ € Z]a,b] tehdy a jen
tehdy, kdyz

lim ||p® — "] =0 for kazdé keNU{0}.
Typickymi piiklady funkei z prostoru 2[a, b] jsou funkce tvaru

exp (ﬁ + ﬁ) pro t € (c,d),
Pea(t) =
0 pro t € R\ (¢, d),
kde [¢, d] muze byt libovolny podinterval v (a,b).

7.2. Definice. Spojité linearni funkciondly na topologickém vektorovém prostoru #|a, 0]
se nazyvaji distribuce na [a, b]. Mnozina vsech distribuci na [a, b] je tedy dudlnim prostorem
k 2[a,b]. Znac¢ime ji symbolem 2*[a, b].

Pro danou distribuci f € 2*[a,b] a testovaci funkci ¢ € Z]a, b], hodnotu funkcionalu
f na ¢ znacime symbolem (f, ).

7.3. Poznamka. Je-li f € L'|a, ], pak predpisem

v € Zla, b —>/ f(t) p(t) dt

je definovana distribuce

b
(f, ) = / f(t)@(t)dt pro vsechny ¢ € 2][a, ]
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na [a,b], kterou budeme znacit také symbolem f. Rikdme, ze distribuce f je urcena
funkei f.

Nulovy prvek prostoru 2*[a, b] je urcen libovolnou méftitelnou funkei, kterd se anuluje
s.v. na intervalu [a, b]. Speciélné, je-li f € Gla,b], pak f =0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy,
kdyz f(t—) = f(s+) = 0 pro vSechna ¢ € (a,b] a vSechna s € [a,b). Tudiz, je-li f €
Gregla,b], pak f = 0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdyz f(t) = 0 pro vSechna ¢ € [a,b].
Jestlize f, g € 2*[a,b], pak f = g znamend, ze f —g = 0 € 2*[a,b]. Z vySe uvedeného
plyne, ze pro je-li g €L'[a,b], pak existuje nejvyse jedna funkce f € Gregla, b] takovd, ze
f =g s.v.na [a,b]. Dile, jsou-li f, g funkce definované na [a,b], f,g:[a,b] — R, pak je
f=gv 2*a,b| tehdy a jen tehdy, kdyz f = g s.v. na [a, b].

7.4. Definice. Pro danou distribuci f € 2*[a, b], definujeme jeji (distributivni) derivaci
f' predpisem
flio€2lab] = (f' o) = —(f,¢).

Podobné, pro kazdé k€N,

FH o€ aa,b] — (fP,0) = (=1)F(f, oM.

7.5 . Poznamka. Distributivni derivace absolutné spojitych funkci jsou zfejmé urceny
jejich klasickymi derivacemi.

7.6. Poznamka. Definujme

0 pro t<0,
H(t)=<¢3 pro t=0,
1 pro t>0.

Necht 7 € (a,b) a h.(t) = H(t—7) pro t € [a, b]. Potom pouzitim Véty5.28 a s prihlédnutim
k (5.8) a (5.12) dostaneme

(1) = —theg) = = [ hediel= [ dlnd o = ol

a

Funkce h, se nazyvéa Heavisideova funkce (se sttedem v bodé 7) a jeji distributivni derivace
h. se znaci 0, a nazyvé se Diracova d-distribuce (se stredem v bodé 7).

7.7. Tvrzeni. Necht f € 2*[a,b]. Potom f’ je nulovd distribuce tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje konstanta c € R takovd, Ze f(t)=c pro s.v. t € [a,b].

Diikaz. Jestlize f(t)=c pros.v. t€[a,b] a ¢ € Z2[a,b], pak

b

(o) = —(e)= —c / o(s) ds= — ¢ (io(b) — p(a)) =0.

a
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Naopak, necht (f,¢’) =0 pro kazdou ¢ € Z[a,b]. Necht je ddna libovolnd p € 2|a, b].
Polozme

/ (p(s) —agO(s)) ds pro tea,bl,

p(t) =
0 pro teR\[a,b],
kde
b
aoz/ p(s)ds a @(t):M.
a [ @ap(s) ds
Potom

/ab@(s)ds:l.

Odtud snadno plyne, ze ¢(a)=¢(b) =0 a tedy i, ze ¢ € Z][a,b]. Déle,
p'(t)=p(t) — a0 O(t) pro tefa,b].

Tudiz

o=ty =t - ([ ras) o).

T.zn., ze pro kazdé p € @]a, b] plati

o= ([ soras) = [eots)as

kde ¢ = (f,©) € R je konstanta. Tedy f = ¢ ve smyslu distribuci. O

7.8. Cviéeni. Dokaite, ze je-li k€ N U {0}, pak f*) = 0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy,
kdyz existuji cg, ¢y, ..., cx_1 € R takové, ze

f(t) =c+ct+---+ ck_lt”“_l pro s.v. t € [a, b].

7.9. Poznamka. Vsimnéme si, ze jsou-li u, v € Gregla, b] takové, ze v’ = v, pak u € AC[a, b].
Vskutku, polozme

w(t) = u(a) +/ v(s) ds.

Potom (w —u)' = 0 a w(a) = u(a) a tudiz, protoze w — u € Gregla, b], je nutné w = u na
[a,b].
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7.10. Definice. Jestlize f € G|a,b] a g € BV|[a, b], pak definujeme

b
g€ lat]— (fg.0) = / a(t) o(t) d[f (1)) (7.1)

fowealat - (fd0) = / £(t) o(t) dlg(t)]. (7.2)

7.11. Poznamka. Necht fe€L'[a,b] a g € Gla,b]. Potom z (7.1) plyne, Ze soucin f g je
definovan predpisem

b
foieeslatl = (f9.6) = [ 1Og0 w0
t.j. (distributivni) soucin funkei f a g je v tomto pfipadé representovan funkci

fg:tela,b] — f(t)g(t).
7.12. Lemma. Necht f € Gla,b] a g€ BV|a,b] spliuji

AT () Atg(t) = A f(t) A g(t) pro kazdé te (a,b), (7.3)
Potom

90 = ([ alr)o) (7.4)

)0 = ([ Ao )" (75)

Diikaz. Pouzitim Véty o substituci (Véta 5.36) a Véty o integraci per-partes (Véta [5.28))
pro libovolné ¢ € 2a, b] dostaneme

waer= [ o o] oo =- [ ([ o) s

t /
([ sa) o
t.j. plati (7.4). Vztah (7.5) se dokazuje analogicky. O
7.13. Dusledek. Jestlize funkce f € Gla,b] a g € BV|a, b] spliuji podminku (7.3), pak

(fo)=fd+ [y

D uk az plyne pfimo z Definice [7.4, Véty 5.28 (o integraci per-partes) a Lemmatu [7.12.
]
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7.14. Poznamka. Necht f € G[a,b] a g € BV|a, b]. Podminka (7.3) je pak zfejmé splnéna
napt. v nasledujicich ptipadech:
(i) obé funkce jsou regularni,
(i) alespon jedna z nich je spojita na (a,b),
(iii) jedna z nich zleva spojitd na (a,b) a druhd je zprava spojita na (a,b).

7.15. Cviceni. Dokazte, ze jestlize 7 € (a,b) a h, resp. 0, jsou Heavisideova funkce
resp. Diracova distribuce se stiedem v 7, pak h;d, = %(L.



