Kapitola 9

Dodatky

9.1 Dukaz Vety 1.17

Pro dukaz Véty [1.17 je tucelné zavést nasledujici definice.

9.1. Definice. Funkce F':[a,b] — R je shora (zdola) polospojitd v bodé xg € [a, b], jestlize
pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro vSechna x € [a,b] N (xg — §, z9 + §) plati

F(x) < F(xg)+¢ (F(z) > F(xo) —¢).
Je-li funkce f shora resp. zdola polospojitd v kazdém bodé intervalu [a, b], fikdme, Ze je

shora resp. zdola polospojitd na intervalu |a, b].

9.2. Poznamka. Je ziejmé, ze funkce f je spojita v bodé xq prave tehdy, kdyz je v ném
soucasné polospojita shora i zdola.

9.3 . Cviceni. Kazdd funkce polospojitd shora (zdola) na ohraniceném a uzavieném
intervalu je na tomto intervalu ohranic¢ena shora (zdola).

Dalsi prijemnou vlastnosti funkei shora polospojitych na intervalu [a, b] je to, ze tyto
funkce nabyvaji na tomto intervalu svého maxima:

9.4 . Tvrzeni. Je-li funkce F:la,b] — R shora polospojitd na intervalu [a,b], potom
ezistuje bod xq € [a,b] takovy, Ze

F(z) < F(xg) pro kazdé x € [a,b].
D ik az. Oznacme
M = sup F(z).
z € [a,b]

Podle Cviceni 9.3l je M < oo. Mnozina
1
Qk:{xe[a,b]:F(ﬁ)ZM—E} (9.1)

je pro kazdé k € N neprazdna. Ukazeme, ze je také uzaviend:
Necht z* je hromadny bod mnoziny Q. Zfejmé z* € [a, b]. Predpokladejme, Ze z* ¢ Qy.
Plati tedy F(z*)<M — % Déle, z polospojitosti shora funkce f plyne, ze k danému

e=M— % — F(z*) > 0 existuje § > 0 takové, ze plati

F(:c)<F(x*)+5:F(x*)+M—%_F(x*):M_%

pro véechna z € (z* — 0, z" + J) N [a, b],
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coz je ovSem spor s tim, ze x* je hromadny bod mnoziny ). Kazda mnozina Qg, k € N,
je tedy uzaviend. Déle, vzhledem k tomu, ze posloupnost {M — %}zozl je rostouci, plyne
z (9.1)), ze plati

[a,b] DRI DQy-DQrDQryr--- .
Podle Cantorovy véty (viz napf. [5, Véta 157]) je tudiz mnozina (-, @ neprazdna.
Budiz xq jeji libovolny prvek. Potom
1
M — % < F(z9) < M plati pro kazdé k€N,
coz je mozné pouze, kdyz

F(xg) =M = sup F(x).
z € [a,b] O

9.5 . Cviceni. Je-li funkce F':[a,b] — R zdola polospojitd na intervalu [a,b], potom
existuje bod z¢ € [a, b] takovy, ze

F(z) > F(xy) pro kazdé z € [a, b].
9.6. Tvrzeni. Necht funkce f :[a,b] — R je takovd, Ze pro kazdét € [a,b) a kazdé s € (a, V]
existugi limaty

fit+)= lim f(r) a f(s—)= lim f(7).

T—1+ T—8—
Definugme funkci F :|a,b] — R predpisem
F(z) = max{f(z—), f(2), f(z+)} proxe(ab), F(a)=f(at+) a F(b)=f(b-)
Potom je funkce F' shora polospojitd na intervalu [a, b].

D uk az.Budiz ddn libovolny bod zg € (a,b). Potom plati f(x¢) < F(x). Dale, vzhledem
k predpokladu o existenci limit f(xo—) a f(zo+), pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové,
ze plati

f(z) < f(xo—) +e < F(zg) +€ pro vsechna z € (¢ — 0, zg),

f(x) < f(xo+) +e < F(xo) + & pro vsechna x € (xg, xg + 0).
Mame tedy

f(x) < F(zg) +¢ pro vSechna z € (xg — 0,y + 9).
Odtud plyne déle, ze plati

flz—) < F(xo) +e a f(z+) < F(xp) +¢ pro viechna x € (g — J, 20 + 0),
cili

F(x) < F(x¢) + ¢ pro vsechna x € (g — d, 29 + 0).

T. zn., ze f je polospojita shora v bodé xy. Podobné bychom postupovali také v piipadech
To = a resp. xg = b. ]
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9.7. Lemma (RIESZ). Necht funkce f a F:[a,b] — R spliuji predpoklady Tvrzeni9.6.
Potom je mnozina

E ={z € (a,b): existuje & > x tak, zZe f(§) > F(x)}

oteviend. Kdyz je E # 0, pak E sestdvd z nejvijSe spocetného systému po dvou disjunktnich
otevrenych intervali (ax,by) a pro kazdy z nich plati

flag+) < F(bg).

Dukaz.Jeli E =0, neni co dokazovat. Necht tedy zg € E. Potom existuje £ € (x, b]
takové, ze plati

e: = f(§) — F(xo) > 0.

Vzhledem k polospojitosti funkce F' v bodé zq existuje § > 0 takové, ze (xg — d, 29+ ) C
la,b] a

TE€(xg—0,x0+9) = F(x) < F(xg) + ¢ = f(&).
To ovsem také znamena, ze je
(130—6,1’0+6) C E,

tj. mnozina E je oteviena.

Je zndmo (viz [5, Véta 69]), ze kazdd neprazdnd oteviend mnozina je sjednocenim
nejvyse spocetného systému po dvou disjunktnich otevienych intervalu. Tedy také mmno-
zina F je sjednocenim takového systému {(ag,bg)}. Zvolme libovolny interval (ay,by)
z tohoto systému a v ném libovolny bod (. Podle Tvrzeni 9.4 existuje x; € [z, b] takové,
ze

F(x;) = max_ F(x). (9.2)

x € [z0,b]
Kdyby bylo z; < by pak by také bylo z; € E a tudiz by pro néjaké £ € (x4, b] bylo
F(&) = f(§) > F(z1),
coz je ovsem spor s (9.2). Mame tedy
T > by
Vzhledem k (9.2) mame také F'(by) < F(z;). Predpoklddejme, ze je
F(by) < F(z1) = max{f(z1—), f(21), f(z:1+)}.

Potom také musi byt x; > by a musi existovat £ € (bg,b) takové, ze je f(§) > F(by) ¢ili
b € E, coz ovsem neni mozné. Je tedy

F(by) = F(z1) = max F(z) > F(x9) > f(zo)

x € [z0,b]
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pro kazdé zy € (ag, bg). Limitnim prechodem xy — ax+ dostaneme kone¢né
coz uzavira dukaz lemmatu. O

9.8 . Poznamka. Funkce spliujici predpoklady Tvrzeni 9.6 a Lemmatu 9.7 nazyvame
requlované funkce. Podrobnéji o nich pojedname v kapitole 3.

9.9. Definice. Necht f:[a,b] — R je dand funkce. Pro z € (a, b] definujeme horni resp.
dolni Diniho derivovand ¢isla zleva D~ f(x) resp. D_f(x) takto:

D™ f(x) = limsup S = J @) a D_f(z)=liminf M

t—x— t—x t—x— —

Podobneé se definuji horni resp. dolni Diniho derivovand ¢isla zprava v bodech z € [a,b):

D* f(x) = limsup JE) = Jx) a Dyf(z)=Iliminf M

E—zt §—x §oat -
9.10. Poznamka. Pro libovolnou funkei f: [a,b] — R abody x € (a,b] a y € [a, b) jsou jeji
derivovand ¢isla D~ f(z), D_f(x), D" f(y), D+ f(y) jednozna¢né urcena. Mohou ovsem
nabyvat také hodnot oo resp. —oo. Funkce f ma v bodé x vlastni derivaci zleva pravée
tehdy, kdyz D~ f(z) = D_f(z)€R. Podobné, f ma v bodé z vlastni derivaci zprava
prave tehdy, kdyz D% f(z) = D, f(z) € R, a vlastni derivaci pravé tehdy, kdyz D~ f(z) =
D_f(z) = D" f(x) = D, f(z) €R.

Z Definice 9.9 ihned plyne, ze pro x € (a,b] a y € [a, b) plat{
—00 < D_f(z) <D f(z) <400 a —o00<Dyf(y) < D" fy) < +o0.

Podle Dusledku 1.6 a Lemmatu obsazeném v dukazu Veéty [1.7 jiz vime, ze kazdd
monotonni funkce na intervalu [a, b] méa na tomto intervalu nejvyse spo¢etné mnoho bodu
nespojitosti. Nyni si ukazeme, ze kazda monotonni funkce ma vlastni derivaci ”témeér
vsude” na defini¢nim intervalu.

9.11. Véta. Kazdd funkce f :[a,b] — R monotonni na [a,b] md pro s.v. x € |a, b] konecnou
derivaci f'(z).

D u k a z . Predpoklddejme napi., ze f je neklesajici. Potom pro vsechna z, ¢ € [a, b],
x # £, mame

O~ )
E—x T
a vzhledem k Definici 9.9 tedy také

0<D_f(z) <Dif(r) <00 a 0<Dyf(r) <D f(x) < oo (9.3)
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pro vSechna z, € (a,b).
Dukaz véty bude rozdélen na 3 kroky :
e [. Nejprve ukdzeme, ze plati:

DY f(z) < oo pros.wv. z€(a,b). (9.4)
e [I. Poté ukazeme, ze plati
DY f(x) < D_f(z) pros.v. z€(a,b). (9.5)

e III. Konecné, ukizeme, ze dukaz véty je uz snadnym dusledkem tvrzeni (9.4) a (9.5).

» [. Nejprve tedy dokazeme platnost tvrzeni (9.4). Oznac¢me symbolem S mnozinu bodu
nespojitosti funkce f v (a,b) a

E. ={z€(a,b)\ S: D" f(x) = oo}.

Podle Véty [1.7 je mnozina S nanejvyse spocetna a tedy (viz Cviceni[1.16/a)) ma nulovou
miru (u(S)=0). Je-li E, =0, neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, ze je E #0.
Necht je ddno libovolné ¢ > 0. Mame

En CE.={x€(a,b)\ S: D" f(z) > c}. (9.6)

Jestlize x € E., pak podle Definice 9.9 existuje £ € (x,b) takové, ze plati

F -~ f) _
§—x 7
.
pro kazdé z € E existuje £ € (a, b)takové, ze g(&) > G(z), (9.7)
kde
g(x): = f(x) —cx pro x€la,bl, (9.8)
a
g(a+) pro = =a,
G(z): =< max{g(z—),g9(z),g(z+)} pro z€(a,b), (9.9)
g(b—) pro x =b.

(Zde jsme vyuzili toho, ze E.N S = 0 a tudiz G(z) = g(z) pro kazdé x € E...) Podle (9.7)
mame déle

E.C E: ={z€(a,b):existuje £ > z tak, ze g(§) > G(z)}. (9.10)

Protoze funkce f je neklesajici na [a, b, je také g na tomto intervalu neklesajici a tudiz
také regulovand (viz Diusledek [1.6). Podle Tvrzeni 9.6/ je G polospojité shora na [a,b] a
tudiz podle Lemmatu 9.7 je mnozina E z (9.10)) sjednocenim nejvyse spocetného systému
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po dvou disjunktnich otevienych intervalu(ag,by), k€ K C N a pro kazdy z nich plati
g(ar+) < G(bg). Vzhledem k (9.8) a (9.9) a vzhledem k tomu, ze funkce f je neklesajici
na [a, b], tedy mame

flag+) — car, < G(b) = max{ f(bp—), f(br), f(be+)} — cbr < f(br+),

neboli

c(br —ax) < f(brt) — flarxt).

Sec¢tenim pres vSechna k odtud dostaneme

c Z (b, —ax) < Z [f(br+) = flax+)] < f(b) = fla),

ke K ke K
neboli
keZK(bk —ay) < M_

Pokud tedy k danému € > 0 zvolime ¢ > 0 tak velké, aby platilo

docilime toho, ze bude

Z(bk —ak) < g,

ke K

coz oviem znamend, ze mnozina E a tudiz také mnozina E,, U .S U [a] U [b] maji nulovou
miru (viz (9.6), (9.10) a Cviceni 1.16b)). Tvrzeni (9.4) je tedy dokazano.

» II. Pro dana cisla «, § € R takova, ze
a>0 a (2>a (9.11)
definujme

E,p={z€(a,b)\S:D"f(zx)a a D_f(z)< 3}

Esz ={x€(a,b): Ds(z) < B}
Necht y € Fj. Pak existuje 1 € (a, z) takové, ze

fm) —Bn> fly) —By.

Pro x € [-b, —a] definujme

g(x) = f(=z) + B
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Je-li y = —z € (a,b) N Es, pak podle vyse uvedeného existuje £ > = (§ = —n) takové, ze
je
9(§) > G(z) = g(),

kde funkce G je prifazena k g opét relaci (9.9). (Jelikoz je SN Ez = 0 a x€ Eg, je
G(z) = g(x).) Pouzitim Lemmatu 9.7 pro funkci g na intervalu (—b, —a) dostaneme, ze
existuje nejvyse spocetné mnoho otevienych a navzdjem disjunktnich intervala (—by, —ay),
které obsahuji ty body x € (—b, —a), pro které je —z € Ej3 a plati

g(=br+) < G(—ay).

Protoze f je neklesajici na [a,b], funkce g je nerostouci na [—b, —a]. To m4 za nésledek,
ze g(x—) > g(x) > g(x+) pro kazdé x € (a,b). Méame tedy

G(—ag) = g(—ax—) atudiz f(by—) — Bbr < flar+) = [ ay,
t.

f(ox—) = flar+) < B (bk — ax) pro kazdé k.
(a) Nyni, pro o > 0 ozna¢me

Ey={z€la,b]\ S: D f(z) > a}.

Podobné jako v analogické situaci vyse, pro kazdé y € E,, miizeme najit n € (a,y) takové,
7e je

=< (9.12)
tj.
fn) —an> fly) —ay. (9.13)
Definujme
g(x) = f(-z) —a(—z) pro z€[-b,—d
g(—b+) pro = = —b,
G(z) = { max{g(z—),g(x),g(z+)} pro z€(-b,—a),
g(—a—) pro = = —a.

Vzhledem k (9.13)), pro kazdé x € (a, b) takové, ze —x € E, existuje € € (x, —a), pro které
plati g(¢) > G(z). (Staci najit k y = —z n € (a,y) splaujici (9.12) a pak polozit £ = —n.)
Pouzitim Lemmatu 9.7 tedy muzeme ukazat, ze existuje nejvyse spocetny systém po dvou
disjunktnich otevienych intervalu(ag, by), k € K C N, takovy, ze plati

E - U bk,—ak

ke K
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g(=bpt+) = f(b—) — aby < G(—ay) < flar+) — @ ag.
Posledni nerovnost ovsem znamena, ze pro kazdé k € K plati

floe=) = flart) < o (b — ax). (9.14)

(b) Necht k€ K a z € EsgN (ag, b). Potom méame D* f(x) > (3 a tudiz existuje £ € (x, by)
takové, ze plati

f&) —B&> flx) - P

Pouzijeme-li opét Rieszovo lemma (Lemma 9.7), dostaneme odtud existenci nejvyse spo-
¢etného systému po dvou disjunktnich otevienych intervali (ags,bre), €L C N, ta-
kového, ze plati

Eﬁ N (ak, bk) C U (akéa bkﬁ)

ltelL
flaget) — Bare < f(bret) — Bbig,
tj.
154 (bkz - ake) < f(bkg-f-) - f(akz-i-) pro kazdé ¢ € L.

Po secteni pfes vSechna ¢ € L odtud a z (9.14) ziskdme vztahy
o4 Z (bre — ake) < Z fbret) — flaget)) < fb—) — flag+) < a (b — ax)
Lel tel
a (sectenim pfes vSechna k € K)
6 Z (bkg—akg) SaZ(bk—ak). (915)
keKtelL ke K
Oznacime-li tedy
1€l =D (r—ar) a |S]= > (bee—axo),
ke K keKleL

budeme moci nerovnost (9.15) prepsat ve tvaru
o}
€] < < [£2]-
G

Kdyz vyse uvedené procedury (a) i (b) budeme provadeét stiidave v postupne vznikajicich
intervalech, dostaneme posloupnost systémiintervali £, D £, D --- D £, D ..., z nichz
kazdy obsahuje E, 3 = EgN E,, pficemz

a a
|Lon| < B |Lon_1| < B | Lon—a]
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plati pro kazdé n € N. Odtud pak dale odvodime, ze je

|Lan| < <%>n 12,] < (%)n (b—a).

a

Protoze méme 0 < £ < 1, plyne odtud, zZe je |£s,| — 0 pro n — co.

B
Nyni, k danému € > 0 zvolime n € N tak, aby bylo
Q@
—)"(b—a)<e.
(ﬁ) (b—a)

Potom bude E,z C £y, a ptitom také |£y,] < €, coz podle Definice 1.15 znamend, ze
1(Eag) = 0 pro libovolnou dvojici v, f € R spliujici (9.11).
Oznacme

E,={z€(a,b)\ S:D_f(z) < D" f(x)}
Potom pro kazdé x € E, existuji racionéln{ ¢isla «, 5 € P splaujici (9.11) a
D_f(z) <a<f < Dtf(x).

To znamena, ze je E, obsazena v mnoziné

j;: = LJ faxﬁa

0<a<p
a,BeP

ktera je sjednocenim spocetné mnoha mnozin nulové miry a tudiz ma také nulovou miru
(viz Cviceni [1.16b). Tim spiSe je pu(E,) = 0 a tedy také

p(E.USU[a Ub]) =0,
coz dokazuje platnost tvrzeni (9.5).
» [II. Funkce
frae[~b,—a] — —f(~x)
je ziejmeé neklesajici na [—b, —al a plati
D_f(—x)=Dif(x) a D'f(-y)=D f(y)
pro vSechna z € [a,b)| a y € (a, b]. Pouzijeme-li tedy (9.5) na funkci f, dostaneme
D™ f(z) = D f(—2) < D_f(—z) = D, f(z) pros.v. z€[a,b].
Vzhledem k (9.3) a (9.4) tedy pro s.v. x € [a, b] budeme mit
0< D"f(z) < D_f(z) < D" f(x) < Dy f(x) < D7 f(z) < oo,
tj.
0< D" f(x) = D_f(z) = D f(x) = D_f(x) = '(x) < oc.

Veéta 1.17 je primym dusledkem vét 9.11 a [1.4.
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9.2 Alternativni dikaz Veéty 5.28 (per-partes)

Diikaz bude soucasné alternativnim dukazem existencniho tvrzeni z Véty [5.22.

Necht je tedy f € Gla,b] a g € BV]a, b] a necht je ddno € > 0. Podle Véty 5.16 existuje
integral fab f d[g] a muzeme tedy zvolit kalibr §; tak, aby pro kazdé (D, &) € «(d,) platilo

b
50,6~ [ Fdlg] <= (9.16)
Déle, pro kazdé = € [a,b] muzeme zvolit dy(x) > 0 tak, aby platilo

{86(%52(11),96)@@,6] = [f(s) = fla=)l <e a |g(s) —g(z—) <¢,

s€(x,x+da(x))Nla,b] = |f(s) = flz+) <e a |g(s)—gla+)| <e.

(9.17)

Podle tvrzeni (ii) Dusledku [3.7 ma mnozina
M. ={z € [a,b]:|ATf(z)| > e V|Af(2)] > €}

nejvyse koneény pocet prvku. Pro kazdy bod z € [a, b]\ M. je tedy kladna jeho vzdalenost
dist (z, M) = min{|z — y|:y € M.}

od mnoziny M.. Definujme

dist (z, M) kdyz x € [a,b] \ M.,
%(@ :{ da(x) kdyz x e M. (9-18)
d-(x) = min{d; (), d2(x), d3(x)} pro z € [a,b]. (9.19)
Necht

(D,é_) = ({Oé(), A,y ... ,Oém}, (517527 s 7£m>) S %<55)
Potom, vzhledem k (9.18) a (9.19), musi byt M. C E = {&,&,...,&n}. Jednoduchymi

Upravami zjistime, ze plati

Stag(D,§) 4+ Sgas(D, &)

Z — (&) 9(aj-1) + f(a;) 9(§) — flaj-1) 9(&5))

m

= F(b) g(b) + > (f(&) glay) + flay) 9(&)—F(&) 9(&) — flaz) g(ey))

=1

m

— f@) gla)= > (F(&) glaj_1) + flaj—1) 9(&)—F(&) 9(&) — Flaj1) gej1))

J=1
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Déle, 7
| 3 AT AT - 30 A7) Ag(e)
. e xgl ¢ 2 @A)
Y IA@IA@I Y 1A @A g(@)
x € M:N (ab] x € (a,b]\Me
<( MZ[ b)INf(x)H MZ( b]|A-f<x>|+2e)varzg<oo.
Msme tedy | |
Su51(D.9) ~ S0)90) + S@ gl + [ (9.20
* 3 AT A9l = 3 A7) A”g()
< /abfd[g]—Sng(D )
#3016~ o) 616 st~ 5 7110870
+| é(f(aj) &) ol —9l6) = 3 A"S(@) A*g(a)
Déle, _

j=1 a<z<b

= [ D) = F(&+) + A () (9lay) — 9(&+) + A*g(&,)

J=1
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S Y ATE)ATYE) — Y ATS(@) ATgla)

x € [a,b)\2

= | Do (Flay) = (&) (9() = 9(&+) + D (F(e) = F(&+) A*g(&))

+ Y CATF(E) (9(ay) - — ) ATf(z)Atg(a)

Jj=1 x € [a,b)\E

Predposledni soucet pritom muzeme rozdélit do dvou souétu: jeden, ve kterém se scita
pfes ta j, pro kterd je t; € M, a druhy, ktery obsahuje vSechny ostatni s¢itance. Odtud,
vzhledem k (9.17) a vzhledem k definici mnoziny M., plyne, ze je

() — £ (glag) — 9(&) — > A*f(w) ATg(w)

_]:1 (lSQE<b

< (22 lotay) - g+ \+2Z|A+ G+ 3 AT @) e < Kte,

j=1 x € M,
kde
Kt =dvarl g+ Z |AT f(z)] < oo.

x € M:N (a,b]

Podobné bychom ovérili, ze plati

| D (6) — Flay)) (9(6) = glas) = D A™f(@) Ag(w)| < K e,

a<z<b

kde
K~ =4var? g + Z |A™ f(x)] < o0.

x € MeN(a,b]

Dosazenim do (9.20) a vyuzitim (9.16)) ziskame odhad

Sons(D.€) — F(B)g(b) + f(a) gla) + / £ dig]

£ 3 AT ATg) = 3 ATf@) Agle)| < (14 KK e

a<z<b a<z<b

Protoze (D, &) bylo libovolné §.—jemné déleni, plyne odtud uz, ze existuje integral fab g d[f]
a plati (5.37). O



