LINEARNI OKRAJOVE ULOHY

MILAN TVRDY

A. Uvob.
Predpoklady.

(i) —o<a<f<+oo,

(ii) a; € C(a,B),i =0,1,...,n;a0(t) #0 pro viechna t € [a, J].

Oznadeni.

K := téleso komplexnich nebo redlnych cisel,
z € K — Z = Cislo komplexné sdruzené k z,
K" := vektorovy prostor n-tic prvki z K,

T

T2
reK' 5z = : ,x; €K

Tn

K™*" .= vektorovy prostor m X n-matic prvki z K,

Ml,l MLZ . Ml,n
o M2,1 M272 2,n
MeK™™ s M= . : = [Mij]i=12.m
Mmn1 Mps ... Mpn,
M e Kmxn 5yt = [Mj;]j=1.2....n (matice transponovand k M),
i=1,2,...,m
—T —_—
Me K™ 5 M*=M = [Mj,i] J=1,2,m
i=1,2,..., m

ACD = {:r Do, 0] = K (™1 je absolutnd spojita na [a,ﬁ]} ,

Typeset by ApS-TEX
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Tt

z e AC!Y S g(t) = xlft) 1 €K 57 = gg;g € K",
o1 (p) -
roy(t)

ye ACY 5 p(t) = y’:(t) eEK' -y = Zggg e K™,
Lyt () '

€ AC ) 5 (z) = apr'™ +az™ ) + -t = Z a;z(™=Y,
=0
y € ACMD 5 ¢t (y) =(=1)"(agy)™ + (=1)" H(agy) "V + - +any

= (1) @) ),
=0

(E(t) € K™t € [a, f]} — B = [‘E(O‘) 0 } .
Véta 1. Existuje pravé jedna n X n-maticova funkce E : [, §] — K>
takova, ze plati

ta

| sot@ - [ T -

1 1 = () E()E(ts) — " (1) E()E(1)

pro viechna t1,ts € [, 8], 11 < ta,z,y € AC™V) a ddle
(i) E;j(t)=0proi+j>n+1,
(ii) Eij(t) = (1) Dag(t) proi+j=n + L.

Diikaz. Nechf t,ty € [o,B],t1 < to,z,y € AC"~ 1 Integrovanim per-
partes postupné dostédvame:

t2 t2 S
/ yanflm’dt = [yanflm]ii _/ (yanfl),xdt)

t1 t1
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to to
t
/ Yan_ox''dt = [yan_ﬂ' — (yan_2)'m] tf +/ (Yn—s)" zdt,
t1

t1

to k—1 ta
/ yan-peFdt = |y (=1)F Fan—)* 20|+
t =0 t1

to -
+/ (—D)*(yap—r)Pzdt, k=1,2,... n.
t1

Tudiz
/t " @)t =
n k—1 to n
lz S0 Gan—g) T 2O / K (yan_p) P adt =
k=1 [=0 t1 p—o
= [B(t)]* + ” 0+ (y)zdt,
kde
n k
o) = 33 (~)F @B an—r(£) P 20D (1)
k=1 j=1
= (Z(—l)k—f @(t)an_ku))““—f)) 20D () =
J=1 \k=j
n n—j+1 n
=2 2 y“—%)( > (B et ’*”()) 2070
j=1 i=1 k=i+j—1
=> > gV E; ()2 (1)t € [o, B]
j=1i=1
a

B = > 0P (1)l 0 e ol

jelli i4+5<n+1,
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E;j(t)=0 on [a,p], jeli i4j>n+1.

(Specidlné, proi+j =n+1médmei+j—1=n,n—j=i—1a
n—j—i+1=0atudiz E; ;(t) = (—=1)"7ae(t) = (=1) ag(t).)

/t 2 gl(x)dt — /t 2 H(y)zdt = n*(t2) E(t2)§(t2) — 0" (t1) E(t1)E(t1).
O

Dusledek. Necht E(t) je maticovd funkce z Véty 1. Potom pro vSechna
z,y € AC"Y plati

B8 B8
| sot@wd - [ T =7 Ez.
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B. ADJUNGOVANE RELACE.

Necht X, G jsou linearni vektorové prostory nad télesem K, pro néz je
definovano zobrazeni

r€X,geG—<uz,9>x
takové, ze pro v8echna x,x1, x> € X a v8echna g, g1, 92 € G plati
<1+ 22,9 >x =< 71,9 >x + < 2,0 >x
<Ar,g>x =A< x,g9>x
<T,91 +92 >x =<T,01 >x + <T,02 >x
<z A >x =A< T, >x .
(fikdme, Ze < .,. >x je sesquilinedrni forma na X x G.)

Podobné, necht F a G jsou linearni vektorové prostory nad télesem K,
pro néz je definovana sesqui-linearni forma

feEFyeY —< f,y >p.

Oznacdeni.
MCF— M+ ={yecY:<f,y>r=0prokazdé fe M}CY,
NCY—= Nt ={feF:<fy>=0prokazdé yec N} CF.
MCX— M+={g€G:<x,g>x=0prokazdé =€ M} CG,
NCG—-N'={reX:<z,g>x=0prokazdé ge N} c X.

Necht L : D(L) C X = Lz € F je linearni zobrazeni (linedrni operdtor)
definované na linedrnim podprostoru D(L) prostoru X a zobrazujici D(L)
do IF. Potom

N (L) = {x € D(L); Ly =0} je nulovy prostor operétoru L,
R(L) ={Lz € F;z € D(L)} je obor hodnot operatoru L,
G(L) ={(z,Lz) e XxF,z € D(L)} je graf operdtoru L.

Definice 1. Adjungovanou relaci k operdtoru L nazyvame linedrni relaci
L* jejimz grafem je mnozina

G(L*) ={(g9,y) € G x Y;< Lz,y >p=< x,g9 >x pro viechna = € D(L)}.
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Déle, definiéni obor D(L*), nulovy prostor N'(L*) a obor hodnot R(L*)
adjungované relace L* jsou mnoziny definované néasledujicimi vztahy

D(L*) = {y € Y; existuje g € G takové, ze (g,y) € G(L")},

N(L*) ={y € Y;(0,y) € G(L")},
R(L*) = {g € G; existuje y € Y takové, ze (g,y) € G(L*)}.

Déle, pro kazdé y € D(L*) znacime

Ly ={g€G;(g,y) € G(L")}.

Jestlize plati implikace
<z,g >x=0prokazdé z € D(L) = ¢g=0,

pak pro dané y € D(L*) miZe nastat situace, Ze (g1,y) € G(L*) a soutasné
(92,y) € G(L*) jenom tehdy, kdyZz g1 = go, t.j. v takovém piipadé je pro
kazdé y € D(L*) mnoZina L*y jednobodovi, t.j. v takovém piipadé je L*
linearni operator.

Nasledujici tvrzeni plynou pfimo z definice nulového prostoru adjungo-
vané relace.

Lemma 1. R(L)* = N(L*), t.j. rovnice Lz = f m4 reseni pouze tehdy,
kdyz < f,y >r= 0 plati pro vSechna y € N'(L*).

Lemma 2. Jestlize (R(L)*)+ = R(L), pak R(L) = N(L*)*, t.j. t.j.

rovnice Lx = f ma reSeni pravé tehdy, kdyz < f,y >r= 0 plati pro
vSechna y € N'(L*).
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C. OKRAJOVE ULOHY PRO SKALARN{ ROVNICE n-TEHO RADU.

Piedpoklady. —co < a < < +o0, a; € C""(a,B),i = 0,1,...,n;
ap(t) # 0 pro viechna t € [a, B]; M, N € K™*" jsou takové, 7e 0 < m < 2n
a hodnost h m x 2n - matice [M, N] je maximalni (tj. h = m).

Definice 2. fekneme, ze funkce z : [a, 3] = K" je feSenim okrajové ulohy

(P)
(1) te) = f,
2) Mé(a) + NE(B) = 0 € K™,

jestlize x je FfeSenim diferencidlni rovnice (1) na intervalu [a, 8] a vektorova
funkce ¢ funkci z pfifazena dle vySe zavedeného oznaceni (viz A) spliuje

(2)-

Poznédmka. Diikazy vSech tvrzeni tohoto odstavce lze nalézti v kapitole
9 knihy J.Kurzweila: Ordinary Differential Equations, Elsevier & SNTL,
1986.

Oznaéme
X = {ce ]Kzn;[M,N]c:O}.

Okrajovou podminku (2) pak mtzeme zapsat téz ve tvaru

(27 z € X.

Definujeme-li déle
Da»:{xeAcW4hiex}
Lz =/{(z) pro z € D(L),
pak okrajovou tlohu (P) miiZzeme zapsat jako operatorovou rovnici

(3) Lz = f.

Polozme
X=Y=AC" Y F=G=L",
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&)
<x,g>x = / g)z(t)dt pro z€X,geG

(e}

B
<fiy>=[ y®)f()dt pro feFyecY.
Definice 3. C(()n) ={z e CM;7 =0}.

Lemma 3. Jestlize plati

8
/ gxdt =0 pro vSechna x € C(()n),
«

pak g(t) =0 pro s.v. t € [, 3].

Disledek. Jestlize plati
&)
/ gxdt =0 pro vSechna x € D(L),
pak g(t) =0 pro s.v. t € [, 3].
Dusledek. Adjungovand relace L* k L (viz B) je operator z Y do G.

~ AL
Véta 2. D(L*) = {y € ACtV; 5 ¢ (EDC) } aL*y =Ty proy €
D(L*).

~ 1
Disledek. A'(L*) = {y € AC(D) pt(y) = 0,7 € (Ex) } .

Definice 4. Ulohu (P}) nalézti fefeni diferencialni rovnice

(4) t*(y) =0,
pro které déle plati
B ~ L
jey=(Bx),

nazyvame tloha adjungovand k okrajové uloze (P).
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Dusledek. Dand tloha (P) ma reSeni pouze tehdy, kdyz plati

&)
/ yfdt =0 pro vSechna feseni y tilohy (Fy).

Definice 5. L** = (L*)* (tj.

GL™) ={(z,f) eXxFy € D(L*) = < a,l"(y) >x=< f,y >F}).
Lemma 4. dimX+dimY= 2n.
Lemma 5. X= (E*y)L
Véta 3. L™ = L.

Lemma 6. Je-Ii U vektorovy podprostor v K", pak (UL)L =U.

Lemma 7. Jsou-li U,V vektorové podprostory v K", pak (U + V)L
Utnvi.

Lemma 8. Jsou-li U,V vektorové podprostory v K", pak (UN V)L
Ut +v+
Definice 6.
2(0) = {p € K™";3,cacn-1) takové, ze L(z) =0,7 = p},
2(67) = {q € K*™;3,c son—1) takové, ze (F(y) =0,5=q}.

Lemma 9.

a) dimZ(¢) =dimZ () = n,
b) 2(t+) = (B(0)*,

¢) Z(6) = (B*Z(t)*.

Véta 4. Dand okrajovd tloha (P) m4 feSeni pravé tehdy, kdyz plati

&)
/ yfdt =0 pro vSechna reseni y adjungované tlohy (Py).

[e3
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Dusledek. R(L) = N(L*)*, tj. (R(L)4)* = R(L).

Véta 5. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(i) N(L*) ={0},
(i) Ynz(£*) ={0},

(iii) pro kazdou funkci g € L* m4 tiloha (*(y) = g,y € Y nejvyse jedno
resenti,

(iv) pro kazdou funkci f € L' m4 tiloha {(x) = f, = € X feSeni.

Véta 6. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

(i) N(T) = {0},

(i) XN2(0) = {0},
(iii) pro kazdou funkci f € L' m4 tiloha ((z) = f,T € X nejvyse jedno resent,
(iv) pro kazdou funkci g € L' m4 tiloha ¢+ (y) = g,y € Y feSeni.

Dusledek. Dand tloha (P) méd pravé jedno reSeni pro kazdou funkci f €
L' pravé tehdy, kdy# plati soucasné N'(L) = {0} a N'(L*) = {0} .

Dusledek. Dand tloha (P) méd pravé jedno reSeni pro kazdou funkci f €
L' pravé tehdy, kdy# plati soucasné YNZ(£+) = {0} a XNZ(¢) = {0} .

Véta 7. Dand tloha (P) mé pravé jedno feseni pro kazdou funkci f € L*
pravé tehdy, kdyz plati sou¢asnd N'(L) = {0} a dimX= n.

Véta 8. Dand tloha (P) mé pravé jedno feseni pro kazdou funkci f € L*
prave tehdy, kdyZ plati soucasné m = n a det [MU (a) + NU(B)] # 0, kde
U znadi fundamentdlni matici feSeni homogenni rovnice ¢(x) = 0.

Definice 7. Funkce ¢ : [, 5] % [o, 8] — K se nazyvd Greenova funkce
problému (P), jestlize spliiuje nasledujici podminky:

(i) Je-li n = 1, pak je g spojitd a ohraniend na A = [a, 8] X [o, (] \
{(t,0);t € [, B]},

(ii) Je-li n > 1, pak je g spojitd na [a, 8] x [, 8],
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(iii) Pro kazdou funkci f € L! je funkce

163
£(t) = / o(t,5)f(s)ds, t € [o, 6]

(0%
jedinym FeSenim alohy (P).
Véta 9. Necht plati
m=n a det[MU(a)+ NU(B)]#0,

kde U znaci fundamentdlni matici FeSeni homogenni rovnice £(x) = 0.
Potom existuje Greenova funkce tlohy (P).

Véta 10. Necht plati
m=n a det[MU(a)+ NU(B)]#0,

e

kde U znaci fundamentdlni matici feSeni homogenni rovnice £(z) =
Potom existuje Greenova funkce h(t,s) adjungované tlohy (P*) (*(y) =
g,y € Y a plati h(t,s) = g(s,t).

Definice 8. Operator L (viz (3)) se nazyva samoadjungovany, jestlize
L* = L. Je-li L samoadjungovany, pak okrajova tloha (P) se nazyvé sa-
moadjungovana.

Véta 11. Operdtor L je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz plati

~ 1
t+(z) = l(z) prokazdé z € AC™V) a X = (E:x) .

Definice 9. Jestlize A € K a jestlize existuje nenulové feSeni x okrajové
tilohy

lx) = Az, T € X,
pak A se nazyva vlastni ¢islo wlohy (P) a funkce x je vlastni funkce dlohy
(P). Dvojice (A, z) se pak nazyva t&z vlastni pdr dlohy (P).

Lemma 10. Necht je tloha (P) samoadjungovand a necht (ui,x1) a
(2, x9) jsou vilastni pdry této dlohy, py, p2 € R, py # pe. Potom

B
/ 1‘11’2dt =0.
a
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Lemma 11. Necht je iloha (P) samoadjungovand. Potom existuje o € R
takové, ze tloha

lz)—ox=0,z€X

ma pouze trivialni reSeni x = 0.

Véta 12. Necht funkce g : [, 8] X [, 8] = K je spojitd a ohranicend na
A =Ja, ] x [a, B8]\ {(t,1);t € [a, 8]} a necht plati

[aaﬁ] X [Oé)ﬁ]: je'li n>1

g(t,s) =g(s,t) na { A

jellin=1

)

B
w € Ll,/ g(t,s)w(s)ds =0 na [a,f] = w(t)=0 s.v.na [a,f]

Potom existuje posloupnost {(k,zk)},—y o € R x AC(=Y, takov,
ze plati

(i) v, # 0,2 # 0, pro vSechna k =1,2,...,
(ii) limg— oo 7% = 0,
(i)
/ﬁ dt—{l’ I=k k=12
o ijﬂfk - 0’ ];ék?, R =14... )

(iv) jestlize w € L* a
B
/ wxpdt =0 pro vsechna k=1,2,...,

pak w(t) =0 s.v.na [o,f],
(v)
8
wan(t) = [ gt s)on(s)ds,t € la, Bk = 1,2,...

[e3
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Véta 13. Je-li tloha (P) samoadjungovand, pak existuje posloupnost
vlastnich pard {(Ax,zr)}y_, o tlohy (P) takovd, Ze plati

(i) M €R prok =1,2,... alimyeo |\| = 00,
(i)
/ﬁ dt {1’ I=k i k—12
T;T = , , =1,2,... ,
o 0, j£k "’
(iii) jestlize w € L* a

B
/wa:kdt:0 pro vSechna k=1,2,... |

(e}

pak w(t) =0 s.v.na [o,f].

Poznadmka. Posloupnost {z} vlastnich funkei alohy (P) z Véty 13 mé
nasledujici vlastnost:

Pro kazdé € > 0 a kazdou funkci f € L? existuje pfirozené ¢islo N a é&isla
kr €E Kk =1,2,...,N takova, ze plati

8 N
[ =Y
@ k=1

Véta 14. Necht K = R a necht funkce poy, : [, 8] = Rk =0,1,...,m
maji spojité derivace do radu 2k. Polozme

2

dt < e.

(k)
gor(x) = (ka;L’(k)) pro k=0,1,....m a z¢€ AC2k=1)

Lz) = Zgzk(l’) pro x € AC®m1),
k=0

Potom je operétor £ definovédn a plati

((z) = ¢+ (x) pro viechna z € AC(?™=1),
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Véta 15. Necht K = C a necht funkce py, : [a, f] = R,k =0,1,...,n maji
spojité derivace do rddu k. Polozme pro z € AC™™ Y ak=0,1,...,n

gr(z) = { 3 [P2J+13«"(’+1)](j) + 4 [pojaaeD]T L edi k=25 +1,
k
(p2je)" jeli k=2j
a
Uz) = gi(a)
k=0

Potom je operdtor £* definovén a plati

((z) =0T (x) pro viechna x € AC"™™Y,

Véta 16. Necht K = R a necht pro diferencialni vyraz n-tého radu £ :
AC=1) — L' plati £* = £. Potom je ¢islo n sudé, n = 2m a existuji
funkce par. : [, 8] = R,k = 0,1,...,m, které maji spojité derivace do
radu 2k a jsou takové, ze plati

m

Lz) = Z (p%:c(k))(k) pro z € AC™"™Y.
k=0

Véta 17. Necht K = C a necht pro diferencialni vyraz n-tého radu £ :
AC(=Y — L' plati ¢+ = (. Potom existuji funkce py, : [o, 3] = Rk =
0,1,...,n, které maji spojité derivace do radu k a jsou takové, Ze plati

x) = ng(m) pro z € AC"Y),

kde diferencialni vyrazy gy, jsou definovany jako ve Vété 15.
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D. OKRAJOVE ULOHY PRO VEKTOROVE ROVNICE.

Oznadeni. Pro Z = K" nebo Z = K"*" znac¢i L'([a, 3], Z) prostor viech
funkei f : [, 8] = Z integrovatelnych na intervalu [a, 3] (tj. kazda slozka
vektorové resp. maticové funkce f mé konecny Lebesguetv integral pies in-
terval [a, 8]). Analogicky vyznam maji symboly AC([«, 8], Z), L?([a, 8], 7Z)
a p.

V tomto odstavci budeme vysetrovat okrajové tlohy tvaru
(5) ¢+ A€ = (1),
(6) Mé(a) + NE(B) = 0.

Nasledujici predpoklady budou platit v celém odstavci.

Predpoklady. —oco < a < 8 < oo, A€ LY ([a, 8], K*™™), b€ L ([o, B],
K*), M,N € K™*" 0 <m < 2n a m X 2n - matice [M, N] ma maximélni
hodnost (tj. m).

Definice 10. fekneme, Ze funkce ¢ : [, 5] — K" je FeSeni okrajové ulohy
(m), je-li € feSeni systému (5) na intervalu [a, 8] takové, Ze plati (6).

Oznacdeni. V dalsim textu zna¢ime symbolem U (¢) fundamentalni matici
feSeni homogenniho systému
(7) ¢+ AMBE=0
na intervalu [a, (], tj. U(t) je n x n-maticova funkce absolutné spojita na
[, 8] a takové, Ze plati

Ul)=1 a U'(t)+A)U(t) =0 pros.v. t€[a,f].

Je zndmo, ze pro kazdy vektor ¢ € K" je jediné feSeni £(¢) systému (1) na
intervalu [a, f] takové, Ze &(a) = ¢ ddno vyrazem
t

(8) Et)=U(t)e+ U(t)/ U~ (s)b(s)ds, t€ [a, 0],

maticovd funkce U1(t) je definovdna a absolutné spojitd na intervalu
[, B] a plati
Ula)=1 a (U Y ({t)=Ut)A(t) pros.v. tE€ [a,f]

Dosazenim (8) do (2) dostaneme ihned néasledujici tvrzeni:
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Tvrzeni 1. Okrajovd iloha (7) m4 feSeni pravé tehdy, kdyZ ma reseni
linedrni (algebraicky) systém

B8
[MU(a) + NU(8)| ¢ = —NU(8) / U= (s)b(s)ds.

(e}

Je zndmo, ze linedrni algebraicky systém Dc = w ma feSeni, pravé
kdyz se hodnost h(D) matice systému rovnd hodnosti rozsifené matice
[D,w] systému. Snadno se ovéfi, Ze toto je pravda pravé tehdy, kdyZz plati
implikace

YD =0 = v"w=0.

Z Tvrzeni 1 tedy okamzité plyne

Tvrzeni 2. Okrajovd tloha () ma reSeni pravé tehdy, kdyz

B
7*NU(ﬁ)/ U~(s)b(s)ds = 0
«
plati pro kazdé reseni v € K™ linearniho algebraického systému

9) 7" [MU(a) + NU(B)] = 0.

Proy € K" at € [, 8] ozna¢me
G (t) =y NU(BU(t).

Potom pro kazdé v € K™ je funkce ¢ = (, feSenim systému

(10) (=A%)
na intervalu [a, §]. Déle, pro kazdé v € K™ spliujici (9) mame

("(a) =y"NU(B) = —v"M

Z Tvrzeni 2 tedy plyne
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Tvrzeni 3. Okrajova illoha (m) ma reSeni jestlize

B8
(11) / C*(s)b(s)ds = 0

plati pro kazdou dvojici ((,

v),C : [o, 8] = K*, v € K™ takovou, ze ( je
reSenim systému (10) na [a, 5] a

(12) ((a) = =M"y, ((B)=N"y.

Definice 11. Ulohu nalézti feseni ¢ systému (10) na [a, 3] a vektor v € K™
takové, Ze plati (12) nazyvame adjungovand okrajovd idloha k tloze (7) a
znacime (7).

Integraci per-partes snadno ovéfime, ze je-li ¢ feSeni daného problému
() a ¢,y FeSeni tlohy (7)), pak plati

8 8
/ C*(t)b(t)dtZ/ C(0)b(t)dt — " [ME(er) + NE(B)] =

[e3 [e3

8
= / (O [§'(1) + A ()] dt — 7™ [ME(a) + NE(B)] =

163
= C(B)E(B) - C*(a)€(a) + / [~C*'(8) + C () A(B)] £(t)di—

(e}

=" [M&(a) + NE(B)] =
&)
= [ [0+ cwAm] e
+[¢*(8) =" NIE(B) = [¢"(a) +y"M]¢(a) =0.
T.zn., Ze podminka (11) z Tvrzeni 3 je také podminka nutné pro exis-

tenci feeni alohy (7). Plati tedy nasledujici tvrzeni, jeZ je analogii Véty 4
z odstavce C.

Véta 18. Okrajovd tloha (m) mé feSeni pravé tehdy, kdyz (11) plati pro
kazdé reSeni ((,~y) ulohy () k (w) adjungované.
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Podle nasich pfedpokladi mé m x 2n-matice [— M, N] linedrné nezivislé
radky. Existuji tedy (2n —m) x n- matice M a N takové, ze plati

__% JX

det M N #0.

Existuje tedy inversni matice k matici

——% N

|-M N|°

Ozna¢me bloky v této inversni matici tak, ze plati
-2 ¢
Q QJ’
kde P, jsou n X (2n —m)- matice a ﬁ,é jsou n X m- matice. T.zn., Ze
plati vztahy

Bl

(13) ~-MP+NQ=1,
~MP+NQ =0,
—~MP+NQ =0,
—~MP+NQ=1.

a

(14) PM + PM = —1I,
PN + PN =0,
QM + QM =0,
QN +QN = 1.

Z téchto vztahti plyne nasledujici tvrzeni

Véta 19. Dvojice ( : [a, 8] = K", v € K™ spliiuje okrajové podminky
(12) pravée tehdy, kdyz plati

P (@) +Q*C(B) =0 a P*¢(a)+Q*¢(B) =
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Dikaz. Plati-li (12), pak podle (13) je
C(a)P+C(B)Q =7"[-MP+NQ]=0

(P +C(BQ =7 [—Mlg + N@] =7I=7".
Na druhou stranu, fadky m x n- matice [— M, N] tvoii bazi prostoru feseni
linedrniho algebraického systému

5*[5} —0.

(Dimenze tohoto prostoru je n — (2n —m) = m.) Tudiz, je-li (*(a)P +
¢*(B)Q = 0, pak nutné existuje v € K™ tak, ze (*(a) = —v*M a (*(B) =
v*N, tj.plati (12). O

Nésledujici tvrzeni je analogii Véty 1 z odstavce A.
Véta 20 (Lagrangeova identita). Pro libovolné funkce ¢ : [a, ] — K"
a ( :[a, B8] = K" absolutné spojité na [a, 8] plati
&) &) ,
19 [ ¢COl@+ Aol d - [ [-¢0+ ¢ OAR) €)=
= [¢(@P +C(B)Q] [M&(e) + N(B)] +
+C*(@)P + ¢ (8)Q) [Mé(e) + NE(B)] -

Dikaz. Integrovanim per-partes na levé strané vztahu (15) dostaneme
snadno

B

8
/ ¢ (1) [€°(1) + AB)S(D)] dt—/ [=¢*'(1) + ¢ (HAW®)] £(t)dt =

)~ ) = e, ) o En ]
Podle definice matic M, N, P,Q, P a Q je ovem
o o]l 5= 1]

a odtud uz plyne vztah (15). O
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Naésledujici véta je analogii Véty 8 z odstavce C.

Véta 21. Okrajova tloha (w) mé jediné reseni pro kazdou pravou stranu
be L' ([a, 8], K") pravé tehdy, kdyz plati

(16) m=n a det[MU(a)+ NU(B)]#O0.

Diikaz. a) Jestlize plati (16), pak existuje inversni matice D~! k matici
D = [MU(a) + NU(@)]

a pro kazdé b € L'([a, 8], K™) je

B
(17) c= —DilNU(ﬁ)/ U~(s)b(s)ds
jedinym feSenim systému

B8
(18) [MU(a) + NU(8)| ¢ = —NU(8) / U= (s)b(s)ds.

[e3

Podle Tvrzeni 1 je tedy pro kazdé b € L' ([a, 3], K*) funkce £(t) definované
pro t € [a, 8] vztahem

t

@

B8
(19) £&(t) =U(t) (—D—lNU(ﬂ)/ U—l(s)b(s)ds+/ U—l(s)b(s)ds>

jedinym feSenim dané okrajové alohy ().

b) Je-li budto m = n a det [MU(a) + NU(B)] = 0 nebo m > n, pak
matice D = [MU(a) + NU(B)] ma hodnost h(D) < m a tudiz existuje
vektor v € K™, v # 0 takovy, Ze plati

Y [MU(a) + NU(B)] = 0.
Kdyby bylo v*N = 0, bylo by také v*M = 0 a tedy v* [M, N] =0, coz by

znamenalo spor s piedpokladem, Zze matice [M, N] ma maximalni hodnost
(tj. m). T.zn., ze je v*N # 0. Polozme
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8
YNUPB) | U (s)b(s)ds =" NU(B) (B— o) U (B)N"y =
=(B-a)(7"N)(N™y) #0

a podle Tvrzeni 2 tedy nemé dand tloha () FeSeni.

¢) Je-lim < n, pak systém [MU(«) + NU(f3)] ¢ = 0 mé nenulové feSeni.
Vzhledem k Tvrzeni 1 tedy mé-li dany okrajovy problém (7) néjaké feseni,
neni toto reseni urceno jednoznacné. |

Do konce tohoto odstavce budeme predpokldadat, Ze plati (16). T.zn., Ze
pro kazdé b € L' ([, 8], K™) je funkce (19) jedinym feSenim dané okrajové
tlohy (7). Pravé strana vztahu (19) se snadno upravi do tvaru

I5)
£(t) = / G(t, 5)b(s)ds,

kde
I

Glt,s) = U(t) (-D—lNU(ﬁ) + { ) Zii }) U(s).
Protoze D! [MU(a) + NU(B)] =1, je I — D"'NU(B) = D MU (a) a

tudiz
Glt,s) = U(t)D™" { ]_”]\%OEL) Zii }U—l(s).

Véta 22. Necht plati (16). Potom pro kazdé b € L' ([, 8], K*) m4 tiloha
(r) pravé jedno feSeni

B8
(20) £(t) = / G(t, 5)b(s)ds, t € [, A,
kde
(21) G(t,s) = U(t)D™" { 1_\4]\1{50&) Zii }U—l(s).
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Definice 12. Funkce G : [a, ] X [a, 8] = K"*™ se nazyva Greenova funkce
dlohy (), jestlize je spojita a ohrani¢end na mnoziné A = [a, 8] % [a, 8] \
{(t,t);t € [a, B]} a pro kazdé b € L' ([, 8], K") mé tiloha (7) jediné Fegeni
¢ a toto TeSeni je ddno vyrazem (20).

Véta 23. Necht plati (16) a necht funkce G : [a, ] x [, 8] = K"*" je
dana vyrazem (21). Potom G(t, s) je Greenova funkce tilohy (7) a ma déle
tyto vlastnosti :

(i) G(t,s) je spojitd a ohrani¢end na A = [a, B8] X [a, 8]\ {(t,1);t € [, B]};

(ii) G(s+,s) — G(s—,s) = lim_, s+ G(t,s) — limy,s— G(t,s) = I pro kazdé
s € (@, B);

(iii) %G(t, s) + A(t)G(t,s) = 0 plati pro kazdé s € [a, 3] at € [a, B],t # s;
(iv) MG(a,s)+ NG(B,s) =0 plati pro kazdé s € («, 3).
Dikaz. Zbyvéa dokazat, ze funkce G méa vlastnosti (i)-(iv). Vlastnosti (i) a
(iii) plynou okamzité z definice funkce G a z toho, ze U je fundamentalni
matice feSeni pro systém &' + A(t)¢ = 0. Déle, podle definice funkce G(t, s)
je pro kazdé s € («, 3)

G(s+,s) =U(s)D™' MU (a)U ™" (s)

G(s—,s) = =U(s)DT'NU(B)U™"(s)
a tudiz
G(s+,8) = G(s—,5) =U(s)D™" (MU(a) + NU(B) U™ (s) = I,
tj. plati (ii). Konetnd dosazenim

G(a,s) = —U(a)D ' NU(B)U 1(s)

G(B,5) =U(B) D' MU(a)U ™ (s)
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do vyrazu MG(a, s) + NG(f, s) a vyuzitim zfejmého vztahu
I-NUB)D™ ' = MU(a)D™*
dostaneme
MG(a,s) + NG(3,5) =
= [-MU(a)D™'NU(B) + NU(B)D™'MU(a)] U (5) =
= [NU@B)D™ (MU(a) + NU(B)) — NU(B)] U~ (s) = 0.
O

Méjme nyni libovolnou funkei H : [a, 8] X [a, 8] = K**"| kterd ma také
vlastnosti (ii)-(iv) z Véty 23. Potom z vlastnosti (iii) plyne okamZité, Zze
existuji funkce V' (s) a W (s) takové, Ze plati

S E
Potom je ziejmé pro kazdé s € (a, 3)

H(s+,5) =U(s)W(s) a H(s—,s)=U(s)V(s)
a tudiz podle vlastnosti (ii) mame

I'=H(s+,5) = H(s—,s) = U(s) (W(s) = V(s)),
.
W(s) =V(s)+U""(s).
Podle (iv) mame pro kazdé s € (a, )

0=MH(a,s)+ NH(3,s) = [MU(a) + NU(B)]V(s) + NU(B)U *(s) =
= DV(s) + NU(BU(s).

Odtud ovSem plyne,ze
V(s) = =D'NU(B)U'(s),
tj-

H(t,s) = G(t,s) pro viechna (t,s) € [a, ] x [a, 8]\ {(£,%); 1 € [o, (]} .

Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni:
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Véta 24. Jestlize plati (16) a jestlize funkce H : [a, (] X [a, f] — K**™,

m4 vlastnosti (ii)-(iv) z Véty 23 (na misté G(t,s)), pak H(t,s) = G(t,s)
plati pro vSechna (t,s) € A = [, 8] X [, 8] \ {(¢,t);t € [, B]} -

Polozme nyni
(22) H(t,s) = —G*(s,t)
t.zn., ze

H(t,s) = U *(¢) { “UN(@M* D™, t<s }U*(s).

U*(ﬁ)N*D*fly t>s
Snadno se ovéri, ze nasledujici vztahy jsou pravdivé:

H(s+,8) — H(s,s—) = U " (s)U*(B)N*D~*U*(s)+
+U_1*(S)U*(a)M*D_1*U*(s) =1, sé€(a/pf),

O Hi(t5) ~ A" (OH(,5) =0, s €fofl L€ o, B1 £,

H(a,s) = — U (a)U*(a)M*D™*U*(s) = —M*A*(s),
A(s) =U(s)D™', s € (a,p),
H(ﬁ,s) :N*A*(S)v s € (aaﬁ)'

Vzhledem k definici matic P, @, ]5, @ a specialné vzhledem ke vztahtim
(13) tedy plati také

P*H(a,s)+Q"H(B,5) =0, s¢€ (a,p).

Dile
det [P*U"*(a) + Q*U*(B)] # 0.

(Kdyby totiZz bylo pro néjaké ¢ € K"

[P*U () + QU ()] c =0,
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bylo by také

Q

a odtud by podobné jako v dikaze Véty ze strany 12 plynulo, ze existuje
d € K" takové, ze plati

(U (a), U~ (8)] {P] —0

U Ha)=—-d*M a U B)=d*N,
tj.
d* [MU(a) + NU(B)] = 0.
To je v8ak podle pfedpokladu (16) mozné jediné tehdy, kdyz d = 0 neboli
c=0.)

Podle Véty 24 je tedy funkce H(t,s) definovand vztahy (21) a (22)
Greenova funkce tlohy

(' = AT ()¢ =b(t),
P*((a) + Q"C(B) =0,

tj. pro kazdou funkci b € L' ([, 8], K*) m4 tloha (7*) pravé jedno regeni
((t) a toto fefeni je dano vyrazem

B8
()=~ [ G0, st fag)

Odtud uz okamzité plyne nasledujici tvrzeni.

Véta 25. Necht plati (16) a necht funkce G(t, s) je Greenova funkce tlohy
(). Potom G*(s,t) je Greenova funkce tlohy (7*)

(23) —¢"+ A ()¢ = (1),

(24) P*((a) + Q"¢(B) =0.



26 MILAN TVRDY

E. OKRAJOVE ULOHY PRO SKALARNI ROVNICE n-TEHO RADU
JAKO SPECIALNI PRIPAD OKRAJOVYCH ULOH PRO VEKTOROVE ROVNICE.

Okrajovou tlohu (P) (tj. (1), (2)) miZeme piepsat do tvaru (7) jestlize
polozime

x(t) 0
(1) 0
(25) =" | =
e £(t)
x(n—1) e
a
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
(26) ®) 0 0 0 e 0 -1 0
0 0 0 . 0 0 -1
Qn (t) anfl(t) an,z(t) as (t) az(t) al(t)
ao () ao(t) ao(t) T ao(t) ao(t)  ao(t)

Adjungovany systém —(' + A*(t)¢ = 0 ma tedy v tomto specidlnim
pripadé tvar

( _ an(t) _
g + o=l =y
_ _ an—1(t)
@27) . @+ e =0
o a1 (t)
\ Cn Cn—l + ao(t)Cn 0.
Oznacme ()
y(t) = Z=.
ao(t)

Potom ¢ = [(1,Ca,- .-, Ca]” je FeSenim systému (27) (tj. —¢' + A*(¢)¢ = 0)
pravé tehdy, kdyz
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(28)
Cn = (a_Oy)
Cn—1 = —(aoy)" + (a1y)
(2 = (@y)" — (@y)' + (@2y)

G o= ()" @oy) " + (1) (@) "+

a

(")) = (=1)"(@y) "™ (&) + (=1)" " (@y) "~V (1) + - -

Oznacime-li tedy

n—

J
(29) ( a/n j— ry t), j:1,2,...,n

r=0

dostaneme néasledujici tvrzeni:

27

+ (@n—1y)

+ (@my)(t) = 0.

Lemma 12. Necht plati (26). Potom funkce ¢ : [a, ] — K" je reSenim
rovnice —(' + A*(t)¢ = 0 na intervalu |, 3] pravé tehdy, kdyz

(viz (29)) a

Jje feSenim rovnice (4), tj.
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Lemma 13. Necht plati (26). Necht ¢ : [a, §] = K" je feSeni diferencidlni
rovnice —(' + A*(t)¢ = 0 na intervalu [, 3], y = %—; a necht vektorova
funkce n : [a, 5] = K" je prifazena k y vztahem (31). Potom P*((«a) +

Q*¢(B) = 0 plati pravé tehdy, kdyz y = [Zggg] € (EDC)J_, kde E a E

maji stejny vyznam jako ve Vété 1.

Dikaz. Proj=1,2,...,nje

I
3
3
[
<
—
|
[y
N
ol
d
N\
S RN
Lo
[l
N——
S
|
=
|
<.
|
.
¥
=
@/\
B
=
|

Il
\'M .
=
<
@/\
T
=

kde E;; ma stejny vyznam jako ve V&été 1 a jejim dikazu (viz strany 2-3
tohoto textu).

T.zn., ze
(30) (@) =n"E(®),
kde E ma stejny vyznam jako ve Vété 1 a
y(t)

"(t
(31) aw=| "7

y=(t)
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(viz str.1).

Podle (30) je

)P+ (B)Q =0
pravé tehdy, kdyz je

n*(@)E(a)P +n"(B)E(B)Q =0

neboli

o -P

Y ) =0.

Protoze podle definice matic P, Q) tvori sloupce matice
L pT
| @ |

bazi prostoru X, plyne odtud uz dikaz lemmatu.

Z lemmat 12 a 13 okamzité plyne nésledujici véta.

Véta 26. Funkce ¢ : [a, 8] = K" je feSenim tlohy (7)) pravé tehdy, kdyz
62—121
62—221

3y

je reSenim tlohy (Pg), tj.

CHy) = 0,5 € (Eac)L

Poznadmka. Je ziejmé, ze z Véty 26 vyplyva napt., ze Véta 4 je dusledkem
Véty 18 a Véta 8 je dusledkem Véty 21.

29
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Necht plati (16), tj

m=n a det[MU(a)+ NU(B)]#0.

Potom podle Véty 22 (viz téz Vétu 23) existuje Greenova funkce G :
[a, 8] X [a, B] — K"*™. Glohy (7). Pro kazdou funkci b € L*([a, 8], K") m4
tedy tloha (7) jediné FeSeni £(t) a toto feSeni je dano vyrazem (20). Jestlize
G, (t,s) znadi element matice G(t, s) v i-tém fadku a j-tém sloupci, pak
za nasich predpokladii (25) a (26) je pro kazdou funkci f € L' funkce

o) =&a(t) = / GLn(t,s

ap(s)

——=f(s)ds, t€a,f]

jedinym feSenim dané Glohy (P). T.zn., ze funkce

Gy n(t s)

Y
ag(s) ’

g(t, s) = (t,s) € [a, B] X [a, ]
je Greenovou funkci dlohy (P) a Véta 9 je disledkem Véty 22 (nebo také
Véty 23).

7 vét 22,23 a 26 dale plyne i nasledujici tvrzeni

Véta 27. Necht plati (16). Potom existuje Greenova funkce g(t, s) tlohy
(P) a tato funkce ma navic ndsledujici vliastnosti

(i) Je-li n = 1, pak je g spojitd a ohraniend na A = [a,f] x [a, (] \
{(t,1);t € o, B]};

Je-li n > 1, pak jsou parcidlni derivace 2= 8 9,7 =0,1,...,n — 2 spojité

3
n—1
a ohranicené na [«, 3] x [a, 8] a parcidlni derivace %g je spojita a

ohranicend na A = [a, 8] % [, 8] \ {(¢,1);t € [, B]};
(i)

n—1 n—1

s+,8) —

1
s) = pro kazdé s € (a, B);

otn—1 9(s—, ao(s)

a1

(iii) £(g(.,s)) =0 pro kazdé s € [a, (3] at € [a, (], # s;
(iv) g(.,s) € X pro kazdé s € [a, (].
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Nésledujici véta je disledkem Véty 24.
Véta 28. Necht plati (16) a necht funkce h : [a, 3] x [a, 8] — K spliiuje
nasledujici podminky
(i) Je-li n = 1, pak je h spojitd a ohraniend na A = [a, (] X [a, 5] \
{(t,1);t € [, Bl};
Je-lin > 1, pak jsou parcialni derivace gTjjh,j =0,1,...,n — 2 spojité

a ohranicené na [a, ] % [a, 3] a parcialni derivace %h je spojitd a
ohranicend na A = [a, 0] x [a, B] \ {(¢,1);t € [, B]};

(i)
an—l an—l
g1 = G

1
h(s—,s) = a0(3) pro kazdé s € («, B);

(iii) £(h(.,s)) = 0 pro kazdé s € [a, 8] a t € [a, B],t # s;
(iv) h(.,s) € X pro kazdé s € [a, ).

Potom plati

h(t,S) :g(tvs) na A, je—lin: 1
dh 7 .
%(t,s) = a—t‘;](t,s),J =0,1,...,n—2, na [o,08] X [a,f]
a
n—1 n—1
%(tas) = gtn;f(t,S), na A je—lin>1.

Poznadmka. Snadno se nahlédne, ze Véta 10 je dusledkem vét 25, 26 a 28.
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F. PRIKLADY.

Priklad 1. Vysetifujme okrajovou tlohu
2" — 32" + 2z = f(t),2(0) = 2'(0), z(1) = 2'(1).
Jest
m=n=2
lx) = 2" — 32’ + 2,
Hy) =y" + 3y + 2y,

x:{z€K4;z1:z2,z3:Z4}: ;a,be K

SN R

T.zn.,ze dimX=n = 2. Déle

3 B8
[t~ [ T et = 5o’ - ' - 352l =

3 -1 0 0 z(0)
_ , , 1 0 0 0 |20)|  ~z~
0 0 -1 o0dLz'(1)
kde
3 -1 0 0
~ 1 0 0 0
E= 0 0 -3 1
0 0 -1 0
Tudiz
a 2a
~ ~la a
EX=<FE b ;a,be Ky = _9b ;a,be K
b —b
a
~ \L
Y — (E:)c) -
= {v e K";a(2v; +v2) — b(2v3 + v4) =0 pro viechna a,b € K} =
a
4 —2a
={veK'2v +v; =0,2v3 +vs =0} = b ia,be K

—2b
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Specidlné, dimY= 2 a y €Y pravé tehdy, kdyz

2(0) +'(0) =0 a 2y(1) +y/(1) =0.
Funkce y je feSenim formalné adjungované rovnice

y" +3y +2y=0,
pravé tehdy, kdyz existuji konstanty c1, co € K takové, ze
y(t) = cre™t + e na [a, ).
Odtud plyne, Ze pro prostor N(L*) feSeni tlohy
y'+3y" +2y=0, 2y(0)+y(0)=0, 2y(1)+y'(1)=0
adjungované k dané tloze plati
N(L*) = {ce_2t;c €K}.

Dand tloha mé tedy reseni pravé tehdy, kdyz prava strana f spliuje pod-
minku

/1 f(t)e 2tdt = 0.
0

Piiklad 2. Necht jako v prikladé 1 ¢(z) = 2" — 32’ + 2z (a tudiz také
(T (y) = y" + 3y’ + 2y). Necht ale nyni

X={z€K"2 =25,20 =2},

tj. okrajové podminky maji tvar

Matice E je stejnd jako v prikladé 1 a

3a—0b
a
—3a+b
-b
H:{UEK4;3U1+U2—3U3—U4:0,—U1+U3:0}:

EX = ca,be Ky,
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= {v € K4;'U2 = U4,V] = ’1)3}.
Adjungovanou okrajovou tlohou je tedy tloha
y'+3y" +2y =0, y(0)=y(1), ,y'(0)=y'1).
Dosazenim obecného feseni
y(t) = cre™t + e, t € [a, ]
rovnice ¥ + 3y" + 2y = 0 do okrajovych podminek

y(0) =y(1), ,y'(0)=1%'(1)

dostaneme, Ze y je feSenim adjungované okrajové tlohy pravé tehdy, kdyz
c1, ce vyhovuji soustavé rovnic

(1 — 6_1)01 + (1 — 8_2)02 = 0
l-eYe + 20-e ez = 0’

tj. ¢1 = ¢ = 0, tj. adjungovand tloha m4 pouze trividlni feseni y(t) = 0.
Dand tloha mé tedy feSeni pro kazdou pravou stranu f.

Déle, protoze je dimX = dimY = 2 a N(L*) = {0}, je také N(L) = {0} .
T.zn., ze pro danou tlohu existuje Greenova funkce g(t, s). Podle Véty 27,
pro kazdé s € (0,1) je g(.,s) feSenim rovnice £(g(.,s)) = 0 na intervalech
[0,s) a (s,1]. Greenovu funkci tedy budeme hledat ve tvaru

ai(s)et +by(s)e?, jeli t<s,
as(s)el + ba(s)e?, jeli t > s.

oit.s) = {

Podle Véty 28 je ¢(t, s) jednozna¢né uréena vlastnostmi (i)-(iv) z Véty 27.
Vlastnost (iii) jsme jiz vyuzili. Podle (i) plati pro s € (0,1)

(Fl) al(s)es + b1e2s = (12(8)68 + b2€2s.
Jelikoz
d (t.5) { ai(s)et + 2b;(s)e?, jeli t < s,
a7 yS) = . 9.
ot? az(s)et + 2by(s)e?, jeli t > s,

dostavame déle podle (ii) rovnici

(F2) as(s)e® + 2bye?® — a1 (s)e® — 2be?* = 1.



LINEARNI OKRAJOVE ULOHY

Dosazenim za g(t, s) a %g(t, s) do okrajovych podminek

9(0,5) = g(1,5),  59(0,5) = 5 g(1L,5)

35

dostaneme koneéné dalsi dvé rovnice pro koeficienty a; (s),a2(s),b1(s),b2(s)

ai(s) + bi(s) = axs)e + ba(s)e?
(F3) ar(s) + 2bi(s) = ax(s)e + 2by(s)e’.
Z rovnic (F1)-(F2) plyne
bQ(S) = bl (S) + 6723

az(s) =a1(s) —e

Po dosazeni do rovnic (F3) dostdvame systém pro a; (s ), b1 (s)
-1

(1-e)ai(s) + (1-¢€’) = e =™ 1)
(1—e)ai(s) + 2(1—-e?) = e=%(2e!~%-1),
jehoz jedinym feSenim je
el—s e2(1—3)
wb) =1 W =1ma
Odtud plyne
e e72s
02(5):—1_6, bz(S):l_—e2

a tudiz

e2

t_e .—s 2t _e2 25 .1
—e'—2-e S +e e e-li t<s
g(t,s) = { e T ] ’

_at_e ,—s 2t __ 1 —2s ia_li
e P tet=ze *t, jeli t>s.

Priklad 3. Pro dlohu
' +u=f u)=u(r)=0

mame

X =

ot O e O

ja,be Ky, dimX =2 a N(L) = {bsint;b € K} # {0}.

(Obecné feseni u rovnice v +u = 0 mé tvar u(t) = acost+bsint, a,b € K.)

Dané Gloha tudiz nemé Greenovu funkci.
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Priklad 4. Pro tlohu
' +u=f, u(0)=1u'(0), u(r)=u'(r)

mame

VSt Q9

dimX = 2
N(L) = {a(sint + cost);a € K} # {0}.
Dané tloha tudiz neméa Greenovu funkci.

Priklad 5. Pro tlohu
' +u=f, u(0)=u(r), u(0)=u'(r)

mame

X =

Q o Q

ja,be Ky, dimX =2 a N(L)={0}.
b

Tato tloha tudiz ma Greenovu funkci. Podle Véty 28 ma tato Greenova
funkce g(t, s) tvar

(t.s) = { ay(s)cost + by (s)sint, je-li t<s,
g = 2(s) cost + ba(s)sint, jeli ¢t > s,
kde koeficienty a1(s),b1(s), az(s),b2(s) spliwji rovnice

(cos s)(ay (S)—(lz((S)) + (sins)(bi(s) —ba(s)) = 0,

(sins)(a1(s) —a2(s)) — (coss)(bi(s) —ba(s)) = 1
a
ar(s) + ax(s) = 0,
(S) + bz(S) = 0.
Odtud plyne, ze
sin(s—t) o li t<
g(t,S): . 2 , Je-l1 S,
Snl=s) - jeli > s.

MiLAN TveDY, MU AVCR, ZITNA 25,115 67 PRAHA 1

E-mail address: tvrdy@math.cas.cz
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