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Zakladni imluvy a oznaceni

(i)
(i)

(iii)

N je mnozina prirozengch ¢isel (mezi néz nezahrnujeme nulu).

R je mnozina redlnijch céisel, RT™ = (0, 00), R™*" je mnozina m X n-matic realnych
¢isel, R" = R"* !, Je-li M € R™*" pak piislusna transponovand matice je oznacena
symbolem M™ (M1 e R™™).

Je-li —00 < a < b < o0, pak [a,b] znacl uzavieny interval {tcR:a <t <b} a (a,b)
je otevreny interval {t eR:a < t < b}. Piislusné polouzaviené (resp. polooteviené
intervaly znacime [a,b) a (a,b]. Ve viech téchto pfipadech nazyvame body a, b
krajni body intervalu. V piipadé a = b€ R tikdme, Ze interval [a,b] degeneruje na

jednobodovou mnozinu a piseme [a,b] = [a]. Budeme téz uzivat obvyklé znaceni I°
pro vnitiek intervalu 1. Je-li I interval (uzavieny resp. otevieny resp. polootevieny)
s krajnimi body a, b zna¢ime symbolem |I| = |b — a| jeho délku (|[a]| = 0).

Pro A€R znacéime AT = max(A,0) a A~ = max(—A,0). (Pfipomenme, ze plati
AT+ A” =|Al a AT — A~ = A pro kazdé A€R.)

Kone¢ny systém bodu D = {ag, aq, ..., a,,} intervalu [a, b] nazveme délenim inter-
valu [a, b], jestlize plati a = ap < @y < -+ < @, = b. Mnozinu vsech déleni intervalu
la, b] znac¢ime 2[a,b]. Je-li D € 2]a, b], pak jeho elementy zpravidla znacime «;. Pro
dané déleni D = {ap, a1, ...,y }, znacime v(D)=m a
|D|= max (o —i_1).
i=1,2,...,v(d)

Bude-li to vyhodné, budeme téz déleni D intervalu [a, b] chépat jako systém podin-
tervala {I;;7 =1,2,...,v(D)} takovych, ze plati

v(D)

U I; = [a,b], pricemz [JN I =0 jakmile j # k.

j=1
Jestlize déleni D’ a D" € 2 ]a, b] jsou takova, ze vSechny elementy z D’ jsou obsazeny
v D", tikdme, ze D" je zjemnéni déleni D" a znacime D' C D",

Dvojici (D, €) € 2[a, b] x R*P) nazveme rozsirenym délenim intervalu [a, b], jestlize
plati

a1 <& < provsechnai=1,2 ... v(D).

Mnozinu vsech rozsitenych déleni intervalu [a, b] znacime & [a, b].

1l
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(vii) Pro libovolné funkce f:[a,b] — R a g:[a,b] — R a redlné ¢islo A souctem f + g
funkei f a g rozumime funkei (f +g)(t) = f(t) +g(t), t € [a,b], a ndsobek A f funkce
f ¢islem A\ je funkce (Af)(t) = Af(t), t€la,b]. (Zapis f:]a,b] — R znamend, ze
funkce f je definovéna pro kazdé x € [a,b] a kazda jeji hodnota f(z) je (konecné)
realné cislo.

(viii) Pro libovolnou funkci f: [a,b] — R znacime

I/l = sup [f(£)]-
t € [a,b]
(Neni-li funkce f ohrani¢end na intervalu [a, b], pak je oviem || f|| = o0.)

(ix) Cla,b] je prostor redlnych funkei spojitych na intervalu [a, b] a zobrazeni
f€Cla, b — || f]]

definuje normu na Cla, b].

(x) L'[a,b] je prostor realnych funkei integrovatelnych (ve smyslu Lebesgueové) na in-
tervalu [a, b] (s rovnosti f = g€ L'[a,b] <= f(x) = g(z) s.v. na [a,b] ) a zobrazen{

b
FeLlad] = Ifl = [ If] de
definuje normu na LL![a, b].

(xi) Pro danou mnozinu M C R symbolem y,; znacime jeji charakteristickou funkci, tj.
funkci R — {0, 1} definovanou pfedpisem :

0 1 pro te M,
XMAE) = 0 pro t¢ M.

(xii) Jestlize f:[a,b] — R, t€[a,b) a s€ (a,b] a jestlize existuji konetné jednostranné
limity lim, ., f(7) a lim,_,_ f(7), pak zna¢ime

f+) = lim f(r), f(s=) = lm f(7),
ATF(E) = f(tH) — F(B), Af() = () — F(s),
Af(x) = fa+) — flz=) pro z€(a,b).

Dale, budeme uzivat nasledujici tmluvu:
fla=) = f(a), [f(b+)=[f(b), A f(a)=ATf(b)=0.

(xiii) Je-li M podmnozina Banachova prostoru X, pak symbolem M znacime jeji uzaveér
v prostoru X.



Kapitola 1

Funkce s kone¢énou variaci.

Vyklad v této kapitole se opird zejména o monografie V. Jarnika Diferencidlni pocet 11
[5, Kapitola V| a Integrdlni pocet II [6, Kapitola V]| a dale o odstavec 11.6 v monografii
T.H.Hildebrandta Theory of Integration [3] a kapitolu XIII v monografii S.Schwabika
Integrace v R (Kurzweilova teorie) [9).

1.1. Definice. Pro danou funkei f:[a,b] — R a déleni D intervalu [a, b],

D ={ag,aq,...,an} € Z]a, b,

definujeme
v(d)
V(f,D) =) _If(ag) = flaz-)l (1.1)
var’ f = sup V(f,D). (1.2)

D€ D [ab]
Je-li a = b, definujeme var® f = var? f = 0. Veli¢inu var? f nazyvame variace funkce f

na intervalu [a,b]. Je-li var® f < oo, fikdme, 7ze funkce f ma konecnou variaci na |a,b].
Mnozinu funkei s kone¢nou variaci na [a, b] znacime BV a, b].

1.2. Cviceni. Dokazte néasledujici vlastnosti variace a funkei s koneénou variaci.
(i) Pro kazdou funkeci f:[a,b] — R je var® f > 0.

(ii) Pro libovolné dvé funkce fi, fo:|a,b] — R a reédlné ¢islo ¢ plati
varg (fi + fo) < varg fi +varg f a varg (c fi) = |¢| varg fi.

(iii) Je-li [¢,d] C [a,b], pak pro kazdou funkci f:[a,b] — R plati
|f(d) = f(o)] < vary f < varg, f.

(iv) Pro kazdou funkei f:[a,b] — R plati
|f (@) < |IfIl <|f(a)| + var} f pro z € [a,b].

Kazda funkce f € BV|[a,b] je tedy ohranic¢end na [a, b].
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(v) var’ f =0 < f(z) = f(a) na [a,b].
(vi) Zavedeme-li pro funkce z mnoziny BV]a,b] obvyklym zpusobem operace scitani a

nésobeni skaldrem (viz 0.(vi)), stane se linedrnim normovanym prostorem vzhledem
k témto operacim a vzhledem k normé ||.||py definované predpisem

f€BY[a,b] — || fllsv = |f(a)| + vary, .
(vii) Pro kazdou funkci f monotonni na [a,b] plati var? f = |f(b) — f(a)|.

(viii) Pro libovolna déleni D’ a D" intervalu [a, b] takova, ze D” C D’ a libovolnou funkci

fila,b] = R je V(f, D") < V(f,D").
(ix) var f =d€eR < (Ve>03D.€2]a,b]:D.C D = d—e<V(f,D)<d).
(x) varl f =00 &= (VK >03Dg€2a,b] :V(f, Dk) > K).
(xi) Pro libovolné déleni Dy € 2[a, b] plati var’ f = supp-p, V(f, D).
(xii) Dokazte Vétu (1.3l
1.3. Véta. Pro kazdé c € (a,b) a kazdou funkci f:[a,b] — R plati:

var® f = var¢ f + var® f.
O

1.4. Véta. f €BV|a,b| tehdy a jen tehdy, kdyz existuji funkce f1 a fo neklesajici na [a,b]
a takové, Ze plati f(x) = fi(x) — fo(x) pro kazdé x € [a, b].

D 1 k a z . Staci dokdzat, ze pro kazdou funkci f€BV|a,b] existuji funkce f; a fo
neklesajici na [a, b] a takové, ze plati

f(x) = fi(z) = fo(x) na fa,b].

Necht tedy f €BV]a,b]. Polozme

filz) =varg foa fo(x) = fi(z) — f(z) pro z€la,b].

Potom f; je evidentné neklesajici na [a, b]. Déle, pro x5 > x; médme vzhledem ke Vété 1.3

fo(@2) = fi(wy) +vary? f — f(x2)

fao(@2) — fow1) = Varﬁ — (f(x2) = f(21)) > 0,

t.zn., ze fy je také neklesajici na [a, b]. O
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1.5. Cviceni. Necht f€BV][a,b|. Dokazte, ze funkce

v(d)

p(@)= sup > (fla;) = fla;1))*

De9 [a,x] j=1

v(d)

n(z)= sup > (floy)— flaj))

D e P a,x] j=1
jsou obé neklesajici a nezaporné na |[a, b] a plati
f(z)=fla)+p(x) —n(z) a varlf=p(x)+n(x) prokazdé x € |a,b.

1.6. Dusledek. Pro kazdou funkci f € BV[a,b] a pro vsechna t € [a,b) a s € (a,b] ezistugi
konecné limity

f+) = Tim f(7) a f(s—)= lim f(7)

T—t+ T—8—
(tj. f muze mit v [a,b] pouze nespojitosti 1.druhu).

Dukaz plynez Véty1.4 a z toho, ze uvedené limity existuji pro kazdou funkci mono-
tonni na [a, b]. Napt. je-li f neklesajici na [a,b], t € (a,b], a t, \,t (tj. {t,} je nerostouci
posloupnost bodu z (¢, b] konvergujici k t), pak

lim f(t,) = inf f(t,).

n—00 neN O

1.7. Véta. Kazdd funkce f€BVla,b] md nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti na
intervalu [a, b].

Dukaz plyne z Dusledku 1.6/ a z nasledujictho Lemmatu. O

Lemma. Necht J C R je otevieny interval, f:J — R a M je mnoZina bodi nespojitosti
1. druhu funkce f v J. Potom M je nejuyse spocetnd.
D ik az. Oznacme

M*={zeJ: fa+) # f(x)}, M ={zeJ:f(z=) # f(2)}

My = fwe M*: f(et) > f(0)}, My = f{ee M*: flat) < f(x)}.

Potom je M = MT UM~ a M* = M;" U M. Uspotadejme mnozinu P raciondlnich ¢isel
tak, aby platilo P = {r;,}2°,. Dale, definujme funkci r: M;" — P ptedpisem

r(x) =r; <= r;e(f(z), flz+)) AN {ri,ra,...,rj21} N0 (f(2), flz+)) =10

a pro kazdé q € P ozna¢me

roi(q) ={re M :r(z) = q}.
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Mdéme

M = U r-1(q).

qgeP

Ukazeme-li tedy, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetnd, budeme mit soucasné také
dokdzano, 7e i mnozina M, je spocetna.

Necht je tedy ddno libovolné g € P. Vzhledem k definici mnoziny M, a zobrazenf r,
pro kazdé xz €r_i(q) existuje 6(x) > 0 takové, ze © < y < x + d0(x) = f(y) > r(x).
Jsou-li xq, xo €7_1(q) takové, ze x1 < xy a r(xy) = r(xz) = ¢, pak musi platit

(21, 21+ 6(21)) N (22,72 + 8(22)) = 0.
Vskutku, kdyby bylo 21 < x3 < 1 + d(21), bylo by téz (vzhledem k definici §)

q=r(z1) < f(z2) <r(22) = ¢,

spor. Systém intervalu {(z,z + d(z)), x€r_1(¢)} je tedy disjunktni. V kazdém z nich
muzeme zvolit jediné raciondlni ¢islo r € (z,2 + d(z)) a tim definovat prosté zobrazeni
r_1(q) do P. To znamend, ze kazdd mnozina r_1(q), ¢ € P, je spocetn4.

b) Protoze My = {ze€J: — f(z) < —f(z+)}, mizeme pouzit ¢dst a) tohoto dikazu
k ditkazu spocetnosti mnoziny M, .

c) Kone¢éne, M~ ={zeJ: f(—x) # f(—z+)}, takze podle ¢asti a)-b) tohoto dukazu je
také M~ spocCetnd mnozina. Il
1.8. Cviceni. Presvédcete se, ze dukaz predeslého lemmatu v sobé obsahuje téz dukaz
nasledujictho tvrzeni:

Kazdy disjunktni systém intervaliu v R je spocetny.

1.9. Véta. Necht f € BV]a,b]. Potom

Do IATFOI+ Y IAT(H)] < oo (1.3)

t€[a,b) te(a,b]
D i k a z . Necht W zna&f mnoZinu bodu nespojitosti funkce f lezicich v otevieném

intervalu (a, b). Podle Véty (1.7 je W nejvyse spocetna. Je-li W kone¢nd, je tvrzeni véty
evidentni. Necht W = {wy}1en. Predpoklddejme, ze f je neklesajici. Potom

STIATI+ DY IATF(B)] = AT F(a) + D (AT f(wy) + A7 f(wy)) + AT f(D).
tela,b) te(a,b] k=1
Necht ne€ N amnecht o, k=0,1,...,n+ 1, jsou body intervalu [a, b] takové, ze plati

a=00<01 < <o, <o =0b a {035 = {a}U{w}i_, U{b}.
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Zvolme déle t,, k =1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo
a<t) <o <ty<oy<- <o, <th <0

Potom

n

ATf(a)+ )y (A f(we) + A7 f(w)) + A7 f(b)

) — f(a) + flon) = flor—=) + flort) — flo1)
+ot flont) = flon) + F(b) = f(0-)
< flat) = fla) + f(t1) = fat+) + flor—) = f(t1) + flo1) — f(o1—)
+ flort) = flon) + f(t2) = flort) + flo2—) = f(t2)
+ oot flont) = flow) + fta) = flont) + f(b=) — f(ta) + f(b) — f(b—)
= f(b) — f(a).
Pro libovolné n € N tedy plati

=

fla+

A )+ 37 (A Fu) + A Flwg)) + A F(B) < F(B) — f(a)

k=0
a tudiz
STIATFOI+ D IATF] < £(b) — fla).
t € [a,b) te(a,b]

Tvrzeni (1.3) tedy plati pro kazdou funkei f neklesajici na [a, b]. Dukaz véty nyni muzeme
snadno dokoncit pouzitim Véty [1.4. O]

1.10. Cviceni. Pomoci rozkladu f(z) = f(a)+p(z) —n(x) ze Cviceni 1.5 dokazte, ze
pro kazdou funkci f € BV]a,b] plati

DTIATI+ Y IATF(H)] < varlf (1.4)

te(a,b) te(a,b]
1.11. Véta. Prostor BV|a,b] je Banachiv prostor (tj. dplny normovany prostor).

Dukaz.BVla,b| je linedrni normovany prostor vzhledem k normeé

f€BV[a,b] — || fllsv = |f(a)| + varg f

(viz Cviceni [1.2 (vi)). Zbyva tedy dokéazat, ze BV]a,b] je tuplny, tj. ze kazdd posloup-
nost cauchyovskd v BV[a,b] ma v BV|a, b] limitu. Predpoklddejme tedy, Ze posloupnost
{fn}22, C BV]a,b] je cauchyovskd v BV]a, b].
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a) Potom plati

(1.5)

Ve>0 dn,:
n,m >n. = |fn(x) — fr(2)| <||fn — fi|lpv <& pro vsechna z € [a,b].

Specidlné je tedy pro kazdé z € [a, b] posloupnost redlnych ¢isel {f,(z)}52, cauchyovska
a tudiz pro kazdé x € [a, b] existuje konec¢nd limita

lim f,(2) = f(x).

b) Necht je ddno libovolné € > 0 a necht n. € N md vlastnost (1.5). Potom pro kazdé
z € [a, b] mdme také

£(@) = Fu(@)] = lim [fala) = fo. (@) < =
a tudiz pro kazdé n > n. a kazdé x € [a, b] plati

[f(2) = fu(@)| < [f(2) = foc (@) + o (2) = fu(2)] < 2€.

To ovSsem znamena, ze
n—oo

neboli, posloupnost { f,,}22 , konverguje k f stejnomérné na |a, b].

¢) Ciselnd posloupnost {var® f,,1°° je ohranicens. Podle Bolzanovy-Weierstrafovy véty

z ni tedy lze vybrat podposloupnost {var? f, }2°,, pro kterou plati:
0< klim var® f, =d < oo,

tj.
Ve>03k.:k>k.ANDeZ[a,b] = V(fn,D)<d+e

Ve >0VDe2[a,b]:V(f,D)= lim V(f,,,D) <d+e.

k—o0

Odtud ovsem uz plyne, ze je

Vargf: sup  V(f,D)<d < o0,
De P ap)]

tj. f €BV]a,b|.
d) Podle (1.5) méme
Ve>0dn,:

n,m >n. = V(fo— fm, D) <var’(f, — fn(x)) <e pro kazdé D € Z|a,b].
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Tudiz, je-li m > n., pak pro kazdé D € 2|a, ] plati
V(f = fm, D) = lim V(fy — fm, D)<e

neboli

Val"Z(f - fm) S €.
To ovSsem znamena, ze

Jim | f = finllsv =0,
coz zbyvalo jesté dokazat. L

1.12. Cviceni. Definujme pro n € N:

0 pro 0 <x < %,
fn(l') - . T 1
rsin(Z)  pro - <z <1
Ukazte, ze f, € BVI]0,1] pro kazdé n €N, f,, = f na [0, 1], kde
0 pro x =0
o {"
rsin(Z)  pro x>0

a pritom f nemd konec¢nou variaci na [0, 1].

Nyni se budeme vénovat vlastnostem funkei s koneénou variaci vzhledem k derivovani.
Nejprve pripomenme pojem mnozin s nulovou mirou.

1.13. Definice. Mnozina M C R mé nulovou miru (u(M) = 0), kdyz ke kazdému € > 0
existuje spocetny systém otevienych intervalu{l;, j € N} takovy, ze je

e}

Mc[][j a Y |Ljl<e
j=1

Jj=1

Rekneme, Ze néjaké vlastnost plati skoro vsude (s.v.) na intervalu [a, b, jestlize existuje
mnozina M C [a,b] nulové miry takovd, ze tato vlastnost plati pro kazdé z € [a,b] \ M.

1.14. Cviceni.
(i)  Kazda spocetna podmnozina S v R ma nulovou miru.
(ii) Sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin nulové miry ma nulovou miru.

1.15. Véta. Kazdd funkce f € BV|[a,b] md vlastni derivaci f'(x) pro s.v. x € |a,b].

Dukaz Véty [1.15] je technicky komplikovany. Odsouvame ho proto do Dodatku 9.1.

1.16. Poznamka. Lze dokonce dokazat (viz [6, Véty 84 a 91]), ze je-li f € BV]a,b], pak
f'€L[a,b]. ALE !!!! Obecné neplati pro kazdou funkci f € BV|a,b] zddnlivé evidentni
rovnost

f@) - s = | " p) dt.
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Existuji totiz funkce f € BV|a, b nekonstantni na [a, b] a pritom takové, ze plati f'(z) =0
s.v. na [a, b].

1.17. Definice. Funkce f € BV|a, b] se nazyva singuldrni, jestlize plati f'(z) = 0 pro s.v.
x € [a, b].

Nejjednodussim piikladem nekonstantnich singularnich funkei jsou funkce tvaru

f(l‘) = X]a,q] (33),

kde ¢ € (a,b). Jejich zobecnénim jsou tiidy jednoduchijch skokovych funkci (anglicky step
functions) resp. skokovych funkci (anglicky break functions).

1.18. Definice. Funkce f:[a,b] — R je jednoduchd skokovd funkce na |a,b] (f € S[a,b]),
jestlize existuje déleni D ={ag,ay,...,an,} € 2Z[a,b] takové, ze na kazdém jeho diléim
otevieném intervalu (a;_q,a;) je f konstantni.

Funkce f:[a,b] — R je skokovd funkce na [a,b] (f €Bla,b]), jestlize existuji c€R,
K CNa

{witrex Cla,b), {cxtkex CR a {ditrex CR

takové, ze plati

> (ewl +dil) < o0

ke K

fl@)=c+ > e+ Y di pro z€la,b]. (1.6)

a<wi <z alwp <z

1.19. Cviceni.

(i) Funkce f:[a,b] — R je jednoducha skokova funkce na [a,b] pravé tehdy, kdyz

existuje déleni D ={ag, aq,...,q,} intervalu [a,b] takové, ze
1) = 3 F0) xio )+ 30 A0 @)

=0 j=1
pro x € [a,b].

(ii) Pro kazdou f € Bla,b] tvaru (1.6) plati

varg f =Y (o] + |di|)

keK
a tudiz S|a, b] C Bla,b] C BV]|a, b].

1.20. Véta. Kazda skokovd funkce na [a,b] je singuldrni na |[a, b].
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Dukaz.Necht ceR, K CN, {wi}rer Cla,b], Y pcxller] + |di]) < o0 a

flx)=c+ Z ck + Z dr na |a,b.

a<wi <z alwg <z

Definujme pro z € [a, b :

v(x) = Z k| + Z |dx| na [a,b].

a<wi <z alwi <z
Potom je
o(@) = 3 ol2) na [a,b],
ke K
kde
0 kdyz a < x < wy,
’Uk(l') = |Ck’ kdyz r = Wk,

lcg| + |de]  kdyz wp <2 <D.
Kazda funkce vy je neklesajici na [a,b] a vj(x) = 0 pro  # wg. Mame tedy
V'(x) = Z v.(£) =0 pro x ¢ {witker, tj. pros.v.z€]la,bl.
ke K
Protoze pro vSechna z,y € [a, b], x # y, zfejmé plati

‘f(fv) - f(y)’ < @) —vly)
T—y -

r—y

Y

plyne odsud tvrzeni véty. Il

1.21 . Poznamka. Piiklad funkce, kterd je spojita, neklesajici a singularni na daném
intervalu, je uveden v [5, V.9,cvicent 4].

1.22. Lemma. Necht f € BV[a,b], K CN a necht {wy.}re i, je mnozina bodi nespojitosti
funkce f v la,b]. Definujme

FPa)y= > A flw)+ > Atf(wy) pro x€la,b]. (1.7)

a<wp<zx a<wg <z
Potom je fB€BV[a,b] a funkce f — fB je spojitd na [a,b].

D uk az. Podle Véty 1.9/ (viz téz Cviceni 1.19 (ii)) mame

vary f5 =" (A7 f(w)] + AT f(wy)]) < o0

ke K
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a tudiz fB € Bla,b] C BV]a,b]. Dile, pro kazdé x € [a,b) mdme

FPlat)= > A flw)+ D AFflws)

a<wg <z a<wgp <z

Proto také
fP(at) = fP(x) = A f(x)

(fla+) = [P(a+) = (f(z) = fP(x)) = AT f(z) = A f(z) = 0.
Podobné, pro kazdé x € (a,b] je
fPla=)= > A flw)+ Y ATf(w)),

a tedy
(f(z) = fP(2)) = (flz=) = fP(z=)) = A" f(z) = A" f(z) = 0. 2

1.23. Definice. Funkce fB pfifazend k f podle definice (1.7) budeme nazyvat skokovd
¢dst funkce f. Rozdil f — fB nazyvdme spojitd édst funkce f a znacime f°©.

1.24. Poznamka. Podle Lemmatu 1.22/1ze kazdou funkci s kone¢nou variaci rozlozit na
soucet funkce spojité a funkce skokové. Takovy rozklad se nazyva Jordaniuv rozklad funkce
s konecnou variaci. Obecné jsou skokova resp. spojita c¢ast z Jordanova rozkladu urceny

podintervalu v [a, b] 1ze definici (1.7) ekvivalentné zapsat téz ve tvaru
FP@) = A7 F(we) Xy () + Y AT (W) X (2).
ke K ke K

1.25. Lemma. Necht f €BV[a,b], K C N, {wy}ren je mnoZina bodi nespojitosti funkce
f v intervalu [a,b] a necht fB je definovina jako v Lemmatu 1.22. Definujme ddle

fi(x) = Z A7 f(wr) Xpuyn () + Z AT f(wr) X () ()
keKN[1,n] keKN[1,n]
proneN az€a,b].
Potom je fB e€Sla,b] pro kazdé n €N a plati

lim var? (fB— fB)=o.

Dukaz plyne z nerovnosti
vary (FP = f2) < Y (1A flwy)| + AT fwy)])
keK\[1,n]

a z Véty 1.9 O
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1.26. Véta (HELLY). Necht {f,}5°, C BV|a,b], ¥ €R,
|fula)| <3¢ a var® f, < s pro viechna n€N.
Potom ezistuji funkce f € BV|a,b] a podposloupnost
{faxteen C{fatnen
takové, Ze plati
[fl@)] <5 vargf<s o lim fo(x)=f(x) nala,b]

K dukazu Hellyovy véty vyuzijeme nésledujicich dvou lemmat.

Lemma 1. Necht
|fu(z)| < M < o0 na [a,b] pro vsechna n€N.

Potom pro kazdou spocetnou P C [a,b] existuje podposloupnost {fn. }22, posloupnosti
{fn}>2, takovd, Ze limita

Jim - fo, (p)
je konecnd pro vsechna p € P.
Dukaz.Necht P = {p}2,. Mame |f,(pr)| < M < oo pro vSechna n, k € N. Podle
Bolzanovy-Weierstralovy véty lze tedy vybrat z { f,};2, podposloupnost {f,, ,}7;, pro
niz existuje konecna limita
Jim fo,, (p1) = @1 €R.
Podobné existuji
{neatior C{faadics & @€R
tak, ze
Jim  fo, (p2) = g2 €R.
Takto pro kazdé j € N najdeme posloupnosti
Ui ties S, bier & ¢ €R
takové, ze plati

klirn Jrwe(Pe) =@ €R  pro kazdé £€{1,2,...,5}.
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Polozme f,, = fn,, pro k€ N. Potom
klim fo.(pj) =g €R  pro kazdé jeN.
O

Lemma 2. Predpoklidejme, Ze viechny funkce f,, n €N, jsou neklesajici na [a,b] a Ze
existuje M € (0,00) takové, Ze ||full < M plati pro kazdé n € N. Potom existuji podpo-
sloupnost

iz CH{ftnia

a funkce f:|a,b] — R neklesajici na [a,b] takové, Ze plati

lim f, (z) = f(x) na [a,b].

k—o00

Dukaz.Neht P=(PnN(a,b))Ulal Ulb] je mnozina raciondlnich ¢isel z intervalu
(a,b) doplnéna o body a, b. Mnozina P je spocetnd a [a,b] \ P C (a,b). Podle Lemmatu 1
existuji podposloupnost {n;}32,; CN a zobrazeni p: P — R takové, ze plati

lim f,, (p) = ¢(p) pro vsechna pe€ P.

k—o0
Ziejmé plati
/!

w(P') < ((p") pro vsechna p',p" € P,p’ <p".

Déle, definujme pro z € (a,b) \ P

o(x) = sup @(p).
p € PNa,x)

Potom mame

plw) = lim fu(z) pro zeP a ¢(z)= lim ¢(p)
peP

a ¢ je definovand a neklesajici na [a, b]. Ukdzeme, ze v kazdém bodé z € (a, b), ve kterém
je funkce ¢ spojita plati

lim  fo, (z0) = ¢(20). (1.8)

k—o0

Vskutku, necht je ddno € > 0. Potom existuje 0. >0 takové, zZe
rg— 0. < x < To+ . = p(xrg) —€ < p(r) < p(zg) + €.
Zvolime-li 7’ € PN (xg — 0¢, ko) a 7" € PN (9, xo + J:), bude platit

p(z0) — e < (1) < p(z0) < (") < p(x0) + €.
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Dale, zvolme k. tak, aby bylo
P) = < fu () <o) F e a p") =< < f ") < 0l") +e
pro kazdé k > k.. Potom, pro kazdé k > k. dostaneme také
p(wo) =26 < @(r') — e < [, (r') < fu (0)
< fur (") < (") + € < (o) + 2,

¢ili plati (1.8)).
Dokézali jsme tedy, Ze znaci-li () mnozinu bodu nespojitosti funkce ¢ v (a,b), pak

lim fnk<x> = 90(:6) pro rec [aab] \ Q.

k—oo

Podle Véty 1.7 je mnozina () spocetna. Muzeme tedy pouzit jesté jednou Lemma 1 a
dokazat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnkl }?il - {fnk}zozh

kterd ma limitu ¢(x) € R pro kazdé x € Q). Definujeme-li tedy

[ o) kv el @
/o) _{ V(@) kdyz z€Q,

lin fu,, (2) = () na o}

a protoze funkce, kterd je na intervalu [a, b] bodovou limitou posloupnosti funkei nekle-
sajicich na [a,b], je také neklesajici, lemma je dokdzéno. O

Dikaz Véty 1.26. Podle Lemmatu 2 (a s prihlédnutim ke Cviceni 1.5) existuji funkce
f €BV]a,b] a podposloupnost {n;} C N takové, ze

lim f,,(@) = f(z) na a,b]
Ziejmé je | f(a)| < s. Déle, protoze pro kazdé déleni D = {ag, v, . .., } € Z[a, b] mame

V(f,D) = klingo V(for, D) < lim var® f, < s,

k—oo

plati také var® f < s. O
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Kapitola 2

Absolutné spojité funkce.

2.1. Definice. Funkce f:[a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu [a,b], jestlize ke
kazdému e > 0 existuje 0 > 0 takové, ze

D_IF(85) = flay)l <

plati pro kazdy systém intervalu [a;, 3], j = 1,2,,...,m, splnujici
a< <A << < Pu 1S <Ba<b oa Y (Bj—a;)<d (21)
j=1

Mnozinu funkei absolutné spojitych na [a, b] zna¢ime AC|a, b] resp. AC (je-li ze sou-
vislosti jasné, o jaky interval se jednd).

2.2. Cviceni. (i) Kazd4 funkce absolutné spojité na intervalu [a, b] je na tomto inter-
valu stejnomérné spojita.

(i) Necht funkce f:[a,b] — R spliuje Lipschitzovu podminku na intervalu [a,b], tj.
existuje L € R takové, ze
|f(z) = f(y)] < Llx —y| plati pro vSechna x,y € [a, b].
Potom f € ACla,b|.

2.3 . Véta. Kazda funkce absolutné spojitd na intervalu [a,b] md na tomto intervalu
konecnou variaci.

Diukaz.Necht feAC. Zvolme 6 > 0 tak, aby platilo

NE

1f(B;) — flay)| <1

j=1
pro kazdy systém intervalu [oy, 5;], j = 1,2,,...,k, spliujici (2.1). Déle, zvolme déleni
{o, x1,..., 2%} intervalu [a, b] tak, aby platilo

O<x;—mx;_1 <9 prokazdéi=1,2,..., k.

Potom pro kazdé i = 1,2,...,k a kazdé déleni D' = {of, o, ..., al, } intervalu [z;_q, x;]
mame

m;

Z(&; —h ) =2 —xi 1 <0

=1

15
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a tudiz (podle Vety 1.3)
m k m;
Vargf:ZVarij_lf:Z sup Z|f(a})—f(a;_1|§k<oo_
i=1 i—1 D€ D [zim1,2i] 55 u

2.4. Veéta. Jestlize f, g€ ACla,b], pak |f|, f + g, [ g, max{f, g}, min{f, g} € AC|a,b].
Je-li navic | f(z)| > 0 na [a,b], pak také f~' € ACla, b].

Dukaz. Necht f, geACla,b].
a) Pro libovolnd x, y € [a, b] plati | f(x)] < |f(x) — f(y)| + |f(y)|. Tudiz

f(x) = fW)l = |1 f ()] = f)]]

D FGH =1l < D185 = flay)l.
j=1 j=1
Odtud uz ovsem okamzité plyne, ze také |f| € ACla, b].
b) Druhé a treti tvrzeni, tj. f + g€ ACla,b] a f g€ ACla,b], plynou z nerovnosti

[(f(z) +g(x) = (f(y) +9W)| < |f(z) = fFy)| + [g(x) — g(y)]

[f (@) g(x) = f(y) 9@l < 1F 1 g (=) — g(w) + [lgll 1/ () = F )]

¢) Protoze pro libovolné z € [a, b] mame

max{ (), ()} = 5 (/) + 9(2) + | 7(2) — ()]

min{ (), g(x)} = 2 (f(@) + g(x) = |/ () = g(2)]).

plati v dusledku a) a b) také

max{f, g} € ACla,b] a min{f, g}€ACla,b|.

d) Konec¢neé, je-li navic |f(x)| > 0 na [a, b], pak existuje p > 0 takové, ze plati | f(z)| > p
na [a, b] a tudiz také

L1 @)= f)l
flx)  fly)l — 2 '

Nynf uz je snadné ukdzat, ze f~' € ACla, b]. O
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2.5. Poznamka. Podle vét [1.15 a 2.3/ kazda funkce f absolutné spojita na intervalu [a, b]
mé konec¢nou derivaci f’'(z) pro s.v. z € [a, b]. Lze dokazat (viz [6, Véty 93 a 94]), ze funkce
f:]a,b] = R je absolutné spojita na [a, b] pravé tehdy, kdyz

f() — fa) = / ") dt nafab

pro néjakou funkci g € L' [a, b]. (Potom je f'(z) = g(x) pro s.v. x € [a,b].) Specialng, plati,
ze je-li f€AC[a,b] a f'(z) = 0 pro s.v. x €[a,b], pak je f konstantni na [a,b]. Déle,
zobrazeni

f€AC[a,b] — (f(a), f)€R x L'[a, b]

(c,g) ER x La,b] — f(z): = c+/mg(t)dt€A(C[a,b]

piredstavuji vzdjemné jednoznaény vztah mezi ACla, b] a R x L' [a, b]. Na AC|[a, b] definu-
jeme normu predpisem

1 llac = F @]+ [f'ln - pro fe€ACla,b]

a ACla,b] je pak Banachuv prostor. Obecny spojity linedrni funkciondl na ACla,b] ma
tvar:

b
feACla,b] — q f(a) —l—/ p fdt,

kde geR a pelL®[a,b]. (L*>®[a,b] znaci prostor funkei ”v podstaté” ohrani¢enych na
[a,0].)
Dalsi podrobnosti o funkcich absolutné spojitych lze nalézti v monografiich V. Jarnika

Diferencidlni pocet II [5, V.9] a Integrdini pocet II [6, V.5] a S. Schwabika Integrace v R
(Kurzweilova teorie) [9, XII1.4].

Vime jiz (viz Lemma [1.22 a Poznamka [1.24)), ze kazdou funkci s konecnou variaci na
[a, b] muzeme rozlozit na soucet funkce spojité a funkce skokové resp. na rozdil dvou funkef
neklesajicich na [a, b] (viz Véta[l.4). Funkce s kone¢nou variaci 1ze také rozlozit na soucet

funkce absolutné spojité a funkce singuldrni. Dukaz néasledujiciho tvrzeni je uveden napf.
v [6, Veta 125].

2.6. Véta (LEBESGUEUV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACT). Pro kaZdou funkci
f €BV]a,b] existuje singuldrni funkce f5NC takovd, ze f — fSNC je absolutné spojitd na
[a,b]. Funkce fS™NC je uréena jednoznacné az na konstantu.

2.7 . Definice. Jestlize f € BV[a,b], pak funkci f5N¢ piifazenou k f podle Véty 2.6
nazyvame singuldrni ¢dst funkce f. Dale, rozdil f — fS™NG nazyvame absolutné spojitd
¢ast funkce f a znacéime fAC. Koneéné, f5¢: = f — fB — fAC = O _ £4C j6 spojitd
singuldrni cast funkce f.
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Kapitola 3

Regulované funkce.

3.1. Definice. Funkce f:[a,b] — R se nazyva regulovand na [a,b], jestlize pro kazdé
t€(a,b] a kazdé s € a,b) existuji koneéné limity

f(t=) = lim f(r) a f(s+)= lim f(7),

T—1— TS5+

tj. ma-li na intervalu [a, b] nespojitosti nejvyse 1. druhu. Mnozinu funkei regulovanych
na [a, b] znacime Gla, b].

3.2. Poznamka. Zrejmé plat{ BV[a,b] U Cla,b] C Ga,b], piicemz G|a,b] \ Cla,b] # 0 a
Gla,b] \ BV][a, b] # 0.

Podobné jako pro funkce s koneénou variaci (viz Lemma z dukazu Véty [1.7) plati pro
regulované funkce :

3.3. Véta. Kazdd funkce requlovand na [a,b] md na |a,b] nejvyse spocetné mnoho bodi
nespojitost. O

3.4. Véta. Jestlize pro posloupnost {f,}5>, CGla,b] a funkci f:[a,b] — R plati
lim, o fo(z)=f(z) stejnomérné na [a,b] (. im, . ||f — full =0), pak f € Gla,b].

D uk az. Necht z€[a,b), necht {zx}ren C (z,0] je libovolnd posloupnost takovd, ze
x> pro véechna k€N a x;, — 2 pro k— oo. Necht je déno libovolné € >0. Zvolme
no €N a kg € N tak, aby platilo

£ 15
1F = fall <5 @ fualow) = faal@o)l < 5 pro viechna k, £ > k.

Potom budeme mit pro vSechna k, ¢ > ko

|f (k) — flz0)]
< |f<xk) - fno(xk” + |fn0(xk) - fn()(xf)‘ + |f(£Cg) - fno(xé)‘ <g,

tj. existuje konecnd limita f(z+) = limg_o f(xx). Podobné bychom ukazali, ze pro kazdé
z € (a,b] existuje kone¢nd limita f(x—). O

3.5 . Definice. Pro libovolnou funkci f:[a,b] — R, podinterval [«, 5] C [a,b] a délenf
D ={ap,01,...,an} € Z]a,b] definujeme

Wap(f) = sup )If(x')—f(w”)! a wp(f) = max wa, a)(f)

x'z' e (o, i=1,2,....m

19
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3.6. Véta. Ndsledujici tri turzeni jsou ekvivalentni
(1) feGla,b].
(ii) Existuje posloupnost { fn}nen C Sla,b] takovd, Ze plati f, = f na [a,b] pron — oc.

(79) Pro kazdé € > 0 existuje déleni D € 2|a,b] takové, Ze wp(f) < €.

Dtk az.a) Implikace (i) = (i) je dokdzana Vétou 3.4l

b) Predpoklddejme, ze plati (i) a necht je déno libovolné & > 0. Potom pro kazdé z € [a, ]
existuje d(x) > 0 takové, ze plati

x —d(z) > a pro véechna x € (a,b], x+d(x) <b pro vSechna z € a,b)

a
{ Wa,ats(a)) (f) <&, wW—s)p) () <&, (3.1
Wa—s@)e)(f) <€ a  Waetsa)(f) <& pro vsechna z € (a,b).
Intervaly

la,a+d(a)), (x —0(z),z+d(x)), x€(a,b),(b—45(b),b]

tvori oteviené pokryti intervalu [a, b], ze kterého lze podle Vitaliovy véty (viz napf. [5,
Véta 81]) vybrat pokryti kone¢né :

la,a 4+ d(a)), (x; —(x;),xi +0(x;)), i=1,2,....,m—1,(b—4(b), b,
pticemz vzhledem k (3.1)) plati

Wz—o(z)a)(f) <€ & Wy wts@) (f) < e provsechnai=1,2,...m—1.
Oznaéme zo: = a a T,,: = b a necht

D = {x()?alaxl; .. -amflaxmfl7am7l‘m}7

kde

o; € (.TZ — (5(1/’2'),%2'_1 + 5<Iz_1)) N (Iz’—hxi)’ 1= 1, 2, coo,m—1.
Potom

w(a,oq)(f) S W(a,a+6(a))(f) <ég, W(am,b)(f) S w(bfé(b),b)(f) <e
a

Wiasa) () S Weis@)e)(f) <€ @ Wepain)(f) < Wayairs@) (f) <é

pro kazdé 1 =1,2,...,m—1, tj.

wD(f) <e&.
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c) Pfedpoklddejme, Ze plati (iii). Necht je ddno & > 0 a necht
D= {Oéo,&l,...,Oém}e.@[a,b]

je déleni [a, b] takové, ze wp(f) < e. Pro kazdé i€ {1,2,...,m} zvolme & € (a1, 0;) a
definujme

oo(2) = { fla) pro = = «j,
: f(&) pro z € (o1, ;).

Pro kazdé x € [a,b] mame |f(z) — g-(x)| < € a tudiz také ||f — g.|| < . Jestlize tedy pro
kazdé n € N definujeme f,, = g1/,,, bude f, €Sla,b] pro kazdé n€N a f, = f na [a,b] pro
n — oo. O

3.7. Dusledky.
(i) Kazdd funkce requlovand na [a,b] je na [a,b] ohranicend. Tudiz také Gla,b]CL! [a, b].

(ii) Pro kazdé € > 0 existuje nejuyse koneéné mnoho x € |a, b] takovijch, Ze plati

AT f(z)] > mnebo |A™f(z)] >e.

Dtk az. Obé tvrzeni plynou z vlastnosti (iii) z Véty 3.6l O

3.8. Véta. Gla,b] je Banachiv prostor vzhledem k normé

Iflle = 171l = sup [f(z)]
z € [a,b]
D u k a z . Predpokladejme, ze posloupnost {f,}>, C Gla,b] je cauchyovska v G|a,b].
Jako v castech a) a b) dukazu Vety [1.111 dokdzeme, ze existuje funkce f:[a,b] — R
takové, ze plati lim,,_. ||f — f|| = 0. Podle Véty 3.4 ovsem plati f € G[a, b] a tim je véta
dokazana. O

3.9. Poznamky.

(i) f€Sla,b] <= f je konecna linedrni kombinace charakteristickych funkef intervala
la, 7], [a,T), T € (a,b], a charakteristické funkce jednobodového intervalu [a], tj.

S[a, b] = Lin (X[wb Xla,7)> T € (@, b], X[&])'

(Lin(M) znaéf linearni obal mnoziny M.)

(ii) Mnozina Sla,b] je podle tvrzeni (ii) Véty 3.6 hustd v Gla,b], tj. S[a,b] = Gla, b],
kde S[a, b] znaci uzaver S|a, b v Gla, b].
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3.10. Lemma. Necht {f,}>2, C Gla,b] a f, = [ na [a,b]. Potom plati téz
fule=) = flz=) a fulz+) = flzt)  nala,b],
kde f(a—) = f(a), f(b+)=f(b) a fr(a—)=fi(a) a fu(b+) = fu(b) pro k EN.

Dukaz.PronéeN polozme

o folz4) kdyz z€la,b),
ful2) _{ fub)  kdyz x=1b

~ flz+) kdyz z€la,b),
fx) = ;
f(b)  kdyz x =b.

Necht je ddno & > 0. Existuje n. € N takové, ze je | f,(t) — f(t)| < & pro kazdé n > n. a
kazdé t € [a,b]. Odtud ovSem limitnim pfechodem ¢t — x+ dostaneme, ze také pro kazdé
x €la,b) a kazdé n > n. plati

Fule) — Fla)| = Jim |£,(0) — F(0) <<,
tj.

T |1, — 7l =0
neboli

fola+) = fz+).
Podobné bychom ukazali, ze platii f,(z—) = f(z—) na [a, b]. O

Ve zbyvajici ¢éasti kapitoly uvedeme nékolik tvrzeni, které budou pozdéji (zejména
v kapitole [6) uzitecné. Nejprve shrneme dusledky Lemmatu [3.10/ pro nékteré dulezité
podmnoziny prostoru Gla, b].

3.11. Disledky. Mnoziny

( Gila,b) ={f€Gla,b]: f(z—) = f(z) na (a,b)},
Gula,b] = {f €G[a,b]: f(z—) = f(z) na (a,b]},
Grla,b] = {f €Gla.b]: f(z+) = f(2) na (a,b)}, (3.2)
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z—) = f(z) na [a,b)},

\ Gregla, b] = {f €Gla,b]: f(x—) + f(z+) = 2 f(x) na (a,b)}

jsou uzaviené v Gla,b] a tudiz jsou to také Banachovy prostory vzhledem k operacim a

normé indukovanym z Gla, bl.
[
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3.12. Lemma.

Gila, 0] NS[a, 0] = GLla,b], Gila,b] N Sla,b] = Gyla,b],

Grla,b] N S[a,b] = Grla,b],  Ggla,b] N S[a,b] = Ggla, b],

G regla, b] N S|a, b] = G egla, b].

D 1 k a z . Dokazeme pouze prvni a posledni tvrzeni. Zbyvajici vztahy se dokdzou ana-
logicky.

(i) Necht feGyla,b] a e > 0. Podle Veéty 3.6/ (ii) existuje ¢ € S[a, b] takové, ze
|f(z) —@(x)] <||f —¢| <& pro vsechna x € [a, b]. (3.3)
Dale, pro kazdé x € (a,b) existuje d(z) > 0 takové, ze x — §(z) > a a
[f(z) = f@O) = |f(z—=) = f(#)] <& pro vechna t € (x — (x), z).
Pro kazdé x € (a,b) a t € (v — §(z), z] tedy mame
[o(x) — ()] < [o(z) = f(@)] +[f(2) = FO + [f(E) — ()] < 3e,
tj.
| |o(x) = p(z—)] < 3e.
Polozme
N()_{ () pro x =aneboz =b,
o(x—)  pro z€(a,b).
Potom ¢ € G [a,b] N Sla, b],
() — 3@)| = 1f(@) — p(@)] < & kdyz 2 = a nebo z=b

[f(2) = e(@)] < [f(z) — (@) + |p(x) — ple—)| < 4e kdyz x€(a,b).
Odtud uz plyne, ze mnozina G [a, b] N'S[a, b] je hustd v G [a, b].

(ii) Necht f € Gyegla,b]. Necht je ddno £ > 0 a funkce ¢ € S|a, b] je takovd, ze plati (3.3).
Potom musi byt také

[f(z—=)—p(z=)| <e pro z€la,b) a [flz+)—plz+)<e pro ze(a,b]. (3.4)
Polozme
©(a) kdyz = =a,
plx) = %(go(x—l—) + go(x—)) kdyz z € (a,b) (3.5)
©(b) kdyz z = 0.
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Potom & € Sa, b] N G egla, b]. Déle, vzhledem k (3.4) a (3.5),
(@) = 3(@)| = |3 [f(z+) + fla=)] — § [p(z+) + p(z)]|
<3 (If@+) = e(ah)| + |f@=) = p(a=)]) <& kdyz 2 € (a,b)
Konetns, podle (3:3) a (3.5) mame
f(x) — $(z)| = |f(z) — p(z)| < € kdyZ = =a nebo z = b.
Odtud uz plyne, ze plati G.eg[a, b] N S{a, b] = Giegla, b]. O

3.13. Lemma.
G p[a,b) NS|a,b] = Lin( 1, x4, 7 € [a, b), X[b]>

G la,b] N S[a,b] = Lin( 1, x(r4, 7 € (a b)>7

G rla,bl NS|a,b] = Lin( 1, x(q], X[r4), T € [a, b))

(
(
(
G rla,b] N Sla, b] = Lm(l,XTb],TG ab))
(
(13

G regla, b] N Sla,b] = Lin( 1, X(a,4s = X[T] + X(rp), T € (a,b), X[b]>

Greg[a b]NSla,b] = Lin( 1, = X{ + X(=4: 7 € (@, b))

D 1 k a z . DokdZeme napi. piedposledni z uvedenych relaci. Necht tedy f € S[a,b] N
Gregla, b]. Potom existuji meN, cg,c1,¢2,..., 641 €R a déleni D = {ag, a1,...,q}
intervalu [a, b] takové, ze

Co kdyz x = a,
cj kdyz z € (a;_1, ;) pro néjaké j=1,2,...,m,
kdyZz x = «a; pro n¢jaké j=1,2,...,m—1,
Cmi1  kdyz x =0,
tj.
f(@) = coxpa (@) + 2275 €5 Xa_1,0,) ()

» (3.6)
+%<Z;n:1 (c; + cj+1)x[aj](a:)) + Cmy1xp) () pro z € [a,b].

Pravou stranu vztahu (3.6) muzeme upravit takto

m m—1
f=coXap — X+ Z Cj X(aj_1,b] — Z Cj X[aj,b] — Cm X[b]
Jj=1 j=1
m—1 m—1
+ % Cj X[oy] T % Cjt1 X[oy] + Cm+1 X[b]

Jj=1 Jj=1
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m—1
= €0 Xap] — €0 X(ab] T Z Cj X (ctj—1,b] Z ¢j (X(ay8) + Xlay))
Jj=1 7=1
m—1 m—1
% Z €j Xley) T 3 Z Cj+1 Xloy) T (Cmt1 = Cm) X[b]
Jj=1 j=1

= €0 XJapb] — €0 X(ab] T Z Ci+1 X(ay,b) — Z Cj X(ay;,b]
i=0 =

m—1 m—1
- 3 Z ¢ Xloy] T 3 Z Cit1 Xfay] + (Cmt1 — Cm) Xpp)
j=1 j=1

= coXfay) + (€1 — o) Xtay + ) (¢11 = ¢;) (X(aj,b] + %Maﬂ)
+ (Cm—i-l - Cm) X[o]

= doXfay T d1 X(ap T Z d; (X(aj,b] + %X[aj]> + dmt1 X5
j=2

kde
dy=1c¢o, dj=cj—cj_1pro j=1,2,...,m+1, (3.7)

Dokazali jsme tedy, ze

1
f € L1n<17 X(a,b)s 5

9 X[r] + X[l T € (CL, b)a X[b]) .

Protoze vztahy (3.7) definuji vzdjemné jednoznaénou korespondenci mezi vektory

(C(),Cl,...,Cm,Cm+1) a (do,dl,...,dm,dm+1),

znamena to, ze plati

Greg[aa b] N S[CL7 b] = L1H<17 X(a,b]s X[r]» X[m,b]s T € (a7 b)a X[b]) . ]

Dalsi podrobnosti tykajici se regulovanych funkci lze nalézti zejména v monografii
Ch. Honig: Volterra Stieltjes-Integral Equations[4l, sec.3].
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Kapitola 4

Riemannuv-Stieljesuv integral

Text této kapitoly se opird zejména o kapitolu II Hildebrandtovy monografie [3].

4.1. Definice. Pro libovolné dvé funkee f, g: [a,b] — R arozsitené déleni (D, &) € 2 [a, b]

intervalu [a,b], D = {ag, a1, ..., am}, € = (&1, &, ..., &)zl e R™ definujeme
Spag(D€): =D f(&) [9(ay) — glay-)]:
j=1

(Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme psat zjednodusené S(D, ) misto Syay(D,§).)

4.2. Definice. Necht f, g:[a,b] — R. Rekneme, ze existuje normovy Riemanniv-Stieltje-
suv integral ((n) RS-integral)

b b
) [ o) =) [ 1) digta)
a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze plati
((D,g) e 2] A |D| < 5) — (D, &)~ 1| <e.
Rekneme, Ze existuje o-Riemanniiv-Stieltjesiv integrdl ((o) RS-integral)
b b
@) [ £l = (@) [ 5le) dlgta)
a mé hodnotu I € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D, € 2]a, b] takové, ze plati
((D,g) e #lab] A D.cC D) — [S(D, ) —I] < <.

Existuje-li integral fab fd[g] (v nékterém z vyse uvedenych smyslu), pak pro libovolné
funkce f, g:[a,b] — R definujeme:

/bafd[g]z—/abfd[g]-

Dale, pro kazdé ¢ € [a,b] a pro vSechny funkce f, g:[a,b] — R definujeme:

/:fd[g] 0,

27
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4.3 . Cviceni. Jestlize funkce f:[a,b] — R a g € BV]a,b] jsou takové, Ze eristuje RS-
integrdl f(f fdlg] (v normovém ¢i zjemnovacim smyslu), pak plati :

!/abfd[g]\ < || f]l vart, g.

Pro kazdé dvé déleni D', D” € 2]a,b] takové, ze D' C D" (D" je zjemnéni D’) plati
|D”| < |D'|. Snadno lze tedy dokézat nasledujici tvrzeni:

4.4. Véta. Je-li (n) fabf dlg] = I € R, pak plati také (o) fff dlg] = I.

4.5. Poznamka. Necht f € Gla,b], 79 € (a,b), c,d € R, cd >0 a

—c pro z < x,

() = —¢ Xfaz0) (@) + d X (@op) () = 0 pro r = x,
d pro x > x.

Pro libovolné rozsitené déleni
<D7£) = ({Oéo, Qy, ... ,Oém}, (517527 ‘e 7£m)) S [CL, b]

intervalu [a, b] méme

[ /(&) (c+d) je-li wo € (0, ), §5 = & # o,
f(@o) (¢ +d) je-li g € (aj, ajq), & = o,
S(D,&) = ¢ f(§)e+ f(E)d jelizg=aqy, 1= #x0, § =" # 0,
flxo)e+ f(&")d  jeli xg = ay, §-1 = xo, § = £" # wo,

( f(€) et flzo)d  jelimg = aj, {1 = £ # @0, § = 0.

Odtud vidime, ze pokud je —c = g(zo—) # d = g(xo+), pak k tomu, aby casteéné soucty
S(D, &) konvergovaly pro |D| — 0 k néjaké koneéné hodnoté I, je nutné, aby funkce
f byla v bodé zy spojita (lime_,, f(§) = f(xo)). Lze tedy ocekdvat, ze pro existenci
normového integrélu (n) fab f d[g] bude nutné, aby funkce f a g nemély zddny spoleény
bod nespojitosti.

Nyni, necht Dy € Z[a, b] je libovolné déleni obsahujici z. Pro kazdé jeho zjemnéni D
potom mame

S(D,8§) e {f(&) e+ f(£")d, fxo) e+ f(£)d, (&) e+ f(xo)d, flzo) (c+d)},

kde & < zp a & > xy. Bude-li tedy funkce f regulovana na [a,b], bude mnozina Q
hromadnych bodu mnoziny {S(D,€): (D,€) € 2[a,b] AN Dy C D} nejvyse titbodova:

Q= {f(zo—)c+ flzmot)d, f(xo) c+ f(xot)d, f(zo—)c+ f(z0)d, f(xo) (c+d)}
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To naznacuje, Ze pro existenci integrélu (o) f: f dlg] bude nutné (a mohlo by stacit (7)),
aby pro funkce f a g a libovolné x € [a, b] platilo:

(AT f(x) ATg(x) =0) A (A7 f(x) A g(x) =0).
Standardnim zpusobem lze dokazat nasledujici tvrzeni.

4.6 . Véta (BoLzaNo - CAUCHYOVA PODMINKA). Pro dané funkce f,g:[a,b] — R
existuje normovy integrdl (n)f: f dlg] pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka :

{ Ve>035>0: ((D',g), (D", €") € 2 [a,b] A|D'| <5 A|D"| <5) 1)
— [S(D',€) — S(D",€")| <e.
Podobné, (o) fabf dlg] € R prdvé tehdy, kdyz plati
{ Ve>03D.€9(a,b]: ((D',g'), (D", " e 2[a, bl AD'>D.AD" > Da> @2)
— |S(D', &) — S(D",¢")| <e.

D 1 k a z . Nutnost splnéni uvedenych podminek pro existenci prislusnych integralu je
ziejméa z Definice 4.2.

Predpokladejme, zZe je splnéna podminka (4.2). Potom muzeme vybrat posloupnost
rozsitenych délenf {(DF*, £%)}2° | intervalu [a, b] takovym zptisobem, Ze bude platit

1S(D, &) — S(D*, ") <+ prokazdé D > D" a (D,§) € 2[a,b] (4.3)

a pritom soucasné

D" c D' a |S(DF &) —S(D ¢ <+ prokazdé keN a (>k. (4.4)

Posloupnost {S(D*, &%)}, je cauchyovskd posloupnost redlnych ¢&isel a existuje tedy
realné ¢islo 1 € R takové, ze

lim S(DF &%) = 1.

k—o0

Nyni, necht je ddno € > 0. Zvolime-li k. tak, aby bylo souc¢asné

a |S(Dy. &) —1I] <=, (4.5)

1<
k. 2

DO ™

bude, vzhledem k (4.3) a (4.5), pro kazdé D D D* a kazdé (D, €) € 2]a, b] platit

S(D, &) =11 < [S(D,€) — S(D*,&")| + |S(D*, &%) — 1| <,

neboli

=) [ sl
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Implikace (4.1) = (n) fab fdlg] € R by se dokazovala podobné a ponechéva se
¢tenari jako cviceni. O

Pokud nebude v nasledujicich tvrzenich explicitné zminéno, zda se jedna o normovy
integrél ¢i o (o)-integrél, bude to znamenat, Ze tvrzeni plati pro oba typy integrélu.

4.7. Véta. Jestlize existuje integrdal fab fdlg] acel(a,b), pak existuji také integrdly

/acfd[g] a /cbfd[g]

a platt
b c b
[ rda= [ sag+ [t (46)
Dukaz. a)Existenci integralu

/acfd[g] a /cbfd[g]

dokézeme snadno pomoci Véty [4.6.

b) Déle, necht je déno e>0. Zvolme rozsirend déleni (D', Ye 2 [a,c] a (D", £")eZ|[c, b]
tak, aby platilo

) - / fdlg)| +|S(D". ") — / fdlgl| +|S(D.€) — / fdgl| <& (47)
kde
(D.&) = (D'UD",(£.€") € 2.},

Potom bude S(D,§) = S(D', &)+ S(D",£") a tudiz

| abfd[g] /fd /fd

< | fd[g] S(D.&)| +|S(D,¢) - S(D', &) - S(D",¢")|

+|S(W',¢ /fd I|+ |S(D,¢€) - /fd ]

4.8 . Cviceni. Pro oba integrdly (normovy i zjemiiovaci) provedte podrobné ¢dst a)
dukazu predchozi véty.
Déle, rozmyslete si proc z existence integrali

[ [raw. [Cra
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opravdu plyne existence rozsitenych déleni (D', ¢') € #a, c] a (D",£") € 2 |c, b] takovych,
ze plati (4.7).

Kone¢né: pro¢ z toho, ze plati rovnost (4.6) pro o-integraly plyne, ze (4.6) i pro
normové integraly?

Dalsi tvrzeni plyne piimo z Definice 4.2.

4.9. Cviceni. Necht f, f1, f2, g, 91,92 [a,b] — R, a necht existuji integrly :

/abf1d[g]7 /abfzd[g]a /abfd[gl] a /abed[gz]'

Potom pro libovolna ¢y, cs € R plati

/ab(01f1+02f2 /fl +02/ fod

b b b
/ fdlaagr+eag] =a / fdlg] + e / f d[ga].

4.10. Véta. Necht g € BV[a,b], f:[a,b] — R je ohranicend a funkce f,:[a,b] — R,
n € N, jsou takové, Ze

b
/ fndlg] € R pro vsechna n€ N (4.8)
a a
i £~ £l =0 (19

Potom existuje také integrdl fbf dlg] a plati

lim fn / fdlg (4.10)

n—o0

Dukaz provedeme pro o integral :

Necht je déno € > 0. Vzhledem k predpokladu (4.9) muzeme zvolit n. € N tak, aby
platilo

3
nzn. = (Ifa=fl<—
var

a

) A (Ul <171+ 1). (4.11)

Déle, za nasich predpokladu (viz Cviceni 4.3) je pro n > n.

b
|/ fudlgl] < Il vart g < (1£]) + 1) vart g.

Muzeme tedy vybrat podposloupnost {n;}2°, v N a I € R tak, ze bude platit

b
i [, digl =1
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Specialné, existuje k. € N takové, ze

b
Ng, > Ne  a (k‘zkg — ‘/ fnkd[g]—l}<z—:>. (4.12)
Déle, necht D, = {ag, a1, ...,a,} € 2 je takové déleni intervalu [a, b], Ze
b
((D,g) e 2la. b]) A (DE c D) — [Si.(D,¢) —/ Fo. dlg)| <&, (4.13)
kde
Sk.(D,€) = Zf% &) l9(az) — glay1)].

Protoze je ny. > n. (viz (4.12))), znamend (4.11), ze pro kazdé (D, &) € £|a,b] splnujici
D. C D je

1S(D,€) = 81D, §)| < |If = fuy | vargg <e.

Vzhledem k (4.12))-(4.13)) tedy dostdvame

b b
1S(D, &) —1| < IS(D,é)—Sks(D,f)H!51%(115)—/ o, Agl[+| | far, dlgl =1 < 3e.

Odtud okamzité plyne, ze plati

/abfd[g]z

Konecné, protoze podle Cviceni 4.3l mame

|/ fud /fd < lfa— fllvart g,

tvrzeni (4.10) plyne nyni snadno z predpokladu (4.9). ]

4.11. Poznamka. Vsimnéme si, ze Ze z existence integralu (o) fabf dlg] € R plyne, ze
pro kazdé € > 0 existuje déleni D, € 2]a, b] takové, ze:

v(D)

<(D§)€@[ab]/\DDD>=>’Z( ) [9(e) — g(aj_1)] / fd[g]

4.12. Lemma. Necht f,g:[a,b] — R a necht existuje (o) fabf dlg]. Bud ddnoe >0 a
necht D. € Z[a,b] je takové, Ze

(o) [ raul| <=
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plati pro kazdé rozsirené déleni (D, ) € 2 |a,b] takové, Ze D D D..
Potom pro kazdé rozsirené déleni (D,§), D = {ag,ag,...,am}, & = (&1,&, ..., &m),
takové, Ze D D D, plati

> |rtelate) e ~@) [ sala] < e (4.14)
j=1
Dukaz.a) Prokazdou dvojici (D',¢'), (D",¢') € #]a,b] takovou, ze je D" D D, a
D" > D, méame
|S(D', &) — S(D",&")| < 2e. (4.15)

Necht (D,¢) € 2[a,b], D = {ap,a2,...,an}, & = (51 &,..,&m) a DD D.. Pro kazdé
j€{1,2,...,;m} mizeme zvolit DY) ¢ 2[aj_1, 5] a ) e R™ tak, aby platilo

(Déj)u gs( )> S [Oéjfh Oé]]

S(DY), €0 / 7 dlg (4.16)
Necht

U:{jl)j?a"')jk}C{]-)Qa"'am}) 1 S]l <j2 < - <]k; §m7
je dand podmnozina indextu. Potom pro kazdy vektor & = (&,&,...,&n) takovy, ze

(D,§) € #]a,b], mame

> <f(fj)[9(04j) g9(a;-1) / fdg] ‘

< ;](f(é){ () = glaj-1) S<D§>,§§J>>)‘
- 2;] (S(D9,69)~(0) / fdlg)) ‘

= S(D,f)—%f(fj) [9(a) = g(0j-1) ;]S (D), ¢
+32 (50080 - @ / sy

= [S(D,€) — S(D', € \+‘Z( ) gy — / £ dlg]

jeU
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kde (D',¢') € 2[a,b], D'=D U,y DY). Odtud, vzhledem k (4.15) a (4.16)), plyne

|Z( ) = g(aj1)] / fdlg] <25+k%§35. (4.17)

jeU

b) Oznacme
— e (L2, m)f(&) [o(ey) — glay)] / fdlg > 0},

Po dosazeni U = U™ do (4.17) ziskdme nerovnost

ST 1A l9lay) — glay 1)) / 7 dlg]

jcU+
j (4.18)
= 3 (F(&) lo(ay) — alay-a) / fdlg)) < 3.
jeUut
Podobné, pro U = U,
U™ = {J € {L.2,....m}: £(&) lglay) — glay) / 7 dig) < 0},
dostaneme
> &) lgtes) = glaz)
jeUu- j-1
(4.19)
- _ Z ( —g 04] 1 / fd <3€
jelU—

Odtud a z (4.18) plyne

> 1) later) — glay-0)] / fdlg
= 3" 1) lolay) — glas) / 7 dlg)

jeu+
=S (&) lolay) — gl ) / £ dlg]
jeu-
- ‘ f f] _g a] fd
JEEU:+ ! /
+ | E: f(&) [9(ey) — glaj_1) l/ fd[g]| < 6e,
jeU—

tj. plati (4.14). O
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4.13. Poznamka. Pov§imnéme si, ze dukaz Lemmatu 4.12 obsahuje také dukaz nasleduji-
ciho tvrzeni:
Necht f,g:[a,b] — R a necht existuje (o) f;f d[g]. Bud ddno e > 0 a necht D. € 2|[a, b

je takové, Ze
b
(o) [ fdgl| <

plati pro kazdé rozsirené déleni (D,§) € 2 |a,b] takové, Ze D D D.. Ddle, necht
U:{jl)j?a"')jk}C{]-)Qa"'am}) 1 S]l <j2 < - <]k: §m7

je dand podmmnozina index.
Potom pro kazdé rozsirené déleni (D,§), D = {ag, g, ..., am}, & = (&1,&, ..., &m),
takové, Ze D D D. plati

> F(&) la(ey) — gla;)] / fd[g]

jeu

< 3Je.

Tvrzeni tohoto typu se zpravidla nazyva Saksovo-Henstockovo lemma a hraje dulezitou
roli v teorii integralu.

Dulezitym dusledkem Lemmatu [4.12! je nasledujici tvrzeni :

4.14. Véta (SUBSTITUCE). Necht f,qg,h:[a,b] — R, pricemZ f je ohranicend na inter-
valu [a, b] f g d[h] € R. Potom ezistuje jeden z integrdli

/fd[/a /fgd (4.20)

praveé tehdy kdyz existuje i ten druhy. V takovém pripadé pak plati

/fd[/ /fgd (4.21)

D 1 k a z provedeme opét pouze pro ¢ integral:

Nejprve si povSimnéme, Ze z existence integralu fab g d[h] € R plyne, zZe pro libovolné
x € [a, b] je definovand funkce

wa)= [ gdi
(viz Véta [4.7). Déle, pro kazdé rozsitené déleni

(D,g)EEZ[(Z,b], D:{ao?alv'”?am}? 52(517627'--v£m>
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mame:

< DO 1FE)[o(6) h(a) — hlay-1) - / 20

j=1 i-

m a;

< 171 (3 Lot Itew) — hlas-0) - |

j=1 aj-1

gdnl])
Bud' déno libovolné € > 0. Zvolme D, € Z[a,b] tak aby platilo

506~ () [ gt <=

pro kazdé rozsitené déleni (D,§) € 2]a,b] takové, ze D O D.. Potom podle Saks-
Henstockova lemmatu (Lemma 4.12) mame

>~ [ote) e ~hiey-a — [ g <o

pro kazdé (D, &) € 2 |a, b] takové, ze D D D.. To ovSem znamend, ze pro integralni soucty
piislusné k integralum (4.20) plati:

> 7€) 9(&) hlay) = hla 1) Zf (&) [wlay-1) — w(ay)]| < 7] 6e.
j=1
Odtud uz dukaz naseho tvrzeni snadno plyne. O

4.15. Véta (INTEGRACE PER-PARTES). Ezxistuje-li jeden z integrdli
b b
[ ra [ gan,
existuje © druhy a plati

b b
/ fdlg] +/ gd[f] = f(b) g(b) — f(a) g(a). (4.22)
D u k a z . Pro libovolné rozsitené déleni

(D,g) == {Oé(],Oéh ce ,Oém}, (51,52, Ce ,£m)} S 32[@, b]
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plati
Sng(D>€)
= f(&) lg(an) — g(a)] + f(&) [9(az) — glar)] + - + [(&n) [9(D) — g(am—1)]
= —f(a) g(a) = [f(&) — f(a)] g(a) — [f(&) — f(a1)] g(ar)
—[f(ar) = f(&)]lglen) — -+ = [f(&n) — flam-1)] g(am—1)
—[flam—1) = f(&m-1)] glam—1) = [f(b) — f(&n)] 9(b) + f(D) g(b)
= f(b) g(b) — f(a) g(a) = Sgas (D', ),
kde
& =(a,ar,a1,9,Q0,...,0m _1,0m_1,0) a D' ={a,&,a1,&, a0, ... Qi 1,Em, b}

je zjemnénim D. (Stane-li se, ze ; = a;_1 resp. £; = «; pro néjaké j, musime ovsem tyto
body & z D' iz £ vynechat.)

Necht je ddno € > 0 a nechf existuje integral fab g d[f]. Zvolme déleni D. intervalu
la, b] tak, aby pro kazdé jeho zjemnéni D’ a kazdé (D', ¢') € 2 ]a, b] platilo

Sgap(D', &) — /abgd[f]‘ <e.

Vzhledem k vyse uvedenému méame tedy pro kazdé D O D, a kazdé prislusné rozsirené
déleni (D, €)

b b
Syag(D.€) — F(B)g(b) + f(a) gla) + / gdlf] = / g dlf] — Spar(D',€).
kde D' D D D D, a tudiz

b b
S134(D.) ~ FO)90) + f@gla) + [ galr)] = | ["gdf] = Sy (06| <=

Odtud uz snadno plyne existence integralu fab f dlg] a platnost vztahu (4.22).
Druhé implikace by se dokazovala symetricky. O]

4.16. Véta. Jestlize c € [a,b] a jestlize existuji integraly

=) [rad @ n=w) [ rag,

pak existuje také integrdl I = (o) f; fdlg] aplati I =1, + I.
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Dukaz.Bud ddno € > 0. Zvolme déleni D. € Z[a,c] a D € 2]c,b] tak, aby platilo

|S(D',¢') — 1| < pro viechna (D',¢') € 2[a,c] takovd, ze D' D D

|S(D",&") — I| <& pro viechna (D",¢") € #[c,b] takovd, ze D" > D!.

Nyni, necht D. = D! U D”. Protoze je c € D,, kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2]a,b]
spliujici D D D, muzeme rozdélit :

D=DUD" a ¢=(.¢"

tak, ze bude platit (D', ¢') € 2]a,c|, (D",&") € 2[c,b], D' D D. a D" D D”. Navic, je
S(D,€) = S(D',€) + S(D, €.

Vzhledem k definici DL a DY tedy pro kazdé (D, &) € 2 |a, b spliujici D D D. mame
1S(D,&) = (L + B)| < [S(D', &) = Ii| + [S(D",€") — | < 2e,

tj. dokézali jsme tvrzeni véty. O]

4.17. Véta. Necht f € Cla,b] a g € BV[a,b]. Potom existuji oba integrdly

/abfd[g] j /abgd[f].

Dtk az. Vzhledem k Vétam 1.4, 4.4/ al4.15 stac¢i dokazat existenci normového integralu
(n) fabf dlg], pro pfipad, Ze f je spojitd na [a,b] a g neklesajici na [a, b].

Necht tedy f je spojitd na [a,b], g neklesajici na [a,b] a bud ddno ¢ > 0. Jestlize
g(b) =g(a), pak funkce g je nutné konstantni na [a, b] a tudiz fabf d[g] = 0. Bez tjmy na
obecnosti muzeme tedy predpokladat, ze g(b) — g(a) > 0. Déale vyuzijeme toho, ze kazdéd
funkce spojita na kompaktnim intervalu je na tomto intervalu také stejnomérné spojita.
Existuje tedy d. > 0 takové, ze

pro vSechna z,y € [a, b] takovd, ze |v —y| <J.. (4.23)

Dokézeme, ze pro libovolna dvé rozsitend déleni (D, &), (D', ¢’) intervalu [a, b] takové, ze
|D| < 6. a |D'| <. plati [S(D, &) — S(D',£')| < e. Podle Véty 4.6 to uz bude znamenat,
ze existuje (n)fab £ dlg].

Necht (D*,&*) je rozsifené déleni intervalu [a, b] takové, Ze soucasné plati D C D* a
D' C D*. Jestlize D = {ag, a1, ..., am}, € = (&1, s, - .., &m), pak prvky déleni D* a slozky
vektoru £* oznacme tak, ze bude

* 1 1 2 2 m m
D* ={ap,a1,...,0p, 01,07, ...,05, 1,09, .. Q1,00 Q) Qo }

€= o G & s G s &, G0
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Potom
S(D.6) = 1(&) oles) — ooy )] = 3 1(6) D lole) — oo )]
1S(D,6) = S(D",€)] < 32 D2 I17(6) ~ S(ENN gtod) — gfod)]

Pro kazdé j = 1,2,...,m a kazdé j = 1,2,...,n, je |&§ — €| < |D| < .. Mizeme tedy
pouzit (4.23) a poté dostaneme

S(D.) = S(D". €| € 5= 33 lofed) gl )

j=1 i=1

Stejné bychom dokazali, ze plati také
|S(D", &) = S(D", &) < 5.
Odtud okamzité plyne, ze
1S(D, &) = S(D, &N < 19(D, ) = S(D*, €7 + [S(D',§') = (D, ¢7)| < e.
Tim je dukaz hotov. O

4.18 . Veéta. Je-li g:[a,b] — R regulovand na [a,b], pak integrdl f;fd[g] existuje pro
kazdou funkci f spojitou na |a,b] pouze tehdy, kdyz g md konecnou variaci na |a, b].
Dukaz. a)lJeli f € Cla,b] ageBV][a,b], pak podle Véty 4.17 existuje (n) fab fdlgl.
Podle Véty 4.4 tedy existuje i (o) ff fdlg].

b) Dikaz obrécené implikace se opira o nasledujici tfi pomocna tvrzeni.
o
Tvrzenil. Je-li a,>0 pro vsechna n€N a Zan:oo, pak existuje posloupnost

n=1
{ch}nen takovd, Ze plati

n—oo

cn >0 prowvsechnaneN, lime,=0 a ch a, = 00. (4.24)
n=1

D ukaz.Oznaéime-li s, = Y ,_, ax pro n €N, bude posloupnost {s,}>° | neklesajici a

lim s, = co. (4.25)

n—oo
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Specialné, pro dostatecné velkd n (n > ng) bude s, > 0. Muzeme tudiz definovat

1 pro n < ny,
Cn =
— Ppro n > ng.
n
Ztejmé je ¢, > 0 pro kazdé ne€ N a lim, ., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro libovolna
m,n &€ N, m >n > nyg mame

— = Ay ZZL ayg Sp—1
S e =300 > Koty ot
Sk Sm Sm
k=n k=n
A . . , v . Sp—1 1 .
Vzhledem k (4.25)), pro kazdé n € N existuje m,, > n takové, ze je < > tj.
Sm,,
cray > —.
Rk > g
k=n
To ovSem znamend, ze musi platit (4.24). O

Druhé tvrzeni je snadnym dusledkem Vitaliovy véty o koneé¢ném pokryti a Véty 1.3l

Tvrzeni2. Funkce g:|a,b] — R md konecnou variaci na |a,b] prdvé tehdy, kdyz plati

T

pro kazdé x € (a,b] existuje 0, € (0, — a) takové, Ze varl_; g < oo
a (4.26)
pro kazdé x € [a,b) existuje 0o € (0,b — ) takové, Ze var®*®g < oo.
Tvrzeni3. Necht g € Gla,b], zo € (a,b] a
var;’g = oo pro kazdé x € |a,x). (4.27)
Potom ezistuje rostouct posloupnost {xy} bodi v (0,z0) takovd, Ze
Jim 2 =2y a ; |9(zrs1) = glap)| = oo (4.28)
Dukaz rozdélime na dvé ¢asti: podle toho, zda plati
sup{|g(x)|;x € [y,z0]} = 00 pro vSechna y € [a,z)) (4.29)

¢1 nikoliv.
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a) Predpoklddejme nejprve, ze (4.29) neplati. To znamend, ze existuje y; € [a, o)
takové, ze

g" = sup{|g(z)|; x € [y1, 2]} € [0, 00). (4.30)

Bez ljjmy na obecnosti muzeme predpokladat y; > z¢ — 1. Podle naseho predpokladu je
vary? g=oo. Existuje tedy déleni D' = {ag,aq,...,a;, } intervalu [y;, o] takové, ze
V(g, D') > 1+ 2g*. Vzhledem k (4.30) tedy méme

mi1—1

Z|g DIZ1+29" = |g(zo) = lg(eg, )| =1+2g" —2¢" = 1.
Polozme zy =y1, ), = aj_; prok=2,...,my, Yo = max{ @y, 1,20 — 3} ary =my — 1. Mé-
me opét var?? g =oco. Existuje tedy déleni D? — {ag,ai, ... a2, } intervalu [ys, 2] takové,

ze V(g, D?) 2 142 g¢*. Tudiz, podle (4.30),

mo—1
Z l9(a D[ =1429" = |g(xo)| — lg(e,_1)] > 1.
Polozme
ro=mq+mg—1, xk:aiﬂl prok=ri+1,r+2,...,79 a y3= maX{xTz,xo—%}.

(Vsimnéme si, ze ,, 11 = Yo = a?.)

Nyni, necht n €N, n > 2anecht r;, y;,i=1,2,....,n—1,axz, k=1,2,...7,_1, jsou
takové, ze

Ty 141 = Yi—1, T € (yz'—h ?Jz] pro k=r;_1+2,...,1;

a
ri—1
yi = max{w, _,,zo — %}7 Z 9(@pt1) — glzn)[ =1
k=r;_1
plati pro i=1,2,...,n — 1. Polozme y, = max{z,, ,, 0—%}. Mame opét var® g = oo.

Vzhledem k (4 50) tedy existuje déleni D" = {ag,af, ..., oy, } intervalu [y,, x| takové,
ze

mp—1

> lg(e}) = glaf-) = 1

Polozime-li

n
Tn=Tpn1t+my—1 xp=0ap,  prok=r,1+1,...,7,
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bude platit

rp—1

Z g(ze1) —g(zp)|>1 a x>y, >20— 5 prok=r, 1,..., 75

k=rp—1
Shrnuti: indukef jsme zkonstruovali rostouci posloupnosti {7, }, {y,} a {x} takové, ze

rn—1
n € (wo—L,20), D lg(ars1) — g(ar)| =1 pro neN
k=rn_1

a Tp>UYp>To— % pro k >r,_1. Odtud plyne, ze

rn—1

Z|g($k+1)— xk\—z Z lg(z41) — g(z;)] Zl 00
k=1 n=1

n=1 j=rp_1

a limg_oo o = limg_oo Y = xo. Dokédzali jsme tedy, ze nase posloupnost {zx} je
rostouct a spliuje (4.28).

b) Predpokladejme, ze (4.29) plati. Nejprve si pov§imnéme, ze pro libovolné y € [a, x¢)
plati

sup{|g(z)|;x € [y, zo]} = 0o tehdy a jen tehdy kdyz sup{|g(z)|;z € (y,z0)} = o0.

Vskutku, je-li sup{|g(z)|;z € [y,x0]} = oo, pak musi v intervalu (y, xy) existovat bod x
takovy, ze |g(x)| > max{|g(y)|, |g(zo)|}. (Pfipomenme si, ze funkce g je definovdna na
celém intervalu [a, b] a zobrazuje tento interval do R.) Vzhledem k (4.29) muzeme vybrat
z € (y,x0), k €N, tak, aby platilo |g(z1)|>1 a

x> max{z,_1,20— 3} a |g(xp)|>|g(zr1)|+1 pro k=2,3,....

Ziejmé {x;} je rostouct, limy o 2 = 70 a

n

> lglak+1) = glze)] =) (Ig(ar + D] = [glar)]) > Y 1= o0,

k=1 k=1 k=1
Nase posloupnost {z} je neklesajici a splnuje (4.28). ]

Pokracovani D &1 k a z u Véty 4.18:

Vzhledem k Vété 4.4 se miizeme omezit na o integral. Necht var® g =oo. Podle Tvr-
zeni 2 existuje xg € [a, b] pro které nenf splnéna jedna z podminek (4.26). Necht tedy napf.
T € (a, b] a necht pro kazdé z € [a, o) plati (4.27). Podle Tvrzeni3 tedy existuje rostouct
posloupnost {zx}52, bodu v (0, ) takovd, ze

lim z =2 a Z 9(zk) — g(xp-1)| =
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Déle, podle Tvrzeni 1 existuje posloupnost {cx}32; kladnych ¢isel takova, ze plati

k—oo

lim ¢, =00 a ch lg(ar) — gla—1)| = 0.
k=1

Polozme

0 pro x < ag resp. & > xo resp. T € {ag )i,
flx) = . ap + gy
e sign(g(ax) — glar-1)) pro & =&: = ————

a ve zbyvajicich bodech intervalu [a,b] dodefinujme funkei f linedarné. Takto definovana
funkce f:[a,b] — R bude ziejmeé spojita na [a,b] a pritom pro ni bude platit

> (&) [9law) — glan-1)] = .

oo
k=1

Specialné, pro kazdé M > 0 existuje Ny, € N takové, ze

Ny
> FE) o) — glar—1)] > M.
k=1
Pro dané M >0, oznacme Dy = {a, ag, 1, - . ., a5 o, b} @ Epr = (a, &1, &a, - o, €Ny, X0, D).

Potom je (Dur,én) €2 a S(Dy, &) > M. To ale znamend, ze integrél (o) fabfd[g]
nemuze existovat.

Neni-li splnéna druhé z podminek v (4.26), tj. jestlize existuje xo € [a,b) a varf g = oo
pro kazdé z € [z, b), je tieba misto Tvrzeni 3 pouzit jeho vhodnou tpravu. [

4.19. Cviceni. Zformulujte a dokazte analogii Tvrzeni 3 potiebnou k dokoné¢eni dukazu
Veéty 4.18.

4.20 . Veéta. Integral f:fd[g] existuje pro kazdou konecnou skokovou funkci g pouze
tehdy, kdyz f je spojitd na [a,b].

D 1 k a z . Stejné jako v dukazu predeslé véty, muzeme se omezit na o-integral. Necht

7o € (a,b), c,d € R, cd > 0 a nechf funkce g:[a,b] — R je definovdna podobné jako
v Poznamce 4.5/

g(:v) = _CX[a,l“o)(x) + dX(zo,b]('r) pro r € [(Z, b]
Podle Poznamky 4.5 muze integrél (o) fab f dlg] existovat pouze tehdy, bude-li platit

cA"f(zo) =0 a dATf(z) =0,
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tj. A7 f(xg) = AT f(xg) = 0. Existuje-li tedy integral (o) fabfd[g], musi byt f spojita
v kazdém bodé zg € (a,b). Podobné bychom dokézali, ze pak musi byt f spojita i v bodé
a zprava a v bodé b zleva. O

Kapitola vénovana RS-integralim bude zakoncena uvedenim nékolika dalsich dile-
zitych tvrzeni. Pro dukazy odkazuju ¢tendre na kapitolu II jiz zminéné Hildebrandtovy
monografie [3].

4.21. Definice. Rekneme, ze funkce f, g:[a,b] — R spliji v bodé z € (a,b) podminku
(PA) (podminku pseudoaditivity), jestlize

([ Pro kazdé € > 0 existuje 6y > 0 takové, Ze pro viechna

8 €(0,90), 6"€(0,00), E€E[x—0",x+0"], €z —0,2]a & €lr,x+ 0"
¢ plati:

|£(€) [g(a + ") — g(a — &")]

\ —f(€) [9(x) = g(z = &)] = £(£") [g(z + ") — g(2)]| <.

Nasledujici tvrzeni plyne z [3, Theorem I1.3.10]), kde je ovsem tfeba intervalovou funkci
f(I) nahradit mnohozna¢nou intervalovou funkei

F[C7d]_)f(§) [g(d)_g(c)]7 §€[C7d]'

4.22. Véta. Normovy integrdl (n) fab f dlg] existuje prdvé tehdy, kdyz existuje (o) fab fdlg]
a je splnéna podminka (PA) v kazZdém bodé x € (a,b).

4.23 . Véta. Necht x € (a,b). Funkce f, g:la,b] — R spliuji podminku (PA) v bodé
x € (a,b) pravé tehdy, kdyz alespon jedna z nich je v bodé x spojitd.

4.24 . Poznamka. Je-li f ohranicend v okoli bodu z € (a,b) a g spojitd v bodé z, pak
funkce f, g splnuji podminku (PA) v bodé x.

4.25. Disledek. ([3, Corollary 11,10,6]) (n) fabf dlg] ezistuje pouze tehdy, kdyz funkce
f a g nemaji spolecny bod nespojitosti v (a,b).

4.26 . Dusledek. Necht c€ (a,b) a necht funkce f,q:|a,b] — R spliuji (PA) v bodé c.
Potom, jestliZe existuji integraly :

) [ fdal =1 o (n)/cbfd[g]zfz,

pak existuje také integrdl fab fdlg] a plati

() / fdig) =L+ L.
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4.27. Veéta. Jestlize existuje (o) f;f dlg], pak plati obé ndsledujici turzend :
(i) Pro kazdé x € [a,b) je alesponi jedna z funkci f, g spojitd v x zprava,

(i) Pro kazdé x € (a,b] je alespori jedna z funkci f, g spojitd v x zleva.

45
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Kapitola 5

Kurzweiluv-Stieltjesuv integral

5.1. Definice. Funkce 0:[a,b] — R™ = (0,00) se nazyvaji kalibry na intervalu [a, b],
mnozinu kalibru na intervalu [a, b] zna¢ime ¥ = ¢|[a, b].

Pro dany kalibr 6 € ¢, fekneme, zZe rozsitené déleni (D, ) € 2 a, b je d-jemné (piseme
(D,¢) € #(5) = «7(0; [a,b])), jestlize plati

a1, a5] C (§ —6(&5),& +0(&;)) pro viechna j =1,2,...,v(D).

Pro dané funkce f,g:[a,b] — R a rozsifené déleni (D, &) € £ [a,b] definujeme (jako
v kapitole [4))

v(D)

S(D,&)(= SpagD,€)): = > f(&) lglay) — gle1)].

J=1

5.2 . Definice (KUrzwEIL). Nechf f,g:[a,b)] — R a I € R. Rekneme, Ze existuje
Kurzweiliv-Stieltjestuv integrdl (KS-integral )

) [ rata = ws) [ sty

a ma hodnotu I € R, jestlize pro kazdé € > 0 existuje kalibr §. € ¥ takovy, ze
’[—S(D,f)‘ <c (5.1)

plati pro vSechna J.—jemnd rozsitend déleni (D, &) (tj. pro viechna (D,§) € «7(9.)).

Jestlize existuje integral (KS)fabf dlg], definujeme (KS) [, f d[g] = —(KS) fabf dlg]
Dale, (KS) [ fd[g] = 0.

Tato definice ma smysl diky néasledujicimu lemmatu.

5.3 . Lemma (COUSIN). Pro kazdy kalibr 6 € 4 je mnozZina «/(d) vSech §—jemnijch
rozsirenych délent intervalu [a,b] neprdzdnd.

D u k az . Necht je ddno § € 9. Ozna¢me M mnozinu vsech c€ (a,b] pro néz je
</ (0;[a,c]) # 0. Protoze je d(a) > 0, polozime-li ¢ = min{a + d(a),b}, D = {a,c} a
¢ = a, bude c€(a,b] a (D,&) € #(;]a,c]), tj. ce M a M # (). Polozme d = sup M.
Protoze je 6(d) > 0, existuje c€(d — d(d),d] N M. Je-li ¢ < d, pak existuje (D,§) €

/(0 [a,c]). Definujme D = DU {d} a £ = (€ d). Potom (D,€) € 2[a,d] a protoze je
¢, d] € (d—6(d),d+ 5(d)), znamens to, ze (D, &) € #(5;[a,d)), tj. d € M. Konetns, kdyby

47
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bylo d < b, pak bychom mohli zvolit c € (d,d + §(d)) N (d,b) a ukazat, ze c € M, coz by
znamenalo spor s definici d = sup M. To znamend, ze plati d = sup M = b a dukaz je
proveden. O]

Nebude-li uvedeno jinak, bude mit v nasledujicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS-integralu.

Dukazy tvrzeni uvedenych v této kapitole byly jednak prevzaty z monografické pu-
blikace [8], jednak jsou modifikacemi dukazu analogickych tvrzeni pro specidlni piipad
g(z) = x ze Schwabikovy monografie [9].

5.4. Poznamka. Jsou-li § a dy € ¢ kalibry na intervalu [a, b], pro které je §(z) < do(x)
na [a, b], pak kazdé rozsitené déleni intervalu [a, b], které je 0—jemné je také do—jemné, tj.
plati «7(§) C «/(d). Plati-li tedy néjaké vlastnost pro vSechna (D, &) € «7(dg) tim spise
plati i pro vSechna (D,¢) € «/(0). Specidlné, je-li &y libovolny kalibr na intervalu [a, b],
stac¢i v Definici 5.2 pozadovat existenci kalibru 6., pro ktery kromé vlastnosti v definici
pozadovanych plati navic i d.(z) < do(z) na [a, b].

Pro existenci KS-integralu plati podminka Bolzanova-Cauchyova typu:
5.5 . Véta (BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g:[a,b] — R. Potom
integradl ff f dlg] existuje prdavé tehdy, kdyz je splnéna ndsledugici podminka :

Ve>030. €9 ((D,g), (D', ¢ € ﬂ(ag)) — ‘S(D,f) 8D &) < (52)

Dukaz. a) Existujeli integral fab fdlg] =1 € R, pak podle Definice 5.2 pro kazdé
£ > 0 existuje kalibr 6, € ¢ takovy, ze je |S(D,§) — I| < § pro vsechna (D, §) € «(0.).
Pro v8echny dvojice (D, &), (D', &) € «/(6.) tedy méame

1S(D, &) = S(D", &N < |S(D,€) = I +[S(D', &) — 1] <&,

tj. je splnéna (B-C) podminka (5.2).

b) Pfedpokladejme nyni, Ze je splnéna (B-C) podminka (5.2). Necht je ddno ¢ > 0. Podle
(5.2) muzeme zvolit kalibr 6. tak, aby

S(D.€) - S(D,€)| < 2
platilo pro vsechna (D, ), (D',¢') € #7(0.). Ozna¢me nyni

M ={m e R:3),, € ¢ takové, ze (D,§) € #(0,,) = S(D,&) > m}
Zvolime-li libovolné (Dy, &) € «/(0.), bude pro kazdé (D, §) € «7(0.) platit

S(Dy, &) — % < 8(D,§) < S(Dy, &) + % (5.3)
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Odtud plyne, ze (—o0, S(Dy,&) — 5) C M, a tudiz mnozina M neni prazdna. Dale, pro
kazdé m € M a kazdé (D, &) € o/ (0,,), kde
Om(z) = min{é,(z),0.(z)} na [a,b],
méame také (D, &) € «(J.) a tudiz
€ . €
m < S(D,§) < S(Dy, &) + B% tj. M C (—o0,S5(Do,&) + 5)
To ale znamena, ze mnozina M je shora ohranicena, tj. sup M < oo, a plati
€ €
S(Doy, &) — 3 <supM < S(Dy, &) + 3

Toto spolu s nerovnosti (5.3) implikuje, Ze plati
|S(D, &) —sup M| < e pro vechna (D,§) € «(6.)

neboli

b
sup M :/ fdlg]. 0
KS-integral ma obvyklé linearni vlastnosti :

5.6. Véta. Necht f, f1, f2, 9, 91, g2:[a,b] — R, a necht existuji integrdly :

/abfld[g]a /abfzd[gL /abfd[gl] a /abfd[gg].

Potom pro libovolnd ci,co € R plati

/ab(cl fite f)dg =a /ab f1dg] + ¢ /ab f2d[g].

b b b
/ Fdergn+cag0] = e / £ dlgi] + e / £ diga).

D 1t k a z . Ukazme si napi. dikaz prvniho tvrzeni: Bud déno ¢ > 0. Podle predpokladu
existuji kalibry §; € 4 a d, € ¥ takové, ze plati

b
(D, &) € 7(6;) = |Sgag(D,€)] —/ fid[g]| <e pro i=1,2.

Pro x € [a,b] polozme §.(z) = min{d;(z), da(x)}. Oznacme h = ¢; f1 + co fo. Protoze pro
kazdé (D, &) € «/(0.) plati

v(D)

Shag(D,€) =Y (e1 f1(&) + e2 f2(&)) [9(y) — gl )]

J=1

= ¢1 Spag(D, &) + 2 Spae(D, ),
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dostavame

’ShAgD§ /fl +C2/ fad

S0s,(0.9 - [ 5 d[g]( + o

< ey

b
SpadD.§) = [ fad
< (|er] + |ea]) €.

Odtud uz ovSem nase tvrzeni bezprostiredné plyne.

Druhé tvrzeni véty by se dokazovalo obdobné a dukaz Ize ponechat ¢tenari jako cviceni.

]

5.7 . Véta. Jestlize existuje integrdl fab fdlg] a jestlize [c,d] C [a,b], pak existuje také
integrdl fcd fdlg]

D 1 k a z . Piedpoklddejme, Ze je a < ¢ < d < b. Necht je ddno € > 0. Podle (B-C)
podminky (viz Véta [5.5) muzeme zvolit kalibr §. € ¢ tak, aby platilo

S(D,€) = S(D',&)] <& (5:4)

pro vSechna d.— jemnd rozsitena déleni (D, £ ) ( ,&') intervalu [a, b]. Mé&jme nyni libovol-
nou dvojici (D, &), (D', &) € «/(de; [c,d]). Déle, zvolme libovolné (D=, &™) € </ (4.; [a, c]),
(DT,¢%) € #(d¢;[d, b]) a dopliime jimi (D, §) a (D', ¢’) na rozsitend déleni intervalu [a, b],
tj. polozme

D=D"UDUD*, &=(,6¢),
D'=D UDUD", &=(,¢,¢h).

Ziejmé je (D, &) € o (62;]a,b]) a (D', &) € o(6.;[a,b]) a vzhledem k (5.4) plat

S(D,€) = S(D'.&)| = S(D, &) = S(D',&)| <e.

Odtud, vzhledem ke Véteé 5.5) jiz existence integralu fcd f dlg] bezprostiedné plyne. Mo-
difikace dukazu pro piipad, ze ¢ = a resp. d = b je ziejma. n

5.8. Véta. Necht f,g:|a,b] — R ac € [a,b]. Integrdl fabf dlg] existuje pravé tehdy kdyz
existugi oba integrdly [T f d[g] a fcb f dlg]. Potom navic plati také rovnost

[ raa= [ rag+ [ i
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Dukaz. a) Existuje-li integral fab f d[g], pak podle Véty 5.7 existuji také oba integraly
c b

[ fdlgla [ fdg].

b) Necht

/:fd[g]Zh a /bed[g]:fa.

Budiz dédno € > 0. Zvolme kalibry 8’ € ¢[a, | a 6! € 4[c, b] tak, aby pro vSechna (D', ¢') €
(6 [a,c]) a (D",£") € @(8!;[c,b]) platilo

<
2

3

S(D.€) ~ 1| < :

a |S(D",€") — I| < (5.5)

Definujme nynf kalibr d. na [a, b] predpisem
min {6.(z),(c— )} kdyz z€la,c),
d:(x) = < min{d.(c),d”(c)} kdyz = =,
min {8/(z), 1(zx — )}  kdyz € (c,b].

Potom,

1
m+5(x)§x—|—1(0—x)<c je-li <,

1
r —0(x) Zx—z(c—x) >c jelli z>c.
Pro zadné x # ¢ tedy nemuze platit |¢ — z| < 6(x). T.zn., Ze pro kazdé §.—jemné rozsitené
déleni (D, &) intervalu [a, b] musi existovat index k € {1,2,...,v(D)} takovy, ze & = c.

Navic, bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze plati

ap—1 < o =& = 1 = € < Q-

(Kdyby bylo ay—1 < ¢=¢& < ay, upravili bychom piislusny clen v souc¢tu S(D, ) nésledu-
jicim zpusobem :

f(e)[glaw) — glan—)] = f(c) [9(ar) — g()] + f(c) [g9(c) — glaw-1)].)

To znamend, ze kazdé rozsitené déleni (D, §) € #7(0.; [a, b]) intervalu [a, b] muzeme rozdélit :
D=D'uUD" &= (& ¢) tak, ze bude

(D', &) € (b5 [a, c]) C (05 ]a,c]), (D", &") € o (0c; e, b]) C (07 e, b])

S(D,§) = 5D, &) +5(D",&").
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Tudiz, vzhledem k (5.5),

19(D, &) = (I + L)| = [S(D', &) + S(D",§") = (11 + 1))
< [S(D€) = L] +[9(D",€") — If <,

tj. [ fdlgl =1 + . O
5.9. Poznamka (Srovnani s normovym RS-integrilem). Jestlize existuje normovy RS-
integral (n)f; f dlg], pak také existuje KS-integral f; f dlg] a ma tutéz hodnotu. Je-li totiz
(n)f;f d[g] = I € R, pak pro kazdé € > 0 existuje A, > 0 takové, ze |S(D,&) —I| < ¢
plati pro vSechna rozsitend déleni (D, &) intervalu [a, b] takova, ze |D| < A.. Definujeme-li
pak .(x) = A, ziskdme evidentné kalibr s vlastnostmi zaruc¢ujicimi existenci pfislusného
KS-integralu fabf dlg] = I.

Na druhou stranu, jestlize existuje KS-integral fab fdlg] = I, pricemz pro kazdé ¢ > 0
lze najit kalibr d. € ¢[a,b] takovy, ze plati inf{d.(z);z € [a,b]} >0 a

|S(D,€&) — I| <e prokazdé (D,§) € #(9),

pak existuje také (n)fab f d[g] a plat{ rovnost (n)fab f d[g] = I. Polozime-li totiz pro dané
e >0 A, =inf{d.(z);x € [a,b]}, bude platit také

|S(D,&) — 1| <e prokazdé (D,§) € #(la,b]) takové, ze |D| < A..
Nésledujici véta popisuje vztah (0)RS-integralu a KS-integrélu.

5.10. Véta. Jestlize existuje (0)RS-integrdl (o) fab fdlgl, pak existuje také KS-integrdl
f;f dlg] a plati

[ =) [ rag

D uk az. Ozacme I = (0) fffd[g]. Bud déno libovolné ¢ > 0. Z predpokladu o
existenci (0)RS-integralu plyne, Ze existuje déleni D, = {sg, $1,...,Sm} € Z|a,b] takové,
ze pro kazdé rozsitené déleni (D, &) € £ |a,b], kde D je zjemnénim D, plati (5.1). Polozme
nyni

imin{|w—sj];j20,1,...,m} kdyz = ¢ D,

1 kdyz x € D..

Potom (D, ¢) € «/(0.) pouze tehdy, kdyz

D. C{&, &, .. 5y} (5.6)
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Navic mame jestée

=)

v(D)
S(D,§) = [f(ﬁj) [9(a;) — g(E)] + F(&) [9(&) — g(a;-1)]| = S(D', £, (5.7)

j=1

kde D' = {ag, &1, 01,8, &y aupy } 8 & = (&1,61,62, 82, - - -, &0y, Su(p)) - Podle (5.6)
je

Da C {517527 cee afl/(D)} - D’

a vzhledem k (5.7) odtud plyne

b
W@Z@—H=¢ﬂﬂiﬁ—ﬂ<e,tit/fdM=
“ O

5.11. Priklad. V piipadé g(z) = 2 budeme misto o KS-integralu mluvit o K-integrélu
(Kurzweiluv integral). K-integral je ziejmé zobecnénim klasického Riemannova integralu.
(i) Necht f(z) = 0 na [a,b]\ W, kde W je spocetnd podmnozina [a,b], W = {w;}32,.
Bud déno libovolné € > 0. Definujme
1 kdyz = ¢ W,
65 (I‘) = I
21 A+ [ f (wi)])

Pro kazdé (D,§) € #|a,b] se v piislusném integralnim souctu S(D,§),

kdyz = w,eW.

m

S(D7§):Zf(gj)[ — 1],

Jj=1

uplatni pouze takové scéitance, pro které existuje k € N takové, ze plati {; =w;, € W. Pro
kazdé o.—jemné rozsitené déleni (D, &) intervalu [a,b], (tj. (D,&) € «/(0.), kde D =
{ag,ay,...,an€2ab] a &€ = (£&,&,...,&n)T €R™) a kazdy takovy index j ovsem
musi platit

19
TS S [ F )]

a tudiz je

=1
D€\<Z!f Hleﬂf Z—k:.

Podle Definice 5.2 je tedy fab f(z)dzx =0.
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(i) Necht existuje Newtonuv integral (N)f;f(x) dr = F(b) — F(a), kde funkce F je
spojitd na [a, b] a plati
F'(z) = f(z) pro kazdé x € (a,b), F'(a+)= f(a), F'(b—)= f(b).
Ukazeme, ze pak existuje také K-integral ff f(z) dz a rovnd se také F(b) — F(a).
Necht je déno e > 0. Pro kazdé & € [a, b] zvolme §.(£) > 0 tak, aby platilo

39

F(e) = F(©) — f(€)— )] < —

pro vSechna z € [a,b] N (§ — 0:(£),& + 0:(§))-

|z — ¢

Pro kazdé (D,€) € #(3.) (D = {ap,a1,...,an}, € = (&,&,...,&n)T €R™) a kazdé
Jj€41,2,...,m} tedy plati

|F() — Fla—1) — f(&) [y — ]|

< bia (loy = &1 18 — ajal) = 5 - = oy — o]
a tudiz
S(D.€) = [F(®) = Fla))l = | 2 (Fle) = Flay) = £(&) [y = aj-a))

tj.
b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

Plati dokonce, ze K-integral je ekvivalentni s Perronovym integralem. Zahrnuje tedy
soucasné integraly nejen Riemannuv ¢i Newtonuv, ale i Lebesguetv. Tim se rozumi, ze
je-li na néjakém intervalu dand funkce integrovatelna ve smyslu Lebesgueové, pak ma na
tomto intervalu i K-intergrél a oba integraly jsou si rovny. Navic, ma-li funkce f K-integral,
pak f je Lebesgueovsky integrovatelna prave tehdy kdyz také jeji absolutni hodnota |f|
ma K-integral.

Ukéazeme si nyni, jak lze v nékterych jednoduchych piikladech urcit hodnotu integralu
piimo z definice.
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5.12. Priklady.
(i)  Z Definice 5.2l je ziejmé, ze je-li f(t) = f(a) na [a,b], pak
b b
[ 7= 5@ lo®) - @) 2 [ gdis=0

pro kazdou funkci g: [a, b] — R.

(ii) Pro libovolnou funkei f:[a,b] — R plati

[ raxen =56 wro rela), 59
[ raxesl =50) pro e (5.9
[ il = ~50) o 7e @), (5.10)
[ il =~16) o re @] G.11)

—f(a) kdyz 7 =a,
b
[rae=10 kv re) (5.12)
F)  kdyz r=b.

Ukazme si odvozeni vztahu (5.8) a (5.9). Vsechny ostatni se z nich uz snadno odvodi
pouzitim Véty 5.8. Necht g(z) = x(r4(2) na [a, b]. Potom je

/and[g] 0,

Déle, polozme

1 kdyz = =,
() = 1 V
i(x—=71) kdyz ze(r,b].

Pro kazdé (D, &) € «7(0;[1,0]) (D ={ag,01,...,am}, &= (&1, &, ..., &n)) pak plati
T=oa9=¢&1, g(oj) —g(aj_1 =0 pro j =2,3,...,m. Tudiz

S(D,&) = f(7)[g(ar) —g(7)] = f(T)
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/T falg) = 1),

Dikaz vztahu (5.8) ted uz snadno dokonéime pouzitim Véty 5.8.

Vztah (5.9) se dokazuje podobné. Tentokrat oviem méme g(x) = Xy (2) na [a, b],
ff fd[g] =0 a polozime

1 kdyz x =,
o(x) =
(r—x) kdyz z€la,T).

PN

Pro kazdé (D, &) € «/(0;]a, 7]) pak mame ., = &, = 7 a tedy
S(D.9) = 1) l9(r) ~ glan-)) = S(0) & [ Falg) = (7).

(iii)  Pro libovolnou funkci g € Gla, b] plati

[ el =a0) ~gtr4) oo r€lan) (5.13)
[ Nl = o0) ~g(r-) pro 7 (00 (5.14)
[ N dlol = 9) ~ gty pro 7€ @) (5.15)
[ Nl =7~ g(a) o 7E @ (5.16)

. gla+) — g(a) kdyz 7 = a,
[ xerd =S gtrh) —g(r-) Ky 7€ (a,b) (5.17)
g(b) — g(b—) kdyz T =0b.

Opét provedeme dukaz pouze prvnich dvou z uvedenych vztahu. Necht tedy f(x) =
X((2) na [a,b]. Potom je

/and[g] 0,
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Bud' déno & > 0. Zvolme nyni > 0 tak, aby platilo |g(7+) — g(z)| < & pro kazdé
x € (1,7 +n) a definujme

i(z) = {

Pro kazdé (D, &) € «/(0;[r,b]) musi platit 7 = ag = & a tedy

1S(D, &) = [g(b) = g(7+)]|
(

I[ ( ) = 9(m—1)] + [g(am—1) — g(om—2]
-+ [g(az) = g(an)] = [g(b) — g(+)]]

= lg(r+) = g(a)].

Protoze 7 < oy < 7+ 0(7) = 7 + 1, plyne odtud a z definice 7, ze

kdyz x =71

EN -

(x —7) kdyz ze€(T,b].

1S(D, &) = [g(b) —g(7+)]| <& pro kazdé (D,§) € «(3;[r,b]).

Tudiz

/abfd /fd /fd ~g(r+),

tj. plati (5.13).

V druhém piipade, f(z) = x[-p(z) na [a, b], mame

/ £ dg) = 9(b) — g(r).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo |g(7—)—g(z)| < € pro kazdé = € (1—n, ), a definujme

kdyz = =,
o(x) =

N[

(r—x) kdyz xz€la,T).

Tim si opét vynutime, ze pro kazdé (D,§) € «/(6;[a,7]) musi byt 7 = ay, = & a
tudiz

S(D,§) = [9(1) — glam-1)],

kde ay,—1 € (1 —n, 7). Jako v predchozim piipadé, odtud plyne, ze plati

/affd[g]:g ).t /fd /fd /fd ().
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Vyse uvedené piiklady muzeme podle Cviceni [1.19 (i) shrnout do nésledujiciho tvr-
zeni:

5.13. Dusledek. Jestlize g € Gla,b] a f €S|a,b], pak oba integrdly

/abfd[g] a /abgdm

existugi.

Nasledujici véta poskytuje zdkladni odhad pro integral fab fdlg] za predpokladu, ze
var? g <oo. Na funkci f pfitom Z4dné zdsadni omezeni neklademe.

5.14. Véta. Jestlize g € BV]a,b] a f:[a,b] — R je takovd, Ze integrdly

[ o [ 15w dverz

existuji, pak plati

’/ab f(z) d[g(a:)]) < /ab |f ()] d[vargg] < || f]| varg g. (5.18)

D u k a z . Pro kazdé rozsitené déleni (D, &) intervalu [a, b] plati

v(D)

1S(D,§)] < Z [F(&)1g(;) = gla;-1)]
v(D)

< Z!f &lvarg: g < ||f]| varg g.

Dalsi véta poskytuje nejjednodussi konvergenéni tvrzeni :

5.15. Véta. Necht g € BV|a,b], f:[a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {f,}5>, je
posloupnost funkci definovanijch na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

T [[f— ] =0 (5.19)

a existuji viechny integrdly f: fndlg], n € N. Potom existuje také integrdl f: fdlg] a plati

i [ g = [ (520)
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Dukaz. a) Protoze f je ohranicend, z predpokladu (5.19) plyne, Ze existuje ng € N
takové, ze plati

I fall < \IfIl +1 < oo pro vsechna n > ng.

Podle Véty 5.14 tedy mame

/ fudlgll < (If]l +1) var® < oo pro véechna n > ng

a podle Bolzanovy-Weierstralovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}32, vNal e R
takové, ze plati ny > ng a

lim /ab for dlg] = 1. (5.21)
Oznaéme
( I = bfnk dg] pro k€ N,
Sk(D,€): = St..ag(D,§)  pro keN, (D,€) € 7]a,b], (5.22)
S(D,§): = Sgag (D), pro (D,§) € 7[a,b].

b) Bud ddno ¢ > 0. Vzhledem k (5.19) a (5.21) muZzeme zvolit kg € N tak, Ze plati
Iy —I|<e a | fon — fll <€ pro k> k.

Potom bude také
1S(D, &) — Sy, (D, €)| < evarbg pro véechna (D, &) € 2]a,b).

Déle, necht &y € ¢]a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro viechna dy— jemnd rozsirend délent
(D, &) intervalu [a, b] plati

1Sy, (D, &)] — I, | < e.
Pro kazdé (D, &) € /(dy) tedy mame

1S(D,€) = I < [S(D,€) = Sky (D, €)| + [Sko (D, ) = Ig| + Iy — I| < € (varg g +2).
Odtud

/fd —f—hm/fnk

c) Konectné, opétnym pouzitim Véty 5.14,

‘/ fnd] /fd < ||fn — fllvarb g pro kazdé ne N.

Plati tedy i (5.20). O

Nyni muzeme formulovat prvni vyznamnéjsi existencni vysledek :
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5.16. Véta. Necht f € Gla,b] a g € BV[a,b]. Potom fabfd[g} existugje.

D uk az. Podle Véty 3.6 (ii) existuje posloupnost {f,}> ; koneénych skokovych funkef,
kterd konverguje stejnomérné na [a,b] k funkci f. Podle Véty 5.6/ a Priikladu 5.12(iii)
integral fab fn dlg] existuje pro kazdé n € N. To znamenad, ze podle Véty 5.15] existuje také
integral [ f d[g] a plati (5.20). O

Nésledujici konvergenéni vysledek je tak trochu symetricky k Véte 5.15.

5.17. Véta. Necht g € BV|[a,b], f:[a,b] — R je funkce ohranicend na [a,b] a {g,}5>, je
posloupnost funkci definovanijch na intervalu [a,b] takovd, Ze plati

lim var® (g, —g) =0

a existuji vSechny integrdly ff f dlgn], n€ N. Potom ezistuje také integrdl ff fdlg] a plati
lim f d[gn] / fdlg (5.23)

D u k az . Zavedme opét znaceni (5.22). Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat
gn(a) = g(a) =0 pro vsechna n e N.

Déle je dukaz podobny dukazu Véty 5.15. Existuje ng € N takové, ze plati
vangn < Vang 4+ 1 pro vsechna n > ng.

Podle Véty 5.14 tedy mame

’/abfd[gn]

a podle Bolzanovy-Weierstralovy véty tedy existuje podposloupnost {n;}3>, vNal e R
takové, ze plati ny > ng a

< || f]l (Vargg + 1) pro vSsechna n > ng

b
lim [ = klim / fdlgn) =1

k—o0

Pouzijeme znaceni analogické znacen{ zavedenému v (5.22). Bud ddno ¢ > 0. Zvolme
ko € N tak, aby platilo

I, —I|<e a varl(g, —g)<e pro k> ko.

Déle, necht &y € ¢[a, b] je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro viechna dy—jemnd rozsifend délent
(D, §) intervalu [a, b] plati

[Sko (D, E)] = I | <&
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Pro kazdé (D, §) € o/(dp) tedy mame
|S(Da§) _I| < |S(D7€) - Sko(D7£>| + |Sk0<D7§) - Ik0| + |Ik0 - I| < 6(Hf” +2)

Odtud

[ rai=1=pm [ rag.

Konecné, opétnym pouzitim Véty 5.14,

b b
| / £ dlga] - / falg]| < 1l vart (g, —g) pro kazdé ne .

Plati tedy (5.23)). O

Podle Veéty 5.16/ integral fabf dlg] existuje pro vsechny f € Gla,b] a g € BV]a,b)].
Chteli bychom ukézat, ze tento integrél vzdy existuje i v symetrické situaci: f € BV]a, b]
a g € Gla,b]. Rozlozime-li funkci f na soucet spojité ¢asti f© a skokové ¢dsti fB (viz
Lemma [1.22] a Definice 9.9) a vzpomeneme-li si na Lemma [1.25, podle kterého existuje
posloupnost koneénych skokovych funkei fB € S[a,b] takova, ze plati

Tim [P — fPlzy =0

zjistime, ze ke svému cili dospéjeme, budeme-li umét dokazat existenci integralu f; fdlg]
pro kazdou funkci f € BV N C a kazdou g € Gla,b] a budeme-li mit k dispozici
konvergencni vétu, ze které by plynulo, ze plati

i, [ 2= [ 17 i

pro kazdou funkci g € Gla,b]. (Véta5.15 a ani Véta [5.17) takovy vysledek nezahrnuji.)
Tyto ikoly splnime v nasledujicich tfech krocich.

Nejprve dokdzeme tvrzeni zarucujici existenci integralu ff fdlg] za predpokladu
zahrnujicich i piipad f € BV NC, g € Gla,b).

5.18. Lemma. Jestlize funkce f€BVla,b| je spojitd na intervalu [a,b], pak integrdl
o) fabf dlg] existuje pro kazdou funkci g€ Gla,bl.

Dukaz.Necht f € BV[a,b], g € Gla,b] a f je spojita na intervalu [a, b]. Podle Vét 5.10,
3.0,4.10 a4.15 staci ukazat existenci integralu (o) fab g d[f] pro kazdou kone¢nou skokovou
funkci g (t.j. g € Sa, b]). Navic, protoze

S[a, b] = Lin <X[a,7’]7 Xla,7)» T € (CL, b]’ X[“]) :
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(viz Poznamka 3.9/ (1)), podle Cviceni 4.9 se muzeme omezit na piipady

9= Xla,7]» 9 = X[a,7)» T € (aa b]a 9 = Xla)-

a) Necht tedy 7€ (a,b] a g = Xjo,7]. Zi€jmé je

@) [ gdfl = £ - fta).
Pro kazdé rozsitené déleni (D,&) € 2[r,b], D = {ag,01,...,am}, & = (§1,&2, -+, &m)
mame

0 je-li & > 7,
flaa) = f(7) jeli & =1

Diky spojitosti funkce f v bodé 7 zprava muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni
D, takové, ze bude

w0-]

|S(D,€)| < e pro vsechna (D,&) € 2[r,b] takovd, ze D D D,,
£,

b
<@/xwwm=o

b) Necht 7 € (a,b] a g = X[o,r). Potom

b
@ [ gdif=o
Pro kazdé rozsitené déleni (D,§&) € Z[a, 7|, D = {ap,a1,...,an}, & = (&1,82, .., &n)
mame
0 je‘li ém—l <T,
f(7) = flam-1) je-li &, = T.

Diky spojitosti funkce f v bodé 7 zleva muzeme tedy k danému € > 0 vzdy najit déleni
D, takové, ze bude

|S(D,€&)| <e provsechna (D, &) € 2[r,b] takova, ze D D D.,
.

©) [ X 7] =0
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() / Voo dIf] = £(r) — fla).

c¢) Podobné bychom ukézali, ze

b
() / v dLf] = 0. .

5.19. Cviceni. Dokazte néasledujici dvé jemné modifikace Lemmatu 5.18:
Jestlize fe€BV|a,b] je zleva spojitd na intervalu (a,b|, pak integral (o) f;f dlg]
existuje pro kazdou funkci g € Gla,b] zprava spojitou na intervalu [a, b).

Jestlize f€BV|a,b] je zprava spojitd na intervalu [a,b), pak integral (o) fab fdlg]
existuje pro kazdou funkci g € G|a, b] zleva spojitou na intervalu (a,b].

Nasledujici véta poskytuje odhad symetricky k Véte [5.14L
5.20. Véta. Necht funkce g ohraniéend na [a,b] a f € BV][a,b] jsou takové, Ze existuje
integradl fbfd . Potom plati
F@]+1fO)] +varg f) |lgll- (5.24)
D u k a z . Pro libovolné (D,&) € #[a,b], D = {ap,a1,...,an}, & = (£&1,&, -, &n),

mame

S(D, &)= f(&) [g(an)—g(a)] + f(&) [9(az)—g(ar)]+. . .A-f(&m) [9(D) —g(atm—1)]
= f(b) g(b) — f(a) g(a)
—[f(&)—f(a)] g(a) — [f(&)—f(&)] glar)—. . .—[f(b)—f(&Em)] 9(b)

= f(b) g(b) — )= > [F (&) —F(E)] glay),

j=0

kde & = a a &,,41 = b. Odtud plyne, ze pro kazdé (D,§) € #]a,b] plati

S(D,9)1 < (1£(@)]+ 17O+ 3 11650 = FE)I) Nl

neboli
1S(D, &) < (If(@)] + £ (B)] + varg f) [l
odkud uz tvrzeni Véty okamzité plyne. O

Nyni dokazeme konvergenéni vétu kterd zaruci, ze bude platit

Jim - f i /fB
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5.21. Véta. Necht funkce g je ohraniéend na [a,b], f € BV|a,b] a necht {f,}°>,CBV|a, b]
je posloupnost takovd, Ze

/b fndlg] existuje pro kazdé ne N a plati nh_)rrgo | fn — fllBv = 0.
Potom existuje také integrdl ff fdlg] a plati

iy i / fdlg
D 1 k a z . Podle Véty 5.20 plati

’/ Alg)| < 29l I~ Fllsy  pro libovolnd m, ne N.

Posloupnost { fab fn d[g]} je tedy cauchyovska a existuje tudiz I € R takové, ze plati
n=1

b
lim fn dlg] = I.

n—oo

Ukézeme, ze fab f dlg] = I. Budiz déno libovolné € > 0. Zvolme ny € N tak, aby platilo

’/abfnod[g]_f‘<5 a | fay = fllev <e.

Déle, zvolme §. € ¢ tak, aby pro kazdé (D, ¢) € «(d.) platilo

5(0.6)~ [ ] < =

kde znacime S,,(D, &) = Sy, aq (D,§). Potom pro libovolné (D, §) € «/(d.) méme

So (D, €) — /fno +‘/an —1‘

1S(D, &) =1

< [S(D,€) = Sno (D, )| +

<e(llgll+2)

odkud uz snadno odvodime, ze plati

b b
/fdM=l=hm £ dlgl.

n—oo
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Nyni uz budeme umét dokazat kyzeny existecni vysledek. Pfipomenme jesté, ze v na-
sledujicich tvrzenich a jejich dukazech dusledné pouzivame konvenci z naSich Zdkladnich
amluv a oznacend (viz (xiii)) pro funkce regulované na intervalu [a, b] a klademe

gla—) = g(a), g(b+) = g(b)
(a tedy také A7g(a) = ATg(b) =0, Ag(a) = ATg(a), Ag(b) = A"g(b))

pro kazdou funkci g € Gla,b]. V tomto smyslu je tfeba i rozumét symbolum pro funkce
g(x—) resp. g(x+) definované na [a,b]. Neni tézké si rozmyslet, ze napi. pro g € Gla, b]
a h(z)= g(z—) plati

h(z—) = h(z) = g(z), h(z+)=g(z+) na [a,b].
Analogicky, pro g € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
ha+) = h(z) = g(z), hlz—)=g(z—) na [a,b].

5.22. Veéta. Jestlize f € BV|a,b] a g € Gla,b], pak integrdl fabfd[g] existuje a plati
(5.24).

Dukaz.Neht feBV]ab ageGla,b] anecht W = {wi}rex je mnozina bodu
nespojitosti funkce f v [a,b]. (K CN muze byt pifpadné i koneénd mnozina.) Necht
f = f¢+ fB je Jordaniv rozklad funkce f na spojitou ¢dst f¢ a skokovou ¢dst fPB
definovanou jako v (1.7). Definujme

Z A7 f(wr) X (w0 (T Z AT f(wy) X0 (x) proneN a z € [a,b].

ke KN[1,n] k:eKm[l n|
Ziejmé fB e S[a,b] pro kazdé n € N a podle Lemmatu [1.25 plati

Tim |[f,? = fP|lev = lim var, (f° = f’) =0.

Dale, podle Dusledku 5.13 integral f; 1.8 d[g] existuje pro kazdé n € N. Specialné, integral
f; fBd[g] existuje je-li mnozina K konecna, tj. kdyZ f ma jenom konecny pocet bodi
nespojitosti. Neni-li K konecnd, pak integral f: fBd[g] existuje podle Véty 5.21. Protoze
integral f(f fCd[g] existuje podle Lemmatu/5.18, existence integralu f(f f dlg] nyni plyne
z Veéty 5.6. Konecné, podle Veéty [5.20/ plati také (5.24). O

Piimym dusledkem Véty 5.22 je nasledujici konvergenéni tvrzeni :
5.23. Dausledek. Jestlize g, € Gla,b] proneN a g, = g na [a,b] pron — oo, pak
pro kazdou funkci f € BV|a,b] plati

lim f d[gy] / fdlg (5.25)

n—oo
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Nasledujici tvrzeni navazuje na dukaz Véty 5.22/ a dava navod k vypoctu integrélu
fabf d[g], je-li zndm integral f;fc d[g], kde f© znaci spojitou édst funkce f.

5.24. Dausledek. Jestlize fe€ BV]a,b], g€ Gla,b], KCN a W je mnozina bodi ne-
spojitosti funkce f v [a,b] a fC je spojitd cdst funkce f (f(a) = f(a)), pak

/ £ dlg] / Fedig+ 3 [AFw)(g(b)—g(w—)) + A* F(w)(g(b)—g(w))]- (5.26)

we W

D 1 k a z . Necht, jako v dukazu Vety 5.22) K CN, W = {w }rer a

an(x) = Z [A’f(wk) X (wi 5] () + AT f(wy,) X[wp.b] (x)] proneN a x € |a,b].

keKN[1,n]
Podle Lemmatu 1.25 plati
lim ||an - fBHBV = lim Va’rz (fB - an) =0.

Déle, podle (5.14), (5.15) a Véty 5.6, mame

b n
/ £2dlg) =Y [A F(wn) (9(0)—g(wi—)) + A* Fwg) (gb)—g(wet))]  (5.27)

pro kazdé n € N. Je-li K kone¢nd, plyne odtud okamzité, ze plati (5.26)).

Neni-li K kone¢nd, muzeme bez ijmy na obecnosti predpokladat K = N. Potom podle
Veéty 5.21] plati

b b
/ fBd[g] = lim B d[g]. (5.28)

n—oo

Podle Cviceni [1.10 je

o0

Z |A” f(we) (9(0)—g(wi—=)) + A% f (wg) (9(b)—g(wi+)))|

k=1

<2]gl > (1A Flwl + AT f(wp)l) < 2 gl (varkf) < o

k=1

Vzhledem k (5.27) a (5.28) tudiz méme

/ FEdlg) = 3 (A7 fw)(gb)—glwn—)) + A fwi) (gb)—g(wit))] . (5.29)

Plati tedy (5.26). O
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5.25 . Cviceni. Pomoci Lemmatu 1.25 a uvah analogickych tém, které jsme pouzili
v dikazu Dusledku 5.24, dokazte, ze pro f € Gla,b] a g € BV|a, b] plati

/ £ dlg= / FlgCl+ S F(w) Agw), (5.30)

kde W je mnozina bodt nespojitosti funkce g v [a,b] a g€ je jeji spojitd ¢dst. (Ptirozens,
zde Ag(a) = ATg(a) a Ag(b) = A7g(b).)

Pii dikazu Dusledku 5.24/ a ve Cviceni [5.25 jsme pouzili Piiklady 5.11. Nésledujici
technicka lemmata jsou potiebna pro dikaz Véty o integraci per-partes, kterd je nasim
dalsim vyznamnéjsim cilem. Také v jejich dukazech budou Priklady 5.11 vyuzity.

5.26. Lemma. Necht h € Gla,b], c € R, K CN a W = {wy }re x C |a, ] jsou takové, Ze

h(x) =c¢ pro x € [a,b]\ W, (5.31)
Potom
b
/ fdh] = ) [h(b) = c] = f(a) [h(a) — c] (5.32)

plati pro kazdou funkci f €BV]a,b.

Dukaz. a) Funkce h spliuje (5.31) prave tehdy, kdyz

_C+Z (wi) = €) Xyl (®) proneN ax€la,b].

Definujme K, = K N[1,n], W, ={wi}re k, a

hp(x)=c+ Z (h(wk) = ¢) Xy (x) proneN a z € a,b]

pro n € N. Dokézeme, ze plati
nh_)n;o ||hn — h|| = 0. (5.33)
Necht je tedy ddno >0 a necht ng €N je takové, ze
|h(wg) —c| < e pro kazdé k > ny. (5.34)
Takové ng existuje, protoze pro kazdé k€N je
A~ h(wy)|  kdyz wy € (a,b),
|h(wg) —c| = S |ATh(a)] kdyz wy=a,
|A~Rh(D)] kdyz w,=0
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a mnozina téch k€ N, pro néz |h(wy) — ¢| >¢, muze mit podle Dusledku 3.7 (ii) jenom
nejvyse koneény pocet (ng) prvku. Tudiz,

c— h(x kdyz xeW,,
rhn<x>—h<x>\={' )l Kdvz e

<e pron>nga z€la,bl.
0 kdyz z € [a,b]\ W,
Plati tedy (5.33).

b) Podle Piikladu 5.12! (i), formule (5.12) a Véty [5.6 plati

/ fAlhn] = f(0) [hn(b) — ¢ = f(a) [hn(a) — ] (5.35)

pro kazdou funkci f€BV][a,b] a kazdé n € N. Podle (5.33) a podle Dusledku 5.23| tedy
mame

/ £ k] = lim fd[] £(0) (D) — ] — £(a) [h(a) — d].

n—oo

]

5.27. Lemma. Necht heBV[a,b], ce R, KCN a W ={when Cla,b] jsou takové,
Ze plati (5.31). Potom

b o0
/ hd[g] = —|—Z (wg)—c ] Ag(wy) pro kazdou g€ Gla,b. (5.36)
@ k=1

D ik a z . Vzhledem k (5.31) mtzeme polozit h°(x) =c a hB(x) = h(x) —c na [a,b].
W je mnozina bodu nespojitosti funkce h na intervalu [a,b]. Déle, h(z—) = h(z+) =
h(a+) = h(b—) = ¢ pro kazdé = € (a,b). Tudiz

A"h(z) = h(x) —c=—A%h(z) prokazdé z € (a,b).
Podle (5.26) (kde f = h) tedy méme

/ hdlg) = clg®)—g(@)] + 3 (h(w) — ¢ [g(b)—g(w—)—g(b)+g(w-)]

weW

= clg(b)—g(a)]+ Y [n(w)—c] Ag(w),

weW
tj. plati (5.36). (Ptipomenme znovu, ze Ag(a) = ATg(a) a Ag(b) = A~ g(b).) O

5.28. Véta (VETA O INTEGRACI PER-PARTES). JestliZe f € Gla,b] a g € BV][a,b], pak
existugi oba integrdly

/abfd[g] a /abgdm
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b b
/ fdlg] +/ gd[fl = f(b)g(b) — f(a) g(a) (5.37)

D uk az. Integral f: f d[g] existuje podle Véty 5.16/ a integral f: g d[f] existuje podle
Veéty 5.22. Déle,

/bfd[g]+/b9d[f]

b
/ f(2) dlg(x) + Atg(a)] + / g(x) d[f(z) — A~ f()]

- / f(z) d[A* g ()] + / g(2) A& f ().

Nenf obtizné ovéfit, ze funkce h(z) = Atg(z) spliuje (5.31)s ¢=0a h(b) = 0. Dale,
Ah(z) =0 pro z € (a,b). Podle Lemmatu 5.26/ tedy mame

/ f(z) d[A*g(2)] = — f(a) A*g(a).

Analogicky,

/ 9(x) d[A™ f(z)] = g(b) A~ F(b),

b b
/ £(2) dlg(a)] + / g(z) d[f (@)

¢ili

, , (5.38)
= [ F@ g+ [ o) difo]+ f@) Agla) + A7 F0) g(0)
Prvni integrédl na pravé strané muzeme upravit na
| 1@ sl = [ fa=)dlata) + A dlgla) (5:39)

Pro funkci h(z)=g(z+) mame h(z+)=~h(z)=g(z+) a h(z—)=g(z—) na [a,b], t]
Ah(z)=Ag(x) na [a,b]. Podle Lemmatu 5.27 tedy plati

/A fla =) A f(x (5.40)

z€a,b]
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Analogicky,

/ g(z) d[f(a—)] = / g(e+) d[f(a—)] / Atg(z) d[f (a—)
- / gle) d[f =) = 3 Atg() Af(x).

z€[a,b]

(5.41)

Funkce f(xz—) je spojitd zleva na (a,b] a g(xz+) je spojitd zprava na [a,b). Podle
Cviceni 5.19 to znamenad, ze oba integraly

[ raydiga) o [ gl dipen)

existuji jako o-Riemannovy-Stieltjesovy (RS) integraly. Pomoci Véty 4.15 o integraci per-
partes pro RS-integraly dostavame

/ fz=) d[g($+)]+/ gla+) d[f(z=)] = f(b=) g(b) = f(a) ga+). (5.42)
Dosazenim (5.39)-(5.42) do (5.38) dostaneme
[ s+ [ gdn
= f(b=) g(b) = f(a) g(a+) + f(a) ATg(a) + A" f(b) g(b)

+ 3 (8@ [A7g@) + A g(@)] — (A f(2) + A f(2)] Atg(a))

z€la,b]
= f(b)g(b) = f(a) gla) + > [A7f(x) A7g(t) = A f(z) AT g(x)].
z€la,b]
Dokézali jsme, ze (5.37) plati. O

5.29. Lemma (SAKS-HENSTOCK). Necht f,g:[a,b] — R jsou takové, Ze integrdl

/abfd[g]

md konecnou hodnotu. Necht € > 0 je ddno a necht § € ¢[a,b] je kalibr na [a,b] takovy,
ze plati

‘S(D,f) — /bfd[g]‘ < e pro viechna (D,§) € ().
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Potom pro libovolny systém {([s;,t;],7;), j =1,2,...,k} takovy, Ze

a§81§7'1§t1§32§"'§5k§7'k§tk§b, (54?))
[Sj,tj] C [Tj - (5(7—j),7_j +5(Tj)]7 ] = 1727' : '7]{77 '
plati nerovnost
E:Iﬂn)wﬁﬁ—g@ﬂk—/‘fdwl (5.44)
j=1 %

D tkaz.Bud dino n > 0. Oznac¢me t, = a, s = b. Je-li j € {1,2,...,k} a
t; < sj+1, pak muzeme najit kalibr ¢ a rozsifené délenf (D7, &%) € o (87; [t;, sj41]) takové,
7e 6 (z) < §(x) pro kazdé x € [a,b] a

o Sj+1 n
i o¢dy _ 1
|S(D7,¢7) /t fdlg]| < Tl (5.45)
Nyni sestavme 0—jemné rozsitené délent (5, E) intervalu [a, b] tak, aby platilo
> @) [gty) = g(sp)] + ) S(D,€) = S(D.&).
j=1 Jj=0

(Je-li t; = sj41, klademe S(D7,&7) = 0.) Vzhledem k predpokladim lemmatu tedy mdme

5 (73 ey o) - [ raw) + > (st - [ rai)

j=1 S5 j=0

Odtud a z (5.45) dostdavame pro libovolné n > 0

| Z ) ot~ ) - [ 7l
S(D,€) — /fd +‘Z( (D7, €9) /sj+1fd[g]>‘<€+77,

tj. plati (5.44). O

5.30. Véta. Necht fabf dlg] ewxistuje a ¢ € [a,b]. Potom plati

lim /fd + (o) [g(c /fd (5.46)

x—c, x€a,b|
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Dukaz.Bud ddno € > 0 a necht 6. € 4[a, b] je takovy kalibr, ze

5.9~ [ ra] <

plati vsechna (D,§) € «(d.). Pro kazdé x € (c,c + 0.(c)) N [a, b] systém {([s1,t1],71)},
kde s; = 1 = ¢ a t; = x, vyhovuje podminkam (5.43)). Podle Saks-Henstockova lemmatu
(Lemma 5.29) tedy méme

£ o() ~ 9] = [ ] <= (5.47)

Podobné, je-li z € (c—d.(c),c) N [a,b], pak pouzitim Lemmatu 5.29 na systém {[x, c|, c}
dostaneme nerovnost

£ lo() ~gta)) = [ ] <

Pro kazdé x € (c—0d.(c), c+d:(c)) N [a, b] tedy plati nerovnost (5.47) a tudiz také nerovnost

[ rdal= [ raisl = 5@ ot gtl| = | [ 7alal = 50 o) - g(0)| < =

tj. plati (5.46)). O

5.31 . Dusledek. Necht fffd[g] existuje, g € Gla,b] a necht funkce h:[a,b] — R je
definovdna predpisem

h(m)—/mfd[g], € lab]
Potom h € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f()AYg(t) a h(s—)=h(s)— f(s)A g(s) pro t€[a,b), s€ (a,b)].
U]

5.32. Véta (HAKE). (i) Necht [” f dlg] emistuje pro kazdé x € [a,b) a necht

iy ([ 7 il + 50 9(0) ~ g(a)]) =1 € R

r—b—

Potom také

/abfd[g] 1
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(1) Necht f; [ dlg] existuje pro kazdé x € (a,b] a necht

i (/7 alal + 50 9(0) ~ o)) =1 € B

T—a+

Potom také

/abfd[g]zl-

Dukaz. (i) Bud ddnoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

/I fdlgl+ f(b)[g(b) —g(z)] —I| <e prokazdé xe[b— A,b). (5.48)

b—a
Polozme z = b — —— pro k € N. Posloupnost {z;}?2, je rostouci a limy . zx=b a

k+1

VheN 36, €9, 2] : (D, €) € (3, [0, 24]) = ’S(D,g)—/zkfd[g]‘<§ (5.49)

Pro kazdé 7 € [a, b) oznacme symbolem «(7) jednoznacné urcené prirozené ¢éislo k takové,
ze T € [x)_1,x1). Déle, definujme kalibr dy na [a, b) tak, aby platilo

do(7) < k(7) a [1=00(T), T+d0(7)] C [a,z] pro kazdé keN akazdé 7€ [xg_1,xx).

Nyni, necht je ddno z € [a,b) a necht p€ N je takové, ze z € [z,_1,7,) (tj. p = k(x)) a
necht

(B.n) = ({507517 s Bk, (M5 m2, - 777m>)

je libovolné dp—jemné déleni intervalu [a, x]. Pro kazdé k€ NN[1, p] a kazdé j € NN[1, m]
takové, ze k(n;) =k pak mame

n; — Ok(m;) < my —do(n;) < Bimr < B < mj +do(n) < mj + 0k(n;).

Vzhledem k (5.49) a definici kalibru dy, tedy vidime, ze pro kazdé k € {1,2,...,p} systém

{([ﬁj—hﬁj]’nj)? J=12,...,m, /{(nj) = k}

spliuje predpoklady Saks-Henstockova lemmatu [5.29). Pro kazdé ke {1,2,...,p} tedy
plati nerovnost

Bj 5
> s leB) — 9@l - [ Falgl] < o
r(n;)=k

Bj—1
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k=1 k(n)=k -
Bj >
Sklt§: F15) g U%ﬁ]téwfﬂﬂﬂ<;;%=w,

.
|S(B,77)—/$ f d[g]>| < e pro vsechna =z €[a,b) a vsechna (B,n) € /(do, [a,x]) (5.50)

Nyni, polozme

min{b — z, §(z)} pro z€a,b),
0"(z) =49 A .

5 Pro z=b
Pak pro kazdé 0*—jemné déleni

(575) = ({a07a1> CIE ,Oém}, (£17527 cee 7£m))

intervalu [a, b] musi platit &, = a,, = b, a1 € (b — A,b) a tudiz, vzhledem k (5.48) a
(5.50),

i

= 7€) lole) — glas2)] + £ 9(0) — oo )] 1

m—1 1
s\ 76 lalas) = glay-) = [ £ lg]
j=1 @
Qam—1
| [ g+ 1) o0) - )] - 1] < 2.
ti. [, fdlg) =
Dukaz tvrzeni (ii) se provede analogicky a ponechdvam ho ¢tenafi jako cviceni. O

5.33. Piiklady. Pomoci Hakeovy véty muzeme snadno a universalnim zpusobem odvo-
dit vzorce, které jsme v Prikladech 5.12/ odvodili piimo z definice pomoci vhodné volby
kalibru. Napft. formuli (5.9) dostaneme takto:

/ fdlxiral = /de[X[T,b}] = lim (/ F Al + F(7) X (7) = Xy (D)]) = f(7)
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pro libovolnou funkei f a 7€ (a,b). Podobné, pro 7€ (a,b) a g€ Gla,b] dostaneme
pomoci Hakeovy véty

/abX[a,T] dlg] = /aT 1d[g] + /Tbx[w] d[g]

= g(7) — g(a) + lim (/t Xia,r] dlg] + 1[g(t) — g(7)]) = g(7+) — g(a),

t—1+
tj. (5.15).
5.34. Cviceni. Pomoci Hakeovy véty dokazte i zbyvajici formule z Prikladu [5.12.

5.35. Lemma. Necht fab f dlg] existuje. Potom pro kazdé € > 0 existuje kalibr 6 € ¥|a, b]
takovy, Ze plati

m

S| otas) — gtas0) = [ g < 5:51)

7j=1
pro kazdé (D,S) S 427(5), D= {Oé(),Ozl, ce ,am}, €: (51,52, PN ,fm)

Dukaz.Bud ddno e >0 a necht 6 €4 ([a,b]) je kalibr takovy, ze

5.9~ [ rata] <

DO ™

plat{ pro vSechna §—jemnd rozsifena déleni (D, &) intervalu [a, b]. Nyni, necht
(D,g) = ({Oéo, ap, ... ,am}, § = (gl,fg, .. ,m)) S .527((5)

Oznacéme

Jr={je{1,2,....m}: f(&) [9(043'—9(04]'—1)—/0_@ fdlg] > 0}

Jm=1{1,2,...,m}\ J".

Systém {([oj_1,0;],&;), j € JT} spliuje predpoklady (5.43) z Lemmatu 5.29 na misteé
{([sj,t;],7;)}. Podle Lemmatu 5.29 tedy plati

> (felota-stas-l- [ 7o)

jeJt

=y ‘f(fj)[g(%‘) —g(aj—l)]_ljjlfd[g]‘<g'

jeJt
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Podobné

eJ-
5
= > £ 9(ag)~glaz )] fd <3
jeJ—
Odtud uz nerovnost (5.51) okamzité vyplyva. O

5.36 . Véta (VETA O SUBSTITUCI). Je-li funkce h:[a,b] — R ohranicend a integrdl
f; f dlg] existuje, pak oba integrdly

/abh(x) d[/:fd[g]}, /abh(a;) F(z) d[g(z)]

existugi jakmile existuje alespon jeden z nich a v takovém pripadé pak plati:

/abh(:c)d[/axfd[g]} = /abh(q;)f(g;)d[g(x)}_

D ik a z . Podle Véty 5.7 je funkce

=/a$fd[g]

definovand pro kazdé = € [a, b].

a) Predpokladejme, ze existuje integral

/abhfd[g]-

Necht je déno € > 0 a necht ¢, je kalibr na [a, b] takovy, Ze pro kazdé d.—jemné délent
(D7 6) = ({OZ(), aq, ... aam}a (gla 527 s agm)) intervalu [CL, b] pla‘ti

Z\h& (&) l9(0; — glog1)] - /aajlhfd[g]\ <e

j—

m

> |rtelates —ates) = [ sl <

J=1

(Takovy kalibr existuje podle Lemmatu 5.35.) Pro kazdé §.—jemné déleni

<D7£) = ({040,061, B ,Oém}, (51752; cee ng))
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intervalu [a, b] tedy mame :

| i (&) k() — k(o)) - / s i
sfj i) / Falg] = h() £(&) [ole) = 9l )]
Z

< ([Ipll +1)e,

tj. existuje integrél f; hd[k] a plati

/abhd[k]:/abhfd[g].

b)  Obracend implikace by se dokazovala podobné — opét za vydatné pomoci Lem-
matu 5.39k [

5.37. Véta (VETA O DOMINOVANE KONVERGENCI). Necht f, f,€ Gla,b],

|ful <C<ocopro neN a lim f,(x)= f(x) pro vSechna t€ [a,b].

Potom
b
lim fn / fdlg] pro kazdou funkci g € BV]a,b].

5.38. Dusledek. Necht A€BV|a,b|. Potom operdtor

r€BV]a,b] — LxeBV]a,b],

kde (Lx)(t):/ d[A(s)] z(s) pro te€]a,b]

je kompakini (totdlné spojity) linedrni operdtor.

Diikaz. L je ziejmé linedrni ohranic¢ené zobrazeni BV [a,b] do BV|a,b]. Zbyva tedy doka-
zat, ze pro kazdou posloupnost {x,} ohranicenou v BV|a, b], jeji obraz {L x,} C BV]a, b]
obsahuje podposloupnost, kterd konverguje v BV|a, b].
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Necht je tedy {x,} CBV][a,b] posloupnost takovd, ze ||x,|zy <C < oo pro vsechna
n€N. Podle Hellyovy véty (Véta [1.26) pak existuje podposloupost {n;} CN a funkce
x € BV|a, b] takové, ze

|z|lgy <C and m x,, (t) = z(t) pro kazdé t€[a,b].

li

k—o0

Oznac¢me 2 (t) =xp, (t) —z(t) pro k€N a t € [a,b]. Potom
|2k(t)| <2C pro keN a te€]a,b].

Pro libovolnou funkci u € BV|a,b] a libovolnou dvojici ¢y, to bodu z [a,b] takovych, ze
a <t; <ty <b mame podle Véty 5.14

/t f d[A]u

Pro libovolné D ={ag, a1, ...,an} € Z[a,b] a kazdé k €N tedy plati

< [ e Allutl = [ abvarz Al uts)l

t1 t1

Sl adfas)  (Cadas) = Y| [ diaw)a)
<y / " dlvars Al [z (s)] < / d[vars Al |z(s)]

neboli

b
L 2 ||ley = var® (L z) < / dlvar®A]|zx(s)] .

Pouzitim Véty 5.37 dostaneme konec¢né

b
klim Lz, —Lz|py = klim I|L zx||By < klim / d[var; A]|zx(s)| = 0.



Kapitola 6

Spojité linearni funkcionaly na
prostorech regulovanych funkci

Uvodem pripomenme nékolik zakladnich pojmu.
Necht X a Y jsou linedrni (vektorové) prostory. O zobrazeni
B:xeX, yeY — fB(z,y) R
rekneme, ze je bilinedarni, jestlize plati
B(x1 + z2,y) = B(x1,y) + B(xe,y) pro véechna z1,2,€X, yeY,
B(Az,y) = AB(x,y) pro véechna re€X, yeVY, AeR,
B(x,y1 +y2) = B(z,y1) + B(z,y2) pro véechna ze€X, y;,y2 €Y,
Blx,\y) = AB(z,y) pro viechna z€X, ye€Y, AeR.
Prostory X, Y tvori dudlni pdr vzhledem k bilinedrnimu zobrazend (3, jestlize plati
B(z,y) =0 pro vsechna reX — y =0,
B(z,y) =0 pro vsechna yeX — z =0.

Linearnim zobrazenim linearniho prostoru X do R tikame linedrni funkciondly na X. Pro
libovolné linearni funkcionaly ®, ¥ na X, A€ R a x € X definujeme

(@ + U)(z) = B(z) + T(z) a (AD)(x)=\d(x).

Mnozina linedrnich funkcionélt na prostoru X je ziejmé vzhledem k takto zavedenym ope-
racim také linedrni prostor. (Nulovym prvkem mnoziny linedrnich funkciondlu na prostoru
X je prirozené funkciondl O: z€X — 0€R.)

Je-li X Banachuv prostor s normou z € X — ||z||x, pak linedrni funkciondl ® na X je
spojity (vzhledem k topologii indukované normou ||.||x) pravé tehdy, kdyz je ohraniceny,
£,

sup {|®(z)|: z X, ||lz|lx <1} < 0.

Prostor spojitych linedrnich funkcionalu na Banachoveé prostoru X znac¢ime X* a nazyvame
dudlni (nebo téz adjungovany prostor) k X. Predpisem

PeX* — ||®]x- =sup {|®a]: zeX, |zllx <1}.

79
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je prirozené definovdna norma na X* a X* je vzhledem k této normé také Banachuv
prostor. Je znamym dusledkem Hahn-Banachovy véty, ze dvojice tvorend Banachovym
prostorem X a jeho dualnim prostorem X* tvoii dudlni par vzhledem k bilinearnimu
zobrazeni

reX, PeX” — d(x)eR.

Mezi vyznamné vysledky funkcionalni analyzy patii representace spojitych linearnich
funkcionalu na nékterych ¢asto pouzivanych prostorech funkci. Je dobfe zndmo napft.,
ze @ je spojity linedrni funkciondl na Cla,b] (® € (Cla, b])*) pravé tehdy, kdyz existuje
funkce p € BV|a, b] zprava spojita na [a,b) a takovd, ze p (a) =0 a

b
O(z) = / d[p]z pro vsechny funkce x € Cla, b].

Funkce p € BV|[a, b] zprava spojité na (a,b] a takové, ze p(a) = 0, se nazyvaji norma-
lizované funkce s kone¢nou variaci a tvoii podprostor v BV]a,b], ktery budeme znagcit
NBV|a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b] jsou isometricky isomorfni. (To by neplatilo,
kdybychom N BV{a,b] nahradili prostorem BV]a,b] vSech funkei s koneénou variaci na
[a,b]. Pochopitelné, NBV]a,b] lze ale nahradit napf. podprostorem BV][a,b] tvorenym
funkcemi spojitymi zleva na (a, b], které se anuluji v néjakém pevné daném bodé ¢ € [a, b].)
Vzhledem k tomu, se jedna o integraci spojitych funkci, integral, ktery se ve vyse uvedené
representaci objevuje, je klasicky (normovy) Riemannuv-Stieltjesuv integral. Dalsi dobte
znamé representace spojitych linearnich prostoru vyuzivaji Lebesgueova integralu :

® € (L*[a,b))* <= existuje pc€L®[a,b], takové, ze
b
CI)(J:):/ paxdt pro ze€l%a,b],
® € (ACa,b])" < existuji ¢€R, peL™[a,b] takové, ze
b
q)(a:):qa:(a)—i-/ px’ dt pro x€ACla,b)].

Zde, jak je obvyklé, L%[a, b] pro a € [1,00), znaci prostor funkci x méfitelnych na [a,b] a
takovych, ze

b
/ |z]* dt < oo,

pticemz norma na L%[a, b] je definovdna predpisem

b 1/a
r€La,b] — [|z|la = (/ || dt)
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. =% Jestlize a > 1,

oo jestlize a=1.

(O tvaru spojitych linedrnich funkcionali na ACla, b] jsme se jiz zminili v Pozndmce 2.5.)
Dukazy vyse uvedenych tvrzeni a dalsi podrobnosti lze nalézti ve vétsiné standardnich
ucebnic funkcionalni analyzy. VSeobecné dostupna je také on-line verse plzenskych skript

1.

V této kapitole odvodime obecny tvar spojitych linearnich funkcionali na nékterych
podprostorech prostoru Gla, b]. Pro zacatek si pfipomenme, ze podle Véty [5.22 je vyraz

$,(z) = qu(a) + / pdja] (6.1)

definovén pro kazdou funkci z € Gla, b] a kazdou dvojici n = (p, q) € BV]a, b] x R. Navic,
pro kazdé n€BVla,b] x R, predpis (6.1) definuje ohrani¢eny (a tedy spojity) linedrn{
funkcionél na Gla, b].

Snadno ovéiime, ze predpisem 1 = (p,q) € BV[a,b] X R — ||n|lzvxz = |¢| + ||p|lsv
je definovdna norma na prostoru BV/a,b] x R a BV[a,b] x R je Banachuv prostor vzhle-
dem k této normé. Z formuli uvedenych v Prikladech 5.12 (viz téz Priklady 5.33 resp.
Cviceni [5.34) také snadno odvodime nésledujici tvrzeni.

6.1. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvogici n = (p,q) € BV[a,b] x R plati

(1) =g,
D, (X(rp) =2 (1) kdyz T€][a,b), 62
®y(xp) =0 kdyz 7€ (a,b),
®y(xp) =p ().
(ii) Pro libovolnou funkci x € Gla,b] plati
P, (z) = z(a) kdyz p=0 na [a,b] a q=1,
P, (z) = x(b) kdyz p=1 na [a,b] a q=1, (6.3)
S, (x) =x(r—) kdyZ p= X@ar na [a,b], TE€(a,b] a q=1,
S, (x) =2(7+) kdyZ p=Xpun nae [a,b], TE€a,b) a ¢q=1.
[

Pifmym dusledkem vztahu (6.2)), (6.3) a Lemmatu 3.13| je nésledujici tvrzeni:
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6.2. Lemma.
(i) Jestlize n = (p,q) €BV[a,b] x R a
®,(z) =0 pro kazdé x € Lin(l, X(rp], T € [a,b), X[H)w
pak p(t) =0 na la,b] a g=0.
(ii) Jestlize x € Gla,b] a ®,(x) = 0 pro viechny dvojice n = (p,q) € BV|a,b] x R, pak
z(a) = z(a+) = z(7—) = z(7+) = x(b—) = z(b) (6.4)
plati pro T € (a,b). O

6.3. Poznamka. Vsimnéme si, ze vzhledem k tfetimu vztahu v (6.2), mizeme v tvrzeni

(i) predeslého lemmatu nahradit mnozinu Lin(L X(rp], T € [a,b), X[b]) mnozinami

Lin(LX[T,b],TE[aab)7X[b]> resp. Lin(L%X[T]JrX(T,b],TE[a,b),X[b]>

Odtud okamzité plyne téz nasledujici tvrzeni, kde symboly G y,[a,b], G g[a,b] a G,ela, b]
byly definovany v (3.3).

6.4. Véta. Duvojice prostort X a BV]a,b] x R, X =G [a,b] resp. X =Gyla,b] resp.
X =Grla,b] tvori dudlni pdry vzhledem k bilinedrni formé x€ X, n€BV|a,b] x R —
@, ().

O
Na druhou stranu, mame také

6.5. Lemma. Jestlize ® je linedrni ohraniceny funkciondl na Gyla,b] a

D (1) = { D(xy) kdyZ t € la,b), 65)
D(x) kdyz t =b,
pak p € BV]a,b] a
Ip (@)l +1p (b)] + varg p < 2| ®lle5 (0,

e [0l oy = sup{| ()| 3¢ Gfa,b], 1ol <1, o0
D 1t k a z . Pro libovolné déleni D = {ag, a1, ..., q,} intervalu [a,b] a libovolny vektor

(Co,C1y- vy CneCmg1)? € R™T2 plati

c0p (@) + s p () + 3y (0) = p (o)

m—1

= ‘<I>(CO X(adl F Cmt1 X} = Y & X(aj-ria5] + € X(amfl,w) ‘ = [@(h)],
j=1
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kde

m—1
h = Co X(a,b] + Cmt1 X[p] — Z Cj X(ej—1,0] + cm X(ctm—1,b)+
j=1

Snadno ovéfime, ze bude-li |¢;j| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude ||h|| <2. Zvolime-li
tedy

co=sgnp(a),me1=sgnp (b),c; =sgn(p(ay) —p(ej—1)) proj=1,2,...,m,
ziskdame vztah
p(@)] + [p ()] + V(p, D) < 2[[®les oy pro kaidé D € 2[a,b].
Odtud uz plyne, ze plati i (6.6). ]
Analogicky predchozimu Lemmatu méame také

6.6. Lemma. Necht ® je libovolny linedrni ohraniceny funkciondl na G eyla,b]. Polozme

(X (ap)) kdyz t = a,
p(t) =19 PGxu +xwy) kdyz t € (a,b), (6.7)
P (xm) kdyz t=b.

Potom

V&I‘Zp <sup{|®(z)|: © € Ggla,b], ||z]] <1} < o0,

tj. p€BV]a, b]).

D ik az. Necht ®€G}la,0], D = {ag,1,...,an} je déleni intervalu [a,b] a necht
realna ¢isla ¢;, j = 1,2,...,m, jsou takova, ze je |¢;| < 1 pro vSechna j = 1,2,...,m.
Potom

(> cip(ag) —plaj-1)]

= | 2(GXe] + Xb) — q)(X(a,b])}

o 1 (6.8)
+) ¢ |:(I)(§X[aj} + X(agb) = P(5Xa;0) + X(%'—lvb})]
=2

+cm [‘P(X[b]) — (3 X[am_1) + X<am_1,b})] = ®(h),
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kde

h= o [%X[aﬂ + X(@a) ~ X@b}} +Cm [X[b] = 3Xlan1] x<am,1,b]}

1
+ Z € [%X[%‘] + X(aj8) — 3Xlay1] — X(ajfl,b]}
j=2
= G [%X[al] - X(a,aﬂ] — Cm [%X[amfl] + X(C“mfl:b)]
-1
1 1
+ Cj [EX[%] — X(oyj—1,05] — 5X[04j—1]i|

3

l\D

Jj=
= — [%X[og] +X aal)] — Cm [%X[am_ﬂ + X(am—1,b)]

3
3

— % Cj X[aj % Cj X[aj_l] - Z Cj X(O‘j—l’aj)
- i—9

j=2 J=2
m—1 m
1 1
= —5) X3 Z €5 Xiojoa] = D_ % Xiay-1.0)
=1 j=2 j=1
m—1 m
cjtc;
j=1 J=1
m—1
+
=  —C X(ao1) — Z ( S Xfoy] T € X(aj aj))  Om X(am-1b):
j=2

7 tohoto vyjadreni snadno nahlédneme, ze
h(@j—) = —Cj, h(ozj+) = _CjJrl, h(Oéj) = —%(Cj + Cj+1) pro ] = 1,2, N
Tedy he€S|a,b]NGyegla,b] a |h(t)] < 1 pro vSechna t€ [a,b]. Vzhledem k (6.8) tedy

dostavame, ze nerovnost

sup{‘ ch [p () —p(aj_l)}(: ;| <1,j=1,2,...,m}

< Sup{[D(z)]: 7 € Gregla, b, 12| < 1}
plati pro kazdé déleni D = {«ap, a1, ..., a,} intervalu [a, b]. Zvolime-li nyni
c; =sgn[p(ey) —p(ej—1)] pro j=1,2,...,m,
zjistime,ze plati
V(p, D) < sup{|®(x)|: x € Gyela, b], ||z]| <1} < oo pro kazdé D € 2]a,b],
tj. vargp < |||

Gieglasb] < Q. ]

Prvnim hlavnim vysledkem této kapitoly je nasledujici véta.
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6.7. Véta. ® je linedrni ohraniceny funkciondl na Gyla,b] (P € G% [a,b]) prdvé tehdy,
kdyz ezistuje dvogice n = (p,q) € BV[a,b] x R takovd, Ze

b
®(z) = qx(a) +/ pdx pro xz € Gyla,b). (6.9)
Navic, zobrazeni
n € BVia,b] xR — &, € G} a, ] (6.10)
je isomorfismus.

D 1k az. Necht @ je spojity linedrn{ funkciondl na G [a,b] a necht @, je funkcional
definovany predpisem (6.1), kde n = (p,q), ¢ = ®(1) a funkce p je definovana v (6.5).
Podle Lemmatu 6.5 7 = (p,q) € BV]a,b] x R a podle (6.2) a (6.5) mame

®(1) =dq = o, (1),

D(x(rp) =0 (T) = p(X(rp)) Pro kazdé 7 € [a,b)

O(xe) =p(0) = Py(xp)-
Protoze podle Lemmatu 3.13 je kazd4 funkce z S[a, b] NG 1 [a, b] linedrni kombinaci funkef
1a X(rb), T € [a7b)7 X[b]»

plyne odtud, ze ®(x) = ®,(z) pro kazdé = € G[a,b]NS|a,b]. Konetne, protoze podle
Lemmatu [3.12] je mnozina G 1 [a, b] NS[a, b] husta v G [a, b], plyne odtud, ze plati

P(z) = ®,(x) pro vSechny x € Gy[a,b].

Podle Véty 6.4 je (6.10) vzdjemné jednoznacné zobrazeni BV[a,b] x R na G7a,b].
Dale, podle Véty 5.22 mame

1®,(z)| < (Ip(a)| + |p (b)| + varlp + |q|) [|z]| pro kazdé z€Gy]a,b]
a tudiz

19, |

&t ot < 2 (@) + [p ()] +varep +[g] <2 ([pllev + lal) = 2 [|9]|zv e
Na druhou stranu, podle (6.7) a podle Lemmatu 6.5 je

lal =12V < Pylloywn a v < (Ip (@) + [p (0)] + vargp) < 2|,

G"L[a,b}
Souhrnem mame

sl ®olles @y < lnllsvxe < 3112lles s,
cili, zobrazeni

n € BV[a, b x R — &, € G} [a,b]

je isomorfismus. O]
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6.8. Véta. @ je linedrni ohraniceny funkciondl na Gla,b] (® € G},la,b]) prdvé tehdy,
kdyz ezistuje dvogice n = (p,q) € BV[a,b] x R takovd, Ze

®(z) = qx(a) +/ pdz  pro x € Gyla,bl. (6.11)

Navic, zobrazeni

n € BVia,b] xR — &, € G}, [a,b] (6.12)

reg

je isomorfismus.

Dukaz.Necht ® e Grogla, b], a necht @, je funkciondl definovny piedpisem (6.1), kde n =
(p,q), ¢ = ®(1) a p je dano predpisem (6.7). Podle Lemmatu 6.6/ n = (p,q) € BV|[a,b] x R
a podle (6.2)) a (6.7) mame

(I)(l) =dq = (1)77<1)7

P(3x1r + X(rp) =2 (T) = Py(3X17 + X(rp) Pro kazdé 7 € [a,b)

@(X[b}) =p(b) = (I)n(X[b})'

Podle Lemmatu [3.13 odtud plyne, ze ®(z) = @,(z) pro kazdé x € Gefa, bl NS[a, b].
Kone¢né, protoze podle Lemmatu [3.12 je mnozina G,egla, ] NS[a, b] hustd v Giegla, b
a tudiz

P(z) = ¢,(x) pro viechny z € G egla,bl.

Podobné jako jsme dokézali analogickou nerovnost v zavéru dukazu Véty 6.7/ dokazali
bychom nyni, ze plati také

31Psllcieglan < Illevxr < 3 [Py lleseglas-
6.9. Cviceni. Postupem pouzitym v dukazech Vét 6.7 a 6.8 ukazte, ze také plati
(i) @ je linedrni ohraniceny funkciondl na

Gila,b) = {z €G:z(t—) = z(t) pro t € (a,b]},
(viz (3.2)) prdvé tehdy, kdyz existuje funkce p € BV|a,b] takovd, Ze

®(z) = p(b) z(b) —/ pd[z] pro z € Gila,b].

(ii) @ je linedrni ohraniceny funkciondl na
Grla,b) = {z € G :z(t+) = z(t) pro t €[a,b)},
(viz (3.2)) prdvé tehdy, kdyz existuje funkce p € BV|a,b] takovd, Ze

®(z) = p(a)z(a) +/ pd[z] pro z € Ggla,b].



Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integralu
v teorii distribuci

V této kapitole nazna¢ime moznosti pouziti KS integralu v teorii distribuci. Distribuce
zde budeme chapat ve smyslu L. Schwartze. Pripomenme si nejprve nékolik zakladnich
pojmu a definic.

7.1. Definice. Mnozinu funkci ¢: R — R, které maji pro kazdé k € N U {0} derivaci ¢*
k- tého F4du spojitou na R a takovou, ze ¥ (t) = 0 pro t € R\ (a, b) oznacime symbolem
2 [a, b].

Funkcim z 2 |a, b fikdme testovaci funkce na [a, b].

Mnozina 2 [a, b| je linedrni prostor vzhledem k ptirozenym operacim s¢itani a nasobeni
skaldrem. Mnozina Z|a, b] se stane topologickym vektorovym prostorem, zavedeme-li na
ni topologii, ve které posloupnost {p,} C 2]a,b] konverguje k ¢ € Z]a,b] tehdy a jen
tehdy, kdyz

lim |[p® — o®)|| =0 for kazdé keNU{0}.
Typickymi piiklady funkei z prostoru 2 [a, b] jsou funkce tvaru

exp (ﬁ + ﬁ) pro t € (¢,d),
QOC,d(t) =
0 pro t € R\ (¢,d),
kde [c, d] muze byt libovolny podinterval v (a,b).

7.2. Definice. Spojité linedrni funkcionaly na topologickém vektorovém prostoru 2 |a, b]
se nazyvaji distribuce na [a, b]. Mnozina vSech distribuci na [a, b] je tedy dudlnim prostorem
k 2[a,b]. Znacime ji symbolem 2*[a,b].

Pro danou distribuci f € 2*[a,b] a testovaci funkci ¢ € 2[a,b], hodnotu funkcionédlu
f na ¢ znaéime symbolem (f, ).

7.3. Poznamka. Je-li f € LL'[a, ], pak predpisem

o€ 7ab) H/ F() o(t) dt

je definovana distribuce
b
()= [ £O et pro vsochuy € 2ol
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na [a,b], kterou budeme znacit také symbolem f. Rikdme, Ze distribuce f je urcena
funkci f.

Nulovy prvek prostoru *[a, b] je urcen libovolnou métitelnou funkei, ktera se anuluje
s.v. na intervalu [a, b]. Speciélné, je-li f € Gla,b], pak f =0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy,
kdyz f(t—) = f(s+) = 0 pro v8echna t€ (a,b] a vSechna s € [a,b). Tudiz, je-li f €
Gregla, b], pak f =0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdyz f(t) = 0 pro vSechna t € [a, b].
Jestlize f, g € 2*[a,b], pak f = g znamend, ze f — g = 0 € 2*[a,b]. Z vyse uvedeného
plyne, ze pro je-li g € L![a,b], pak existuje nejvyse jedna funkce f € Gela, b] takova, ze
f =g s.v.na [a,b]. Dale, jsou-li f, g funkce definované na [a,b], f,g:[a,b] — R, pak je
f=gv 2%a,b] tehdy a jen tehdy, kdyz f = g s.v. na [a, b].

7.4. Definice. Pro danou distribuci f € 2*[a, b], definujeme jeji (distributivni) derivaci
f' predpisem

frroealab] = (f' o) = —(f,¢).
Podobné, pro kazdé k € N,
fP:0e2labl = (f®,0) = (=1)F(f, ¢").

7.5 . Poznamka. Distributivni derivace absolutné spojitych funkeci jsou zfejmé urceny
jejich klasickymi derivacemi.

7.6. Poznamka. Definujme

0 pro t<0,
H(t)=4q3% pro t=0,
1 pro t>0.

Necht 7 € (a,b) a h.(t) = H(t—7) pro t € [a, b]. Potom pouzitim Véty 5.28 a s prihlédnutim
k (5.8) a (5.12) dostaneme

b b
(e 0) = —(he, ) = — / e dig] = / dlh] ¢ = (7).

Funkce h, se nazyvéa Heavisideova funkce (se sttedem v bodé 7) a jeji distributivni derivace
h. se znaci . a nazyvé se Diracova §-distribuce (se stredem v bodé 7).

7.7. Tvrzeni. Necht f € 2*[a,b]. Potom f' je nulovd distribuce tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje konstanta ¢ € R takovd, Ze f(t)=c pro s.v. t € [a,bl.

Dikaz. Jestlize f(t)=c pro s.v. t€[a,b] a p € Z]a, b], pak

(o) = —(ef) = —c / o/() ds= — ¢ (io(b) — p(a)) =0.
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Naopak, necht (f,¢’) =0 pro kazdou ¢ € Z|a, b]. Necht je ddna libovolnd p € Z|a, b].
Polozme

/ (p(s) —ap©O(s)) ds pro tela,b],

p(t) =
0 pro teR\[a,b],
kde
b
Pa b(t)
aoz/ p(s)ds a O(t) = —————.
a fab ap(s) ds

Potom

/ab@(s) ds=1.

Odtud snadno plyne, ze p(a) =p(b) = 0 a tedy i, ze ¢ € Z[a, b]. Déle,
o'(t) = p(t) — a0 O(t) pro t€]a,b].

Tudiz

0=ty =t - ([ oras) ey,

T.zn., ze pro kazdé p € 2|a, b plati

o=/ " ofs) as) o= [ epls) ds,

kde ¢ = (f,©) € R je konstanta. Tedy f = ¢ ve smyslu distribuci. O

7.8. Cviéeni. Dokaite, ze je-li k€ N U {0}, pak f* =0 € 2*[a,b] tehdy a jen tehdy,
kdyz existuji cg, c1,...,cx_1 € R takové, ze

fO)=cotct+-+c 1t prosv.tela,b]

7.9 . Poznamka. Vsimnéme si, ze jestlize u,v € Gyegla,b] a v =v, pak ue ACla,b|.
Vskutku, polozme

w(t) = u(a) + / v(s) ds.

Potom (w —u) = 0 a w(a) = u(a) a tudiz, protoze w — u € Gla, b], je nutné w = u na

la, b].
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7.10. Definice. Jestlize f € G[a,b] a g € BV|a, b, pak definujeme

g € lab] — (f'g.0) = / g(t) (1) AL (1) (7.1)

b
f e lab — (fd.0) = / £t o (t) dlg(t)) (7.2)

7.11. Poznamka. Necht fe€L'[a,b] a g € Gla,b]. Potom z (7.1) plyne, ze soucin f g je
definovan predpisem

forpeolat]— (fap / (0
t.j. (distributivni) soucin funkei f a g je v tomto pripadé representovén funkei

fg:tela,b] — f(t) g(t).
7.12. Lemma. Necht f € Gla,b] a g€ BV |a,b] spliuji

ATf(t) Atg(t) = A" f(t) A" g(t) pro kazdé te (a,b), (7.3)
Potom

(90 = [ dfesNats)) (74)

(1910 = [ o)1) (75)

Diikaz. Pouzitim Véty o substituci (Véta 5.36) a Véty o integraci per-partes (Véta [5.28)
pro libovolné ¢ € 2 [a, b] dostaneme

wasr= [ o o] oo = [ ([ o) s

t '
([ We19e) e
t.j. plati (7.4). Vztah (7.5) se dokazuje analogicky. O
7.13. Dusledek. Jestlize funkce f € Gla,b] a g € BV|a, b] spliuji podminku (7.3), pak

(fg) =fd+f'g

Dt k az plyne pfimo z Definice [7.4, Véty 5.28 (o integraci per-partes) a Lemmatu [7.12.
m
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7.14. Poznamka. Necht f € G[a,b] a g € BV|a, b]. Podminka (7.3) je pak zfejmé splnéna
napft. v nasledujicich ptipadech :
(i) obé funkce jsou regularni,
(i) alespon jedna z nich je spojitd na (a,b),
(iii) jedna z nich zleva spojitd na (a,b) a druhd je zprava spojita na (a,b).

7.15. Cviceni. Dokazte, ze jestlize 7€ (a,b) a h, resp. 0, jsou Heavisideova funkce
resp. Diracova distribuce se stiedem v 7, pak h;d, = %67.
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Kapitola 8

Zobecnéné diferencialni rovnice

7V rekonstrukei.”

93



94

ZOBECNENE DIFERENCIALN{ ROVNICE



Kapitola 9

Dodatky

9.1 Diikaz Véty 1.15

Pro dukaz Véty [1.15 je ucelné zavést nasledujici definice.

9.1. Definice. Funkce F': [a,b] — R je shora (zdola) polospojitd v bodé xq € [a, b], jestlize

pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro vSechna x € [a,b] N (xg — §,x0 + §) plati
F(z) < F(xo) +¢ (F(x) > F(xg) — ¢).

Je-li funkce f shora resp. zdola polospojitd v kazdém bodé intervalu [a, b], fikdme, Ze je

shora resp. zdola polospojitd na intervalu [a, b].

9.2. Poznamka. Je ziejmé, ze funkce f je spojita v bodé xq pravé tehdy, kdyz je v ném
soucasné polospojita shora i zdola.

9.3 . Cviceni. Kazdd funkce polospojitd shora (zdola) na ohraniceném a uzavieném
intervalu je na tomto intervalu ohranicena shora (zdola).

Dalsi piijemnou vlastnosti funkei shora polospojitych na intervalu [a, ] je to, Ze tyto
funkce nabyvaji na tomto intervalu svého maxima:

9.4 . Tvrzeni. Je-li funkce F:|a,b] — R shora polospojitd na intervalu [a,b], potom
ezistuje bod xg € [a, b] takovy, Ze

F(z) < F(xg) pro kazdé x € [a,b).
D u k az . Oznactme

M = sup F(z).

z € [a,b]

Podle Cviceni 9.3 je M < co. Mnozina
1
Qr={z€la,b]: F(x) > M — E} (9.1)

je pro kazdé k € N neprazdna. Ukazeme, ze je také uzaviena:
Necht z* je hromadny bod mnoziny Q. Ziejmé z* € [a, b]. Predpokladejme, ze z* ¢ Q.
Plati tedy F(x*)<M — % Dale, z polospojitosti shora funkce f plyne, ze k danému

e=M — ; — F(z*) > 0 existuje 6 > 0 takové, ze plat{

F(CE)<F($*)+6:F(x*)+M—%—F(m*):M—%

pro vSechna z € (x* — 0, z" + §) N [a, b],
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coz je ovSem spor s tim, ze x* je hromadny bod mnoziny (). Kazdda mnozina Qy, k € N,
je tedy uzaviena. Dale, vzhledem k tomu, Ze posloupnost {M — %}zozl je rostouci, plyne
z (9.1), ze plati

[@,b] DQ1 D Q2+ DQk D Qpyr---
Podle Cantorovy véty (viz napi. [5, Véta 157]) je tudiz mnozina (-, @ neprazdna.
Budiz xq jeji libovolny prvek. Potom
1
M — z < F(xg) < M plati pro kazdé k€N,
coz je mozné pouze, kdyz

F(zg) =M = sup F(x).
z € [a,b] O

9.5 . Cviceni. Je-li funkce F':[a,b] — R zdola polospojita na intervalu [a,b], potom
existuje bod xg € [a, b] takovy, ze

F(x) > F(xg) pro kazdé x € [a, b].
9.6. Tvrzeni. Necht funkce f :[a,b] — R je takovd, Ze pro kaZdét € [a,b) a kaZdé s € (a, ]
existugi limity

f(t+) = lim f(r) a f(s—)= lim f(7).

T—t+ T—8—
Definugme funkci F':|a,b] — R predpisem
F(z) = max{f(z—), f(x), f(z+)} proz€(a,b), Fla)= flat) a F(b)=f(b-).
Potom je funkce F shora polospojitd na intervalu |a, b].

D uk az. Budiz dan libovolny bod xg € (a, b). Potom plati f(z¢) < F(x¢). Dale, vzhledem
k predpokladu o existenci limit f(z¢o—) a f(zo+), pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové,
ze plati

f(z) < f(xo—) + e < F(xg) + & pro vsechna x € (xg — 0, x9),

f(z) < f(xo+) +e < F(xo) + ¢ pro vSechna x € (xg, xg + 9).
Mame tedy

f(z) < F(xo) +¢ pro vSechna z € (g — d, 29 + ).
Odtud plyne dale, ze plati

flz=) < F(xg)+e a f(x+)< F(xg)+¢e pro vsechna z € (g — d, 29 + ),
cili

F(z) < F(xg) +& pro vSechna z € (g — 9,29 + ).

T. zn., ze f je polospojita shora v bodé zy. Podobné bychom postupovali také v piipadech
To = a resp. xg = b. O
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9.7. Lemma (RIESZ). Necht funkce f a F :[a,b] — R spliiugi predpoklady Tvrzeni9.6.
Potom je mnoZina

E ={z€(a,b): existuje £ > x tak, Ze f(§) > F(x)}

oteviend. Kdyz je E # 0, pak E sestdvd z nejuijse spocetného systému po dvou disjunktnich
otevienyjch intervali (ag,by) a pro kazdy z nich plati

flant) < F(be).

Dukaz.Jeli E =0, neni co dokazovat. Necht tedy zg € E. Potom existuje £ € (o, b
takové, ze plati

e: = f(&) — F(xo) > 0.

Vzhledem k polospojitosti funkce F' v bodé xq existuje § > 0 takové, ze (xg — 9,20+ 0) C
[a,b] a

T € (rg— 0,20 +0) = F(x) < F(xg) +e= f(§).
To ovsem také znamena, ze je
(1’0 —(5,33'0-'-(5) C F,

tj. mnozina E je oteviena.

Je zndmo (viz [5, Véta 69]), ze kazdd nepréazdnd oteviend mnozina je sjednocenim
nejvyse spocetného systému po dvou disjunktnich otevienych intervali. Tedy také mmno-
zina E je sjednocenim takového systému {(ay,bx)}. Zvolme libovolny interval (ay,by)
z tohoto systému a v ném libovolny bod z,. Podle Tvrzeni 9.4 existuje x; € [z, b] takové,
ze

F(z1) = max F(z). (9.2)

z € [z0,b]
Kdyby bylo 27 < by pak by také bylo x; € E' a tudiz by pro néjaké £ € (x4, b] bylo
F(§) = f(§) > F(x1),
coz je ovsem spor s (9.2). Mame tedy
r1 > b.
Vzhledem k (9.2) mame také F(by) < F(z). Predpoklddejme, ze je
Fby) < Flor) = max{f(r1-), f(@1), (514}

Potom také musi byt x; > by a musi existovat € € (b, b) takové, ze je f(&) > F(by) ¢ili
by € E, coz ovsem neni mozné. Je tedy

F(by) = F(z1) = max F(x) > F(xo) > f(w0)

x € [z0,b]
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pro kazdé zg € (ag, by). Limitnim prechodem zy — ax+ dostaneme konecné
F(by) > flaxt),
coz uzavira dukaz lemmatu. n

9.8 . Poznamka. Funkce spliujici predpoklady Tvrzeni 9.6/ a Lemmatu 9.7 nazyvame
requlované funkce. Podrobnéji o nich pojedname v kapitole 3.

9.9. Definice. Necht f:[a,b] — R je dand funkce. Pro z € (a,b] definujeme horni resp.
dolni Diniho derivovand cisla zleva D~ f(z) resp. D_ f(x) takto:

D™ f(z) = limsup S = J (@) a D_f(x) =liminf M

t—z— t—x t—x— -

Podobné se definuji horni resp. dolni Diniho derivovand ¢isla zprava v bodech x € [a, b) :

DY f(x) = limsup M a D, f(r)=liminf M

P L
9.10. Poznamka. Pro libovolnou funkei f: [a,b] — R abody z € (a,b] ay € [a,b) jsou jeji
derivovand ¢isla D~ f(x), D_f(x), D" f(y), D4 f(y) jednoznacné urcéena. Mohou ovsem
nabyvat také hodnot oo resp. —oco. Funkce f ma v bodé x vlastni derivaci zleva prave
tehdy, kdyz D~ f(z) = D_f(z) €R. Podobné, f ma v bodé z vlastni derivaci zprava
prave tehdy, kdyz DT f(z) = D, f(z) € R, a vlastn{ derivaci préavé tehdy, kdyz D~ f(x) =
D_f(x) = D*f(z) = Dy f(x) €R.

Z Definice 9.9 ihned plyne, Ze pro = € (a,b] a y € [a, b) plati
—00 < D_f(z) < D f(x) <400 a —o00< Dif(y) < D7 f(y) < +oo.

Podle Dusledku 1.6/ a Lemmatu obsazeném v dukazu Véty 1.7 jiz vime, ze kazda
monotonni funkce na intervalu [a, b] mé& na tomto intervalu nejvyse spoc¢etné mnoho bodu
nespojitosti. Nyni si ukdzeme, Zze kazda monotonni funkce mé vlastni derivaci ”témér
vsude” na definiénim intervalu.

9.11. Véta. Kazdd funkce f :[a,b] — R monotonnina [a,b] md pro s.v. x € [a, b] konecnou

derivaci f'(z).

D u k a z . Predpoklddejme napf., ze f je neklesajici. Potom pro vsechna z,€ € [a, b],
x # £, mame

O~ 1) -,
§—x
a vzhledem k Definici 9.9 tedy také

0<D_f(x) < Dif(z) <oo a 0<Dif(x) <D f(zx) < oo (9-3)
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pro vSechna z, € (a,b).
Dukaz véty bude rozdélen na 3 kroky :
e [. Nejprve ukdzeme, ze plati:

DT f(z) < oo pros.v. z€(a,b). (9.4)
e I[I. Poté ukazeme, ze plati
DY f(x) < D_f(z) pros.v.z€(a,b). (9.5)

e III. Konecné, ukizeme, ze dukaz véty je uz snadnym dusledkem tvrzeni (9.4) a (9.5).

» [. Nejprve tedy dokdzeme platnost tvrzeni (9.4). Oznaéme symbolem S mnozinu bodu
nespojitosti funkce f v (a,b) a

E.={z€(a,b)\ S: D" f(x) = oo}.

Podle Véty [1.7 je mnozina S nanejvyse spocetné a tedy (viz Cviceni1.14/ a)) mé nulovou
miru (u(S)=0). Je-li E, =0, neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, ze je E, # 0.
Necht je ddno libovolné ¢ > 0. Mame

E. CE.={z€(a,b)\ S:D"f(z) > c}. (9.6)

Jestlize x € E,, pak podle Definice 9.9 existuje & € (x,b) takové, ze plati

FEO) ~ @) _
{—x ’
.
pro kazdé z € E existuje £ € (a, b)takové, ze g(§) > G(z), (9.7)
kde
g(x): = f(z) —cx pro x€la,b), (9.8)
a
g(a+) pro r = a,
G(z): =< max{g(z—),g9(z),g(z+)} pro z€(a,b), (9.9)
g(b—) pro z =b.

(Zde jsme vyuzili toho, ze E.NS = 0 a tudiz G(z) = g(z) pro kazdé x € E..) Podle (9.7)
mame déle

E.C E: ={z€(a,b):existuje £ > z tak, ze g(§) > G(z)}. (9.10)

Protoze funkce f je neklesajici na [a,b], je také g na tomto intervalu neklesajici a tudiz
také regulovand (viz Diusledek [1.6). Podle Tvrzeni 9.6/ je G polospojité shora na [a,b] a
tudiz podle Lemmatu 9.7 je mnozina E z (9.10) sjednocenim nejvyse spoc¢etného systému
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po dvou disjunktnich otevienych intervalu(ay,by), k€ K C N a pro kazdy z nich plati
g(ag+) < G(by). Vzhledem k (9.8) a (9.9) a vzhledem k tomu, ze funkce f je neklesajici
na [a, b], tedy mame

flag+) — car, < G(br) = max{ f(bp—), f(br), f(bx+)} — cbr < f(brt),
neboli

¢(be — ax) < fbet) — flart).

Sectenim pies vSechna k& odtud dostaneme

e Y (b —ar) < D [fbut) — flawt)] < F(B) — fla),

ke K ke K
neboli
keZK(bk —ap) < M-

Pokud tedy k danému € > 0 zvolime ¢ > 0 tak velké, aby platilo

docilime toho, ze bude

Z(bk —ak) <¢g,

ke K

coz ovSem znamend, ze mnozina F a tudiz také mnozina F., U S U [a] U [b] maji nulovou
miru (viz (9.6), (9.10) a Cviceni 1.14b)). Tvrzeni (9.4) je tedy dokézano.

» II. Pro dana cisla a, § € R takova, ze
a>0 a f>a, (9.11)
definujme

Ens={x€(a,b)\ S: D" f(zx)a a D_f(x) <3}
Esz ={z€(a,b): Ds(x) < 5}

Necht y € Ej. Pak existuje n € (a, z) takové, ze

fn) —=B8n> fly) — By.

Pro z € [-b, —a] definujme

g(x) = f(=2) + B
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Je-li y = —x € (a,b) N Eg, pak podle vyse uvedeného existuje £ > = (§ = —n) takové, ze
je

9(&) > G(x) = g(x),
kde funkce G je piitazena k g opét relaci (9.9). (Jelikoz je SN Ez = 0 a x € Eg, je
G(z) = g(z).) Pouzitim Lemmatu 9.7 pro funkci g na intervalu (—b, —a) dostaneme, ze

existuje nejvyse spoc¢etné mnoho otevienych a navzajem disjunktnich intervala (—by, —ax),
které obsahuji ty body x € (—b, —a), pro které je —x € E3 a plati

g(=br+) < G(—ax).

Protoze f je neklesajici na [a,b], funkce g je nerostouci na [—b, —a]. To m4 za néasledek,
ze g(x—) > g(x) > g(x+) pro kazdé x € (a,b). Mame tedy

G(—ar) = g(—ax—) atudiz f(by—) — Bbr < flar+) = B ay,
tj.

f(br—=) = flaxt) < B (b — ax) pro kazdé k.
(a) Nyni, pro a > 0 ozna¢me

Ey={zcla,b]\ S:D"f(z) > a}.

Podobné jako v analogické situaci vyse, pro kazdé y € Ea muzeme najit n € (a,y) takové,
ze je

f(n) _ f(y) < a, (912>
n—-y
tj.
fn) —an> fly) —ay. (9.13)
Definujme
g(x) = f(—z) —a(-z) pro z€[-b,—d
g(—b+) pro x = —b,
G(z) = { max{g(z—),g(z),g(z+)} pro z€(-b,—a),
9(—0—) pro = = —a.

Vzhledem k (9.13), pro kazdé = € (a, b) takové, ze —x € E, existuje £ € (x, —a), pro které
plati g(§) > G(z). (Staci najit k y = —z n € (a,y) splaujici (9.12) a pak polozit & = —n.)
Pouzitim Lemmatu 9.7 tedy muzeme ukéazat, ze existuje nejvyse spocetny systém po dvou
disjunktnich otevienych intervalu(ay, by), k € K C N, takovy, ze plati

E - U bk,—ak

ke K
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g(=bpt+) = flbp—) — aby < G(—ar) < flapt) — aay.
Posledni nerovnost ovSem znamena, ze pro kazdé k € K plati

for=) = flaxt) < a(by — ag)- (9.14)

(b) Necht k€ K a z € EgN (ag, by). Potom méame D* f(z) > § a tudiz existuje £ € (x, by)
takové, ze plati

f&) —BE> flx) - B

Pouzijeme-li opét Rieszovo lemma (Lemma 9.7), dostaneme odtud existenci nejvyse spo-
¢etného systému po dvou disjunktnich otevienych intervalu (axs, bre), €L C N, ta-
kového, ze plati

EsN (ag,by) C U (ake, bre)

el
flake+) — Bage < f(bke+) — Bbre,
.
B (bre — age) < f(bre+) — flaket+) pro kazdé ¢ € L.

Po secteni ptes vSechna ¢ € L odtud a z (9.14) ziskdme vztahy
B Z(bu —agy) < Z(f(bu-ir) — flaget)) < flbr—) — flawt) < o (b — ax)
teL teL
a (sec¢tenim pres v8echna k € K)
p Z (bre — axe) < Z (b, — ag). (9.15)
keKleL ke K
Oznacime-li tedy
Sil=> (r—ar) a |Sl= Y (bke—ar),
ke K keKLeL

budeme moci nerovnost (9.15) prepsat ve tvaru
a
1€4] < < |£al.
G

Kdyz vyse uvedené procedury (a) i (b) budeme provadét stiidavé v postupné vznikajicich
intervalech, dostaneme posloupnost systémuintervali £, D £, D --- D £, D ..., z nichz
kazdy obsahuje E, 3 = Eg N E,, pficemz

Q@ a
| Lan| < B |Lon1]| < B | Lan—2|



DODATKY 103

plati pro kazdé n € N. Odtud pak dale odvodime, ze je

[Lan| < (%)n 2] < (%)n (b—a).

Protoze mdme 0 < § < 1, plyne odtud, ze je [£,] — 0 pro n — oo.

Nyni, k danému € > 0 zvolime n € N tak, aby bylo

() (b—a) <e.

B

Potom bude E,z C £9, a pritom také |£y,| < €, coz podle Definice 1.13 znamend, ze
1(Eq ) = 0 pro libovolnou dvojici o, 5 € R splaujici (9.11).
Oznacme

E. = {x€(a,b)\ S:D_f(z) < D* f(x)}
Potom pro kazdé x € E, existuji racionalni ¢isla «, § € P splaujici (9.11) a
D_f(z) <a<f < Df(z).

To znamena, ze je E, obsazena v mnoziné

<EZ = LJ lﬂw%

0<a<p
a,BEP

kterd je sjednocenim spocetné mnoha mnozin nulové miry a tudiz mé také nulovou miru
(viz Cviceni [1.14b). Tim spise je u(E,) = 0 a tedy také
p(E.USU[a]Ub]) =0,
coz dokazuje platnost tvrzeni (9.5).
» III. Funkce
firel=b,—a) — —f(—x)
je zfejmeé neklesajici na [—b, —a] a plati
D_f(-z) = Dyf(x) a D' f(-y) =D f(y)
pro viechna z € [a,b)] a y € (a, b]. Pouzijeme-li tedy (9.5) na funkci f, dostaneme
D™ f(z)= D" f(—2) < D_f(—2) = D, f(z) pros.v. z€][a,b.
Vzhledem k (9.3) a (9.4) tedy pro s.v. x € [a, b] budeme mit
0<D"f(z) < D_f(z) <D f(z) < Dyf(x) < D" f(x) < oo,
£,
0< D*f(z) = D_f(x) = D" f(x) = D_f(x) = ['(x) < o0,

Véta [1.15/ je primym dusledkem vét 9.11/ a 1.4.
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9.2 Alternativni dikaz Véty 5.28 (per-partes)

Dikaz bude soucasné alternativnim diukazem existencniho tvrzeni z Véty [5.22.

Necht je tedy f € Gla,b] a g € BV[a,b] a necht je ddno € > 0. Podle Véty 5.16 existuje
integral fab f d[g] a muzeme tedy zvolit kalibr §; tak, aby pro kazdé (D, &) € «/(d;) platilo

b
S0.6)~ [ ] <= (9.16)
Déle, pro kazdé = € [a,b] muzeme zvolit dy(z) > 0 tak, aby platilo

{86(3352(37)@)0[%5] = |f(s) = fla—)l <& a |g(s) —glz—) <e,
s€(x,x+ 0o(x)) N[a,b] = |f(s) = flz+) <e a |g(s)—g(z+)] <e.

(9.17)

Podle tvrzeni (ii) Dusledku 3.7 ma mnozina
M. ={z € [a,b]:|[ATf(z)| = e V|A f(z)] > €}

nejvyse koneény pocet prvku. Pro kazdy bod x € [a, b]\ M. je tedy kladn4 jeho vzdalenost
dist (z, M) = min{|x — y|:y € M.}

od mnoziny M,. Definujme

dist (x, M.) kdyz x € [a,b] \ M.,
% _{ 5(z) kdyz a € M. (9.18)
d-(x) = min{d; (), da(x), d3(x)} pro x € [a,b]. (9.19)
Necht

<D>5) = ({QOa@la e aam}v (617527 cee 7£m)) € 527(65)

Potom, vzhledem k (9.18) a (9.19), musi byt M. C = = {&,&,...,&n}. Jednoduchymi
Upravami zjistime, ze plati

Stag(D, &) + Sgar(D,§)

Z glay) — F(&)) glay 1) + flay) g(&) — flay1) g(&)))

)+ > (F(&) glay) + flog) g(&)—F(&5) 9(&5) = Flay) glay))

=1

.

a)= > (f(&) g(aj1) + flog—1) 9(&)—F (&) 9(&) — Flar) glagr))

Jj=1
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Dale,
] ;bw fx) Atg(x) — <Z<bA—f(ac) A‘g(m)\
< T AT@IA@I+ Y AT AT
x € M:N[a,b) x € [a,b)\M:
+ EA;( b]\Af(a;)HAg(a;)\—ir G(ZH\M [A™f (@) |ATg(2)|
< ( Mz;[ b)|A+f(x)|+ M;( b}|A‘f(x)|+25) var? g < oo.
Méame tedy - N
$351(D.6) = S0)90) + S@ (e + [ 1l (9.20
n ;bw fz) Atg(z) — <zsz‘f(:r) A~g()
</ F il = Sya,(D.9)
#2016 = Fl05-0) 066 ) RN
4| i(f(a» &) (o) ~ol&)) ~ 3 A7) a%otel]
Dale, _
|30t 16 o) 96~ T 8710 %)
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Zfog JATg(G) — Y ATf(a) Atg(a))

z € [a,b)\=

= | 2o (e) = F(&4D) (ale) — (&) + Do 1) A7)

J=1 Jj=1

Y AT (9lay) —g(&H) = Y ATf(x) ATg(x)

j=1 z € [a,b)\Z

Predposledni soucet pfitom muzeme rozdélit do dvou souctu: jeden, ve kterém se scita
pfes ta j, pro kterd je t; € M, a druhy, ktery obsahuje vSechny ostatni sc¢itance. Odtud,
vzhledem k (9.17) a vzhledem k definici mnoziny M., plyne, ze je

]Z (a3) = F(&)) (9(0) = 9(&)) = > A*f(x) Atg(a)

a<xz<b

m

< (22 lol) — g6 1)l +2 1A (&) + Y AT f@)])e < K*e,

x € M.
kde
K* =4varl g+ Z |AT f(z)] < oo.

x € McN (a,b]

Podobné bychom ovérili, ze plati

S (FE) = Flag)) (9(€) — gloy)) = 30 A fla) Ag(a)| < K e,

j=1 a<x<b

kde
K~ =4varb g+ Z |A™ f(z)| < oc.

x € M:N (a,b|

Dosazenim do (9.20) a vyuzitim (9.16) ziskame odhad

Sunr(D,€) — F(b) g(b) + f(a) gla) + / £ djg)

+ Z At f(z) Atg(x) — Z A f(x) A_g(x)‘ <(1+KTK7)e.

a<x<b a<x<b

Protoze (D, &) bylo libovolné d.— jemné déleni, plyne odtud uz, ze existuje integral fab g d[f]
a plati (5.37). O
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