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Par slov na uvod

Tento text tvoii doplnék k ¢dsti predmétu Matematickd analyza 3 (par-
tie tykajici se diferencialnich rovnic). Nevycerpava absolutné vse, co se na
pojmy a fakta. V kombinaci s pozndmkami z prednasek (kde zejména po-
drobnéji komentujeme probiranou latku, dopliujeme ji, uvadime ilustrativni
piiklady a diskutujeme) by mél tvorit postacujici zdroje k piipravé na zkousku.
Je samoziejmeé vitdna i samostatnd iniciativa studenti, kdy sami cerpaji i z
jinych zdroju (pficemz pozadavky na rozsah znalosti jsou zfejmé z obsahu
textu).

Nové zavadéné a dulezité pojmy budou zpravidla vynaceny kurzivou.

Hlavnim zdrojem pii piipravé tohoto textu bylo (povedené) skriptum
,R. Marik, Diferencialni a diferen¢ni rovnice, MZLU Brno, 2004“. Déle pak
byly lehce vyuzity ucebnice ,J. Kalas, M. Rab, Obycejné diferencidlni rov-
nice, MU Brno, 1995“ a ,R.K. Nagle, E.B. Staff, A.D. Snider, Fundamentals
of differential equations. Fifth edition, Addison-Wesley 2000%.

Budu vdéény kazdému, kdo mne upozorni na nepiesnosti ¢i chyby v textu
(nekteré nepresnosti — ¢i spise zjednoduseni — jsou oviem ,zdmérné“, nebot
nas kurz ma misty spiSe pouze ,informativni“ charakter).

Brno, 13. éervna 2013, Pavel Rehdk
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Kapitola 1

Uvod

Diferencidlni rovnici rozumime rovnici obsahujici derivace neznamé funkce.
Teorie téchto rovnic je velmi rozsahla a nachéazi cetné aplikace jak pii feSeni
realnych problémi, tak i v ¢isté matematice.

Diferencidlni rovnice lze klasifikovat ruznymi zpusoby. Napft. rozliSujeme
diferencidlni rovnice podle typu: Obycejnou diferencidlni rovnici rozumime
diferencialni rovnici obsahujici pouze ,,obycejné* derivace podle jedné promén-
né (tj. ne parcidlni derivace podle ruznych proménnych) nezndmé funkce.
Parcidlni diferencidlni rovnici rozumime diferencialni rovnici obsahujici par-
cidlni derivace neznamé funkce podle vice proménnych. Muzeme téz klasi-
fikovat diferencidlni rovnice podle fadu, kde tad diferencialni rovnice od-
povida fadu nejvyssi derivace. Obvykle pak rozliSujeme diferencidlni rovnice
proniho Tddu a diferencidalni rovnice vyssich radu. Dale napr. klasifikujeme
diferencialni rovnice jako linedrni ¢i nelinedrnd.

My se zde budeme zabyvat nékterymi jednoduchymi obyc¢ejnymi dife-
rencialnimi rovnicemi 1. a 2. fddu, zejména témi, kde lze feseni nalézt jed-
noduchou analytickou cestou (coz u naprosté vétsiny rovnic neni mozné).

Piipomenime, ze obycejné diferencialni rovnice 1. fadu (rozfesend vzhle-
dem k 1. derivaci) mé tvar

y = flay). (1)

Resenim rovnice (L)) na intervalu I rozumime kazdou funkci, ktera je di-
ferencovatelnd na I a spliuje zde identicky rovnici (1.1)). Poédtecni iloha je
uloha tvaru

y/ = f(:E,y), y(ZL‘()) = Yo, (12)

kde druhd z rovnosti se nazyva pocdtecni podminka.
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8 Kapitola 1.

Formulace hlavnich problému:

e Ma dana pocatecni uloha teseni?
e Je toto feseni urceno jednoznacéné?
e Na jakém intervalu je toto feSeni definovano?

e Je mozné toto feseni nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

Lze napt. ukézat, ze je-li f(x,y) spojitd, je po¢atecni tloha Fesitelnd. Je-li
O0f(z,y)/0y ohranicend, je feseni v néjakém okoli poc¢ateéni podminky uréeno
jednoznacné.

Zpravidla 1ze vSechna (nebo alespon téméf vsechna) feseni y(z) rovnice
(1.1) vyjadiit pomoci jediného univerzélniho vzorce, ktery obsahuje kon-
stantu C, tj. y = y(z, C') (pFipadné v implicitnim tvaru ¥(y, z,C) = 0). Toto
feseni se nazyva obecné teseni a kazdé (nebo alespon skoro kazdé) feseni
pocatecni ulohy lze obdrzet vhodnou volbou konstanty C. Obecné, u ne-
linedrnich rovnic, nelze obdrzet jeden univerzalni vzorec pro obecné feseni.
7 toho duvodu uzivame pojem obecného feseni zpravidla pouze v linearni
teorii.

Pojem tzv. partikuldrniho Teseni se v literature pouziva zpravidla ve dvou
(odlisnych) vyznamech. Mame-li zaddnu pocatecni tlohu, rozumi se parti-
kuldrnim feSenim feSenim této ulohy. Neni-li poc¢atecni podminka zadana a
hovotime-li o partikularnim feseni dané rovnice, mame na mysli jedno libo-
volné feseni této rovnice.

Terminologie tykajici se tzv. singuldrniho reseni je v literatute jesté ne-

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat pouze ¢tyimi specidlnimi ptipa-
dy rovnice , totiz diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi,
homogenni diferencidlni rovnici, linearni diferencialni rovnici a exaktni dife-
rencialni rovnici.

Nyni popiSeme jisty geometricky vyznam diferencidlni rovnice. Uvazujme
rovnici . Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke grafu
funkce v tomto bodé, l1ze rovnici chapat jako predpis, ktery kazdému
bodu v roviné prifadi smérnici tecny k integralni krivee (tj. ke grafu feseni),
kterd timto bodem prochdzi. Sestrojime-li v dostatecném poé¢tu (napiiklad i
ndhodné zvolenych) bodu (z,y) v roviné kratické tseky o smérnici f(z,y),
obdrzime smérové pole diferencidlni rovnice — systém linearnich elementu,
které jsou tecné k integralnim kiivkdam. Casto lze ze smérového pole odhad-
nout tvar integralnich krivek. Protoze se vsak jedna pouze o odhad tvaru
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integralnich ¢ar, pouzivame tuto metodu jen v pripadé, kdy ndm staci pouze
hruba informace o jednotlivych feSenich, nebo v ptipadé kdy selhdavaji ostatni
dostupné metody. Pocateéni podminka (tj. druhd rovnost v ([1.2))) geomet-
ricky vyjadiuje skutecnost, ze graf piislusného feseni prochézi v roviné bo-
dem (xg, yo). M&-1i kazdd pocdtecni tloha jediné feseni, znamend to, Ze se in-
tegralni kiivky nikde neprotinaji. Poznamenejme, Ze na tomto geometrickém
vyznamu jsou zalozeny nékteré zakladni numerické metody pro teseni dife-
rencialnich rovnic prvniho radu.

Teorie diferencialnich rovnic 2. fadu je jesté komplikovanéjsi. Ve tieti kapi-
tole se zminime pouze o zdkladnich vlastnostech (tykajicich se tvaru obecného
feseni) linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu

y' +p(x)y + q(x)y = f(x) (1.3)

a nasledné se naucime hledat feseni rovnice ([1.3)) ve specidlnim piipadé, kdy
P, q jsou konstantni funkce.
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Kapitola 2

Diferencialni rovnice prvniho
radu specialnich tvaru

2.1 Diferencialni rovnice se separovanymi
proménnymi
Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru

y = f(x)g(y),

kde f, g jsou spojité funkce.
Rovnici (2.1) fesime nésledujicim zpusobem:

1. Ma-li ,algebraicka“ rovnice g(y) = 0 teSeni ki, ks, ..., k,, jsou kon-
stantni funkce y = ky,...,y = k, feSenimi rovnice (2.1)). V dalsich

krocich najdeme ostatni (nekonstantni) feseni.

2. Déle pracujeme na intervalech, kde g(y) # 0. Piseme-li (formalné) v/

jako podil diferencialu dy/dx, potom ([2.1)) m& tvar

Y = )ly)

3. S derivaci dy/dx nyni pracujeme jako s podilem dvou vyrazu. Rovnici
(2.2) prevedeme na tvar, ktery na kazdé strané obsahuje pouze jednu

promeénnou, t]
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4. Ziskanou rovnost integrujeme (podle piislusnych proménnych), t;.

5= [ s@an (23

Odtud dostédvame (obecné) feseni G(y) = F(z) + C, C € R, kde G je
primitivni funkce k 1/g a F' je primitivni funkce k f.

5. Je-li zaddana pocatecni podminka, dosadime ji do obecného feseni a
urcime C (toto je pfipadné mozné provést az zcela nakonec po obdrzeni
explicitniho tvaru).

6. Pokud je to mozné, prevedeme teseni do explicitniho tvaru (tj. vyjadiime
y)-

7. Pokud je mozné nékteré z konstantnich feseni obdrzet vhodnou volbou
konstanty, zahrneme toto feseni do obecného.

Nakonec poznamenejme, ze vyse uvedena metoda je v podstaté zalozena
na integraci substituci. Skutecné, integraci obou stran rovnice

~

(podle proménné x) dostavame

/ g?ﬁ)) o= [ f@)ar

Provedeme-li nyni v integrdlu na levé strané substituci v = y(z), du =
y'(z) dx, dostadvame rovnici

/%:/f(x)da:,

coz je (po vhodném preznaceni) tatdz rovnice jako (12.3)).

2.2 Homogenni diferencialni rovnice

Homogenni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru

v=1(%), (24)
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kde f je spojita funkce.
Rovnici (2.4)) lze vhodnou substituci prevést na rovnici se separovanymi
proménnymi. Skutec¢né, zavedeme-li novou funkci v vztahem

plati y(z) = u(x)z a y'(x) = v/(z)x + u(x). Po dosazeni do (2.4]) dostdvame
zu' +u = f(u), coz je ekvivalentni rovnici

1
/ R—
u' = (f(u) —u)—,
x
a to je jiz rovnice se separovanymi proménnymi. Rovnici vyfesime vzhledem
k u. Reseni y puvodni rovnice pak obdrzime ze substituéniho vztahu.

2.3 Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Necht a, b jsou spojité funkce. Rovnice tvaru

Y +a(x)y = b(x) (2.5)

se nazyva obycejnd linedrni diferencidlni rovnice pruniho tddu. Je-li navic
b(x) = 0, nazyva se ([2.5) homogenni, v opaéném piipadé nehomogenni (po-
zor: nezameénovat s homogenni rovnici z predchozi podkapitoly).

Méme-1i danu rovnici ([2.5)), pak rovnice, kterd vznikne z (2.5 nahrazenim
pravé strany nulovou funkei, tj rovnice

Y +a(z)y=0 (2.6)

se nazyva homogenni rovnice prislusnda nehomogenni rovnici .

Jestlize a,b jsou spojité na intervalu I, pak existuje pravé jedno reseni
pocéatecniho problému (2.5), y(zg) = A, A € R, xy € I, na celém I.

Homogenni rovnice ma vzdy konstantni feSeni y = 0, tzv. trividlnd
resent.

Struktura mnoziny vSech feseni rovnice je v jistém smyslu (diky linearité)
velmi jednoduchd. Tzv. princip superpozice tika, ze je-li y;, i = 1, 2, feSenim
rovnice y' +a(z)y = b;(z), i = 1,2, je potom funkce y(x) = Cyy;(z)+ Coya(z)
pro libovolné C,Cy € R tesenim rovnice ' + a(z)y = Cibi(x) + Coby(x).
Dusledkem tohoto principu je nasledujici tvrzeni o tvaru obecného reseni
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rovnice (2.5)): Uvazujme rovnici (2.5) a k ni pfislusnou homogenni rovnici
(2.6). Je-li y, libovolné partikuldrni FeSeni rovnice (2.5) a yo(z,C) obecné
feseni rovnice ([2.6)), je funkce

y(z,C) = yp(z) + yo(x, O)

obecnym fesenim rovnice (2.5). Navic, je-li y,o libovolné nenulové parti-
kuldrni feseni rovnice (2.6, pak obecné feseni yo(z, C') rovnice (2.6) ma tvar

yo(z,C) = Cypo(x).

Diky tomuto tvrzeni staci nalézt obecné feSeni rovnice homogenni a pouze
jedno feSeni rovnice nehomogenni.

Nedrtive si ukazeme, jak tesit homogenni rovnici . Jde o rovnici se
separovanymi proménnymi. Z rovnice dostavame

dy _

dx - —a(ﬂj)y
a pro y # 0 plati

dy

— = —a(x)dz,

" (x)
tedy

In|y| = —/a(x)dx—l—K, K e R,

neboli

ly| = eKeJo@de e R,
Volbou C' = +ef (muzeme takto odstranit absolutni hodnotu) pak mame
y=Ce le@dz e R\ {0}

Protoze volbou C' = 0 dostavame trivialni feseni y = 0, povolime C' = 0 a
obecné Feseni rovnice (2.6]) je tvaru

yo(z,C) = Ce™Ja@dz e R,

a kazdé partikularni feseni rovnice dostaneme vhodnou volbou kon-
stanty C'. Jesté piipomeiime, ze je-1i y, libovolné nenulové partikuldrni feSeni
rovnice (2.6), pak obecné feseni yo(z,C') rovnice mé tvar yo(z,C) =
C/ypo(l')? C eR.



Kapitola 2. 15

Partikularni feSeni y, nehomogenni rovnice ({2.5)) najdeme pomoci tzv. va-
riace konstant, kde vyuzivame znalosti feseni rovnice (2.6). Reseni y,, hledame
ve tvaru y,(z) = C(x)yyo(x), kde yy je néjaké pevné libovolné netrividlni
feseni prislusné rovnice (2.6) a C(z) je zatim nezndmd spojité diferencova-
telna funkce, kterou nyni nalezneme. Pocitame derivaci

Yp(z) = C'(2)yp0(x) + C(2)yp(z).
Dosazenim do dostaneme
b(x) = C"(@)yp(x) + C(2)yp(7) + a(@)C(2)ypo(z)
+C

= C'(@)ypo(w) + C(2)[Ypo () + a(z)ypo ()]
= C'(@)ypo (),

nebot y,9 je feSenim rovnice (2.6). Odsud

() = iﬁ@)
Proto
) = b(z) = el a@dz g,

(integracni konstantu zde lze volit nulovou; premyslejte, proc), tedy
Yp(x) = e~ Jal@)dz / b(m)ef a(@)dz ]

Dostavame tak vzorec pro obecné feseni rovnice ([2.5))

y(@,C) = yp(2) + Cypo()
= ¢ Jolw)de / b(x)ef“(x) @iy 4 Ce @ o e R,

(Nesnazte se zapamatovat si vysledny vzorec. Radéji se soustied'te na pocho-
peni celého postupu.)

Je-li zadana pocatecni podminka, dosadime tuto podminku do obecného
feSeni a tim ziskame hodnotu konstanty C'.

Déle jesté poznamenejme, ze existuje alternativni postup, jak vytesit
rovnici : Rovnici nejdiive vynasobime tzv. integracnim faktorem
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el a@)dr 5 1o jistych jednoduchych dpravach rychle dospéjeme k obecnému
feSeni.

Na zavér této podkapitoly zminime par rozdili mezi linedrnim a ne-
linedrnim pfipadem, napf.: (i) Véta o existenci a jednoznac¢nosti pro linearni
rovnice je v jistém smyslu globélni, zatimco obdobnd véta pro obecnéjsi (ne-
linedrni rovnice) zarucuje existenci/jednoznacnost pouze na malém, blize
neurceném intervalu. (i) Jak jiz bylo Feceno vyse, univerzalni vzorec pro
vSechna teseni (tedy obecné teSeni) v obecném (nelinedrnim) piipadé ne-
existuje, zatimco v linearnim ptipadé jej mame. Proto pouzivame pojem
obecného feseni zpravidla pouze v linedrni teorii. (iii) V obecném (nelinearnim)
pripadé obdrzime feSeni v implicitnim tvaru a v naprosté vétsiné pripadu
nejsme schopni z néj obdrzet explicitni vyjadieni. V linedrnim piipadé mame
vzdy explicitné vyjadirené feseni (dokonce i v obecném tvaru).

2.4 Exaktni diferencialni rovnice — jiz nepro-
birame

Necht P(z,y),Q(z,y) jsou funkce majici spojité parcidlni derivace. Rekneme,

ze diferencialni rovnice

P(z,y)+ Q(z,y)y' =0 (2.7)

je exaktni, jestlize vyraz

P(z,y)dx + Q(x,y)dy (2.8)

je totalnim diferencidlem néjaké funkce dvou proménnych.
Pripomenme, ze vyraz

31”(96,1/)@HL OF (x,y)

dF —
(z,y) e Dy

dy

se nazyva diferencidl funkce F(z,y). Funkce F(x,y) se nazyva kmenovd
funkce tohoto diferencidlu.
Tedy ([2.7)) je exaktni, prave kdyz existuje F(z,y) s vlastnostmi

OF (z,y)
oz

OF (z,y)

o = Q). 29

= P(z,y),
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Proto, je-li F' kmenova funkce diferencialu ({2.8]), mé rovnice reseni
implicitné uréené rovnici F(x,y) = C, C € R.
Déle pripomenme, ze je diferencidlem néjaké funkce, prave kdyz
plati
OP(z,y)  0Q(z,y)

= . 2.1
oy ox (2.10)

Rovnici (2.7) fesime nésledujicim zpusobem. PrepiSeme ji do tvaru

P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0

a pomoci (2.10) ovérime, ze se jedna o exaktni diferencialni rovnici. Nyni na-
lezneme kmenovou funkei diferencialu. Integraci prvni rovnosti v (2.9)) vzhle-
dem k z dostaneme

Flo,y) = /P(a:, y)dz + C(y). (2.11)

Vztah (2.11)) zderivujeme podle y

OF (z,y) 0

o 8—y/P(:U,y) dz + C'(y).

Uzitim tohoto vztahu a druhé rovnosti v (2.9) mame

C'(y) = Q(z,y) — (%/P(x,y) dz

(zde nutné musi vyjit rovnice neobsahujici proménnou z). Integraci posledni
rovnosti vzhledem k y ziskdme funkci C(y), kterou dosadime do a
méame nalezenu kmenovou funkei F'(x,y), a tim i implicitné zadané teseni
F(z,y) = C, C € R, rovnice . Je-li mozné prevést feseni do explicitniho
tvaru (vyjadrit y jako funkci proménné x, nebo z jako funkei proménné y),
provedeme to. Je-li zadana pocatecni podminka, dosadime tuto podminku
do obecného feseni a tim ziskdme hodnotu konstanty C.

Poznamenejme, ze lze postupovat i modifikovanym zpusobem, kdy nej-
prve integrujeme druhou rovnost v (2.9) a pak provadime dalsi zfejmé mo-
difikace vyse popsanych kroku. Oba postupy vedou k feSeni, ale nemusi byt
stejné obtizné.
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Kapitola 3

Linearni diferencialni rovnice
druhého radu

3.1 Zakladni pojmy

Necht p, q, f jsou spojité funkce na intervalu /. Diferencidlni rovnice

y' +p()y +q(z)y = f(x) (3.1)

se nazyva linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu. Je-li navic f(z) = 0,
nazyva se homogenni, v opacném piipadé nehomogenni.

Poédteéni tiloha pro rovnici je tloha, kde hleddme feSeni rovnice
(3.1) splaujici pocdatecni podminky y(xo) = A € R, y/(z9) = B € R. Jestlize
p,q, f jsou spojité na intervalu I, zo € I, pak existuje pravé jedno feseni
pocateéniho problému na celém 1.

Homogenn{ mé vzdy konstantni feseni y = 0, tzv. trividing resen.

Vsechna FeSeni rovnice lze vyjadiit ve tvaru obsahujicim dvé neza-
vislé konstanty C, Cy € R. Takovyto predpis se nazyva obecné reseni rovnice
B1).

Méme-li ddnu rovnici (3.1]), pak rovnice, kterd vznikne z (3.1)) nahrazenim
pravé strany nulovou funkei, tj rovnice

y' 4+ plx)y’ +q(x)y =0 (3.2)

se nazyva homogennd rovnice prislusnd nehomogenni rovnici (3.1]).
Podobné jako v pripadé linearni diferencialni rovnice i zde plati tzv. prin-
cip superpozice, jehoz dusledkem jsou dulezita tvrzeni o struktufe mnoziny

feseni rovnic (3.1)), resp. (3.2)).

19



20 Kapitola 3.

Jsou-li y; a yo dvé netrividlni linedrné nezavisla feseni rovnice (3.2) na
intervalu I (tzn., Ze jedna neni nasobkem druhé), je funkce gy, definovanda
vztahem

yo(x, C1, Cy) = Ciyr(x) + Coyp(x), C1,Ch €R,

obecnym feSenim rovnice (3.2)) na intervalu I. Dvojici funkei 41, y2 nazyvame
fundamentdlni systém teseni rovnice (3.2)). Je-li navic y, libovolné parti-
kularni feseni nehomogenni rovnice (3.1)), je funkce definovana vztahem

y(z,Ch, C2) = yolx, C1, Co)+y,(x) = Crys (2)+Coye(z)+y,(z), C1,Cy € R,

obecnym fesenim nehomogenni rovnice .

K nalezeni vsech teseni rovnice tedy staci najit dveé linearné nezavisla
partikularni feseni prislusné homogenni rovnice a libovolné partikularni feseni
nehomogenni rovnice.

Poznamenejme, Ze na rozdil od linedarni rovnice 1. fadu dokazeme nalézt
fundamentdalni systém feseni rovnice pouze v jistych specidlnich pii-
padech. Jednomu z téchto pripadu se budeme vénovat v nasledujici podka-
pitole.

3.2 Homogenni linearni DR s konstantnimi
koeficienty

Homogenni linedarni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je rovnice
tvaru

y' +py' +qy =0, (3.3)
kde p,q € R.

Ukazeme, ze vSechna teseni rovnice (3.3) umime najit bez pouziti inte-
grace jen pouzitim algebraickych operaci, a ze je muzeme vyjadrit pomoci
elementarnich funkei.

Dosad'me do levé strany rovnice (3.3) y = e’ (v podstaté hleddme Fesen{
préavé v tomto tvaru). Po upravé dostavame

Y +py +qy = (N +pA+q)e.

Ponévadz vyraz e’ je vzdy nenulovy, bude y feSenim rovnice (3.3)), jestlize
A bude fesenim tzv. charakteristické rovnice (pro rovnici (3.3)))

N+ pA+q=0. (3.4)
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Fudamentalni systém rovnice (3.3)) obdrzime nésledujicim zpusobem. Uva-
zujme rovnici (3.3) a jeji charakteristickou rovnici (3.3)).

e Jsou-li A\, Ay € R dva ruzné reilné koreny rovnice , definujme
y1 (1) = eM® a yy(z) = M.

e Je-li A\ € R dvojnasobnym kofenem rovnice , definujme y(z) =
eMT a yo(x) = zeM®.

e Jsou-li A\, s = a£if € R dva komplexné sdruzené koteny rovnice

(3.4), definujme y;(x) = e** cos(fz) a yo(x) = €** sin(fSz).

Potom funkce yy, yo tvoif fundamentalni systém teseni rovnice ({3.3). Obecné
feSeni yo rovnice (3.3)) je tedy

Yo(z, C1, Cs) = Cryi(w) + Coya(x), C1,Cy € R.

3.3 Nehomogenni linearni DR s konstantnimi
koeficienty

Homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je rovnice
tvaru

y' +py +qy = f(x), (3.5)

kde p,q € R. Predpokladame, ze f je spojita funkce.
Z predchozich uvah vime, ze obecné feseni rovnice (3.5)) je tvaru

y(x, C1, Ca) = Cryr () + Caya() + yp(z), (3.6)

kde {y1,y2} je fundamentdln{ systém reseni rovnice (3.3)), C1,C5 € R a y,
je libovolné partikularni feSeni rovnice . V prechozi podkapitole jsme se
naucili nalézt fudamentélni systém {yi,y»}. Zbyva nalézt néjaké feseni y,.
To provedeme metodou wvariace konstant (poznamenejme, ze ve skutecnosti
lze tento piistup pouzit i pro rovnici s nekonstantnimi koeficienty; tam vsak
obecné nemame metodu, ktera umoznuje nalézt prislusny fundamentalni sys-
tém). Partikuldrni feseni hleddme ve tvaru

yp(x) = Ax)y(2) + B(x)ys(2), (3.7)

kde A, B jsou spojité diferencovatelné funkce. Podobnym postupem jako v
piipadé rovnic prvniho fadu (ktery je ovsem technicky komplikovanéjsi, ale
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hlavn{ myslenka zust4vd stejnd) dostavame nésledujici tvrzeni: Necht {y;, v}
je fundamentdln{ systém rovnice (3.3]). Necht funkce A(z), B(z) splituji sou-

stavu rovnic
A'(z)y1(z) + B'(z)y2(x) = 0,
A'(x)yy(x) + B'(x)h(x) = f().
Potom funkce y,(z) definovand vzorcem je partikularnim resenim neho-
mogenni rovnice . Obecné feseni rovnice je tedy tvaru . Jsou-li
navic zadany pocateéni podminky, dosadime je do obecného teseni (resp. do
jeho derivace) a ziskdme tak hodnoty konstant Cy, Cs.

Poznamenejme, ze diky linedrni nezdvislosti systému {y;,y2} je soustava
(13.8) vzdy jednoznacné tesitelna.

Vsimnéte si, ze zahrneme-li integracni konstanty C,,Cy jiz do funkci
A(z), B(z), ziskdvame z nikoliv pouze partikuldrni, ale jiz ptimo obecné
reSenf rovnice (3.5).

Jinou metodou pro vypocet partikularniho feseni je tzv. metoda neurci-
tych koeficientu. V mnoha ptipadech je efektivnéjsi, neni vSak aplikovatelna
na libovolnou nehomogenitu f. Metoda spociva v tom, ze je-li prava strana
rovnice v jistém specidlnim tvaru, muzeme ,kvalifikované odhadnout“ tvar
partikularniho teseni, ktery jiz pouze ,doladime” tak, aby se jednalo o sku-
tecné feseni. V naSem kurzu se vSak detailné zabyvame pouze metodou va-
riace konstant.

Konecéné poznamenejme, ze vyse popsané metody pro feseni rovnice ((3.5))
lze velmi pfrirozené zobecnit na linearni diferencidlni rovnice vyssich fadu s
konstantnimi koeficienty.

(3.8)

3.4 Linearni diferencialni systémy 1. radu

Skalarni diferencidlni rovnice vyssich fadu velmi pfirozenym zpusobem sou-
viseji se systémy diferencialnich rovnic 1. fadu, kde pocet rovnic odpovida
fadu skalarni rovnice.

Pro jednoduchost uvazujme systém

¥ = ax + by
, (3.9)
Yy = cx + dy,

kde a,b,c,d € R (takovyto systém se muze objevit napf. jako jednoduchy
model samocisténi soustavy dvou jezer). Za (pfirozeného) predpokladu b #
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0 lze z prvni rovnice systému (3.9) vyjadiit y. Toto y a jeho derivaci pak
dosadime do druhé rovnice systému (3.9)). Odtud jiz snadno obdrzime linearni
diferencialni rovnici 2. radu

" = (a+d)x' + (be — da)z,

kterou umime fesit. Pomoci obdrzeného feseni x pak dopoc¢itame y a dvojice
funkei z,y je fesenim puvodniho systému ([3.9)).
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