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součást předmětu
Matematická analýza 3
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Pár slov na úvod

Tento text tvoř́ı doplněk k části předmětu Matematická analýza 3 (par-
tie týkaj́ıćı se diferenciálńıch rovnic). Nevyčerpává absolutně vše, co se na
přednáškách prob́ırá. Sṕı̌se se snaž́ı stručně a přehledně zachytit najd̊uležitěǰśı
pojmy a fakta. V kombinaci s poznámkami z přednášek (kde zejména po-
drobněji komentujeme prob́ıranou látku, doplňujeme ji, uvád́ıme ilustrativńı
př́ıklady a diskutujeme) by měl tvořit postačuj́ıćı zdroje k př́ıpravě na zkoušku.
Je samozřejmě v́ıtána i samostatná iniciativa student̊u, kdy sami čerpaj́ı i z
jiných zdroj̊u (přičemž požadavky na rozsah znalost́ı jsou zřejmé z obsahu
textu).

Nově zaváděné a d̊uležité pojmy budou zpravidla vynačeny kurźıvou.
Hlavńım zdrojem při př́ıpravě tohoto textu bylo (povedené) skriptum

”
R. Mař́ık, Diferenciálńı a diferenčńı rovnice, MZLU Brno, 2004“. Dále pak

byly lehce využity učebnice
”
J. Kalas, M. Ráb, Obyčejné diferenciálńı rov-

nice, MU Brno, 1995“ a
”
R.K. Nagle, E.B. Staff, A.D. Snider, Fundamentals

of differential equations. Fifth edition, Addison-Wesley 2000“.
Budu vděčný každému, kdo mne upozorńı na nepřesnosti či chyby v textu

(některé nepřesnosti – či sṕı̌se zjednodušeńı – jsou ovšem
”
záměrné“, nebot’

náš kurz má mı́sty sṕı̌se pouze
”
informativńı“ charakter).

Brno, 13. června 2013, Pavel Řehák
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3.4 Lineárńı diferenciálńı systémy 1. řádu . . . . . . . . . . . . . . 22

5





Kapitola 1

Úvod

Diferenciálńı rovnićı rozumı́me rovnici obsahuj́ıćı derivace neznámé funkce.
Teorie těchto rovnic je velmi rozsáhlá a nacháźı četné aplikace jak při řešeńı
reálných problémů, tak i v čisté matematice.

Diferenciálńı rovnice lze klasifikovat r̊uznými zp̊usoby. Např. rozlǐsujeme
diferenciálńı rovnice podle typu: Obyčejnou diferenciálńı rovnićı rozumı́me
diferenciálńı rovnici obsahuj́ıćı pouze

”
obyčejné“ derivace podle jedné proměn-

né (tj. ne parciálńı derivace podle r̊uzných proměnných) neznámé funkce.
Parciálńı diferenciálńı rovnićı rozumı́me diferenciálńı rovnici obsahuj́ıćı par-
ciálńı derivace neznámé funkce podle v́ıce proměnných. Můžeme též klasi-
fikovat diferenciálńı rovnice podle řádu, kde řád diferenciálńı rovnice od-
pov́ıdá řádu nejvyšš́ı derivace. Obvykle pak rozlǐsujeme diferenciálńı rovnice
prvńıho řádu a diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u. Dále např. klasifikujeme
diferenciálńı rovnice jako lineárńı či nelineárńı.

My se zde budeme zabývat některými jednoduchými obyčejnými dife-
renciálńımi rovnicemi 1. a 2. řádu, zejména těmi, kde lze řešeńı nalézt jed-
noduchou analytickou cestou (což u naprosté většiny rovnic neńı možné).

Připomeňme, že obyčejná diferenciálńı rovnice 1. řádu (rozřešená vzhle-
dem k 1. derivaci) má tvar

y′ = f(x, y). (1.1)

Řešeńım rovnice (1.1) na intervalu I rozumı́me každou funkci, která je di-
ferencovatelná na I a splňuje zde identicky rovnici (1.1). Počátečńı úloha je
úloha tvaru

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, (1.2)

kde druhá z rovnost́ı se nazývá počátečńı podmı́nka.
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8 Kapitola 1.

Formulace hlavńıch problémů:

• Má daná počátečńı úloha řešeńı?

• Je toto řešeńı určeno jednoznačně?

• Na jakém intervalu je toto řešeńı definováno?

• Je možné toto řešeńı nalézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

Lze např. ukázat, že je-li f(x, y) spojitá, je počátečńı úloha řešitelná. Je-li
∂f(x, y)/∂y ohraničená, je řešeńı v nějakém okoĺı počátečńı podmı́nky určeno
jednoznačně.

Zpravidla lze všechna (nebo alespoň téměř všechna) řešeńı y(x) rovnice
(1.1) vyjádřit pomoćı jediného univerzálńıho vzorce, který obsahuje kon-
stantu C, tj. y = y(x,C) (př́ıpadně v implicitńım tvaru Ψ(y, x, C) = 0). Toto
řešeńı se nazývá obecné řešeńı a každé (nebo alespoň skoro každé) řešeńı
počátečńı úlohy lze obdržet vhodnou volbou konstanty C. Obecně, u ne-
lineárńıch rovnic, nelze obdržet jeden univerzálńı vzorec pro obecné řešeńı.
Z toho d̊uvodu už́ıváme pojem obecného řešeńı zpravidla pouze v lineárńı
teorii.

Pojem tzv. partikulárńıho řešeńı se v literatuře použ́ıvá zpravidla ve dvou
(odlǐsných) významech. Máme-li zadánu počátečńı úlohu, rozumı́ se parti-
kulárńım řešeńım řešeńım této úlohy. Neńı-li počátečńı podmı́nka zadána a
hovoř́ıme-li o partikulárńım řešeńı dané rovnice, máme na mysli jedno libo-
volné řešeńı této rovnice.

Terminologie týkaj́ıćı se tzv. singulárńıho řešeńı je v literatuře ještě ne-
jednoznačněǰśı a v tomto kurzu nebudeme tento pojem zavádět.

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat pouze čtyřmi speciálńımi př́ıpa-
dy rovnice (1.1), totiž diferenciálńı rovnićı se separovanými proměnnými,
homogenńı diferenciálńı rovnićı, lineárńı diferenciálńı rovnićı a exaktńı dife-
renciálńı rovnićı.

Nyńı poṕı̌seme jistý geometrický význam diferenciálńı rovnice. Uvažujme
rovnici (1.1). Protože derivace funkce v bodě udává směrnici tečny ke grafu
funkce v tomto bodě, lze rovnici (1.1) chápat jako předpis, který každému
bodu v rovině přǐrad́ı směrnici tečny k integrálńı křivce (tj. ke grafu řešeńı),
která t́ımto bodem procháźı. Sestroj́ıme-li v dostatečném počtu (např́ıklad i
náhodně zvolených) bod̊u (x, y) v rovině kratičké úseky o směrnici f(x, y),
obdrž́ıme směrové pole diferenciálńı rovnice – systém lineárńıch element̊u,
které jsou tečné k integrálńım křivkám. Často lze ze směrového pole odhad-
nout tvar integrálńıch křivek. Protože se však jedná pouze o odhad tvaru
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integrálńıch čar, použ́ıváme tuto metodu jen v př́ıpadě, kdy nám stač́ı pouze
hrubá informace o jednotlivých řešeńıch, nebo v př́ıpadě kdy selhávaj́ı ostatńı
dostupné metody. Počátečńı podmı́nka (tj. druhá rovnost v (1.2)) geomet-
ricky vyjadřuje skutečnost, že graf př́ıslušného řešeńı procháźı v rovině bo-
dem (x0, y0). Má-li každá počátečńı úloha jediné řešeńı, znamená to, že se in-
tegrálńı křivky nikde neprot́ınaj́ı. Poznamenejme, že na tomto geometrickém
významu jsou založeny některé základńı numerické metody pro řešeńı dife-
renciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Teorie diferenciálńıch rovnic 2. řádu je ještě komplikovaněǰśı. Ve třet́ı kapi-
tole se zmı́ńıme pouze o základńıch vlastnostech (týkaj́ıćıch se tvaru obecného
řešeńı) lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (1.3)

a následně se nauč́ıme hledat řešeńı rovnice (1.3) ve speciálńım př́ıpadě, kdy
p, q jsou konstantńı funkce.
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Kapitola 2

Diferenciálńı rovnice prvńıho
řádu speciálńıch tvar̊u

2.1 Diferenciálńı rovnice se separovanými

proměnnými

Diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými je rovnice tvaru

y′ = f(x)g(y), (2.1)

kde f, g jsou spojité funkce.
Rovnici (2.1) řeš́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Má-li
”
algebraická“ rovnice g(y) = 0 řešeńı k1, k2, . . . , kn, jsou kon-

stantńı funkce y = k1, . . . , y = kn řešeńımi rovnice (2.1). V daľśıch
kroćıch najdeme ostatńı (nekonstantńı) řešeńı.

2. Dále pracujeme na intervalech, kde g(y) 6= 0. Ṕı̌seme-li (formálně) y′

jako pod́ıl diferenciál̊u dy/dx, potom (2.1) má tvar

dy

dx
= f(x)g(y). (2.2)

3. S derivaćı dy/dx nyńı pracujeme jako s pod́ılem dvou výraz̊u. Rovnici
(2.2) převedeme na tvar, který na každé straně obsahuje pouze jednu
proměnnou, tj

dy

g(y)
= f(x)dx.
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12 Kapitola 2.

4. Źıskanou rovnost integrujeme (podle př́ıslušných proměnných), tj.∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx. (2.3)

Odtud dostáváme (obecné) řešeńı G(y) = F (x) + C, C ∈ R, kde G je
primitivńı funkce k 1/g a F je primitivńı funkce k f .

5. Je-li zadána počátečńı podmı́nka, dosad́ıme ji do obecného řešeńı a
urč́ıme C (toto je př́ıpadně možné provést až zcela nakonec po obdržeńı
explicitńıho tvaru).

6. Pokud je to možné, převedeme řešeńı do explicitńıho tvaru (tj. vyjádř́ıme
y).

7. Pokud je možné některé z konstantńıch řešeńı obdržet vhodnou volbou
konstanty, zahrneme toto řešeńı do obecného.

Nakonec poznamenejme, že výše uvedená metoda je v podstatě založená
na integraćı substitućı. Skutečně, integraćı obou stran rovnice

y′

g(y)
= f(x)

(podle proměnné x) dostáváme∫
y′(x)

g(y(x))
dx =

∫
f(x) dx.

Provedeme-li nyńı v integrálu na levé straně substituci u = y(x), du =
y′(x) dx, dostáváme rovnici∫

du

g(u)
=

∫
f(x) dx,

což je (po vhodném přeznačeńı) tatáž rovnice jako (2.3).

2.2 Homogenńı diferenciálńı rovnice

Homogenńı diferenciálńı rovnice je rovnice tvaru

y′ = f

(
x

y

)
, (2.4)
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kde f je spojitá funkce.
Rovnici (2.4) lze vhodnou substitućı převést na rovnici se separovanými

proměnnými. Skutečně, zavedeme-li novou funkci u vztahem

u(x) =
y(x)

x
,

plat́ı y(x) = u(x)x a y′(x) = u′(x)x + u(x). Po dosazeńı do (2.4) dostáváme
xu′ + u = f(u), což je ekvivalentńı rovnici

u′ = (f(u)− u)
1

x
,

a to je již rovnice se separovanými proměnnými. Rovnici vyřeš́ıme vzhledem
k u. Řešeńı y p̊uvodńı rovnice pak obdrž́ıme ze substitučńıho vztahu.

2.3 Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Necht’ a, b jsou spojité funkce. Rovnice tvaru

y′ + a(x)y = b(x) (2.5)

se nazývá obyčejná lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. Je-li nav́ıc
b(x) ≡ 0, nazývá se (2.5) homogenńı, v opačném př́ıpadě nehomogenńı (po-
zor: nezaměňovat s homogenńı rovnićı z předchoźı podkapitoly).

Máme-li dánu rovnici (2.5), pak rovnice, která vznikne z (2.5) nahrazeńım
pravé strany nulovou funkćı, tj rovnice

y′ + a(x)y = 0 (2.6)

se nazývá homogenńı rovnice př́ıslušná nehomogenńı rovnici (2.5).
Jestliže a, b jsou spojité na intervalu I, pak existuje právě jedno řešeńı

počátečńıho problému (2.5), y(x0) = A, A ∈ R, x0 ∈ I, na celém I.
Homogenńı rovnice (2.6) má vždy konstantńı řešeńı y = 0, tzv. triviálńı

řešeńı.
Struktura množiny všech řešeńı rovnice je v jistém smyslu (d́ıky linearitě)

velmi jednoduchá. Tzv. princip superpozice ř́ıká, že je-li yi, i = 1, 2, řešeńım
rovnice y′+a(x)y = bi(x), i = 1, 2, je potom funkce y(x) = C1y1(x)+C2y2(x)
pro libovolné C1, C2 ∈ R řešeńım rovnice y′ + a(x)y = C1b1(x) + C2b2(x).
Důsledkem tohoto principu je následuj́ıćı tvrzeńı o tvaru obecného řešeńı
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rovnice (2.5): Uvažujme rovnici (2.5) a k ńı př́ıslušnou homogenńı rovnici
(2.6). Je-li yp libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (2.5) a y0(x,C) obecné
řešeńı rovnice (2.6), je funkce

y(x,C) = yp(x) + y0(x,C)

obecným řešeńım rovnice (2.5). Nav́ıc, je-li yp0 libovolné nenulové parti-
kulárńı řešeńı rovnice (2.6), pak obecné řešeńı y0(x,C) rovnice (2.6) má tvar

y0(x,C) = Cyp0(x).

Dı́ky tomuto tvrzeńı stač́ı nalézt obecné řešeńı rovnice homogenńı a pouze
jedno řešeńı rovnice nehomogenńı.

Nedř́ıve si ukážeme, jak řešit homogenńı rovnici (2.6). Jde o rovnici se
separovanými proměnnými. Z rovnice (2.6) dostáváme

dy

dx
= −a(x)y

a pro y 6= 0 plat́ı
dy

y
= −a(x)dx,

tedy

ln |y| = −
∫
a(x) dx+K, K ∈ R,

neboli
|y| = eKe−

∫
a(x) dx, K ∈ R.

Volbou C = ±eK (můžeme takto odstranit absolutńı hodnotu) pak máme

y = Ce−
∫
a(x) dx, C ∈ R \ {0}.

Protože volbou C = 0 dostáváme triviálńı řešeńı y ≡ 0, povoĺıme C = 0 a
obecné řešeńı rovnice (2.6) je tvaru

y0(x,C) = Ce−
∫
a(x) dx, C ∈ R,

a každé partikulárńı řešeńı rovnice (2.6) dostaneme vhodnou volbou kon-
stanty C. Ještě připomeňme, že je-li yp0 libovolné nenulové partikulárńı řešeńı
rovnice (2.6), pak obecné řešeńı y0(x,C) rovnice (2.6) má tvar y0(x,C) =
Cyp0(x), C ∈ R.
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Partikulárńı řešeńı yp nehomogenńı rovnice (2.5) najdeme pomoćı tzv. va-
riace konstant, kde využ́ıváme znalosti řešeńı rovnice (2.6). Řešeńı yp hledáme
ve tvaru yp(x) = C(x)yp0(x), kde yp0 je nějaké pevné libovolné netriviálńı
řešeńı př́ıslušné rovnice (2.6) a C(x) je zat́ım neznámá spojitě diferencova-
telná funkce, kterou nyńı nalezneme. Poč́ıtáme derivaci

y′p(x) = C ′(x)yp0(x) + C(x)y′p0(x).

Dosazeńım do (2.5) dostaneme

b(x) = C ′(x)yp0(x) + C(x)y′p0(x) + a(x)C(x)yp0(x)

= C ′(x)yp0(x) + C(x)[y′p0(x) + a(x)yp0(x)]

= C ′(x)yp0(x),

nebot’ yp0 je řešeńım rovnice (2.6). Odsud

C ′(x) =
b(x)

yp0(x)
.

Proto

C(x) =

∫
b(x)

yp0(x)
dx =

∫
b(x)e

∫
a(x) dxdx

(integračńı konstantu zde lze volit nulovou; přemýšlejte, proč), tedy

yp(x) = e−
∫
a(x) dx

∫
b(x)e

∫
a(x) dxdx.

Dostáváme tak vzorec pro obecné řešeńı rovnice (2.5)

y(x,C) = yp(x) + Cyp0(x)

= e−
∫
a(x) dx

∫
b(x)e

∫
a(x) dxdx+ Ce−

∫
a(x) dx, C ∈ R.

(Nesnažte se zapamatovat si výsledný vzorec. Raději se soustřed’te na pocho-
peńı celého postupu.)

Je-li zadána počátečńı podmı́nka, dosad́ıme tuto podmı́nku do obecného
řešeńı a t́ım źıskáme hodnotu konstanty C.

Dále ještě poznamenejme, že existuje alternativńı postup, jak vyřešit
rovnici (2.5): Rovnici (2.5) nejdř́ıve vynásob́ıme tzv. integračńım faktorem
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e
∫
a(x) dx a po jistých jednoduchých úpravách rychle dospějeme k obecnému

řešeńı.
Na závěr této podkapitoly zmı́ńıme pár rozd́ıl̊u mezi lineárńım a ne-

lineárńım př́ıpadem, např.: (i) Věta o existenci a jednoznačnosti pro lineárńı
rovnice je v jistém smyslu globálńı, zat́ımco obdobná věta pro obecněǰśı (ne-
lineárńı rovnice) zaručuje existenci/jednoznačnost pouze na malém, bĺıže
neurčeném intervalu. (ii) Jak již bylo řečeno výše, univerzálńı vzorec pro
všechna řešeńı (tedy obecné řešeńı) v obecném (nelineárńım) př́ıpadě ne-
existuje, zat́ımco v lineárńım př́ıpadě jej máme. Proto použ́ıváme pojem
obecného řešeńı zpravidla pouze v lineárńı teorii. (iii) V obecném (nelineárńım)
př́ıpadě obdrž́ıme řešeńı v implicitńım tvaru a v naprosté většině př́ıpad̊u
nejsme schopni z něj obdržet explicitńı vyjádřeńı. V lineárńım př́ıpadě máme
vždy explicitně vyjádřené řešeńı (dokonce i v obecném tvaru).

2.4 Exaktńı diferenciálńı rovnice – již nepro-

b́ıráme

Necht’ P (x, y), Q(x, y) jsou funkce maj́ıćı spojité parciálńı derivace. Řekneme,
že diferenciálńı rovnice

P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0 (2.7)

je exaktńı, jestliže výraz

P (x, y)dx+Q(x, y)dy (2.8)

je totálńım diferenciálem nějaké funkce dvou proměnných.
Připomeňme, že výraz

dF (x, y) =
∂F (x, y)

∂x
dx+

∂F (x, y)

∂y
dy

se nazývá diferenciál funkce F (x, y). Funkce F (x, y) se nazývá kmenová
funkce tohoto diferenciálu.

Tedy (2.7) je exaktńı, právě když existuje F (x, y) s vlastnostmi

∂F (x, y)

∂x
= P (x, y),

∂F (x, y)

∂y
= Q(x, y). (2.9)
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Proto, je-li F kmenová funkce diferenciálu (2.8), má rovnice (2.7) řešeńı
implicitně určené rovnićı F (x, y) = C, C ∈ R.

Dále připomeňme, že (2.8) je diferenciálem nějaké funkce, právě když
plat́ı

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
. (2.10)

Rovnici (2.7) řeš́ıme následuj́ıćım zp̊usobem. Přeṕı̌seme ji do tvaru

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

a pomoćı (2.10) ověř́ıme, že se jedná o exaktńı diferenciálńı rovnici. Nyńı na-
lezneme kmenovou funkci diferenciálu. Integraćı prvńı rovnosti v (2.9) vzhle-
dem k x dostaneme

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx+ C(y). (2.11)

Vztah (2.11) zderivujeme podle y

∂F (x, y)

∂y
=

∂

∂y

∫
P (x, y) dx+ C ′(y).

Užit́ım tohoto vztahu a druhé rovnosti v (2.9) máme

C ′(y) = Q(x, y)− ∂

∂y

∫
P (x, y) dx

(zde nutně muśı vyj́ıt rovnice neobsahuj́ıćı proměnnou x). Integraćı posledńı
rovnosti vzhledem k y źıskáme funkci C(y), kterou dosad́ıme do (2.11) a
máme nalezenu kmenovou funkci F (x, y), a t́ım i implicitně zadané řešeńı
F (x, y) = C, C ∈ R, rovnice (2.7). Je-li možné převést řešeńı do explicitńıho
tvaru (vyjádřit y jako funkci proměnné x, nebo x jako funkci proměnné y),
provedeme to. Je-li zadána počátečńı podmı́nka, dosad́ıme tuto podmı́nku
do obecného řešeńı a t́ım źıskáme hodnotu konstanty C.

Poznamenejme, že lze postupovat i modifikovaným zp̊usobem, kdy nej-
prve integrujeme druhou rovnost v (2.9) a pak provád́ıme daľśı zřejmé mo-
difikace výše popsaných krok̊u. Oba postupy vedou k řešeńı, ale nemuśı být
stejně obt́ıžné.
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Kapitola 3

Lineárńı diferenciálńı rovnice
druhého řádu

3.1 Základńı pojmy

Necht’ p, q, f jsou spojité funkce na intervalu I. Diferenciálńı rovnice

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (3.1)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu. Je-li nav́ıc f(x) ≡ 0,
nazývá se (3.1) homogenńı, v opačném př́ıpadě nehomogenńı.

Počátečńı úloha pro rovnici (3.1) je úloha, kde hledáme řešeńı rovnice
(3.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky y(x0) = A ∈ R, y′(x0) = B ∈ R. Jestliže
p, q, f jsou spojité na intervalu I, x0 ∈ I, pak existuje právě jedno řešeńı
počátečńıho problému na celém I.

Homogenńı (3.1) má vždy konstantńı řešeńı y = 0, tzv. triviálńı řešeńı.
Všechna řešeńı rovnice (3.1) lze vyjádřit ve tvaru obsahuj́ıćım dvě nezá-

vislé konstanty C1, C2 ∈ R. Takovýto předpis se nazývá obecné řešeńı rovnice
(3.1).

Máme-li dánu rovnici (3.1), pak rovnice, která vznikne z (3.1) nahrazeńım
pravé strany nulovou funkćı, tj rovnice

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (3.2)

se nazývá homogenńı rovnice př́ıslušná nehomogenńı rovnici (3.1).
Podobně jako v př́ıpadě lineárńı diferenciálńı rovnice i zde plat́ı tzv. prin-

cip superpozice, jehož d̊usledkem jsou d̊uležitá tvrzeńı o struktuře množiny
řešeńı rovnic (3.1), resp. (3.2).

19
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Jsou-li y1 a y2 dvě netriviálńı lineárně nezávislá řešeńı rovnice (3.2) na
intervalu I (tzn., že jedna neńı násobkem druhé), je funkce y0 definovaná
vztahem

y0(x,C1, C2) = C1y1(x) + C2y2(x), C1, C2 ∈ R,
obecným řešeńım rovnice (3.2) na intervalu I. Dvojici funkćı y1, y2 nazýváme
fundamentálńı systém řešeńı rovnice (3.2). Je-li nav́ıc yp libovolné parti-
kulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice (3.1), je funkce definovaná vztahem

y(x,C1, C2) = y0(x,C1, C2)+yp(x) = C1y1(x)+C2y2(x)+yp(x), C1, C2 ∈ R,

obecným řešeńım nehomogenńı rovnice (3.1).
K nalezeńı všech řešeńı rovnice (3.1) tedy stač́ı naj́ıt dvě lineárně nezávislá

partikulárńı řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice a libovolné partikulárńı řešeńı
nehomogenńı rovnice.

Poznamenejme, že na rozd́ıl od lineárńı rovnice 1. řádu dokážeme nalézt
fundamentálńı systém řešeńı rovnice (3.2) pouze v jistých speciálńıch př́ı-
padech. Jednomu z těchto př́ıpad̊u se budeme věnovat v následuj́ıćı podka-
pitole.

3.2 Homogenńı lineárńı DR s konstantńımi

koeficienty

Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty je rovnice
tvaru

y′′ + py′ + qy = 0, (3.3)

kde p, q ∈ R.
Ukážeme, že všechna řešeńı rovnice (3.3) umı́me naj́ıt bez použit́ı inte-

grace jen použit́ım algebraických operaćı, a že je můžeme vyjádřit pomoćı
elementárńıch funkćı.

Dosad’me do levé strany rovnice (3.3) y = eλx (v podstatě hledáme řešeńı
právě v tomto tvaru). Po úpravě dostáváme

y′′ + py′ + qy = (λ2 + pλ+ q)eλx.

Poněvadž výraz eλx je vždy nenulový, bude y řešeńım rovnice (3.3), jestliže
λ bude řešeńım tzv. charakteristické rovnice (pro rovnici (3.3))

λ2 + pλ+ q = 0. (3.4)
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Fudamentálńı systém rovnice (3.3) obdrž́ıme následuj́ıćım zp̊usobem. Uva-
žujme rovnici (3.3) a jej́ı charakteristickou rovnici (3.3).

• Jsou-li λ1, λ2 ∈ R dva r̊uzné reálné kořeny rovnice (3.4), definujme
y1(x) = eλ1x a y2(x) = eλ2x.

• Je-li λ1 ∈ R dvojnásobným kořenem rovnice (3.4), definujme y1(x) =
eλ1x a y2(x) = xeλ1x.

• Jsou-li λ1, λ2 = α ± iβ 6∈ R dva komplexně sdružené kořeny rovnice
(3.4), definujme y1(x) = eαx cos(βx) a y2(x) = eαx sin(βx).

Potom funkce y1, y2 tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı rovnice (3.3). Obecné
řešeńı y0 rovnice (3.3) je tedy

y0(x,C1, C2) = C1y1(x) + C2y2(x), C1, C2 ∈ R.

3.3 Nehomogenńı lineárńı DR s konstantńımi

koeficienty

Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty je rovnice
tvaru

y′′ + py′ + qy = f(x), (3.5)

kde p, q ∈ R. Předpokládáme, že f je spojitá funkce.
Z předchoźıch úvah v́ıme, že obecné řešeńı rovnice (3.5) je tvaru

y(x,C1, C2) = C1y1(x) + C2y2(x) + yp(x), (3.6)

kde {y1, y2} je fundamentálńı systém řešeńı rovnice (3.3), C1, C2 ∈ R a yp
je libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (3.5). V přechoźı podkapitole jsme se
naučili nalézt fudamentálńı systém {y1, y2}. Zbývá nalézt nějaké řešeńı yp.
To provedeme metodou variace konstant (poznamenejme, že ve skutečnosti
lze tento př́ıstup použ́ıt i pro rovnici s nekonstantńımi koeficienty; tam však
obecně nemáme metodu, která umožňuje nalézt př́ıslušný fundamentálńı sys-
tém). Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yp(x) = A(x)y1(x) +B(x)y2(x), (3.7)

kde A,B jsou spojitě diferencovatelné funkce. Podobným postupem jako v
př́ıpadě rovnic prvńıho řádu (který je ovšem technicky komplikovaněǰśı, ale
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hlavńı myšlenka z̊ustává stejná) dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı: Necht’ {y1, y2}
je fundamentálńı systém rovnice (3.3). Necht’ funkce A(x), B(x) splňuj́ı sou-
stavu rovnic

A′(x)y1(x) +B′(x)y2(x) = 0,

A′(x)y′1(x) +B′(x)y′2(x) = f(x).
(3.8)

Potom funkce yp(x) definovaná vzorcem (3.7) je partikulárńım řešeńım neho-
mogenńı rovnice (3.5). Obecné řešeńı rovnice (3.5) je tedy tvaru (3.6). Jsou-li
nav́ıc zadány počátečńı podmı́nky, dosad́ıme je do obecného řešeńı (resp. do
jeho derivace) a źıskáme tak hodnoty konstant C1, C2.

Poznamenejme, že d́ıky lineárńı nezávislosti systému {y1, y2} je soustava
(3.8) vždy jednoznačně řešitelná.

Všimněte si, že zahrneme-li integračńı konstanty C1, C2 již do funkćı
A(x), B(x), źıskáváme z (3.7) nikoliv pouze partikulárńı, ale již př́ımo obecné
řešeńı rovnice (3.5).

Jinou metodou pro výpočet partikulárńıho řešeńı je tzv. metoda neurči-
tých koeficient̊u. V mnoha př́ıpadech je efektivněǰśı, neńı však aplikovatelná
na libovolnou nehomogenitu f . Metoda spoč́ıvá v tom, že je-li pravá strana
rovnice v jistém speciálńım tvaru, můžeme

”
kvalifikovaně odhadnout“ tvar

partikulárńıho řešeńı, který již pouze
”
dolad́ıme“ tak, aby se jednalo o sku-

tečné řešeńı. V našem kurzu se však detailně zabýváme pouze metodou va-
riace konstant.

Konečně poznamenejme, že výše popsané metody pro řešeńı rovnice (3.5)
lze velmi přirozeně zobecnit na lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s
konstantńımi koeficienty.

3.4 Lineárńı diferenciálńı systémy 1. řádu

Skalárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u velmi přirozeným zp̊usobem sou-
visej́ı se systémy diferenciálńıch rovnic 1. řádu, kde počet rovnic odpov́ıdá
řádu skalárńı rovnice.

Pro jednoduchost uvažujme systém

x′ = ax+ by

y′ = cx+ dy,
(3.9)

kde a, b, c, d ∈ R (takovýto systém se může objevit např. jako jednoduchý
model samočǐstěńı soustavy dvou jezer). Za (přirozeného) předpokladu b 6=
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0 lze z prvńı rovnice systému (3.9) vyjádřit y. Toto y a jeho derivaci pak
dosad́ıme do druhé rovnice systému (3.9). Odtud již snadno obdrž́ıme lineárńı
diferenciálńı rovnici 2. řádu

x′′ = (a+ d)x′ + (bc− da)x,

kterou umı́me řešit. Pomoćı obdrženého řešeńı x pak dopoč́ıtáme y a dvojice
funkćı x, y je řešeńım p̊uvodńıho systému (3.9).
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