Priklady ke kapitole o extrémech funkci vice
promeénnych

Priklad 1. Urcete lokilni extrémy funkce f(z,y) = 22 — xy? + 5% + 2.

ReSeni. Extrémy mohou nastat bud v bodech, které jsou stacionarni, anebo v bodech, kde
alespon jedna z parcialnich derivaci neexistuje. Druh& moznost je zde evidentné vyloucena.
Hledejme stacionarni body: f.(z,y) = 62* — y* + 10z = 0, f,(z,y) = —2zy + 2y = 0.
ReSenim této soustavy (provedte sami) dostavame Ctyfi stacionarni body: Pi = [0,0],
P, = [-5/3,0], P3 = [1,4], P, = [1,—4]. Dale budeme potfebovat parcialni derivace
2. rtadu: fo(z,y) = 1220 + 10, f,, = —2z + 2, f,, = —2y. Odtud dostavame D(P;) =
fez(P1) fyy(P1) — (fay(P1))? = 20 > 0. Navic plati f.(P) = 10 > 0. Proto ma f v
bodé P; ostré lokalni minimum. V ostatnich bodech extrém nenastéva, nebot D(P;) < 0,
i=1,23.

Priklad 2. U funkce z pfedchoziho piikladu najdéte absolutni extrémy na celém definiénim
oboru.

Reseni. Definiénim oborem je R?. Polozme napf. f(x) = f(z,0) = 22® + 522, Zfejmé
lim, 1o f(2) = £00, tedy

sup f(z,y) =00, inf f(z,y)= —o0.
[z,y]ER2 [z,y]€R2

Proto f zde nenabyva absolutnich extréma.

Piiklad 3. Uréete lokalni extrémy funkee f(z,y) = 3/(2 + 2)2/(2 — y)2.

Reseni. Derivovanim najdeme

2¢/(2 —y)?

B 2y/(24 x)?
53/(2+ x)3

o) =g

fy(x,y) =

Neni tézké vidét, ze nelze najit bod, ve kterém jsou obé& derivace rovny nule (rozmyslete
si sami). Tedy funkce nemiize mit extrémy ve stacionarnich bodech. Vygetiujme body, v
nichz alespon jedna z parcidlnich derivaci neexistuje.

a) Obé derivace neexistuji v bodé [—2,2]. Zkoumejme chovani funkce v okoli tohoto
bodu. Plati

flay) = f(=2,2) = /(2 +2)?Y/(2-y)* - 0> 0
pro viechny [z,y] € O([—2,2]). Funkce f zde tedy méa lokalni minimum.
b) Pro v8echny body pfimky = = —2 plati, ze f, zde neexistuje a f, = 0. Muze tedy
v téchto bodech nastat extrém. Plati

flay) = f(=2,9) =Y/ 2+2)*/(2-y)?—-0>0

pro viechny [z, y] z okoli pfimky x = —2. Funkce f zde tedy méa (neostré) lokalni minimum.
c¢) Pro v8echny body piimky y = 2 plati, ze f, zde neexistuje a f, = 0. Mize tedy v
téchto bodech nastat extrém. Plati

floy) = f(2,2) =/ 2+ (2-y)?-0>0

pro vSechny [z, y] z okoli pFimky y = 2.




Priklad 4. Soucet t¥i kladnych ¢isel je 21. Urcete jednotlivé séitance tak, aby jejich sou¢in
byl co nejvétsi.

Reseni. Ozna¢me hledana &isla z, y, z. Plati 24y +2 = 21. Odtud z = 21—z —y. ProtozZe
chceme maximalizovat vyraz zyz, staci najit extrém funkce f(z,y) = xy(21 — x — y).
Snadno najdeme stacionarni body (provedte sami): P, = [0,0], P, = [7,7]. Zfejmé bod P,
neni vhodny, nebot pak by byl souc¢in roven nule. Resenim problému je bod P, a hledané
sC¢itance maji hodnotu x =7,y =7,2 = 7.

Priklad 5. Najdéte bod roviny 2z — y + 2z = 16, ktery je nejblize pocatku.

Reseni. Ozna¢me hledany bod [z, y, z]. Potom druha mocnina jeho vzdalenosti od po¢atku
je d? = 22+ 9%+ 22; zfejmé staci uvazovat tuto druhou mocninu a nekomplikovat si situaci
vy$tfovanim p¥islusné odmocniny. Ponévadz y = 2x + 2z — 16, plati d*> = 2% + (20 + 2z —
16)? + 22 = f(z, z). Nalezneme stacionarni bod (provedte sami): z = z = 32/9. Z geomet-
rického nahledu je zfejmé, ze bod, ve kterém nastava minimum, existuje. Ziejmé timto
bodem musi byt pravé bod [z, z] = [32/9,32/9]. Poznamenejme, Ze maximem tento bod
zjevné byt nemuze, coz lze vidét bud z geometrického nahledu, nebo z tvaru funkce f.
Hledanym bodem je tedy [32/9, —16/9,32/9]



