Kapitola 5

Riemannlv-Stieljesiv integral

Odpoed na réktei Ulohy zminéré v Gvodri kapitole cava integal Riemaniiv —
Stieltjeslv, ktery je pfirozerym zobec@nim zramého integalu Riemannova.

5.1 Definice a Akladni vlastnosti

Pfipomeime (viz definice 2.1%e kon€nou mndinu o= {0¢, 071, ...,0,(s) } bO-
db intervalu[a, b] naz7vamedglerim intervalu|a, b], jestlize plat

a=o0p9g<01< ... <Uu(a):b-
MnoZzinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime Z[a,b] a

o|= ma =0

o j:1,27fy(a)<‘73 oj-1)
afikame,ze o’ je zjemréri o jestlieo’ D o.
5.1. Definice.Dvojici (o, &) € 2[a, b] x R¥(?) nazvemenaerym cEleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

oj-1<§<o0; provsechng=1,2,...,v(0).
T [a,b] je mna&Zina \Bech znéerych celeri intervalua, b]. Rikame tak, ze & je
zna&kapodintervalu[o;_1,0;] a £ je vektor zn@ek
Pro da cleri o € Z[a,b] zna&ime symbolemr (o) mnazinu Vsech¢ € R¥(%)
takowch, ze (o,&) € T[a,b].

Abychom zabanili zaméreé s elementy mrion p, o, ... Civektorl &, 7, ..., bu-
deme posloupnosti&en resp. znéerych celeri zapisovat jako nap {o"} resp.
(p™,m™). Zaména s mocninami zde nehioz

5.2. Definice.Pro da@ funkcef, g:[a,b] = R a zn&ere cElen (o, &) intervalu
[a,b] definujeme

v(o)

Siag(o, & la,b]) =Y f(&)[9(os) —g(oj-1)].-
j=1

Nebude-Ili hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, §; [a, b]) resp.S(o, &)
misto S¢a ¢4(o, &; [a, b]).
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64 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

5.3. Definice.Necht f, g: [a,b] — R.

(i) Reknemeze existujeRiemanfiv — Stieltjeév (6)integral (kratce(d) RS —inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
(6) / f(x)dig(x)] (znatime € (5) / fdg)

a ma hodnotu!/ € R, jestlize

Ve>0d6>0:
(5.1)
((a,g)ey[a,b] a \ay<5) — |S(0,8)—1I|<e. }

(i) ReknemeZe existujeRiemaniiv— Stieltjedv (o)integral (kratce(o) RS —in-
tegrl) funkce f vzhledem k funkcig
b b
@[ 1) dy@)] (zngime ez (o) [ 7 dg)
a ma hodnotul € R, jestlize
Ve>03do.€Z]a,bl:
(5.2)
((a,g) € 7[a,b] a aDa’s) — |S(a, &)~ 1| <¢.

(iii) Jestlize c € [a, b] a funkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe
@[ 78 [ eg=0,
Existuje-li integél (6)f dg, pak definujeme(é)/baf dg = —(5)/1} dg a existu-
je-li integral (a)/bf dg, definujeme(a)/baf dg = —(o)/l} dg.
5.4. Pozramka. Pojem (6) RS —integalu odpovda plivodri Stieltjesoe definici,

zafimco (o) RS —integal byva nekdy nagvan €z Moorellv—Pollardivintegial.

Klasicky Riemaniiv integil je specalnim pfipadem(§) RS —integalu pokud
g(x)=z proz € [a,b].

Vyskytne-li se v ktefch tvrzench pojem RS —inte@d, bez rozlgen zda se
jedra o () RS—integal €i 0 (o) RS—integal, bude to znamenate da® tvrzen
plati pro oba pojmy. V takoych a dafich gfipadech, kdy nehrénedorozurgn,
také negiipojujeme symboly(§) €i (o) k symboblim integalll. Funkce f v in-

b

tegilu / f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.
a
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STIELTIESJV INTEGRAL 65

Z definice 5.3 usolithe, Ze (6) RS —integal je specalnim pfipadem(c) RS —
integralu.

b b
5.5. Veta. Je-li (5)/ fdg=1TI€eR, pak plat také (a)/ fdg=1.

Dlkaz. Prokada de cBleri o/,0” € Z[a,b] tako\a, Ze o je zjemréri o,
plat |o”| < |o’|. Véta je tedy fimym disledkem definice 5.3. O

5.6. Pozramka. Budiz dano libovolré 6, > 0. Potom v definici 5.1 (i) rizeme
podninku (5.1) nahradit asleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>036€(0,6): |
((076)69[0,7[)] a |U’<6) — ‘S(O‘,f)—]’<5 } (51)

Podob, je-li dano o € Z[a, b], mizeme v definici 5.3 (ii) podamku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€Z]a,b]: ,
o.D 0y a((a,s)eﬁ[a,b] aGDae) = |S(U,£)—I|<5} 62

5.7. Cviceri. Rozmyslete si podrolénprc plafi tvrzeri uveder v pozramce 5.6.

5.8. Hiklad. Nechta= —1, b=1a

{0 kdyz =<0,

T@ =31 kdyz >0

1 kdyz x <0,
a g(I)Z{ v

1 kdyz z>0.

Polazmeo,={-1,0,1}. Potom pro kade celeri o € 2[—1, 1], které je zjem@rimj
oo (atedy0 € o), a kade & € 7(o) mame

S(o,€&) = f(&) [9(0) = g(or—1)] + f (Er41) [9(ok+2) — 9(0)] = 0,
kde(0 = O, fk S [Uk:—h 0], §k+1 S [0, Ok+1] atudz f(fk)lz 0 ag(ak+2) — g(O) :O.I
Vzhledem ke druécasti poztamky 5.6, vidme,Zze (a)/ fdg=0.
-1

Na druhou stranu, pro kdé zn&ere celeri (o, &) intervalu [—1, 1] takow,
z2e0¢ o, tj. op_1 <0<oy prorgjake k e N, plat

0 kdyz 0,
S(0,8) = (&) l9(or) — glow-1)] = —f(&) = — {1 kdi ?1::1 io.

1
Odtud je Zejme, Zze (6)/ f dg nemiize existovat.
-1
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66 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS —inte@ill a jsou pimymi du-
sledky definice 5.3. Jejichlitkazy ponecavametteréfi jako cviceri.

b
5.9.Lemma. (i) JestlZze existuje integ’ed/ f dg, pak plat

b
[ 14| < Iirivarts.

b
(i) Jestlze naic existuje tak integlal/ f(z)d[var? g, pak plaf

2)dg(a /ﬁf )l djvart g] < || varl g . .

5.10. Poziamka. Uvidime pozaji (viz diisledek 5.39)ze pro oba typy RS —in-
b
tegalll plaf, Ze z existence integlu /fdg uz plyne, ze tale integal

/ flx var g existuje.

5.11. Lemma. Nechit f, f1, f2, g, 91, 92 : [a,b] — R a nechitexistuj integraly :

b b b b
/fldg,/hdg,/fdgl a/f2d92-

Potom pro libovola ¢1, c; € R plati

b b b
/(C1f1+02f2)d9=01/f1dg+c2/f2dg7

b b b
/fd[0191+6292]=Cl/fd91+62/fd92~ 0
5.12. Cviteni. (i) Dokazte lemmata 5.9 a5.11.

Dokazte,Zze rasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS —inte@il:
(i) Jestlze g:[a,b] — R je neklesdri na [a,b] a f:[a,b] = R je takod, ze
b
existuje integal / fdg, pak

(it @) o)

z € la,b]

(sup f(@)) lg(b) = g(a)].

z € [a,b]
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STIELTIESJV INTEGRAL 67

(iii) definice 5.2 je korekinv tom smysluze uuje hodnotu intedtlu jedno-
zn&né. Jinakreteno, jestlie I; ¢ R a I € R sphiuji (5.1) (s I; resp. I,
na niste I), pak musbyt I; = I, (a podobri pro(5.2)).

Oba pojmy RS—inte@lu predstavuj jakési zobecaére limity posloupnosti in-
tegralnich soltl S(o, &) vzhledem k znéerym délerim. Negekvap tedy, ze
plati nasleduici exister€ni tvrzerd analogicla klasicle Bolzanoe— Cauchyo&
podnince.

5.13. \eta (BOLZANOVA — CAUCHYOVA PODMINKA).
Pro dare funkcef,g:[a,b] = R existuje(é)/bf dg prave tehdy, kd¥ je splréna
nasledujci podninka ‘
Ve>036.>0:
((a,@,(&,g)ey[a,b], 0| <. a |5] <55) (5.3)
= |S(0,&) —S(0,¢8)|<e.

b
Podobré, (cr)/ f dgeR prave tehdy, kdy

Ve>03do.€Z][a,b]:
(0.6, €7 abl050. a 550.) (5.4)
= |S(0,8) —S(0,8)| <e.
D U k a z. Nutnost spiri uvederych podninek pro existenci fislusnych in-
tegialll je Zejma z definice 5.3.
DokaZzeme ze podninka (5.4) zartiuje existenci integlu (a)/bf dg. Necht

tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnofio®, £€¥)} znaterych cleri intervalu
[a,b] takoa, Ze

1S(0,&) —S(o*, ") < 1 prokadeo >o" a ¢er(o) (5.5)
a pritom solcasre

1
ofco’ a|S(e*, ¢F)—S(at, &Y < - Prok@dekeN al>k. (5.6)

Posloupnost{S(c*, £*)} je cauchyovsi posloupnost @nych &isel a existuje
tedy réalné Cislo I € R takow, Zze

klim S(ok ey =1.
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68 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

Nyni, nechitje danoe > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

<< a ]S(akf,gkf)—l\<§. (5.7)

| ™

L
ke
Potom, dky (5.5) a (5.7), odvorine, ze

S(0,€) — 1| < |S(0, &) = S(o", %) | +|S (0", &%) —I| <&

plati pro kazde o D o* a € c7(o). To znamea, ze

I:(a)/abfdg.

b
Implikace (5.3)=- (5)/ fdgeR by se dokazovala podobra ponecava
secCterdi jako cvicer. ¢ O

5.14. Cvteni. (i) Dokazte etu 5.13 pro(d) RS —integaly.
(i) Dokazte,ze podninky (5.3) resp. (5.4) jsou ekvivalents podninkami:
Ve>036.>0:
(o€, (0".€" € 7[a.b), |o'| <52, 0" D0") ¢ (5:3)
= |5(0",&') = 5(a",8")| <¢

resp.
Ve>03o.€Pa,b]:

('€, (c" €M € 7 [a,b), 0" 50" S o) (5.4)
= [S(o’, &)= S(c",£")| <e.

(Navod: nechto, p€ Z[a,b] ao’ =0 Up, potomo’ € Z[a,b], ' Do, 6’ Dp
a

1S(0.€) — S(p.m)| < |S(a,€) — S(a”,. &) +[S(a",€) = S(p,m)|
pro libovolra ¢ e 7(o), net(p) a&' er(a’).)

Nasleduici véta je fimym disledkem &ty 5.13. Pldtve stejiem zréri pro
oba typy RS —intedl.
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STIELTIESJV INTEGRAL 69

b

5.15. \kta. Jestlze existuje inte@rl/ fdg ajestlze|[c,d] C [a,b], pak existuje
d a

také integél / fdg.

b
D 0 k az. Hedpokhdejme,ze (a)/ fdgeR. Podle \ety 5.13 existuje éen
o: € 7]a,b] takow, ze ‘

1S(0, &) —S(0',€")| < e (5.8)

plat pro VSechna znzera cBleri (o, €),(0’,&’) € 7 [a,b] takova, Zze o Do, a
o' D o.. Vzhledem k tvrzehobsaerem ve cveeri 5.12 (iv), mizeme pedpokh-
dat,Ze {c,d} C o. a mizeme tedy rozlbit o. tak,ze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € 2[a,c], p.€ Z[c,d], p™ € 2[d,].

Nyni, nechitp, p’ € 7[c,d], pDp., p' D p. a (p,m), (p',n') € T [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp',m=n",mn") ac’'=p Up'Up", (n",n',n"),

kde n~,n* jsou takoe vektory,ze (p~,n") € T [a,c] a (pT,n") € T [d,b].
Ziejmeé je (0,&), (0",€') € 7 [a,b],

oo, o' Do., S(0,&) =S(p,n) a S(@',¢')=S(p',n’).
Podle (5.8) tedy rame
1S(p,m) = S(p",n")| =15(c,&) - S(a",&")| < ¢
d
a odtud podle &ty 5.13 plyne existence integu (a)/ fdg.

Dukaz tvrzenvéty pro (§) RS —integal se provede analogicky a je ponaah
Cterdi jako cvicer. m

5.16. CvEen. Dokazte tvrzefmveéty 5.15 pro(d) RS —integaly.
Take rasleduici tvrzeri plati ve stejrié podol@ pro oba typy RS —integtu.

b
5.17. \eta. Jestlize existuje inte@/ fdg a cé€la,b], pak existujtaké in-
tegraly ¢

/acfdg a /cbfdg
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70 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

a plat

/abfdg=/acfdg+/cbfdg-

Dlkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
Dale, gedpokbdejme ze existuje intedl (o) / f dg. Potom existence integk

c b
(a)/ fdga (a)/ fdg je zari£ena &tou 5.15.

Necht e > 0. Zvolme zn&era tgleri (o/,¢') € T [a,c] a(6”,£") € T [c,b]
tak, aby platilo

st [+ [sto.e - [ ra

b
+[se.e)- g <=, 59)
kde c=0'Uoc" € 2]a,b] a £€=(&',&£")e1(0).
Ziejme plai S(o, &) = S(o”,&") + S(a”,£"). Tudiz
b c b
/fdg—/ fdg—/ fdg’
b
<|[ 1dg-560.6)]|+[s(0.6) - S0 - S(a" ")
c b
+|ste'en - [ rag+|s@"en - [ rag|<e.
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, dikaz je dokoien. Ol

5.18. Cviceri. Rozmyslete si proz existence inte@itl

/abfdg, /:fdg, /bedg

plyne existence zri@rych cleri (o’,£') € 7 [a,c] a (6”,£") € T [c, ] tako-
vych, Zze plat (5.9).

Dlikaz implikace okacerg ke tvrzeinvéty 5.17 je pro(o) RS —integal poner-
né lehky:
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STIELTIESJV INTEGRAL 71

5.19. \kta. Jestlzec € [a, b] a jestlize existujintegraly
c b
h=@) [ 1dg a =) [ 7ds.

b
pak existuje tak integél I = (o—)/ fdgaplat I=1; + I.

Dlkaz. Buddanoes > 0. Zvolme cBleri 0. € Za,c] a o’ € Z|c, ] tak, aby
platilo

|S(0’,&") — 11| <€ pro (o/,¢") € 7 [a, ] takowe, zeo’ D o,

|S(c",&")—I,| < e pro (¢",£") € 7 [c,b] takowe, zea” D o .

Nyni, nechto. =o. U o’. Prot&ze c € o, kazde zn&ere cleri (o, &) intervalu
[a,b] spiiujici o D 0. miizeme rozélit

oc=0'Ud” a &=(¢'¢")
tak, ze bude platit
(0',¢" e Ta,c], (6",&")e T [c,b], ' Dol a o"Daol.
Navic, je
S(o.€&) =S(a",¢") +5(a".&").
Vzhledem k definicie. a o tedy pro kade (o,&) € 7 [a,b], kde o Do,
mame
‘S(O’,S) - (Il+12)| < ‘S(a’,f’) —Il‘ + |S(a”,€”) —Iz‘ <2e,
tj. dokazali jsme tvrzenvéty. O

5.20. Poziamka. Aby mohlo platit analogick tvrzen také pro (0) RS —integal je
tfeba gidat predpoklad o pseudoaditiétfunkd f, g v boce ¢, viz cvicer 5.31.

Pro existencid) RS —integalu mame tale rasleduici pfirozenou agpe 0fi-
telnou nutnou a postaijici podmnku.

b
5.21. \ta. Pro dare funkcef,g:[a,b] — R integral (5)/ f dg existuje pave

tehdy, kdy pro k&dou posloupnos{(o™,£")} C 7 [a,b] azna“:erych celen in-
tervalu [a, b] takovouze lim |o"| =0, mé posloupnos{S(o™, &™)} kon€nou
limitu.

71



72 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

D &k az. Nutnost uvedé@podninky je Zejma. Zbyva dokazat jej posta&itelnost.
Pfedpokbhdejme tedyze limita lim S(o™,&") existuje (a je kon&na) pro
kazdou posloupnost(e™,£")} C 7 [a,b] takovou,ze lim |o"|=0.

Necht existuj dvé posloupnosti zrierych leri {(o",£")} C 7 [a,b] a
{(6", €)Y C 7 [a,b] takowe,Zze  limy,—oo |0"] = lim, o0 |6 =0 a

lim S(c", &) =IcR a lim S(&", & )=I€cR.
Sestavme nyimovou posloupnost
~1 1 ~9 T2
[S(p" ™} = {S(c'.€").5(6",€), 5(c,€2),8(6% €),... }

Podle n&eho pedpokladu ra tale posloupnost{S(p™,n™)} konenou limitu
JE€R a, prot@e obsahuje adbposloupnosti

{S(c".€")} a{s(e".€")}.
mud platit I = I = J. To znamea, ze hodnota limity

I= lim S(o™,&")
nezvid na volk® posloupnosti{ (e, £")} zn&erych cleri intervalu [a,b] pro
kterou plat lim |o"|=0.

Nyni, necht{(c", &™)} C 7 [a,b] je libovolna posloupnost takéy ze

lim |o"|=0, lim S(e",£")=I€R

a necht
b
) [ fdg#1.

Potom existujez > 0 takow, Ze pro kadé k € N Ize najt (o™, £"*) € 7 [a,b]
pro réz plat

1 ~
o™ | < 7 a |S(o™ €™ ) — 1| > €.

To znamea, Ze jsme nali podposloupnost{(c"*,£"*): ke N} C 7 [a,b] po-
sloupnosti{(c™,£")} pro kterou neplétklim S(o™k €™ )=1. To je ale spor

s n&im predpokladem. Mme tedy

(&L?dgz[

Tim je dikaz \éty dokorten. O
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STIELTIESJV INTEGRAL 73

5.22. Poziamka. (i) Necht f € Gla,b], zo € (a,b), ¢, dER a g(x)=c pro
x € la,z0), g(xo) = (c+d)/2, g(x) =d proz € (zo, d]. Dale, nechtf: [a,b] =R
ma jednostran@ limity f(zo—), f(xo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnostéeri {o"} intervalu [a,b] takowch, ze
prokezde n € N existujek,, pro ktee plai o _, <z <o} . Dale, nechiektory
zn&ek 0", n™ a ¢" jsou takoe,ze pro kade n € N plaf

(6".0"). (¢".n"). (o".C") € 7[a.b].
K, =To, Op 1 <n. <zo & w0 < <oy,
Mame
S(e",0")=f(xo) (d—c),S(a",n")=f(ni,)(d—c),S(c", (") = f(G,)(d—c)
pron €N atedy
lim S(o™,0") = f(x0) (d—c), lim S(a”,n") = f(zo—) (d—c),

n—0oo n—00
Jim S(0",¢") = f(zo+) (d=c).

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £") takova, ze
(", €") e Ta,b] a |o"|—0,

konvergovala pror — oo k néjaké koné&né (a jednoznéné ucerg) hodnog I, je
nutré, aby platilo

bud g(zo—)=c=g(x0) =d=g(xo+) nebo f(xo—)= f(xo)=f(xo+).

b
Vzhledem ke @t 5.21 Ize tedy €ekavat, ze pro existenci integiu (6)/f dg
bude nute, aby funkcef a g nenely zadry spolé&€ny bod nespoijitosti. ‘

(i) Nyni, necht o € Z|a, b] je libovolné cBleri obsahtiici xy. Pro k&deé jeho
zjemrén o potom existujek = k(o) takow, ze o = 0. Mame

(e )+ £6) ©5° festlize &y < <&
(Fleo) +F(@) 5 C estlize &1 =m0 <&

(F(G) + Flzo) T3 festive gy <a0=G

f(zo) (d—c) jestlize {1 =x0=¢&,
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74 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

Bude-li tedy funkcef regulovai nala, b], bude mndina @ hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,€) € T [a,b] ac Doy} nejwSettyfbodoma:

Q= {(fwo=) + Flaot)) 55, (o) + flaot)) 5,

d—c d—C}.

(f(zo—) + f(20)) 5 2 f(zo) 5

b
Pro existenci inte@lu (o) [ fdg je ovdem ginejmer§im nutré, aby se mntina

Q redukovala na jednobgdovou nmaou. Snadno se nadine,Ze toto nastane
prave tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit sodasré

At f(zo) Atg(z))=0 a A~ f(zo) A"g(xo)=0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji disledky
Podrobmji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a(o) RS —integalem umdani po-
jem pseudoaditivity

5.23. Definice. ReknemeZe funkce f,g: [a,b] — R sphuji v bocg = € (a,b),
podninku pseudoaditivity, jesttie

Pro k&dé e > 0 existujed. > 0 takowk, Ze je-li
§'.6"€(0,6.), E€[x—6",a+38"), ¢! €[x—6", 2] @& € [, x+6"]
pak plat (PA)
|£(€) [9(z +3") — g(a—8")] = F(£') lg(x) — g(z—3")]
— (€M) lg(z +48") —g(2)]] <e.

5.24. Poziamka. Powiti podninky (PA) mize byt nékdy pohodl@jsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalentn podoby.

Pro kadé e > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li
r' € (z—0e,2), 2" € (z, 2 +0), €la',2"], £ €2l z] ad” € [z, 2"]

pak plat
| £(©) [g(@")—g(a")] —f(€") [9(x)—g(a")] = F(€") [9(z")—g(x)]| <e.
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5.25. Hiklad. Necht

0 kdyz x<0, 1 kdyz <0,
flz) = § a g(z) = .
1 kdyz >0 1 kdyz >0

ar' <0<a’, e[/, 2], £ el2!,0] ag” €]0,2"]. Potom
|£(€) lg(a") = g(a")] = £(£') [9(0) — g(=")] = F(£") [9(z") — 9(0)]|
=[f(©) - )] =1
vzdy, kdyz budeé <0 a £” > 0. Vidime, ze funkcef, g nesphuji podnminku (PA)
v bock 0.

5.26. Lemma. Jestlze funkcef, g : [a,b] — R spluji v boc z € (a,b) podninku
pseudoaditivity, pak aspigedna z funkicf, g je v bo@® = spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkg, g spojita v bo@ = a druhé je ohrani-
Cera na jeho okdl pak funkcef, g spihuji podnminku pseudoaditivity v bad.
Dlkaz. a) Nechtf, g sphuji podninku (PA) pseudoaditivity v baglz. Dosa-
dime-li ¢ = ¢/, dostaneme

Ve>036.>0:
(:L" €(x—0de,2), 2" €(w,x+6.), £ ela 2], ¢" € [x,x"])

— [£(&) = 1N |g(a")—g(@)| < <.

Odtud je Zejme, Ze nefirli funkce g v bode = spojith zprava, musbyt v bode «
spojita funkce f. Podob®, pol@ime-liv (PA) ¢ = ¢” ad’ = 6", dokazeme ze
nen-li g spojita zleva vz, mud byt f spojitav x.

b) Necht

r€(a,b), 6>0, 2’ €(x—0d,2), 2" €(x,x+0),
teld, 2], ¢'eld! 2] a ¢"€lx,2"].

Potom

|£(&) [9(a") = g(a")] = £(£") [9() — g(a ﬂ FE"M [9") = g(w)]

= |(f(©)—f(E") (g(x)- <wn+( )—f(©)) (9(")—g())]

< [£©) = FEN |glx) — g@)| + | £(€") = F(©)] |9(a”) — g(x)]
Sﬂﬂ@—f@ﬂ+ﬁ() FENN) o) - ga))|

+(I£€") = f@)]+1f(2) = F©I) [9(=") — g(=)] .
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Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 5.13 a lemmatu 5.26.

b
5.27. \Bta. Necht f,g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ f dg. Potom

v kazcem bo@ z € (a, b) je alesp@ jedna z funkic f, g spojita.
b
D 0 k az. Fedpokhdejmeze (5)/ fdgeR. Vzhledem k lemmatu 5.26 nyn

stai dokazat,ze dvojice f, g splhuﬁ podninku pseudoaditivity v kadem bo@
z € (a,b).

Pfedpokbdejme tedyze nepldt (PA), tj. existujee >0 takow, ze pro kadé
5 >0 lze najt

v e(x—6,z), 2" €(x,x2+06), ner,2"], n €[r,z] an” €[z, 2"]
takowe, ze

[F(n) [9(=") = g(2")] = (') [9(x)—g(a")] = f (") [9(=") — g(2)]| = €. (5.10)

Bud dano libovolre § > 0. Necht (o, €) € Z[a, b] je takow, Ze |o| <& apro
néjake k€ {1,2,...,m} je op_1=2' <z <z" =0} a& = n. Definujme

&:UU{.%} a E = (§1,---,§k—1;?7/,"7//,§k+1,--- ,fm) .
Paodle (5.10) tedy #me
S(e,€) — 5(5,8)| = | £(&) l9(ow) — g(on-1)]
= f") lg(x)—g(on-1)] = f(n") [9(on) — g(2)]]

To znameaA, Zze nemsplréna podrimka (5.3') a tud? podle ety 5.13 a c\ieri 5.14

b
neexistuje intedl (6)/ fdg. O

Vime, Ze (§) RS —integal je specalnim pfipadem (o) RS —integalu (viz vé-
ta 5.5). Na druhou stranu, jak @ite rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam

poskytuje manost objasnit i vazbu meztmito integaly v op&ném sn@ru.
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5.28.\kta. Nechit f, g: [a,b] — R. Potom integal ( /f dg existuje pave tehdy,

b
kdyz existuje integal (o) / f dg afunkcef, g sphuji podmnku pseudoaditivity

v kazdem bo x € (a, b).

b
DOkaz. Hedpokhdejme nejprveze existuje(é)/ fdg. Podle \&ty 5.5 po-

b
tom existuje i(cr)/ f dg a ma stejnou hodnotu. &le, podle ety 5.27 funkce

f, g mud splhovat Sodninku pseudoaditivity v kedem bo@ x € (a, b). Stei tedy
b
dokazat, ze kdyz existuje intedal (o—)/ fdg a funkce f, g sphhuji podminku

b
pseudoaditivity v kadem bo@ = € (a, b), pak existuje i intedal (5)/ fdg.

b
Predpokbdejme tedyze (a)/ fdg=1I€eR afunkcef, g spihuji podminku

pseudoaditivity v kadem boc ;ge (a,b). Necht je dano € >0 a nechtdéleri

o-={s0,81,...,5} € Z[a,b] je takow, Ze plat

|S(p,n)—1I| <e jakmile pD>o. a ner(p). (5.11)
Ozn&me

0x :=min{s;—s;—1:1=1,2,...,1r}. (5.12)

Protaze funkce f, g splhuji podninku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
d: € (0,0,) takowe,ze prokadei=1,2,...,r plaf

| £(€) [g(s]) — g(s7)]
—f(€) [9(s:) = g(sD=F(E") [9(s) = g(s0)]] < ;
pro Vsechnai € {1,2,...,r—1}, (5.13)
i€ (si —0g,8i), s €(si,si+0e),
§elsi,si ], €' €lsi s, £ €si, s7].

Necht (o,¢) € 7 [a,b], o ={01,09,...,0m} & |o|<0-.
Podle (5.12) je prokade j € {1,2,...,m} mnaina(c;_1,0,) No. bud jed-
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nobodowa nebo pazdra. Necht
U, jemnazina€chje{1,2,...,m} prokted(o;_1,0;) No.=0,
U2 = {1,2,...,m}\U1.

Potom pro kade jcU, existuje pavwe jednoi(j)€{1,2,...,r} takow, ze
si(j) € (0j-1,05). Paet prviki mndiiny U, tedy nef vetsi nez r.

Polazme nyn p = o Uo .. Potom
lp| < 9 < 0s. (5.14)
apro kadé j € U; existuje pave jednok(j)€{1,2,...,v(p)} takow,ze
[ok(j)-1,Pk(5)] = [oj-1,05]. (5.15)
Pokudj € Us, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow,ze

Pe(i)—1 = Tj—1s PeG) = Si(j)> Pe(j)+1 = Tj+1 - (5.16)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7 [a,b] a
i) =& kdyz jeU (5.17)
a porovnejme inte@ini solwtty S(o, &) a S(p,n). Mame
= > (&) [9(o) —glo;- )+ Y f(&)9(0s) —gloj-1)].
Jjely Jje Uz
NechtVy = {k(j):j€eUi} aVo={1,2,...,v(p)}\ V1. Pak podle (5.15)—(5.17)
= fOm) 9lpr-0)1+ Y ) [9(ox) — 9(pr-1)]
ke Vi ke Vo
=>" flm¢) l9(pry) — O+ fOm) —g(pr—1)]
jelUx ke Vo
=>" (&) lg(0)) — g(oj-1)]
jeth
> [Fe)lglpey) =9(pecy-O1F F ey 1) [9(pecy1) =9 (pes))]
j€ U2
=> " f(&)lgloj) = gloj-1)]
JjeUy
+Z [f(W(j)) [9(si(5)) — 9(s5-1)] + f (Megj)+1) [9(oj4+1) — g(ﬁi(j))] .
j€U2
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Tudiz

S(o,€) - =Y f(&)lglo)) —gloj-1)]

JjeU2

> [FO)la(sig) —a(oi- D)+ F e+ (i1 =g (si)]] »

jeUs
i,

‘3(076)_8(/)777)‘ < Z ‘Wj}a

JjeEU2
kde
W = f(&)lg(o;) —g(oj-1)]
— F(ei) L9(sigi)) — 9(0j—1)] = f(egiy+1) [9(0j+1) — 9(sigi)] -
Pfipomaime,ze vzhledem k (5.14) a (5.16)ame
[O-J'*b Gj] C (Si(]) 567 Si(4) +4 ) gj [ G~ 587 S; (])"1'(S ]
Nes) € [Si(j)_657 Si(j)]a Ne(j)+1 € [Si(j)v 3i(j)+56] .

Podle (5.13) je tedylV;| < c pro ka&zdé j € Us atudz (také dky tomu,ze pcet
IN
elementi mnaziny U, neri vé&Si nez r) dosvame,ze

1S(,.6) = S(p.m)| < > |W;| <e.

JjeE U2
Konetng, vzhledem k (5.11) a k vzhledem k definjgi dosdvame

‘5(075)_1‘ < }S(Uaf)—S(PaTI)‘+‘S(P,77)—I‘ <2e.

b
Dokazali jsme tedyze (5)/ fdg=1. O

b

5.29. Disledek. Necht (o—)/f dg=1TI€eR anechtv kazdem bo intervalu(a, b)

je alespa jedna z funkicf,ag :la,b] — R spojita a druté je ohranteré na jeho
b

okoli. Potom je tak (6)/f dg=1.
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D Uk az. Podle lemmatu 5.26 $piji funkce f, g podninku pseudoadivity v
b
kazdem boe z € (a,b) atudz podle \Bty 5.28 existuje taéx(é)/f dg aplat

b b
) [ +dg= (o) [ fdg. -
5.30. Poziamka. Specalré, jestlze g(z) =z (tj. pro Riemanfv integél), jsou
b b
definice integalll (5)/ f(z)dz a (0)/ f(z) dz ekvivalentn.
5.31. Cvicen. Dokazte tvrzei: ,
Nechtc € [a, b], (5)/ fdg=L€R a (5)/ fdg=1I,€R anecht f, g spl-

b
nuji podminku pseudoaditivity . Potom integal I:(é)/ f dg existuje a plat
I=1+1. ‘

(Navod: vywijte véty 5.19 a 5.28.)
5.3 Absolutni integrovatelnost

Nyni potfebujeme d&@ pomocry pojem.
5.32. Definice.Necht —co < c<d< o a f, g: [c,d] — R. Potom definujeme

Syagle,d] = {[Srag(p,m) —Ssaglp’,n ) (p.m), (p',n') € T [c.d]}

w (Stagsle,d]) =sup Gragle,d). (5.18)

Plat nasleduici modifikace Bolzanoyjch — Cauchyoych podnnek.

5.33. \&ta. Necht f, g: [a,b] — R. Potom:
b
() Integral (5)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplat

Ve>03.>0:
v(o)
(ae@[a,b} alol <55> == w(Sragiloj-1,05]) <e.
1

q

(5.19)

<.
Il
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b
(i) Integréal (a)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, kdplai

Ve>03do.€P]a,b]:

0'
(UE@[a,b] a0305> Z (Stagiloj-1,05]) <e. (5.20)

DOkaz. a) Ulkzeme,ze podninka (5.19) je ekvivalenins Bolzanovou—
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS —integalu.

a) Predpokhdejme,ze plat (5.3). Nechte >0 je dano,s=¢/2 a nechtd. je
urceno podrinkou (5.3). Mejme cleri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < 6.
Ozn&me m=v(o) a pro kade je{1,2,...,m} vyberme znéerd cEleri
(o,87), (67,€) e T [0;_1,0/] tak, aby platilo

0<w(Spag:[oj-1,05]) < Sfag(a?, &) —Sng(f?j,Ej) + % (5.21)
Definujme
:Uo.]) ﬁ:U&ja 77:(517527---757”) (gl 227"‘7gm)'
j=1

Potom
(p,m) € T [a,b], (p,m) € T a,b], |p|<de a|p|<i:.

Tudiz podle (5.3) a (5.21) dastame

0< Zw(Sng; [0j-1,05])
j=1
< [Sraglo?. &)~ Spas(@. &)+ %}
j=1

=Siang(psn) —Spaq(p,m) +e<2e=¢.

Protcaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka (5.19) je spléna.

3) Pro dikaz obaceré implikace pedpokhdejmeze plat (5.19). Dokzeme,ze
potom je spl&na podrimka (5.3").
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Bud danoe > 0. Necht §. je urteno podrinkou (5.19). [&le, méjme zné&ergé
déleri (o, &) intervalu [a, b] takowe, Ze |o| < §., Ozn&mem = v (o). Necht
g=Jo/, £=(¢.€,....&m),
j=1
kde
(07,&7) € Toj_1,07] pro j€{1,2,...,m}.

Potomeo D o. Diky pfedpokladu (5.19) a sfiflédnutm k (5.18) dostaneme

1Stag(0,&) = Srag(a,€)|

|£(&) [9(05) — 9(oj-1)] = Spag(a?, )]

Ms

.
Il
_

Ms

w(Syagiloj-1,05]) <e.

.
Il
—

Plat tedy (5.3").

b) Analogicky by se dokzala ekvivalence podmky (5.20) s Bolzanovou — Cau-
chyovou podrimkou pro existenc{c) RS —integalu. Podrob# diikaz je ponechn
Cteréfi jako cvicerd. Ol

5.34. Cvteni. Dokazte tvrzefvéty 5.33 pro(o) RS —integaly.
5.35. Lemma. Nechit f, g:[a,b] =R a [¢,d] C [a,b]. Potom
Wiea) () 19(d) = g(e)] S w (Spagile,d]) < wiea)(f)vardg. (5.22)

DUkaz. a) Nechte=p={cd}, {,n€lc,d] a €=(&),n=(n
(0,8),(p,m) € T[e,d] al|f(&) = f(n)llg(d) —g(c)| € Syay(le,d]) a

Wie,a) () |9(d) — g(c)| <sup Spagle,d) = w (Spag;le,d]).

). Potom
tud

b) Na druhou stranu, jest (p,n), (7,0) € 7[c,d]| a pol&ime-lic=p UT,
bude o€ Z[c,d] a

v(o)

[Spagem) = Spas(m0) = | 3 (F0)) = £16)) l9(e5) — g(oi1)]]
j=1
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kde 17; =Nk kdyi [O‘jfl, U]’] C [pk—l, Pk] a 9; :Qk kdyi [Ujfl, O'j] C [Tk‘—laTkJ]'
Odtud dostvame dle

v(o)

1Stag(p,m) = Spay(T,0)] Z | F(n}) = £(8))] |9(aj) — g(oj-1)]

< w[c,d}(f) Vg, o)
neboli
w (Syagile,d]) =sup Sragle,d) < wiq)(f)vardy.

Dokazali jsme platnost nerovn®$b.22). O
5.36. Poziamka. Je-li vard g = oo, pak je osem drufa z nerovnostv (5.22)
trivi alni.

Nasleduici tvrzen poskytuje dadi nutnou a postéujici podrinku pro existenci
obou typl RS —integald.
5.37. \eta. Nechit f: [a,b] = R, g €BV]a,b] a v(z) =var® g pro x € [a, b]. Po-
tom integél/bf dg existuje tehdy a jen tehdy, Kddgxistuje integal /bf dov.

Dlkaz. a) Prokadyinterval [c,d] C [a,b] mame vaf v=v(d) —v(c). Tudiz
podle lemmatu 5.35 miglatit

v(o) v(o)
D Wiy ro(F) [o(0g) —v(0-1)] = > w(Spavi[oj-1,05])

1

q

=1

<.
I

pro libovolré céleri o € Z[a,b]. Podle lemmatu 5.35 tedyate doshvame
v(

q

) v(o)

w(Sragiloj-1,05]) < Z Wio;_1,0,(f) varg’_, g

J

q

v(o) v(o)

= Zw[aj Losl () [o(og) —v(oj-1)] = ) w(Sraviloj-1.05]),

<.
I
—

tj. nerovnost

v(o) v(o)
D w(Sragloj-1,05]) Z (Staviloj-1,05])
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plafi pro kezdé celeri o € Z[a,b]. Pomog véty 5.33 nyim uz snadno do&eme,
b

b
Ze z existence integhu / f duv plyne existence integtu / fdg (ato pro oba

typy RS —integalu).
b
b) Predpokbdejmeze existuje intedal (a)/ fdg.

Bud danoe > 0. Potom podle &ty 5.33 existuje éleri o. € Z[a,b] takowe,
ze

0‘
Z (Sragiloj-1,05]) <e (5.23)

plati pro kazdé jeho zjemeri o D o.. Zfejmé mizeme & predpokbdat,ze tale
0<vart g—V(g,o)<e (5.24)
plafi pro kazde Bleri o takowe,Zze o D o.. (Zdlvodréte!)

Podle lemmatu 5.35 ame
(

x
S

v(o)

w (Syaviloj-1,0;]) < Zw[aj_mj](f) varg,_, g
1 j=1

a, chle, podle (5.24) a (5.23)
v(

.
Il

q

) v(o)
w (SfAv; [Ujfla 0j ]) < Z w[oj_l,aj](f) [Q(G'j) —g(O'jfl)]

J=1

.
Il
=

v(o)

+ Zwoj Loy (F) (Varg_, g —[g(o;) — g(0-1)])
<e+ w[a,b}(f) (Vara g— V(ga U)) <e (1 +w[a,b](f)) .
b
Podle \ety 5.33 nlizeme tedy uzdit, Ze existuje intedl (0)/ fdo.
b b
c) Zbyva dolkazat implikaci (6)/ fdgeR = ((5)/ fdveR.
b
Necht tedy existuje inteda (6)/ f dg. Potom podle &t 5.5 a 5.27 existuje
b a
(0’)/ fdg a funkce f, g nemaj spol&€ny bod nespojitosti V(a, b). Dale, podle
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lemmatu 2.23 tal funkce f, v nemaj spol&€ny bod nespojitosti (a, b). Konetne,
b

protaze podletasti b) tohoto dkazu existuje inted (a)/ f do, existence in-

b a
tegralu (5)/ f dv plyne z disledku 5.29. (Proite g € BV|a, b], je g ohrantera
nala,bl.) ‘ O

b
5.38. \Bta. Necht f: [a,b] = R, g €BV]a, b] a existuje integal/ f dg. Potom
a

existuje tak mteglal/ |fldg.

DOkaz. Podle &ty 2.14 a lemmatu 5.11 selireme omezit nafjipad, ze g
je neklesdi na [a,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c,d € [a, b]
takowa, Ze cle d. Podle lemmatu 5.35 tedy pro libov@mkleri o € 2 [a, b] plaf

v(o) v(o)
ZW Snga Oj— 130]]) Zw[o—j_l,oj-](f) [Q(Uj)—g(o'j—l)]
i—1 1
a ! ”
v(o) v(o)
> w(Sipagloi1,0) =Y wo,yon(£1) [9(0)) = gloj-1)] -
=1 =1

Na druhou stranu,fegjmeé
I1f @)= |fW)]] < |f(=)— f(y)| prolibovolra z,y € [a,b].
Mame tedywi. 41(| f]) < wie,.q)(f) pro libovolry interval [c,d ] C [a, b]. Tudiz

v(o)

w(Sipiag 051,051 =D Wi, 1.0 (1F]) [9(05) = g(0j-1)]
Jj=1 Jj=

v(o)

S Zw[a'j_l,a'j}(f) [g(a-]) U] 1 w Sng’ U] 1)0-]])
- le

DUkaz lemmatu nyinplyne okantité z \éty 5.33. O

Primym diisledkem lemmatu 5.9 &v5.37 a 5.38 je &sleduici tvrzeri.
5.39. Disledek. Necht f:[a,b] =R, g € BV[a,b], v(z)=varg pro z € [a,b]
b b

a nechitexistuje integal/ f dg. Potom existuje taé<integ|él/ |f| dv aplaf

b b
rdg| < [ 1f1dv < 7] vartg.
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O

5.4 Substituce

V8echna tvrzertohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba typy RS —integiu

Zatneme dalim disledkem definice 5.32.
b
5.40. Lemma.JestIEe/ fdgeR a (o,€) jelibovolré zn&ere céler intervalu

[a,b], pak plat

v(o)

b
/fdg—S(a,&)’ <3 w(Spagloy1,05). (5.25)

Jj=1

Dikaz. Oznéamem=wv(o). Bud danoe > 0. Nezvisle na tom o jak typ

RS —integalu se jeda mizeme zvolit znéere cBleri (o, &) € 7 [a,b] tak, aby
bylooc>o a

/:fdg—S(G,g)‘ <e.

Protdze o je zjemrérim o, miizeme ho rozdlit tak, ze bude

m
og=|]a’, kded’c2[o; 1,0m] Proj=1,2,...,m.
j=1

Podobié & = (£ ,&,...,&), kde & jsou relné vektory takoe, ze
(a'jagj)Gg[Ujbej] proj=1,2,...,m.

Mame tedy

b
[ 7da-s0.6)

<

/abf dg—5(.8)| +|5(5.6) - 5(e.¢)

<+ Y1) [9(05) — g(o5-1)] — S(&, &)

=1
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<et+ Y w(Sagloj-1,05]).
j=1

Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to,Ze plat (5.25). O

b
5.41. Disledek. Jestlﬁe/ fdgeRale,d] Cla,b], pak prok&d ¢ € [c, d] plati

d
[ £d9- 1O 10d) - 9(0)| < o (Syayilend).

Nasleduici specalni forma &ty o substituci je tak disledkem lemmatu 5.40.

5.42. \Bta (SuBsTITUCE). Necht f,g,h:[a,b] - R, pficent f je ohrantera

b
na intervalu|a, b] a/ gdh eR. Potom jeden z integili
a

/abfd[/;gdh] a/abfgdh

existuje (ra kon€nou hodnotu) pave tehdy, kd¥ existuje i ten drup V takoem
pfipacé pak plat

/abfd[[gdh] :/abfgdh. (5.26)

b
D 'k az. Nejprve si padimréme,ze z existence integm/ gdheR plyne,ze
a

w(z) ::/ gdheR prokadex € [a,b]

(viz véta 5.15). Funkcev je tedy definovaa na cedm intervalu[a, b] a zobrazuje
interval [a,b] do R.

Pro libovolré zn&eré cleri (o, &) intervalu [a, b] mame

[Stgan(o,8) = Sraw(o, §)|

v(o) v(o)
= ‘ > (&) 9(&) (o) = hloj-0)] = f(&) [w(og) — w(oj-1)]
=1 i=1

v(o) o

< Y116 ol ey~ hioy)) - [ g
i=1 751

j—
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V(o) 7
< Il (Z o6 o) = o] - [ 1gdh‘> |

j=1 o

Podle disledku 5.41 do&tvame dile

v(o)

|Srgan(e,€) = Sraw(o, &) < |If] Zw(SgAh; [0j-1,05]).

Jj=1

Odtud podle &ty 5.33 & plyne relace (5.26). fes\edtete seze dikaz opravdu
umite dokorEit.) O

5.43. Disledek. Je-li f ohrantera nala,b], h:[a,b] — R je riemannovsky inte-

grovateld nafa,b]| a g(z) :/ h(t) dt, pak jeden z integl

a

/abf dg a /abf(x) h(zx) dx

existuje pave tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem @ipade pak plait

/a Fdg = / ') ) di. .

5.44. \Bta(DRUHA 0 suUBSTITUCI). Pfedpokbdejmeze funkces: [a, 3] — R je
ryze monotonia spojita na [«, 5] a zobrazujea, 4] nainterval [a, b]. Potom pro
libovolné funkcef, g:[a,b] — R plati

b B
existuje—li/f(a:)dg(:c), existuje tak /f(¢(x))dg(¢(x))

B8 b
+ / F(6(x)) dg(6(x)) = / f(z) dg(z), (5.27)

kde "+" plat i, je-li ¢ rostoud a ™" plat i, je-li ¢ klesajci.
D U k az. Fedpokhdejme nap, ze ¢ je klesajci. Potoma = ¢(b) a 8= ¢(a).
Pro da zn&ere celeri (o, &), intervalu [«, 5] polozme

Pv(o)—j :¢(Jj) proj=0,1,..., V(U)a Mv(e)—j — qb(g]) proj=1,2,..., V(U) :

Potom (p> 77)7 pP= {p0> P1y- - 7p1/(o')}7 n= (7717 n2; -5 Mu(o) je zn&ere eler
intervalu [a,b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Zfejme, je-li o Do/, pak je
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také ¢(o) D ¢(o’). Podobm®, protde ¢ je stejnon@rré spojii na [«, 5], plat
|p(o)| — 0 jakmile |o| — 0. Navic

v(o) v(p)
D)) [9((a)) — gléloi-1)] = =D f(n;) [9((p) — 9(b(pi-1)]
j=1 i=1

plat pro kazde (o, &) € 7|« 8]. Ted uz zajise kazdy Cterd¥, ktery pozorré pro-
studoval éSinu dika) teto kapitoly, samostaéndokor&i diikaz rovnosti (5.27)
pro oba integaly (vCetre pfipadu,ze ¢ je nrostoud). O

Dalsi variantou ety o substituci je asleduici véta. Jeijdikaz mizeme pone-
chatcter#fi jako cvicen.
5.45. \Bta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [#(a), #(b)] je rostoud a spojita na [a, b],
v:[p(a),p(b)] — [a,b] jeinversik ¢ anechtf:[a,b] — R. Pak existuje-li jeden
z integialll

b #(b)
() / f(@)dz, (o) /¢ CELIEE

existuje i ten drufz a plaf rovnost

b #(b)
() / f(z) dz = (0) /¢ , T ave),

5.46. Cviteni. Dokazte etu 5.45. Zformulujte a dokae analogick tvrzen pro
(6) RS —integaly.

5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegral. Plat ve stejiém zrén pro oba typy RS —inte@iu.

5.47. \Bta(VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integlli

/abfdg, /abgdf,

existuje i druly a plat
b b
/ fdg+ / gdf = f(b)g(b) — f(a) gla). (5.28)
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DUkaz. a) Buddano libovolre zn&ere celeri (o, £). Pfeorganizoanim clenl
V SOLWEtu Sya (o, &) dostaneme

Staglo. &) = f(&)[g(o1) — g(a)] + f(&2) [9(o2) — g(o1)]
+o ot f(&m) l9(0) — g(om—1)]
= —fla)g(a) = [f(&) — f(a)] g(a) = [f(&) — f(o1)] g(o1)
=[f(o1) = f(&)lg(on) = -+ = [f(&m) = flom—1)] g(oOm 1)
[flom=1) = f(&m-1)] g(om 1)
—[f(b) = f(&m)] 9(b) + f(b) g(b)
(

= f(0) g(b) — f(a) g(a) — Sgas(c’,&")
neboli
Siag(e,€) = f(b)g(b) — f(a) g(a) — Sgar(o’, &) (5.29)
kde
o' ={a,&,01,8,09,...,0m—1, &m, b},
¢ =(a,01,01,02,02,...,0m—1,0m—1,b),

(6/,€")e T[a,b] a o' jezjemrénm o. (Stane-liseze{;=o0;_1 resp.§; =o;
pro réjaké j, mudme o\dem tyto body¢; v o’ a £’ vynechat.)

b
b) Fredpokhdejmeze existuje intedl (o) / gdf.

a

Bud danoe > 0. Zvolme cgleri o. € Z[a, b] tak, aby pro kadeé jeho zjema-
ni o/ avsechna fisluSra zn&era cBleri (o’,¢’) € 7 [a,b] platilo

Sear(o’,€") —(0)/;9 df) <e.

Podle (5.29) pro k&dé o D o . a pisluSré zn&eré dleri (o, &) plaf

b
Sa(,€)— () g(b) + f(a) g(a) + (o) / gdf

b

- (a)/gdf—sgAfw',s’),
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kdeo’' Do Do atudz

b

5124(0.) = (1)) + £(0) (a) + (o) [ 9]

- \<o>/abgdf—sgAf<a’,s/>\ <e.

b
Odtud plyne existence integu (o)/ fdg arelace (5.28). Toze z existence

b b
integi@dlu (o) [ f dg plyne existence integtu (a)/ gdf a plaf rovnost (5.28)

a

by se dokazovalo analogicky.

c) Tvrzen véty pro (§) RS —integaly plyne ze vztahu (5.29) podo®iako v drulé
¢asti dikazu pro(c) RS—integaly a detaili dikaz mizeme nechaéteréri jako
cvicen. O

5.48. Cvteri. Dokazte tvrzemveéty 5.47 pro(d) RS —integaly.

5.6 Stejnomeérna konvergence a existence inte@tu

AZ na \etu 5.51, $echna tvrzeintohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba
typy RS —integalu.
5.49. \Bta. Necht g € BV|a,b], f:[a,b]—R je ohrantera a nechtposloupnost

b
funkd f,:[a,b]—R, neN, jetakoa,ze| f,dgeR provSechnaneN a

a

Tim [~ £l =0. (5.30)

b
Potom existuje taédnteglal/ fdg aplaf

b b
lim/fndg:/fdg. (5.31)

D & k az. a) Nechie dano e > 0. Vzhledem k jjedpokladu ((5.30)) izeme
zvolit n. € N tak, aby platilo

9
varb g

nzn. = (Ifa=fl<

) a (Ilfall <lifl+1). (5.32)
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Dale, za naich gedpokladi je podle lemmatu 5.9

b
\/ fudg| < [fallvart g < (| f] +1)vart g

pro n>n.. MUzeme tedy vybrat podposloupnobt,} C N} a I €R tak, aby
platilo

b
lim/fnkdg:I.

k—oo J,

Specalng, existujek. € N takow, ze

/bfnkdg—I’ <5>. (5.33)

Nk, >MNe a (k‘ZkE —

Dale, nechto. je takowe cgleri intervalu [a, b], Ze

<(U,£)€9[a,b] a 0'30'5) ’ank Aglo /fnk dg‘ <e. (5.34)

Protaze je ny. >n. (viz ((5.33))), plyne z (5.32)ze pro kade zn&ere celeri
(0,€), kde o je zjemrérim o, plaf

1S(0,€) = S5, a4(0.)| <|If = fu. [ varig <c.
Vzhledem k (5.33)—(5.34) tedy déséime

(08111 < 5008~ S, 80(0- 8] [, 20 0

b
+ /fnkg dg—I’ < 3e.
a

Odtud okariité plyne,ze plat

/abfdg—f

Konetné, prot@e podle lemmatu 5.9 ame

b b
\/ fndg—/fdg\ <[\ fu— £l (vart g),

rovnost (5.31) nyhplyne z gedpokladu (5.30). Dkaz byl proveden pr¢o) RS —
integial.

b) Modifikace dikazu pro(d) RS —integal je Zejma. O
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5.50. \eta. Necht f € Cla,b] a g € BV|[a, b]. Potom existdjoba integély

/abfdg a /abgdf.

DUkaz. Vzhledem ke&tam 2.14, 5.5 a 5.47 stadokazat existenci integ@tu

b
(5)/ f dg pro @fipad,ze f je spojita naja,b] a g neklesdci na [a, b].
Nechtje tedy f spojita na[a, b], g neklesdici nafa,b] ac >0 je dano.

b
Je-li g(b) =g(a), pak je g je nutré konstanthna [a,b] a tudz ((5)/ fdg=0.

Bez Ujmy na obecnosti fizeme tedy fedpokadat,ze g(b) — g(a) > 0. Dale vy-
uzijeme tohoZe ka&da funkce spojé na kompaktim intervalu je na tomto inter-
valu talé stejnorgrré spoijiti. Existuje tedy). > 0 takow, ze

g9(b) —g(a) (5.35)
pro\Sechnar, y € [a, b] takowa, ze |x — y| <. .
Dokaézeme,ze pro libovolra dwe zn&era ckgler (o,¢), (o’,¢’) intervalu [a, b]

takowa, ze |o| < 0. ao’ Do plat |S(o,&) — S(o’,€’)| < e. Podle ety 5.13 to
uz bude znamenate existuje(é)f;f dg.

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky &leri o’ a slazky vektoru¢’ tak, ze bude

o = {Ug, ol .. U}Ll_l, 01,02, Om1, 00, ... ,J,Tm_l,am}
6,: (5%) SR 571“75%7 SER) 5?7 B ':an)

Potom

S(a.86) =>_ f(&) (o)) —glo-0)] =D F(&) Y loled) —gla]_y)]

=1 =1 =1

. J J

1S(0,8) = S(a', &) <D D 1£(&) = FED) lg(ed) —g(ed_y)]

j=1i=1

Protaze

& — €l <|o| <. provdechng € {1,2,....,m}aic{1,2,...,n;},
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odvodme pomotnerovnosti (5.35) vztah
j

S(2,6) = S(0",€")] < =5 373 lotad) —glly)

7j=11i=1

Dilkaz se dokoti pomod cviceri 5.18. O

5.51. \eta. (i) Jestlze f € BV]a,b]| je zleva spojé na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € G[a,b] zprava spojitou na intervalda, b) existuj
oba integaly

(0)/abfdg a (0)/:gdf-

(i) Jestlze f € BV]a,b] je zprava spoji na intervalu[a,b), pak pro k&dou
funkci g € G[a, b] zleva spojitou na intervalda, b) existuj oba integély

<o>/abfdg a (a)/abgdf.

D 0 kaz. Oky vét o integraci per-partes §ta 5.47) sté v obou fFipadech
b

dokazat existenci inte@tu (U)/gdf.

Necht g € G[a, b] je zprava spojd na intervalufa, b), tj. g€ G Rla,b] (viz
(4.2)). Podle lemmat 4.13 a 4.14ame

Grla,b] = Grla,b] NS[a,b] = Lin x(rp, 7€ [0,0))

b
Podle lemmatu 5.11 aéty 5.49 tedy st& dokazat,ze integal (0)/ gdf exis-

a

tuje jestlze g = x(,,-] Pro rejaké 7 € (a, b].
Ztejmé je (0)/ g df = £(7) — f(a) a pro ki (o, €) € 7 [r,b] mame
0 je-li & >,
flo)—f(r)  Jeli &=7.
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Diky spojitosti funkcef v bode 7 zprava niizeme tedy k da&mue > 0 vzdy najt
délen o. takow, ze bude

|S(o,&)| < e provsechngdo, &) € 7 [1,b] takoa, zeo Do, tj.
b b
<a>/gdf=o a (0)/gdf:f(7)—f(a)-

Plaf tedy tvrzen (i). Druhé tvrzen by se dokazovalo podoBn O
5.52. Cviteni. (i) Pro obatypy RS —integtu dokate:
Jestlze f:[a,b] — R méa kon&nou variaci nafa, b] a je spojiti na [a,b],

b
pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].

(i) Provette podrobs diikaz tvrzei (i) véty 5.51.

5.53. Poziamka. Pfipomaime j&® bez dikazu jeden ze Amych zajmawvch
existertnich vwsledki. Dlikaz ralezi L.C. Youngovi, jednomu z klasikteorie in-
tegrace, a Ize ho riay jeho p@aci [54] z roku 1936.

Jestlze funkcef : [a,b] =R ag:[a,b] — R spliuji podrinky
[f(z) = fy)| < K|z —y|* a |g(x) —g(y)| < L|z—y|” pro z,ye[a,b],

b
kde K, L €[0,00), a, B € (0,00), o+ 3> 1, pak existuje intedl (5)/ f dg.

5.7 Bodova konvergence

b
Dilkaz \éty o konvergenci posloupnosti intédit [ f,dg, ve kteé by nebyla

. ~ , ya a 4 ya ,
nutra stejnonérma konvergencef,, = f nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integall.

5.54. Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdgi na [a,b]. Pro libovolré cleri
o intervalu[a,b] a funkci f : [a,b] — R polozme

z €[o;-1,0]

v(o)
Siaglo) = Z ( sup  f(x))I[g(a;) —g(oj-1)]
j=1 €
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v(o)

Spagle)=2 ( _if f(x))lg(o;)—gloj-1)]

o w€lonal

a definujme

/abfdg—inf{Sng(o'):a'EQ[a,b]}
/;fdg:sup{Sng(o'):UGQ[a,b]}.

b )
Veliéiny/f dg resp./f dg nazyvame horni resp. dolfintegral f vzhledem
ke g. ¢ ¢

5.55. Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdfinafa,b] a f:[a,b] — R. Potom
plati

/;fdg:/abfdg:IeR (5.36)

prave tehdy, kdy

b
@[ rdg=1.
DlUkaz. a) Protze g je neklesdgi, plyne gimo z definice 5.54ze

S fag(0) < Sfag(0,€) < Spaglo) prooe2a,b] ater(o),

G50 — (S[Ag(3) = S as(0) @ Syag(d) < Spaglo)).

Pomod téchto Akladrich fakil ner obfizné oW it (provedte !), Ze plat-li (5.36),
pak pro kade k € N existuje @leri o* € 7[a, b] takow, Ze nerovnosti

1 - 1
I— 2 <8 ag(0") < Spag(o", &) < Spag(oh) <+

1
plafi pro kazde £* € 7(o%). Pro da ¢ > 0 zvolme k. > - a pol@me o, = o*-.
Potom bude pro Kalé o D o, a & € (o) platit

I—ec< S(e*) < S(o) < S(0,8) <S(c) <S(o*) < I+e.
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b
Odtud plyne rovnos(cr)/ fdg=1.

b
b) Predpokhdejme nyi ze existuje(a)/ fdg.

Bud danocs > 0. Podle \éty 5.13 existuje éleri o takow, Ze nerovnost

1Siag(0,8) = Staglo,m)| < %

neboli
v(o) c
> (&) = £my) [otory) = 9(oi)]| < 5
j=1

plat pro jakakoliv £, m € 7(o). Pfechodem k supretm a infimim na kadem
intervalu [o;_1, 0;] Ziskame nerovnost

0< Srag(o) =S saylo)

v(o)

=22 swp f@) - _inf f(@)) [o(oy) ~ g(o5-1)]|
j=1 z€loj-1,0] z€[oj—1,04]

< 9

=5 <eg.

Odtud a s pomdafejmych nerovnost

b - b
/fdg < S pay(0) < Syay(o) S/f dg

dostivame

b b
/fdg < Sng(U) <§ng(U)+5 S/fdg+5

atudz
b b
Og/fdg—/fdg<s.
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to,ze plat (5.36). O

97



98 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

b b
5.56. Poziamka. Jestlze | f dg:/f dg = I € R, byvajejich spoléna hodnota
I nazyvanaDarbouxiv — Stieltje@v integél. Lemma 5.55ik4, ze tento intedl je
ekvivalentn se (o) RS —integalem.

Nyni dokdzeme de hlavri véty tohoto odstavce: Osgoodovétu o domino-
varé konvergenci a Hellyovuétu o konvergenci. Gbtyto ety plat ve stejiem
znéri pro oba typy RS —inte@ill.

5.57. eta (OSGOODOVA KONVERGENENI VETA). Predpokbdejme,ze funkce
f:[a,b] = R aposloupnost f,,} funkd definovagch nala,b] splhuji

lim fp(z)=f(z) a |fu(z)|<M<oo pro ze€ia,b] aneN. (5.37)

n—~o0

b b
Dale, nechtfunkceg € BV|[a, b] je tako\a, ze integ!’aly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ¢ ¢

nlggo/abfdg:/abfdg. (5.38)

b
DUOkaz. a) Podleigsledku 5.39 integfﬂ/ |fn(z) — f(x)] d]var? g] existuje
pro kazde n € N a plat nerovnost ¢

/fn ) dg(a /f ) dg(a /|fn ~f@)ldartg).  (5.39)

St tedy dolazat, tvrzenvéty je pravdie, kdyz funkce f,, jsou neaporre, f =0
a g je neklesdgi. K tomu budeme pdebovat rasleduici tvrzeri z teorie mnain
zname jako Arzehovo lemma. Jeholtkaz Ize nazti naj. v [13, lemma 11.15.8].

Lemma. (ARzELA). Necht{{Ji;}:k€N, jc Uy} je posloupnost koreych
mnazin podinterval [a, b] takovch,ze

> |Jkyl>C>0 prokazde keN.
JEUg

Potom existuj posloupnosti index {k,} a {j,} takowe, ze j, € Uy, pro kazce
teN a () Ty, #0.

leN
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b) Fredpokbdejme tedyze g je neklesdri nafa,b] a{f,} je posloupnost funkc
definovarych naja, b] a takowch, ze

lim f(z) =0 a 0< fp(x)<M<oo prozefa,b] aneN.

n—oo
Dokazeme,ze mu$ platit

b
lim [ fdg=0. (5.40)

—
n OOa

Dillkaz provedeme sporem. Nédedy neplait (5.40). Potom existilje >0 a po-
sloupnost{n;} takow,ze

b
/fnk dg >¢ provechnakcN.

Vzhledem k definici 5.54 to znam@nze pro kadé k € N existuje o* € Z[a, b]
takowe ze S (c*) >¢, kde zndime S r(o*)=S s, a4(c"). Polizme j&t
mi=v(ok) a pp;= inf }fnk(ac) prokeN aje{l,2,...,my}.

k k
OS] 051,05

Pro da® >0 ozn&me U;, mnazina indexi j takowch, ze ¢y ; >n, zaimco
Vi = {1, 2,... ,mk} \ Uy. ZFeJrr\é

MY g(of) —glof_)]+n Y l9(o)) = glof_1)] > €

JjeUg JEVk

neboli

M Y [g(af) —g(of_1)] > e —nlg(b) — g(a)].
JEU

Pro n=————— dostaneme

j;k[gwf) —9(e’ ] > 777 >0

neboli

9 .
> kil > 577 >0, kde Jiy = [9(0}1).9(0})] pro je Uy
JeUg
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Podle Arzehova lemmatu tedy exisfupod yo a posloupnostik,} a {j,} takowe,
ze jy € Uy, pro kade (€N ayo € (] Ji,;, nebol
LeN
wo€lg(e™_),g(c")], kde jo€ Uy, prokade (€ N.
Protd’e g je neklesdfi na [a, b], existuje pave jeden bodry € [a, b] takowy, Ze
yo € l9(z0—), g(z0+) ], 20 € [0}’ 1,05 ] @ jo€ Uy, prokaide (€N,

Podle definice mngin U, to znamea, Zze fru, (zg) >n pro kazde ¢ eN. To ale
neri mozné vzhledem Kk fedpokladu lim f,(x) = 0. Plaf tedy (5.39).

c) Podletasti b) dikazu name

b
Tim [ |fu(x) — f(x)] dlvarg g] = 0

a tudz ze vztahu (5.39) bezprdstireé vyplyva, ze plat také

b b
i [ f,dg= [ 7ldg.

Tim je dikaz dokoken. O
b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatjr {/ f dgn} je swm zpliso-
bem symetrick ke \&te Osgoodog. ¢

5.58. \Bta (HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI). Nechtfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost{ g, } C BV]a, b] jsou takoe, ze

lim ga(x) = glx) proz € [a,b] a varl g, <7 < oc.
n—oo

b b
Potom var’g<~ya lim/ fdgn —/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou
na [a,b]. ‘ ‘

Dikaz. a)Prokadke gleri o € Z(a,b] akade neN mame

V(gn,o) <var’ g, <~.
Proto tale

V(g,o) = lim V(gp,o) <«
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atudz varl g<~.
b b
b) VSechny integ’ily/ fdgn, neN, a/ f dg existuj podle ety 5.50.

Bud dano ¢ > 0. Ze spojitosti funkcef na [a,b] plyne, Ze existuje éleri
o={00,01,...,0m} € 2 takow,ze prokade j € {1,2,...,m} plaf

|f(z)— f(y)] < % pro vsechnyx,y € [o_1,0;] . (5.41)

Pro k&dé n € N mame

/a Je)doule) = flo) [ don(o)

= (f(l‘) — f(05)) dgn(z),
j=1773-1

g.

b m
/ F(2) dgn(@) = 3 £(07) [9a(05) — guloj 1)
a j=1

M

/ 7 (F@) — f(oy)) dgn(a).

j—

<
Il
-

Pomo¢ (5.41) a lemmatu 5.9 tedy dostaneme

2) dgu(@) = S7 20,(0,€)|

£ - .
M;\gn o) =m0l € 5= =5

Podobi& odvodme i analogickou nerovnost s furikg na nist g, tj.

— Sraglo 5)‘ <

W M

Protaze gn(x) — g(z) pro kazdé x € [a, b], snadno o@ime talke rovnost
lim ’Sngn 0,§)— Sng(O',S)’ =0.

n—oQ

Existuje tedyng € N takowe, ze
9
1S ag.(0,€) = Sragle,&)| < 5 Pron>no.
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Pomodé poslediich ffi nerovnostkon&né uzaveme dikaz:

/abfdgn —/abfdg( < ‘/Uj fdgn—Sngn(a,g))

+ ISngn(Uaf) St ag, (o “f‘ ‘Sngn 0,§) /fdg‘ <e.

5.8 Dalsi véty o existenci integélu

5.59. \fta. Jestlze integél / f dg existuje pro kadou funkcif spojitou na
[a,b], pak g ma kon&nou variaci naa, b].

Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.

o0
Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro véechnan€N a ) a, =00, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c,, } tako\a, ze plat

o0
cn >0 provdechnaneN, lim ¢, =0 a ch an=00. (5.42)
n—oo

n=1

Dikaz. Oznéime-li s, = > aj pro n€N, bude posloupnosts,} nekle-
k=1
sajci a

lim s, = o00. (5.43)

n—oo
Specalné, pro dostaténé velka n (n>ng) budes,, > 0. Mlzeme tuik definovat

1 pron<ng,

Cn = 1
— pron>ng.
Sn

Zrejmeé je ¢, > 0 pro kazde neN a lim,,—., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n €N, m >n>ng mame

m
Z Z Sp—1

Cr ap — _stn :l—L.
k=n

k=n Sk
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L o . . Spe1 1
Vzhledem k (5.43), pro kaé n € N existujem,, > n takow, ze je Z L < 3 tj.

Z Ci A > —=
To ovSem zname, ze mu$ platit ((5.42)).
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] =R, 2o € (a,b] a
vari’g = oo prokazce x € [a,xg) . (5.44)

Potom existuje rostoliposloupnosz;} bodli v (0, zy) tako\a, ze

Jim 2 =z @ > lg(xri1) = g(ax)| = oo. (5.45)
k=1

Dlkaz. a) Pledpokhdejme nejprveze je

sup{|g(x)|:z € [y,x0]} =00 provSechnay € [a, z9) . (5.46)
VSimréme size pro libovole y € [a, o) je

sup{|g(z)| : 2 € [y, o]} = 00 <= sup{|g(z)|:z € (y,20)} = o0

(Kdyby bylo sup{|g(x)| : = € [y, x0]} = 0o, musel by existovat boa € (y, zo) ta-
kovy, ze

l9(2)| = max{|g(y)], lg(xo)l}.)

(Pfipome&ime si,Zze hodnotyg(z) jsou kon€né pro k&dé x € [a, b].) Vzhledem k
(5.46) muzeme vybrat bodyry, € (v, z0), k €N, tak, aby bylo

lg(x1)] > 1, xp > max{zr_1,20— %}

l9(zr)[ > [g(zr—1)[+1 prok=2,3,....

Zfejmé {x} je rostoug, klim Ty = 0 @
—00

oo o0 o
> lg(@ri) - > (lg(zrp)| = lgl@r)]) > D 1 =00,
k=1 k=1 k=1
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Posloupnosfz;} je neklesdgi a sphuje (5.45).
B3) Nechit(5.46) nepldt Potom existujey; € [a, 7o) takowe, Zze
0 < g":=sup{lg(z)|:z € [y1,z0]} < 0. (5.47)
Bez(jmy na obecnosti fizeme edpokhdaty; > xo — 1. Podle (5.44) rame talke
var,? g =oo.
Existuje tedy @leri o' = {0{,01,...,0.,, } intervalu[y;, zo] takow, ze

V(g,o')>1+2g"

Vzhledem k (5.47) tedy &me

mi1—1

> lglo}) —glo] )l
j=1
> 1+2g" —|g(zo)| — lglog, 1) > 1+2g"—2g" =1.
Pol&zme

1
T1=Y1, Ty =0%_1 Prok=2,...,mq,

1
Y2 = max{Tm, 1, To — 5} ar;=mj— 1.

Mame ot
vary? g = oo.
Existuje tedyo? = {03, 0%, ...,02,,} € Z[ya, zo] pro réz

V(g,o®)>1+2g"

Tudiz, podle (5.47), dostaneme

mao—1

> lgle?) —glo? ) = 1+2g" — [g(wo)| — g(or, 1) > 1.
=1

Polme ro=mi+my—1, 2 = op_, Pro k=ri+1,r1+2,...,75, a
y3 = max{zy,, xo — %} (VSimréme size x,,+1 =1 :ag.)
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Nyni, nechtneN, n>2ar;, v;, i=1,2,...,n—1 a x,, k=1,2,...7,_1,

jsou takoe,ze x,, 11 =yi—1, Tk € (Yi—1,yi| PrOk=r;_1+2,...,1; a
ri—1
Yi = maX{$Ti—1’x0 - %}7 Z ‘g(wk—i-l) _g(xk)’ >1
k=ri_1

proi=1,2,...,n—1. Pol&zmey, = max{xrn_l,xof%}. Opeét var® g=oc a
v disledku nerovnos(5.47) existuje tak o™ € 2 [y,, x|, takow, ze

mnp—1

> lg(ef) —glof) =1,
j=1

kde m,, = v(bsigma'). PolaZime-li

Tn=Tn-1+mp—1 @ xp =0},  Prok=rp_1+1,...,7,
bude platit
rn—1
> g(zrer) —glar)| =1 @ wp > yn > 20 — 2 PrOk=ry1,...,7n.
k=rn—1

Indukd jsme tedy zkonstruovali rostougosloupnosti{r, }, {y,} a{zx} takoe,
ze
rn—1

Un € (w0—£,20), > |g(zr1) —g(zx)] > 1pro neN

k=rn_1

awxg >y, >x0— = pro k>r,_y. Odtud plyneze

oo rp—1 [e’s)
Z l9(2r1) — g(zp)| = Z( Z lg(xj41) — Z 1=00
n=1 j=rp_1 n=1

a khm T = hm yn = xo. Dokazali jsme tedyze posloupnos{z;} je rostout
a sphuje (5.45).
D Okazvéety5.59

Vzhledem k &t 5.5 se mizeme omezit ndo)—integal.
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Pfedpokhdejme,ze var, g=oc. Diky Vitaliové vt o kon&ném pokryt a
vete 2.11 vme,ze funkceg : [a, b] — R ma kon€nou variaci nda, b] prave tehdy,
kdyz plat

Vae(a,b] 36 €(0,2—a):vary_5 g<oo
a (5.48)
Vaec(a,b] 365 € (0,b—x):varitog < oo,

Predpokladze var’ g = oo znamei, Ze existujex, € [a, b] takow, ze proz = x
neri splréna jedna z podmek (5.48). Nechtedy nap. z, € (a,b] a nechtpro
kazdé z € [a, o) plat (5.44). Podle tvrzér® tedy existuje rostoigosloupnost
{zy} bodl v (0,z) tako\a,ze

oo
li = a - = co.
kl_}I{.lo T = To ; l9(2x41) — g(or)| = 00

Dale, podle tvrzenl existuje posloupnosicy} kladnych Cisel takow, Ze plat

o0
klirgo c.=0 a ;ck lg(xx) — g(zr—1)| = oc.

Polazme

0 pro x < xq resp.x > xo resp.x € {x; }72

fle) = cr sign(g(xr) — g(xp—1))  Proz=¢&: = %

a ve zlyvajicich bodech intervallia, b] dodefinujme funkcif linearré. Takto de-
finovaré funkcef : [a,b] — R je Z'ejmé spojiti nala, b| a gfitom pro i plaf

37 FE) [9(zrs1) — g(an)] = oo

k=1
Specalng, pro kade M > 0 existuje Ny; € N takow, ze

Ny

S F(6) [9(@rer) — g(an)] > M.

k=1

Pro da® M >0, ozn&me
O'M:{CL,Lvl,.’IZ'Q, . .,JJNM,.’EQ,b}, EM: (a7€1752) .. '7€NA47I0)b)'
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Potom je(oar, &yy) € 7 [a,b] @

Ny

S(om, &) = Zf(ﬁk) [9(@k41) — g(a)] > M.

k=1

(Pfipomeme si,ze f(a) = f(x1) = f(xo) = f(b) =0.)
b
To ale znamea, ze integal (a)/ f dg nenmiize nit konetnou hodnotu.

Neri-li spInéna drufa z podninek v (5.48), tj. existujery € [a, b) takow,Zze a
varg g=oo pro kadeé z € [z9,b), je tfeba nisto tvrze 2 pouZit jeho vhodnou
Gpravu. O

5.60. Cvien. Zformulujte a dokate analogii tvrzen2 pofebnou k dokober
diikazu &ty 5.59.

b
5.61. \eta. Nechit f € G[a, b] a nechtintegral /f dg existuje pro kadou kong-

nou skokovou funkgj. Potom f je spojita na [a,ab].

DUkaz. Oftse nizeme omezit na o) RS—integal. Necht z( € (a,b),
¢, deR, c+d#0 a nechtfunkce g:[a,0] =R je defino\ana podobé jako
v Pozramce 5.22, tj.

c+d

5 Xleo (%) +d X (a0 (x) PrO x €a,b].

9(T) = ¢ Xa,p0) (T) +

b
Podle pozamky 5.22 niize integal (o)/ fdg existovat pouze tehdy, kady

f(zo—)=f(x0) = f(xo+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f mus byt spojita
i vbodé a zprava av bod b zleva. O

5.9 Veéty o stedni hodnoté

Véty tohoto odstavce pliate stejiem zrér pro oba typy RS —inte@itu.
5.62. \Bta (O STREDNi HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesdici na
[a,b], pak existujer, € [a, b] tako\g, Ze

b
/ fdg = f(a0) [g(b) — 9(a)]. (5.49)
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b
DOkaz. \eta5.50 zartuje existenci integu [ f dg v obou smyslech. Prote

je g neklesdici na [a, b], pro kazdé zn&ere ckler (0,€) € T [a,b] plat

m [g(b) —g(a)] < S(a,€) < M [g(b) —g(a)],

kdem = inf, ¢ 45) () @ M = sup, ¢4 f(z). Podobi& jako gi dikazu lem-
matu 5.9 plyne odtud;e plat take

b
mlg(b) - g(a)] < / fdg < M [g(b) - g(a)].

Dale, protde f je spojia, nalyva Sech hodnot z interval(im, M]. Specalrg,
existujexy € [a, b] takow, ze plat (5.49). O

5.63. \Bta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer, € [a, b] takog, Ze

/abf dg = g(a) /:0 f(z) dx+g(b) /x: f(z)dx. (5.50)

D lkaz. Funkcef je riemannovsky integrovatédmala, b]. Ozn&me

:/xf(t)dt prox € [a,b].

Potom podle &ty o substituci (&ta 5.42, viz &z disledek 5.43), &ty o integraci
per-partes (&ta 5.47) a &ty o stedri hodnoé (veta 5.62) existujer € [a,b] ta-
kove, ze plat

[r00=[Caen=n)90)~ [ nag
(/fdfc) (0) - (/mfdm)[() )
/ f(x)dzx+ g(b) /f

tj. plati (5.50). Ol
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5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g: [a,b] — R a cBleri o intervalu[a,b]. Polazme

A9 o+ Fon
sile) = 3 LTI 106 ooy,

=1

v(o)

Ser(e) =Y floj-1) [9(a;) — 9(aj-1)],

v(o)

Scr(e) =Y f(o)) l9(05) — g(oj-1)] -

=1

Dosadme-li do definice 5.35,(o) resp.Scr (o) resp.Scr(o) misto S(o, &)
dostaneme pdact integaly stfedri resp.levwy Cauchyiv resp.pravy Cauchyav.
Podle zfisobu limitiho procesu se &em rozlguji (§) nebo (o) varianty. Je
zfejme, ze Vsechny zobatuji prislusré RS —integaly, pokud jde ofidy integrova-
telnych funkd. Ne vzdy VSak Zistanou zach@ny \Bechny vlastnosti RS —integ-
ralti. Nag. pro stedri integial neplat obdoba #ty 5.42 o substituci.

Vice podrobno$tze najt v odstavci 11.19 monografie [13] T.H. Hildebrandta.

5.11 CviCen na zavér
Neri-li uvedeno jinak, v asleduicich cvicerich provede diskusi o existenci,ip
padré utete hodnotu, pro Kaly typ Stieltiesova inted@du z €to kapitoly, tj pro
integraly (6)RS, ()RS, stedri, levwy Cauchyiv a pray Cauchyiv.
e (i) Necht g(z) = sin z pro x € [0, 7]. UrCete hodnotu inte@iu/ x dg.
0

e (ii) Necht g(x) = exp(|z|) pro z € [-1,1]. Urete hodnotu integtu

1
(5)/ xdg.
-1
0 proz€l0,3),

e (i) Necht g(z)= < ¢ pro z= %, Zkoumejte existenci a hodnotu in-
d pro ze(3,1].

1
tegilu / f dg pro tizré funkce f v zavislosti nac, d.
0
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. , 0 prox<0, 0 prox<0,

o (V)Necht f(z)={ POF (@)=14> PO7
1 proz>0, 1 proz>0,
Zkoumejte existenci a hodnotu intédjr

1 0 1 1 0 1
/ gdf,/ gdf,/ gdf,/ gdg,/ gdg,/ gdg.
-1 -1 0 -1 -1 0

0 prozxz= -1,
e (V) Nechtg(z)=< 1 proxze(-1,2),

—1 pro z€(3,1].

3
UrCete hodnotu inte@iu/ x dg.
1

S

pro z€[0, 5],
e (vi) Necht g(z) =

pro z € (3,1].

1
Urcete hodnotu integiu (5)/ 2% dg.
0

V této kapitole jsmeterpali z kapitoly Il Hildebrandtovy monografie [13], ve léeje
maozno najt i dalsi informace.
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