
Kapitola 6

Kurzweil ův-Stieltjesův integrál

Riemann̊uv – Stieltjes̊uv integŕal má široké uplatňeńı všude, kde je mǒzno omezit
se na situace, kdy integrand a integrátor nemaj́ı spolěcné body nespojitosti (nebo,
v přı́paďe (σ)RS – integŕalu, neexistuj́ı body, ve kteŕych by ob̌e funkce m̌ely ne-
spojitost na stejńe straňe). Pro ňekteŕe aplikace (nap̌r. v teorii hysterese a z nı́
poch́azej́ıćıch variǎcńıch nerovnostech, viz [1], [20] a [21]) je však žádoućı mı́t
k dispozici integŕal Stieltjesova typu, který si nevynucujězádńa omezeńı na spoji-
tost integrovańych a integruj́ıćıch funkćı. Ukazuje se,̌ze integŕal, kteŕy této poťreb̌e
nejlépe vyhovuje je integrál, kteŕy budeme naźyvat Kurzweil̊uv – Stieltjes̊uv. Jeho
výhodnost nespǒćıvá jen v jeho obecnosti, ale též i v relativńı jednoduchosti jeho
definice i odvozeńı jeho vlastnostı́. Navzdory ťemto p̌rednostem mu v monogra-
fické literatǔre nebylo doposud v̌enov́ano tolik pozornosti jakou by si zasloužil.
Pokud je mi zńamo, strǔcné pojedńańı o tomto integŕalu lze naj́ıt v kapitole 24
Schechterovy monografie [34] z roku 1997 (tam je nazýván Henstock̊uv – Stieltje-
sův integŕal). Podrobňeji se t́ımto integŕalem zab́yvá McLeodova monografie [29]
z roku 1980, kde je nazýván gauge integral(”gauge”=”kalibr”). Jaroslav Kur-
zweil poǔzil tento integŕal již v roce 1958 (viz [23]) jako speciálńı přı́pad zo-
becňeńeho nelinéarńıho integŕalu, kteŕy definoval ve sv́e fundament́alńı práci [22]
z roku 1957, p̌ri vyšeťrováńı spojit́e źavislosti řěseńı nelinéarńıch diferencíalńıch
rovnic obsahujı́ćıch Diracovu distribuci. B̌ehem sedmdesátých let minuĺeho sto-
let́ı byl ji ž terḿın Kurzweilův – Stieltjes̊uv integŕal (nebo Perron̊uv – Stieljes̊uv in-
tegŕal podle Kurzweilovy definice) b̌ežně poǔźıván v praćıch zab́yvaj́ıćıch se zo-
becňeńymi lineárńımi diferencíalńımi rovnicemi (viz nap̌r. [38] nebo [46] a pŕace
tam citovańe).

Cı́lem t́eto kapitoly je p̌redlǒzit co nejuceleňejš́ı teorii Kurzweilova – Stieltje-
sova integŕalu.

6.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

6.1. Definice.Každá kladńa funkceδ : [a, b ]→ (0,∞) se naźyvá kalibr na inter-
valu [a, b ]. Množinu kalibr̊u na [a, b ] znǎćıme G [a, b ].

Je-li δ kalibr na [a, b ], řekneme,̌ze znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] je
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112 KURZWEILŮV-STIELTJESŮV INTEGRÁL

δ– jemńe, jestliže plat́ı

[σj−1, σj ]⊂ (ξj − δ(ξj), ξj + δ(ξj)) pro v̌sechnaj =1, 2, . . . , ν(σ) .

A (δ; [a, b ]) znǎćı mnǒzinu v̌sechδ– jemńych znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ].
Nehroźı-li nedorozum̌eńı, poǔźıváme kraťśı znǎceńı A (δ).

Mějme funkcef, g : [a, b ]→R a znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ]. Potom de-
finujeme jako v kapitole 5 integrálńı soǔcet

S(σ, ξ)
(

= Sf∆ g(σ, ξ) = Sf∆ g(σ, ξ; [a, b ])
)

=
ν(σ)∑

j=1

f(ξj)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
.

6.2. Definice(KURZWEIL). Necht’ f, g : [a, b ]→R a I ∈R. Řekneme,̌ze exis-

tuje Kurzweil̊uv – Stieltjes̊uv integŕal (KS – integŕal)
∫ b

a
f(x) dg(x) a má hodnotu

I ∈R, jestliže

∀ ε> 0 ∃ δε ∈G [a, b ] :
(
(σ, ξ)∈A (δε)

)
=⇒

∣∣∣I −S(σ, ξ)
∣∣∣ < ε . (6.1)

Jestlǐze g(x)≡x, pak ḿısto o KS – integŕalu mluv́ıme o KH – integŕalu (Kurz-

weilův – Henstock̊uv integŕal) a znǎćıme
∫ b

a
f(x) dx resp.

∫ b

a
f dx.

Budeme vyǔźıvat t́ež zkŕaceńe znǎceńı

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f(x) dg(x) .

Existuje-li integŕal
∫ b

a
f dg, klademe

∫ a

b
f dg =−

∫ b

a
f dg. Dále,

∫ a

a
f dg = 0.

Tato definice je korektńı dı́ky následuj́ıćım dvěma lemmat̊um.

6.3 . Lemma (COUSIN). Pro kǎzd́y kalibr δ ∈G [a, b ] je mnǒzina A (δ) všech
δ– jemńych znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ] nepŕazdńa.

D ů k a z . M̌ejme kalibrδ ∈G [a, b ]. Oznǎcme M mnǒzinu v̌sechc∈ (a, b] pro
něž je mnǒzina A (δ; [a, c]) nepŕazdńa.

Necht’ c = min{a + δ(a), b}, σ = {a, c} a ξ =(a). Protǒze je δ(a) > 0, má-
me c∈ (a, b] a (σ, ξ)∈A (δ; [a, c]), tj. c∈M. Množina M je tedy nepŕazdńa a
proto d= supM >−∞.
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 113

Ukážeme d́ale,že d lež́ı v mnǒzině M. Protǒze je δ(d) > 0, plyne z definice
suprema,̌ze existujec∈ (d− δ(d), d]∩M. Tud́ıž existuje taḱe δ– jemńe znǎceńe
děleńı (σ′, ξ ′) intervalu [a, c]. Necht’ c< d. (V opǎcném p̌rı́paďe je triviálně
d = c∈M. ) Polǒzmeσ =σ′ ∪{d} a ξ =(ξ ′, d). Potom(σ, ξ)∈T [a, d] a pro-
tože je [c, d]∈ (d− δ(d), d + δ(d)), znameńa to taḱe, že (σ, ξ)∈A (δ; [a, d]), tj.
d∈M.

Je-li d = b, jsme s d̊ukazem hotovi. P̌redpokĺadejme,̌ze jed< b. Zvolme libo-
volně (σ′′, ξ ′′)∈T [a, d] a γ ∈ (d, d + δ(d))∩ (d, b). (Takov́e γ existuje, protǒze
je δ(d) > 0.) Máme tedy[d, γ]⊂(d−δ(d), d+δ(d)) a proto

(
(σ′′ ∪{γ}), (ξ ′′, d)

)
je δ– jemńe znǎceńe ďeleńı intervalu [a, γ], tj. γ ∈M. Protǒze je γ > d dost́avá-
me tak spor s definicı́ d= supM. Plat́ı tedy d= supM = b a d̊ukaz lemmatu je
dokoňcen.

6.4. Lemma. Hodnota integŕalu
∫ b

a
f dg je podḿınkou(6.1)určena jednoznǎcně.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze existuj́ı I1, I2 ∈R, I1 6= I2, takov́e, že plat́ı (6.1),
kam dosad́ıme I = Ii, i=1, 2. Polǒzme ε̃= 1

2 (I1− I2). Pak existuj́ı kalibry δ1 a
δ2 tak, že

|S(σ, ξ)− I1| < ε̃ pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ1), (6.2)

a

|S(σ, ξ)− I2| < ε̃ pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ2) (6.3)

Polǒzmeδ(x)= min{δ1(x), δ2(x)} pro x∈ [a, b ]. Potom je žrejmě δ také kalibr
a plat́ı A (δ)⊂A (δ1)∩A (δ2). To znameńa, že plat́ı soǔcasňe (6.2) i (6.3). Tud́ıž

2 ε̃ = |I1− I2| = |I1−S(σ, ξ)+ S(D(ξ)− I2|
≤ |I1−S(σ, ξ)|+ |S(σ, ξ)− I2| < 2 ε̃.

Protǒze toto neńı možné, muśı být I1 = I2.

Nebude-li uvedeno jinak, bude ḿıt v následuj́ıćım textu symbol integrálu vždy
smysl KS – integŕalu.

6.5. Pozńamka. Necht’ δ, δ0 ∈G [a, b ] a δ≤ δ0 na [a, b ]. Potom jeA (δ)⊂A (δ0).
Je-li tedy splňena ňejaḱa podḿınka pro v̌sechna(σ, ξ)∈A (δ0), tı́m sṕıše je splňe-
na i pro v̌sechna(σ, ξ)∈A (δ). Tud́ıž, máme-li d́an kalibr δ0 ∈G [a, b ], můžeme
se v definici 6.2 omezit na kalibryδε, pro kteŕe je δε ≤ δ0 na [a, b ].

Také pro existenci KS – integrálu plat́ı podḿınka Bolzanova – Cauchyova typu.
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114 KURZWEILŮV-STIELTJESŮV INTEGRÁL

6.6 . Věta (BOLZANOVA – CAUCHYOVA PODMÍNKA ). Necht’ f, g : [a, b ]→R.

Potom integŕal
∫ b

a
f dg existuje pŕavě tehdy, kdy̌z plat́ı

∀ ε > 0 ∃ δε ∈G [a, b ] :
(
(σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε)

)
=⇒

∣∣∣S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)
∣∣∣ < ε .



 (6.4)

D ů k a z . a) Existuje-li integŕal
∫ b

a
f dg = I ∈R, pak, podle definice 6.2,

pro kǎzdé ε> 0 existuje kalibrδε ∈G [a, b ] takov́y, že je |S(σ, ξ)− I|< ε
2 pro

všechna(σ, ξ)∈A (δε). Pro kǎzdou dvojici (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε) tedy ḿame

|S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| ≤ |S(σ, ξ)− I|+ |S(σ′, ξ ′)− I| < ε ,

tj. plat́ı (6.4).

b) P̌redpokĺadejme nyńı, že je splňena podḿınka (6.4). Bud’ dáno ε> 0. Podle
(6.4) můžeme zvolit kalibrδε tak, aby |S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| < ε/2 platilo pro
každou dvojici (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε).

Oznǎcme M mnǒzinu réalných č́ısel m pro ňež existuje kalibrδm ∈G [a, b ]
takov́y, že nerovnostS(σ, ξ)≥m je splňena pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δm).

Dokážeme, mnǒzina M je nepŕazdńa, shora ohraničeńa a sup M =
∫ b

a
f dg.

Zafixujme (ρ,η)∈A (δε). Podle (6.4) plat́ı

S(ρ, η)− ε

2
< S(σ, ξ) < S(ρ,η)+

ε

2
pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε). (6.5)

To znameńa, že (−∞, S(ρ, η)− ε
2)⊂M a tedyM 6= ∅.

Pro kǎzdé m∈M a x∈ [a, b ] definujmeδ̃m(x)= min{δm(x), δε(x)} Potom
pro kǎzdé m∈M a kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ̃m)⊂A (δε) plat́ı nerovnosti

m ≤ S(σ, ξ) < S(ρ,η)+
ε

2
, tj. M ⊂ (−∞, S(ρ, η)+

ε

2
) .

Množina M je tedy shora ohraničeńa a

S(ρ, η)− ε

2
≤ supM ≤ S(ρ, η)+

ε

2
.

Odtud podle (6.5) odvodı́me koněcně, že plat́ı

|S(σ, ξ)− supM | ≤ |S(σ, ξ)−S(ρ, η)|+ |S(ρ, η)− supM | < ε

pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε), tj. supM =
∫ b

a
f dg.
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6.7. Pozńamka. Podobňe jako v p̌rı́paďe RS – integŕalů (viz cvičeńı 5.11) m̊užeme
podḿınku (6.4) zeslabit ńasleduj́ıćım zp̊usobem

∀ ε> 0 ∃ δε ∈G [a, b ] :(
(σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε), σ′⊃σ

)
=⇒

∣∣∣S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)
∣∣∣ < ε .

KS – integŕal má obvykĺe linéarńı vlastnosti :

6.8. Věta. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b ]→R a necht’ existuj́ı integrály
∫ b

a
f1 dg,

∫ b

a
f2 dg,

∫ b

a
f dg1 a

∫ b

a
f dg2 .

Potom pro libovolńa c1, c2 ∈R plat́ı
∫ b

a
(c1 f1 + c2 f2) dg = c1

∫ b

a
f1 dg + c2

∫ b

a
f2 dg ,

a ∫ b

a
f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a
f dg1 + c2

∫ b

a
f dg2 .

D ů k a z . Ukǎzme si nap̌r. důkaz prvńıho tvrzeńı.

Bud’ dánoε> 0. Podle p̌redpokladu existujı́ kalibry δ1 ∈G [a, b ] a δ2 ∈G [a, b ]
takov́e, že plat́ı

(σ, ξ)∈A (δi) =⇒
∣∣∣Sfi∆g(σ, ξ)]−

∫ b

a
fi dg

∣∣∣ < ε pro i = 1, 2 .

Pro x∈ [a, b ] položme δε(x)= min{δ1(x), δ2(x)}. Oznǎcme h= c1 f1 + c2 f2.
Protǒze pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε) plat́ı

Sh∆g(σ, ξ) =
ν(σ)∑

j=1

(c1 f1(ξj)+ c2 f2(ξj)) [g(σj)− g(σj−1)]

= c1 Sf1∆g(σ, ξ)+ c2 Sf2∆g(σ, ξ) ,

dost́aváme
∣∣∣Sh∆g(σ, ξ)− c1

∫ b

a
f1 dg− c2

∫ b

a
f2 dg

∣∣∣

≤ |c1|
∣∣∣Sf1∆g(σ, ξ)−

∫ b

a
f1 dg

∣∣∣ + |c2|
∣∣∣Sf2∆g(σ, ξ)−

∫ b

a
f2 dg

∣∣∣

< (|c1|+ |c2|) ε .
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116 KURZWEILŮV-STIELTJESŮV INTEGRÁL

Odtud ǔz nǎse tvrzeńı bezprosťredňe plyne.

Druhé tvrzeńı věty by se dokazovalo obdobně a d̊ukaz lze ponechatčteńǎri jako
cvičeńı.

6.9. Věta. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a
f dg a jestlǐze [c, d] ⊂ [a, b ], pak existuje

také integŕal
∫ d

c
f dg.

D ů k a z je analogicḱy důkazu v̌ety 5.12 a lze ho p̌renechaťcteńǎri jako cvičeńı.

6.10. Cvǐceńı. Dokǎzte druh́e tvrzeńı věty 6.8 a v̌etu 6.9.

6.11. V̌eta. Necht’ f, g : [a, b ]→R a c∈ [a, b ]. Integrál
∫ b

a
f dg existuje pŕavě

tehdy, kdy̌z existuj́ı oba integŕaly
∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg. V takov́em p̌rı́paďe pak

plat́ı rovnost
∫ b

a
f dg =

∫ c

a
f dg +

∫ b

c
f dg .

D ů k a z . a) Existuje-li integŕal
∫ b

a
f dg, pak podle v̌ety 6.9 existuj́ı také oba

integŕaly
∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg.

b) Necht’
∫ c

a
f dg = I1 a

∫ b

c
f dg = I2 .

Bud’ dánoε> 0. Zvolme kalibryδ ′ε ∈G [a, c] a δ ′′ε ∈G [c, b] tak, aby pro v̌sechna
znǎceńa δ ′ε – jemńa ďeleńı (σ′, ξ ′) intervalu [a, c] a v̌sechnaδ ′′ε – jemńa ďeleńı
(σ′′, ξ ′′) intervalu [c, b] platilo

|S(σ′, ξ ′)− I1| < ε

2
a |S(σ′′, ξ ′′)− I2| < ε

2
. (6.6)

Definujme nyńı kalibr δε na [a, b ] předpisem

δε(x) =





min
{
δ ′ε(x), 1

4 (c−x)
}

když x∈ [a, c) ,

min {δ ′ε(c), δ ′′ε(c)} když x= c ,

min
{
δ ′′ε(x), 1

4 (x− c)
}

když x∈ (c, b] .
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Potom,

x+ δε(x) ≤ x+
1
4
(c−x) < c je-li x< c ,

a

x− δε(x) ≥ x− 1
4
(c−x) > c je-li x> c .

Pro žádńe x 6= c tedy nem̊uže platit c∈ [x− δε(x), x + δε(x)]. Pro kǎzdé
δε – jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] muśı tud́ıž existovat index
k∈{1, 2, . . . , ν(σ)} takov́y, že ξk = c. Nav́ıc, bezújmy na obecnosti m̊užeme
předpokĺadat,že plat́ı

σk−1 < σk = ξk = c = ξk+1 < σk+1 .

(Kdyby bylo σk−1 <c = ξk <σk, upravili bychom p̌rı́slǔsńy člen v soǔctu S(σ, ξ)
následuj́ıćım způsobem :

f(c) [g(σk)− g(σk−1)] = f(c) [g(σk)− g(c)]+ f(c) [g(c)− g(σk−1)] .)

Existuj́ı tedy (σ′, ξ ′)∈T [a, c] a (σ′′, ξ ′′)∈T [c, b] takov́e, že

σ = σ′ ∪σ′′, ξ = (ξ ′, ξ ′′) ,

(σ′, ξ ′)∈A (δε; [a, c])⊂A (δ ′ε; [a, c]),

(σ′′, ξ ′′)∈A (δε; [c, b])⊂A (δ ′′ε ; [c, b])

a

S(σ, ξ) = S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′) .

Vezmeme-li vúvahu taḱe (6.6), vid́ıme,že plat́ı

|S(σ, ξ)− (I1 + I2)| = |S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′)− (I1 + I2)|
≤ |S(σ′, ξ ′)− I1|+ |S(σ′′, ξ ′′)− I2| < ε

pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε; [a, b ]) neboli
∫ b

a
f dg = I1 + I2.

6.12 . Pozńamka. Jestlǐze existuje integŕal (δ)
∫ b

a
f dg, pak existuje taḱe KS –

integŕal
∫ b

a
f dg a má tut́ež hodnotu. Je-li totǐz (δ)

∫ b

a
f dg = I ∈R, pak pro kǎzdé
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ε> 0 existuje∆ε > 0 takov́e,že |S(σ, ξ)− I|<ε plat́ı pro v̌sechna znǎceńa ďele-
ńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] takov́a,že |σ|<∆ε. Potomδε(x)≡∆ε, je kalibr s vlast-

nostmi zarǔcuj́ıćımi rovnost
∫ b

a
f dg = I.

Na druhou stranu, jestliže existuje integŕal
∫ b

a
f dg = I, přičem̌z pro kǎzdé ε> 0

lze naj́ıt kalibr δε ∈G [a, b ] takov́y, že plat́ı inf{δε(x) :x∈ [a, b ]} > 0 a

|S(σ, ξ)− I| < ε pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ) ,

pak taḱe (δ)
∫ b

a
f dg = I. Polǒźıme-li totiž ∆ε= inf{δε(x) :x∈ [a, b ]}, bude platit

|S(σ, ξ)− I| < ε pro kǎzdé (σ, ξ)∈T ([a, b ]) takov́e, že|σ|<∆ε .

Následuj́ıćı věta popisuje vztah(σ)RS – integŕalu a KS – integŕalu.

6.13. V̌eta. Jestlǐze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg, pak existuje taḱe KS– integŕal

∫ b

a
f dg a plat́ı

∫ b

a
f dg =(σ)

∫ b

a
f dg.

D ů k a z . Oznǎcme I =(σ)
∫ b

a
f dg. Bud’ dáno ε> 0 a necht’ σε ∈D [a, b ] je

děleńı intervalu [a, b ], vyhovuj́ıćı definici (σ)RS – integŕalu. Oznǎcme jeho body
tak, že budeσε = {s0, s1, . . . , sm} a definujme

δε(x) =





1
4 min{|x− sj | : j = 0, 1, . . . , m} když x /∈σε ,

1 když x∈σε .

Budiž (σ, ξ) libovolné δε – jemńe ďeleńı intervalu [a, b ]. Analogicḱymi úvahami
jako v d̊ukazu v̌ety 6.11 zjist́ıme,že muśı být

σε ⊂ {ξ1, ξ2, . . . , ξν(σ)} . (6.7)

Dále,

S(σ, ξ) =
ν(σ)∑

j=1

[
f(ξj) [g(σj)− g(ξj)]+ f(ξj) [g(ξj)− g(σj−1)]

]

= S(σ′, ξ ′) ,





(6.8)
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kde σ′= {σ0, ξ1, σ1, ξ2, . . . , ξν(σ), σν(σ)}, ξ ′=(ξ1, ξ1, ξ2, ξ2, . . . , ξν(σ), ξν(σ)).
(Stane-li se,̌ze pro ňejaḱe k je σk−1 = ξk neboξk =σk, je ťreba takov́e intervaly
[σk−1, ξk] nebo[ξk, σk] a p̌rı́slǔsńe znǎcky v (σ′, ξ ′) vynechat.)

Podle (6.7) jeσε⊂{ξ1, ξ2, . . . , ξν(σ)} ⊂ σ′. Vzhledem k nerovnosti (6.8)
odtud plyne,̌ze

|S(σ, ξ)− I| = |S(σ′, ξ ′)− I| < ε

a podle definice 6.2 to znamená, že
∫ b

a
f dg = I.

6.14 . P̌r ı́klady. Všimňeme si ňekteŕych specificḱych vlastnost́ı KH – integŕalu.
KH – integŕal je žrejmě zobecňeńım klasicḱeho Riemannova integrálu.

(i) Necht’ f(x) = 0 na [a, b ] \W, kde W je spǒcetńa podmnǒzina [a, b ],
W = {wk}. Bud’ dáno libovolńe ε> 0. Definujme

δε(x) =





1 když x /∈W ,

ε

2k+1(1+ |f(wk)|) když x=wk ∈W .

Necht’ (σ, ξ)∈A (δε). Oznǎcmem= ν(σ). Potom

S(σ, ξ) =
m∑

j=1
ξj ∈W

f(ξj) [σj − σj−1] .

Pro kǎzdé j takov́e, že ξj =wk ∈W pro ňejaḱe k muśı podle definice kalibruδε

platit

σj −σj−1 ≤ ε

2k(1 + |f(wk)|) .

Odtud plyne,̌ze

|S(σ, ξ)| ≤
∞∑

k=1

|f(wk)| | ε

2k(1+ |f(wk)|) ≤ ε

∞∑

k=1

1
2k

= ε.

Podle definice 6.2 to znamená, že
∫ b

a
f(x) dx = 0.

(ii) Necht’ existuje Newton̊uv integŕal (N)
∫ b

a
f(x) dx=F (b)−F (a), kde funkce

F je spojit́a na[a, b ] a plat́ı

F ′(x) = f(x) pro kǎzdéx∈ (a, b), F ′(a+) = f(a), F ′(b−) = f(b) . (6.9)
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Ukážeme,̌ze pak je KH – integŕal
∫ b

a
f(x) dx rovenF (b)−F (a).

Necht’ je dáno ε> 0. Vzhledem k (6.9) a podle definice derivace pro každé
ξ ∈ [a, b ] existujeδε(ξ) > 0 takov́e, že plat́ı

|F (x)−F (ξ)− f(ξ)(x− ξ)| < ε

b− a
|x− ξ|

pro v̌sechnax∈ [a, b ]∩ (ξ− δε(ξ), ξ + δε(ξ)) .

Bud’ (σ, ξ) libovolné δε – jemńe ďeleńı intervalu [a, b ] a m= ν(σ). Potom pro
každé
j ∈{1, 2, . . . , m} máme

∣∣F (σj)−F (σj−1)− f(ξj) [σj −σj−1]
∣∣

≤ ∣∣F (σj)−F (ξj)− f(ξj) [σj − ξj ]
∣∣

+
∣∣F (ξj)−F (σj−1)− f(ξj) [ξj −σj−1]

∣∣

<
ε

b− a
(|σj − ξj |+ |ξj −σj−1|) =

ε

b− a
[σj −σj−1]

a tud́ıž
∣∣[F (b)−F (a)]−S(σ, ξ)

∣∣

=
∣∣∣

m∑

j=1

(
F (σj)−F (σj−1)− f(ξj) [σj −σj−1]

)∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣F (σj)−F (σj−1)− f(ξj) [σj −σj−1)
∣∣

<
ε

b− a

m∑

j=1

[σj −σj−1] = ε ,

tj. ∫ b

a
f(x) dx = F (b)−F (a) .

6.2 Existence integŕalu

V přı́kladech 6.14 jsme určili hodnoty ňekteŕych KH – integŕalů p̌rı́mo z definice.
Nyńı si ukážeme, jak lze v ňekteŕych jednoduch́ych p̌rı́kladech uřcit z definice i
hodnotu KS – integŕalu.
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6.15. P̌r ı́klady. (i) Z definice 6.2 je žrejmé, že je-li f(t)≡ f(a) na [a, b ], pak

∫ b

a
f dg = f(a) [g(b)− g(a)] a

∫ b

a
g df = 0

pro kǎzdou funkcig : [a, b ]→R.

(ii) Pro libovolnou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

∫ b

a
f dχ(τ,b] = f(τ) pro τ ∈ [a, b) , (6.10)

∫ b

a
f dχ[τ,b] = f(τ) pro τ ∈ (a, b) , (6.11)

∫ b

a
f dχ[a,τ ] = −f(τ) pro τ ∈ (a, b) , (6.12)

∫ b

a
f dχ[a,τ) = −f(τ) pro τ ∈ (a, b] (6.13)

a

∫ b

a
f dχ[τ ] =





−f(a) když τ = a ,

0 když τ ∈ (a, b) ,

f(b) když τ = b .

(6.14)

Ukažme si odvozeńı vztah̊u (6.10) a (6.11). V̌sechny ostatńı se z nich ǔz odvod́ı
poǔzitı́m věty 6.11. Necht’ g(x)= χ(τ,b](x) na [a, b ]. Potom jeg≡ 0 na [a, τ ] a
podle p̌rı́kladu (i)

∫ τ

a
f dg = 0 .

Dále, necht’

δ(x) =





1 když x= τ ,

1
4

(x− τ) když x∈ (τ, b] .

Analogicky jako v d̊ukazu v̌ety 6.11 zjist́ıme, že pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [τ, b])
muśı být τ =σ0 = ξ1, g(σj)− g(σj−1)= 0 pro j =2, 3, . . . , m. Proto

S(σ, ξ) = f(τ) [g(σ1)− g(τ)] = f(τ) a
∫ b

τ
f dg = f(τ) .
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Důkaz vztahu (6.10) se dokonč́ı poǔzitı́m věty 6.11.

Vztah (6.11) se dokazuje podobně. Tentokŕat ov̌sem ḿameg(x)= χ[τ,b](x) na

[a, b ],
∫ b

τ
f dg = 0 a polǒźıme

δ(x) =





1 když x= τ ,

1
4

(τ −x) když x∈ [a, τ) .

Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [a, τ ]) pak ḿameσm = ξm = τ a tedy

S(σ, ξ) = f(τ) [g(τ)− g(σm−1)] = f(τ) a
∫ τ

a
f dg = f(τ) .

(iii) Pro libovolnou funkcig regulovanou na[a, b ] plat́ı

∫ b

a
χ(τ,b] dg = g(b)− g(τ+) pro τ ∈ [a, b) , (6.15)

∫ b

a
χ[τ,b] dg = g(b)− g(τ−) pro τ ∈ (a, b) , (6.16)

∫ b

a
χ[a,τ ] dg = g(τ+)− g(a) pro τ ∈ (a, b) , (6.17)

∫ b

a
χ[a,τ) dg = g(τ−)− g(a) pro τ ∈ (a, b] (6.18)

a

∫ b

a
χ[τ ] dg =





g(a+)− g(a) když τ = a ,

g(τ+)− g(τ−) když τ ∈ (a, b) ,

g(b)− g(b−) když τ = b .

(6.19)

Opět se omeźıme na d̊ukaz prvńıch dvou vztah̊u. Necht’ tedy f(x) =χ(τ,b](x)
na [a, b ]. Potom je

∫ τ

a
f dg = 0 .

Bud’ dáno ε> 0. Zvolme nyńı η > 0 tak, aby bylo|g(τ+)− g(x)|<ε pro kǎzdé
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x∈ (τ, τ + η) a definujme

δ(x) =





η když x= τ ,

1
4

(x− τ) když x∈ (τ, b] .

Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [τ, b]) nyńı muśı být τ =σ0 = ξ1 a tedy

|S(σ, ξ)− [g(b)− g(τ+)]|
=

∣∣ [g(b)− g(σm−1)]+ [g(σm−1)− g(σm−2]

+ . . .+[g(σ2)− g(σ1)]− [g(b)− g(τ+)]
∣∣

= |g(τ+)− g(σ1)| .
Protǒze τ < σ1 < τ + δ(τ)= τ + η, plyne odtud a z definiceη, že

|S(σ, ξ)− [g(b)− g(τ+)]| < ε pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [τ, b]) .

Tud́ıž
∫ b

a
f dg =

∫ τ

a
f dg +

∫ b

τ
f dg = g(b)− g(τ+) ,

tj. plat́ı (6.15).

Ve druh́em p̌rı́paďe, f(x)= χ[τ,b](x) na [a, b ], máme
∫ b

τ
f dg = g(b)− g(τ) .

Zvolme η > 0 tak, aby platilo|g(τ−)− g(x)|<ε pro kǎzdé x∈ (τ − η, τ), a de-
finujme

δ(x) =





η když x= τ ,

1
4

(τ −x) když x∈ [a, τ) .

Tı́m si op̌et vynut́ıme,že pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [a, τ ]) muśı být τ =σm = ξm a
tud́ıž

S(σ, ξ) = [g(τ)− g(σm−1)],

kde σm−1 ∈ (τ − η, τ). Jako v p̌reděslém p̌rı́paďe odtud plyne,̌ze plat́ı
∫ τ

a
f dg = g(τ)−g(τ−), tj.

∫ b

a
f dg =

∫ τ

a
f dg +

∫ b

τ
f dg = g(b)−g(τ−).
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Pokud jde o existenci integrálu, můžeme podle cvǐceńı 2.33 (i) výše uvedeńe
přı́klady shrnout do ńasleduj́ıćıho tvrzeńı.

6.16. D̊usledek. Jestlǐzeg ∈G[a, b ] a f ∈S[a, b ], pak oba integŕaly

∫ b

a
f dg a

∫ b

a
g df

existuj́ı.

Dalš́ı věta poskytuje źakladńı odhad pro integŕal
∫ b

a
f dg za p̌redpokladu,̌ze g

má koněcnou variaci na[a, b ]. Na funkci f přitom žádńe źasadńı omezeńı nekla-
deme. Pochopitelňe, že réalný význam bude ḿıt tvrzeńı věty pouze pro p̌rı́pad,že
f je ohranǐceńa na[a, b ].

6.17. V̌eta. Jestlǐzeg ∈BV[a, b ] a f : [a, b ]→R jsou takov́e,že
∫ b

a
f dg ∈R, pak

plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖f‖ varba g . (6.20)

Jestlǐze, nav́ıc i
∫ b

a
|f(x)| d [varxag]∈R, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)| d [varxag] ≤ ‖f‖ varba g . (6.21)

D ů k a z plyne z toho,̌ze nerovnosti

|S(σ, ξ)| ≤
ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)| |g(σj)− g(σj−1)| ≤
ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)| var
σj
σj−1 g ≤ ‖f‖ varba g

plat́ı pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ].

Také daľśı jednoduch́y odhad integŕalu
∫ b

a
f dg se oṕırá o definici KS – inte-

grálu.
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6.18. V̌eta. Necht’ g ∈BV[a, b ] a f : [a, b ]→R jsou takov́e,že
∫ b

a
f dg ∈R. Dále

necht’ existuj́ı kalibr δ ∈G [a, b ] a funkceu : [a, b ]→R neklesaj́ıćı na [a, b ] ta-
kov́e, že

τ ∈ [a, b ] a t∈ (τ − δ(τ), τ + δ(τ))∩ [a, b ]

=⇒ |t− τ | |f(τ)| |g(t)− g(τ)| ≤ (t− τ)
(
u(t)−u(τ)

)
.

}
(6.22)

Potom

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ u(b)−u(a) . (6.23)

D ů k a z . Pro kǎzdé δ–jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] máme podle
(6.22)

∣∣S(σ, ξ)
∣∣ ≤

ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)|
(|g(σj)− g(ξj)|+ |g(ξj)− g(σj−1)|

)

≤
ν(σ)∑

j=1

(
u(σj)−u(σj−1)

)
= u(b)−u(a) .

Vzhledem k definici KS – integrálu plyne odtud nerovnost (6.23).

6.19. P̌r ı́klad. Ukážeme si jednu netriviálńı aplikaci v̌ety 6.18.
Mějme funkcih: [a, b ]→ [0,∞) neklesaj́ıćı a zleva spojitou na(a, b ]. Doká-

žeme,̌ze pro kǎzdé k∈N ∪{0} plat́ı

∫ b

a
hk dh ≤ hk+1(b)−hk+1(a)

k +1
. (6.24)

Nejprve proved’me element́arńı úpravu

hk+1(t)−hk+1(τ)
k +1

=
(h(t)−h(τ)

k+1

[ k∑

i=0

hk−i(t) hi(τ)
]

(6.25)

a v̌simňeme si toho,̌ze za nǎsich p̌redpoklad̊u je funkceh ohranǐceńa na [a, b ].
Jako daľśı krok ukážeme,že ke kǎzdému ε > 0 a kǎzdému τ ∈ (a, b ] existuje
δ(τ) > 0 takov́e, že plat́ı nerovnost

hk−i(t) hi(τ) > hk(τ)− ε (6.26)
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pro t∈ (τ − δ(τ), τ + δ(τ)). Dı́ky monot́onnosti funkceh je snadńe ov̌ěrit, že
nerovnost (6.26) platı́ pro kǎzdé t∈ (τ, b ]. Na druhou stranu, dı́ky spojitosti funkce
h zleva, ke kǎzdému ε> 0 a kǎzdému τ ∈ (a, b ] najdemeδ(τ) > 0 takov́e, aby
platilo

0 ≤ hk−i(τ)−hk−i(t) <
ε

‖h‖ jakmile t∈ (τ −δ(τ, τ ].

Odtud plyne,̌ze prot∈ (τ −δ(τ), τ ] plat́ı

0 ≤ hk(τ)−hk−i(t) hi(τ) =
(
hk−i(τ)−hk−i(t)

)
hi(τ) <

ε

‖h‖ ‖h‖ = ε

a tedy taḱe (6.26). Dosazenı́m (6.26) do (6.25) dostaneme

hk+1(t)−hk+1(τ)
k +1

>
h(t)−h(τ)

k+1

k∑

i=0

(
hk(τ)− ε

)

=
(
h(t)−h(τ)

)
hk(τ)− ε

pro kǎzdé ε> 0, k∈N ∪{0} a t∈ (τ −δ(τ, τ ]. Plat́ı tedy (6.22), kde

f(t) = hk(t), g(t) = h(t) a u(t) =
hk+1(t)

k+1
pro t∈ [a, b ]. (6.27)

Podle v̌ety 6.18 tedy platı́ nerovnost (6.23).

6.20. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı:
Necht’ funkceh: [a, b ]→ [0,∞) je nerostoućı a zprava spojit́a na [a, b ). Potom

pro kǎzd́e k∈N ∪{0} plat́ı
∫ b

a
hk dh ≥ hk+1(b)−hk+1(a)

k +1
. (6.28)

Věta 6.17 ńam umǒzńı dokázat nejjednodǔšśı větu o konvergenci integrálů.

6.21. V̌eta. Necht’ f : [a, b ]→R je ohranǐceńa na [a, b ], g ∈BV[a, b ] a necht’
posloupnost{fn} funkćı definovańych na intervalu[a, b ] je takov́a, že

lim
n→∞ ‖fn− f‖ = 0 , (6.29)

při čem̌z existuj́ı všechny integŕaly
∫ b

a
fn dg, n∈N. Potom existuje taḱe integŕal

∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg . (6.30)
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D ů k a z . a) Protǒze f je ohranǐceńa, plyne z p̌redpokladu (6.29),̌ze existuje
n0 ∈N takov́e, že plat́ı

‖fn‖ ≤ ‖f‖+1 < ∞ pro v̌sechnan≥n0 .

Podle v̌ety 6.17 tedy ḿame

∣∣∣
∫ b

a
fn dg

∣∣∣ ≤ (‖f‖+1) varba g < ∞ pro v̌sechnan≥n0

a podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty tedy existuj́ı posloupnost{nk}⊂N a č́ıslo
I ∈R takov́e, že plat́ı n1≥n0 a

lim
k→∞

∫ b

a
fnk

dg = I . (6.31)

b) Oznǎcme

Ik =
∫ b

a
fnk

dg prok∈N ,

Sk(σ, ξ) = Sfnk
∆g (σ, ξ) pro k∈N, (σ, ξ)∈T [a, b ],

S(σ, ξ) = Sf∆ g (σ, ξ) pro (σ, ξ)∈T [a, b ] .





(6.32)

Bud’ dánoε> 0. Vzhledem k (6.29) a (6.31) m̊užeme zvolitk0 ∈N tak, že plat́ı

|Ik− I| < ε a ‖fnk
− f‖ < ε pro k≥ k0 . (6.33)

Potom bude taḱe

|S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)| < ε varba g pro v̌sechna(σ, ξ)∈T [a, b ] .

Dále, necht’ δ0 ∈G [a, b ] je kalibr na [a, b ] takov́y, že pro v̌sechnaδ0 – jemńa
znǎceńa ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] plat́ı

|Sk0(σ, ξ)− Ik0 | < ε . (6.34)

Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) a k≥ k0 máme podle (6.33)

∣∣S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

(
f(ξj)− fk0(ξj)

) (
g(σj)− g(σj−1)

)∣∣∣

< ‖fn− f‖ V (g, σ) ≤ ε varba g .
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Tud́ıž, vzhledem k (6.33) a (6.34), dostáváme

|S(σ, ξ)− I| ≤ |S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)|+ |Sk0(σ, ξ)− Ik0 |+ |Ik0 − I|
< ε (varba g + 2)

pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) a k≥ k0 To znameńa, že plat́ı

∫ b

a
f dg = I = lim

k→∞

∫ b

a
fnk

dg .

c) Koněcně, op̌etńym poǔzitı́m věty 6.17 dostaneme

∣∣∣
∫ b

a
fn dg−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖fn− f‖ varba g pro kǎzdé n∈N .

Plat́ı tedy i (6.30).

Nyńı můžeme formulovat prvńı významňejš́ı existeňcńı výsledek.

6.22. V̌eta. Necht’ f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Potom
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı

(6.21).

D ů k a z . Podle v̌ety 4.6 (ii) existuje posloupnost{fn} jednoduch́ych skokov́ych
funkćı, kteŕa konverguje stejnom̌erňe na [a, b ] k funkci f. Podle v̌et 6.8 a 6.17

integŕal
∫ b

a
fn dg existuje pro kǎzdé n∈N. To znameńa,že podle v̌ety 6.21 existuje

také integŕal
∫ b

a
f dg a plat́ı (6.30).

Zřejmě |f | ∈G[a, b ]. Existuje tedy taḱe integŕal
∫ b

a
|f(x)| d varxa g a podle

věty 6.17 plat́ı (6.21).

Následuj́ıćı konvergeňcńı výsledek je tak trochu symetrický k věťe 6.21.

6.23. V̌eta. Necht’ f : [a, b ]→R je ohranǐceńa na [a, b ], g ∈BV[a, b ] a necht’
posloupnost{gn} funkćı definovańych na intervalu[a, b ] je takov́a, že plat́ı

lim
n→∞ varba (gn− g) = 0 ,

při čem̌z existuj́ı všechny integŕaly
∫ b

a
f dgn, n∈N. Potom existuje taḱe integŕal
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∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
f dgn =

∫ b

a
f dg . (6.35)

D ů k a z . Beźujmy na obecnosti m̊užeme p̌redpokĺadat

gn(a) = g(a) = 0 pro v̌sechnan∈N .

Dále je d̊ukaz podobńy důkazu v̌ety 6.21. Existujen0 ∈N takov́e, že plat́ı

varba gn ≤ varba g + 1 pro v̌sechnan≥n0 .

Podle v̌ety 6.17 tedy ḿame

∣∣∣
∫ b

a
f dgn

∣∣∣ ≤ ‖f‖ (varba g +1) pro v̌sechnan≥n0

a podle Bolzanovy – Weierstraßovy věty tedy existuj́ı č́ıslo I ∈R a posloupnost
{nk}⊂N takov́e, že plat́ı n1≥n0 a

lim
k→∞

Ik = lim
k→∞

∫ b

a
f dgnk

= I .

Podobňe jako v (6.32) oznǎcme

Ik =
∫ b

a
f dgnk

prok∈N ,

Sk(σ, ξ) = Sf∆gnk
(σ, ξ) pro k∈N, (σ, ξ)∈T [a, b ],

S(σ, ξ) = Sf∆ g (σ, ξ) pro (σ, ξ)∈T [a, b ] .





(6.36)

Bud’ dánoε> 0. Zvolme k0 ∈N a kalibr δ0 ∈G [a, b ] tak, aby platilo

|Ik− I| < ε, varba (gnk
− g) < ε pro k≥ k0

a

|Sk0(σ, ξ)]− Ik0 | < ε pro (σ, ξ)∈A (δ0) .

Potom pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) a k≥ k0 máme

∣∣S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

(
f(ξj)− f(ξj)

) (
gk0(σj)− gk0(σj−1)

)∣∣∣

< ‖f‖ V (gk0 − g, σ) ≤ ‖f‖(varba (gk0 − g)) < ε ‖f‖ .
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Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) tedy ḿame

|S(σ, ξ)− I|
≤ |S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)|+ |Sk0(σ, ξ)− Ik0 |+ |Ik0 − I|
< ε (‖f‖+2) .

Odtud plyne,̌ze
∫ b

a
f dg = I = lim

k→∞

∫ b

a
f dgnk

.

Koněcně, op̌etńym poǔzitı́m věty 6.17, dostaneme

∣∣∣
∫ b

a
f dgn−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖f‖ varba (gn− g) pro kǎzdén∈N .

Plat́ı tedy (6.35).

P̌redpokĺadejme,̌ze funkcef regulovańa na[a, b ] a g má koněcnou variaci na

[a, b ]. Podle v̌ety 6.22 potom existuje integrál
∫ b

a
f dg. Pro aplikace potřebujeme

ale doḱazat,že tento integŕal existuje i v symetricḱe situaci, tj. kdy̌z f ∈BV[a, b ]
a g ∈G[a, b ]. To bude nyńı nǎsim ćılem.

Podle v̌ety 2.37 m̊užeme funkcif rozložit na soǔcet spojit́e funkcef C a sko-

kové funkcef B . Podle v̌ety 5.47 a v̌ety 6.13 existuje integrál
∫ b

a
f C dg. Vzpome-

neme-li si na lemma 2.40, podle kterého existuje posloupnost jednoduchých sko-
kových funkćı {f B

n }⊂S[a, b ] takov́a, že plat́ı lim
n→∞ ‖f B− f B

n ‖BV =0, nahĺed-

neme tedy,̌ze ńam stǎćı dokázat konvergeňcńı větu, ze kteŕe by plynulo,že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
f B

n dg =
∫ b

a
f B dg .

(Věta 6.21 a ani v̌eta 6.23 takov́y výsledek nezahrnujı́.)

Následuj́ıćı věta poskytuje odhad symetrický k odhadu (6.20) z v̌ety 6.17.

6.24. V̌eta. Necht’ funkceg ohranǐceńa na [a, b ] a f ∈BV[a, b ] jsou takov́e, že

existuje integŕal
∫ b

a
f dg. Potom plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
(|f(a)|+ |f(b)|+ varba f

) ‖g‖ . (6.37)
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D ů k a z . Pro libovolńe (σ, ξ)∈T [a, b ], máme

S(σ, ξ) = f(ξ1) [g(σ1)− g(a)] + f(ξ2) [g(σ2)− g(σ1)]

+ . . . + f(ξm) [g(b)− g(σm−1)]

= f(b) g(b)− f(a) g(a)

− [f(ξ1)−f(a)] g(a)− [f(ξ2)−f(ξ1)] g(σ1)

− . . .− [f(b)− f(ξm)] g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)−
m∑

j=0

[f(ξj+1)−f(ξj)] g(σj) ,

kde m= ν(σ), ξ0 = a a ξm+1 = b. Odtud plyne,̌ze

|S(σ, ξ)| ≤
(
|f(a)|+ |f(b)|+

m∑

j=0

|f(ξj+1)− f(ξj)|
)
‖g‖

neboli

|S(σ, ξ)| ≤ (|f(a)|+ |f(b)|+ varba f) ‖g‖ .

plat́ı pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [a, b ] .

}
(6.38)

Vzhledem k tomu,̌ze (σ, ξ) bylo libovolné znǎceńe ďeleńı intervalu [a, b ], odtud
už tvrzeńı (6.37) okam̌zitě plyne.

Nyńı dokážeme konvergeňcńı tvrzeńı, kteŕe zarǔćı, že bude platit

lim
n→∞

∫ b

a
f B

n dg =
∫ b

a
f B dg .

6.25. Lemma. Necht’ funkceg je ohranǐceńa na [a, b ], f ∈BV[a, b ] a necht’ po-
sloupnost{fn}⊂BV[a, b ] je takov́a, že

∫ b

a
fn dg existuje pro kǎzd́e n∈N a lim

n→∞ ‖fn− f‖BV = 0 .

Potom existuje taḱe integŕal
∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg .
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D ů k a z . Podle v̌ety 6.24 je

∣∣∣
∫ b

a
(fn− fm) dg

∣∣∣ ≤ 2 ‖g‖ ‖fn− fm‖BV pro libovolńam,n∈N .

Posloupnost
{∫ b

a
fn dg

}
je tedy cauchyovsḱa a existujeI ∈R takov́e, že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg = I .

Ukážeme,že
∫ b

a
f dg = I. Bud’ dáno libovolńe ε> 0. Zvolme n0 ∈N tak, aby

platilo

∣∣∣
∫ b

a
fn0 dg− I

∣∣∣ < ε a ‖fn0 − f‖BV < ε .

Dále, zvolmeδε ∈G [a, b ] tak, aby pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε) platilo

∣∣∣Sn0(σ, ξ)−
∫ b

a
fn0 dg

∣∣∣ < ε ,

kde Sn0(σ, ξ) = Sfn0∆g (σ, ξ). Podle (6.38) pro libovolńe (σ, ξ)∈T (δε) máme
∣∣S(σ, ξ)−Sn0(σ, ξ)

∣∣

≤
(
|f(a)− fn0(a)|+ |f(b)− fn0(b)|+ varba (f − fn0)

)
‖g‖

≤ 2 ‖f − fn0‖BV ‖g‖ .

Souhrnem, pro libovolńe (σ, ξ)∈A (δε) dost́aváme

|S(σ, ξ)− I|

≤ ∣∣S(σ, ξ)−Sn0(σ, ξ)
∣∣+

∣∣∣Sn0(σ, ξ)−
∫ b

a
fn0 dg

∣∣∣

+
∣∣∣
∫ b

a
fn0 dg− I

∣∣∣

< 2 ‖f − fn0‖BV ‖g‖+ 2 ε < ε 2 (‖g‖+1) .

Odtud plyne rovnost
∫ b

a
f dg = I = lim

n→∞

∫ b

a
fn dg .
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Nyńı už budeme um̌et doḱazat ḱyžeńy existěcńı výsledek. V ńasleduj́ıćıch tvr-
zeńıch a jejich d̊ukazech poǔźıváme d̊usledňe konvence źumluv a oznǎceńı 1.3 a
klademe g(a−)= g(a), g(b+)= g(b), tj.

∆−g(a)= ∆+g(b) = 0, ∆g(a)= ∆+g(a), ∆g(b)= ∆−g(b)

pro kǎzdou funkci g regulovanou na[a, b ]. V tomto smyslu je ťreba i rozum̌et
symbol̊um pro funkceg(x−) resp.g(x+) definovańe na[a, b ]. Neńı těžké si roz-
myslet,že nap̌r. pro g ∈G[a, b ] a h(x)= g(x−) plat́ı

h(x−) = h(x) = g(x), h(x+) = g(x+) na [a, b ] .

Analogicky, prog ∈G[a, b ] a h(x)= g(x+) máme

h(x+) = h(x) = g(x), h(x−) = g(x−) na [a, b ] .

6.26. V̌eta. Jestlǐzef ∈BV[a, b ], g ∈G[a, b ], pak integŕal
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı

(6.37).

D ů k a z . Necht’ g ∈G[a, b ], f ∈BV[a, b ] a W je mnǒzina bod̊u nespojitosti
funkcef v [a, b ]. Podle v̌ety 2.20 jeW nejvýše spǒcetńa, tj. W = {wk : k∈K},
kdeK= {1, 2, . . . ,m} pro ňejaḱe m∈N neboK=N.

Necht’ f = f C + f B je Jordan̊uv rozklad funkcef na spojitoučástf C a sko-
kovoučástf B definovanou jakof2 v (2.26). Polǒzme

f B
n (x)=

∑

k∈K∩[1,n]

∆−f(wk)χ(wk,b](x)+
∑

k∈K∩[1,n]

∆+f(wk)χ[wk,b](x)

pro n∈N a x∈ [a, b ]. Zřejmě f B
n ∈S[a, b ] pro kǎzdé n∈N a podle lemma-

tu 2.40 plat́ı

lim
n→∞ ‖f

B
n − f B‖BV = lim

n→∞ varba (f B − f B
n ) = 0 .

Dále, podle d̊usledku 6.16 integrál
∫ b

a
f B

n dg existuje pro kǎzdé n∈N. Je-li tedy

mnǒzinaK koněcná, existence integrálu
∫ b

a
f B dg plyne triviálně. Neńı-li K ko-

něcná, pak integŕal
∫ b

a
f B dg existuje podle lemmatu 6.25.

Podle v̌ety 5.47 a v̌ety 6.13 existuje integrál
∫ b

a
f C dg. Existence integŕalu

∫ b

a
f dg tedy již plyne z v̌ety 6.8. Koněcně, podle v̌ety 6.24 plat́ı také (6.37).
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P̌rı́mým důsledkem v̌ety 6.26 je ńasleduj́ıćı konvergeňcńı tvrzeńı.

6.27. D̊usledek. Jestlǐze gn ∈G[a, b ] pro n∈N a lim
n→∞ ‖gn− g‖ = 0, pak pro

kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
f dgn =

∫ b

a
f dg . (6.39)

Následuj́ıćı tvrzeńı navazuje na d̊ukaz v̌ety 6.26 a d́avá ńavod k v́ypočtu in-

tegŕalu
∫ b

a
f dg, je-li známa hodnota integrálu

∫ b

a
f C dg, kde f C znǎćı spojitou

část funkcef.

6.28. D̊usledek. Jestlǐze f ∈BV[a, b ], g ∈G[a, b ], W je mnǒzina bod̊u nespoji-
tosti funkcef v [a, b ] a f C je spojit́a část funkcef, f C(a) = f(a), pak

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f C dg

+
∑

w∈W

[
∆−f(w) (g(b)−g(w−)) + ∆+f(w) (g(b)−g(w+))

]
.





(6.40)

D ů k a z . Jako v d̊ukazu v̌ety 6.26 jeW = {wk : k∈K}, kdeK= {1, 2, . . . , m}
pro ňejaḱe m∈N neboK=N. Necht’

f B
n (x)=

∑

k∈K∩ [1,n]

[
∆−f(wk) χ(wk,b](x)+∆+f(wk) χ[wk,b](x)

]

pro n∈N a x∈ [a, b ]. Podle lemmatu 2.40 platı́

lim
n→∞ ‖f

B
n − f B‖BV = lim

n→∞ varba (f B− f B
n ) = 0 .

Dále, podle (6.16), (6.17) a věty 6.8, ḿame

∫ b

a
f B

n dg

=
∑

k∈K∩ [1,n]

(
∆−f(wk) [g(b)− g(wk−)]+∆+f(wk) [g(b)− g(wk+)]

)





(6.41)

pro kǎzdé n∈N. Je-li K koněcná, plyne odtud okam̌zitě, že plat́ı (6.40).
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Je-li K=N, pak podle lemmatu 6.25 platı́
∫ b

a
f B dg = lim

n→∞

∫ b

a
f B

n dg . (6.42)

Podle d̊usledku 2.26 je

∞∑

k=1

∣∣∆−f(wk) (g(b)− g(wk−))+ ∆+f(wk) (g(b)− g(wk+))
∣∣

≤ 2 ‖g‖
∞∑

k=1

(
|∆−f(wk)|+ |∆+f(wk)|

)
≤ 2 ‖g‖ (varbaf) < ∞ .

Vzhledem k (6.41) a (6.42) tudı́ž dost́aváme
∫ b

a
f B dg

=
∞∑

k=1

(
∆−f(wk)(g(b)− g(wk−))+ ∆+f(wk)(g(b)− g(wk+))

)
.





(6.43)

Plat́ı tedy (6.40).

V situaci symetricḱe k d̊usledku 6.28 ḿame

6.29. Lemma.Jestlǐzef ∈G[a, b ], g ∈BV[a, b ], W je mnǒzina bod̊u nespojitosti
funkceg v [a, b ] a g C je spojit́a část funkceg, g C(a) = g(a), pak

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f dg C +

∑

w∈W

f(w)∆g(w) , (6.44)

kde∆ g(a)= ∆+ g(a) a ∆ g(b)= ∆− g(b).
D ů k a z je analogicḱy důkazu d̊usledku 6.28 je ponechán čteńǎri jako cvičeńı.

6.30. Cvǐceńı. Dokǎzte lemma 6.29. (Ńavod: vyǔzijte lemma 2.40 a v̌etu 6.21 a
postupujte jako p̌ri důkazu d̊usledku 6.28.)

6.3 Integrace per-partes

Pro d̊ukazy d̊usledku 6.28 a lemmatu 6.29 byly užitečné p̌rı́klady 6.15. Ńasledu-
jı́ćı technicḱa lemmata jsou potřebńa pro d̊ukaz v̌ety o integraci per-partes, která
je nǎsim daľśım významňejš́ım ćılem. Taḱe v jejich d̊ukazech budou P̌rı́klady 6.14
využity.
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6.31. Lemma. Necht’ h∈G[a, b ], c∈R a W ⊂ [a, b ] je nejv́yše spǒcetńa mnǒzi-
na takov́a, že plat́ı

h(x) = c pro x∈ [a, b ] \W . (6.45)

Potom
∫ b

a
h dg = c [g(b)−g(a) ]+

∑

w∈W

[h(w)− c ] ∆g(w) (6.46)

plat́ı pro kǎzdou funkcig ∈G[a, b ].
D ů k a z . Necht’ g ∈G[a, b ]. Protǒze h∈G[a, b ], máme podle (6.45)

h(x−) =h(x+)=h(a+)=h(b−)= c pro kǎzdéx∈ (a, b) .

FunkcehC(x)≡ c je tedy spojit́a část funkceh, hB = h−hC a

∆−h(x) = h(x)− c = −∆+h(x) pro kǎzdé x∈ (a, b) .

Podle (6.40) (kdef =h ) tedy ḿame
∫ b

a
h dg =

∫ b

a
c dg +

∑

w∈W

(h(w)− c) [g(b)− g(w−)− g(b)+ g(w+) ]

= c [g(b)− g(a) ] +
∑

w∈W

[h(w)− c ]∆g(w) ,

tj. plat́ı (6.46). (P̌ripoměnme znovu,̌ze ∆g(a) = ∆+g(a) a ∆g(b) = ∆−g(b).)

6.32. Cvǐceńı. Pomoćı lemmatu 6.31 dokǎzte,že je-li τ ∈ (a, b) a

h(t) =





0 když t< τ ,

κ ∈ [0, 1] když t = τ ,

1 když t> τ ,

pak
∫ b

a
ϕh dh = ϕ(τ)κ pro libovolnou funkciϕ regulovanou naϕ.

6.33. Lemma.Necht’ h∈G[a, b ], c∈R a W ⊂ [a, b ] je nejv́yše spǒcetńa mnǒzina
takov́a, že plat́ı (6.45). Potom

∫ b

a
f dh = f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c ] (6.47)

plat́ı pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ].
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D ů k a z . a) Funkceh splňuje (6.45) pŕavě tehdy, kdy̌z existuje mnǒzinaK⊂N
takov́a, že W = {wk ∈ [a, b ] : k∈K} a

h(x) = c +
∑

k∈K
(h(wk)− c) χ[wk](x) prox∈ [a, b ] .

Pro n∈N položmeKn =K∩ [1, n], Wn = {wk : k∈Kn} a

hn(x) = c +
∑

k∈Kn

(h(wk)− c) χ[wk](x) pron∈N ax∈ [a, b ] .

Dokážeme,̌ze plat́ı

lim
n→∞ ‖hn−h‖ = 0 . (6.48)

Necht’ je tedy d́anoε> 0 a necht’ n0 ∈N je takov́e, že

|h(wk)− c| < ε pro kǎzdé k >n0 . (6.49)

Takov́e n0 existuje, protǒze pro kǎzdé k∈N je

|h(wk)− c| =





|∆−h(wk)| když wk ∈ (a, b) ,

|∆+h(a)| když wk = a ,

|∆−h(b)| když wk = b

a mnǒzina ťechk∈N, pro ňež |h(wk)− c| ≥ ε, může ḿıt podle d̊usledku 4.7 (ii)
jenom nejv́yše koněcný počet (n0) prvků. Tud́ıž,

|hn(x)−h(x)| =
{ |c−h(x)| když x∈Wn ,

0 když x∈ [a, b ] \Wn

}
< ε

pro n≥n0 a x∈ [a, b ]. Plat́ı tedy (6.48).

b) Necht’ f ∈BV[a, b ]. Podle p̌rı́kladu 6.15 (i), v̌ety 6.8 a formule (6.14) dosta-
neme pro kǎzdé n∈N

∫ b

a
f dhn =

∑

k∈Kn

(h(wk)− c)
∫ b

a
f dχ[wk]

= f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c ] .

Podle (6.48) a podle d̊usledku 6.27 tedy ḿame
∫ b

a
f dh = lim

n→∞

∫ b

a
f dhn = f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c] .
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6.34. V̌eta (V ĚTA O INTEGRACI PER-PARTES).
Jestlǐzef ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ], pak existuj́ı oba integŕaly

∫ b

a
f dg a

∫ b

a
g df

a plat́ı
∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df = f(b) g(b)− f(a) g(a)

+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−f(x)∆−g(x)−∆+f(x)∆+g(x)

)
.





(6.50)

D ů k a z . Integŕal
∫ b

a
f dg existuje podle v̌ety 6.22 a integŕal

∫ b

a
g df existuje

podle v̌ety 6.26. D́ale,
∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df

=
∫ b

a
f(x) d [g(x) +∆+g(x)]+

∫ b

a
g(x) d [f(x)−∆−f(x)]

−
∫ b

a
f(x) d [∆+g(x)] +

∫ b

a
g(x) d [∆−f(x)] .

Neńı obt́ıžné ov̌ěrit, že funkceh(x) =∆+g(x) splňuje (6.45) sc =0 a h(b)= 0.
Dále, ∆h(x)= 0 pro x∈ (a, b). Podle lemmatu 6.33 tedy ḿame

∫ b

a
f(x) d [∆+g(x)] = −f(a)∆+g(a) .

Analogicky,
∫ b

a
g(x) d [∆−f(x)] = g(b)∆−f(b) ,

čili
∫ b

a
f(x) dg(x)+

∫ b

a
g(x) df(x)

=
∫ b

a
f(x) dg(x+) +

∫ b

a
g(x) df(x−)

+ f(a)∆+g(a)+ ∆−f(b) g(b) .





(6.51)
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Prvńı integŕal na prav́e straňe můžeme upravit na

∫ b

a
f(x) dg(x+) =

∫ b

a
f(x−) dg(x+)+

∫ b

a
∆−f(x) dg(x+) . (6.52)

Pro funkci h(x) = g(x+) máme h(x+)=h(x)= g(x+) a h(x−)= g(x−)
na [a, b ], tj. ∆h(x) =∆g(x) na [a, b ]. Podle lemmatu 6.31 tedy platı́

∫ b

a
∆−f(x) dg(x+) =

∑

x∈ [a,b ]

∆−f(x)∆g(x) . (6.53)

Analogicky,

∫ b

a
g(x) df(x−) =

∫ b

a
g(x+) df(x−)−

∫ b

a
∆+g(x) df(x−)

=
∫ b

a
g(x+) df(x−)−

∑

x∈ [a,b ]

∆+g(x)∆f(x) .





(6.54)

Funkcef(x−) je spojit́a zleva na(a, b], g(x+) je spojit́a zprava na[a, b). Podle
vět 5.47 a 6.13 tedy existujı́ oba integŕaly

∫ b

a
f(x−) dg(x+) a

∫ b

a
g(x+) df(x−)

a podle v̌ety 5.43 plat́ı

∫ b

a
f(x−) dg(x+) +

∫ b

a
g(x+) df(x−) = f(b−) g(b)− f(a) g(a+) . (6.55)

Dosazeńım (6.52)–(6.55) do (6.51) dostaneme dále
∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df

= f(b−) g(b)− f(a) g(a+)+ f(a) ∆+g(a)+ ∆−f(b) g(b)

+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−f(x) [∆−g(x)+ ∆+g(x)]− [∆−f(x)+ ∆+f(x)]∆+g(x)

)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−f(x)∆−g(t)−∆+f(x)∆+g(x)

)
.

Dokázali jsme,̌ze (6.50) plat́ı.
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6.35. Cvǐceńı. Dokǎzte,že za p̌redpoklad̊u věty 6.34 plat́ı

∫ b

a
f dg = (σ)

∫ b

a
f(x+) dg(x−)+ f(b)∆−g(b)−

∑

x∈ (a,b)

∆+f(x)∆g(x)

∫ b

a
f dg = (σ)

∫ b

a
f(x−) dg(x+)+ f(a)∆+g(a)+

∑

x∈ (a,b)

∆−f(x)∆g(x) .

(Návod: vyǔzijte formule odvozeńı v průběhu d̊ukazu v̌ety 6.34.)

6.4 Saksovo-Henstockovo lemma a ňekteré jeho důsledky

6.36. Lemma(SAKS-HENSTOCK). Necht’ f, g : [a, b ]→R jsou takov́e, že inte-

grál
∫ b

a
f dg existuje. Necht’ ε> 0 je dáno a necht’ δ ∈G [a, b ] je kalibr na [a, b ]

takov́y, že plat́ı

∣∣∣S(σ, ξ)−
∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε pro v̌sechna(σ, ξ)∈A (δ) .

Potom pro libovolńy syst́em
{

([sj , tj ], θj) : j =1, 2, . . ., n
}

takov́y, že

a ≤ s1 ≤ θ1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn ≤ θn ≤ tn ≤ b ,

[sj , tj ] ⊂ [θj − δ(θj), θj + δ(θj)] pro j = 1, 2, . . . , n ,

}
(6.56)

plat́ı nerovnost
∣∣∣

n∑

j=1

[
f(θj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f dg
]∣∣∣ ≤ ε . (6.57)

D ů k a z . Bud’ dánoη > 0. Oznǎcme t0 = a, sn+1 = b. Je-li j ∈{1, 2, . . . , n} a
tj <sj+1, existuj́ı kalibr δj a znǎceńe ďeleńı (σj , ξj)∈A (δj ; [tj , sj+1]) takov́e,
že δj(x) ≤ δ(x) pro kǎzdé x∈ [a, b ] a

∣∣S(σj , ξj)−
∫ sj+1

tj

f dg
∣∣ <

η

n +1
. (6.58)

Nyńı sestavmeδ– jemńe znǎceńe ďeleńı (ρ, η) intervalu [a, b ] tak, aby platilo

n∑

j=1

f(θj) [g(tj)− g(sj)]+
n∑

j=0

S(σj , ξj) = S(ρ, η) .
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(Je-li tj = sj+1, klademeS(σj , ξj)= 0.) Vzhledem k p̌redpoklad̊um lemmatu te-
dy máme

∣∣∣
n∑

j=1

(
f(θj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f dg
)

+
n∑

j=0

(
S(σj , ξj)−

∫ sj+1

tj

f dg
)∣∣∣

=
∣∣∣S(ρ, η)−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε .

Odtud a z (6.58) dostáváme pro libovolńe η > 0

∣∣∣
n∑

j=1

f(θj) [g(tj)− g(sj)]−
∫ tj

sj

f dg
∣∣∣

≤
∣∣∣S(ρ, η)−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ +
∣∣∣

n∑

j=0

(
S(σj , ξj)−

∫ sj+1

tj

f dg
)∣∣∣ < ε+ η ,

tj. plat́ı (6.57).

6.37. V̌eta. Necht’
∫ b

a
f dg existuje ac∈ [a, b ]. Potom plat́ı

lim
x→c

x∈ [a,b ]

(∫ x

a
f dg + f(c) [g(c)− g(x)]

)
=

∫ c

a
f dg . (6.59)

D ů k a z . Bud’ dánoε> 0 a necht’ δε ∈G [a, b ] je takov́y kalibr, že

∣∣∣S(σ, ξ)−
∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε plat́ı všechna(σ, ξ)∈A (δε).

Pro kǎzdé x∈ (c, c+ δε(c))∩[a, b ] vyhovuje syst́em {([s1, t1], θ1)}, kde t1 =x a
s1 = θ1 = c, podḿınkám (6.56). Podle Saksova – Henstockova lemmatu (viz Lem-
ma 6.36) tedy ḿame

∣∣∣f(c) [g(x)− g(c)]−
∫ x

c
f dg

∣∣∣ < ε . (6.60)

Podobňe, je-li x∈ (c− δε(c), c)∩ [a, b ], pak poǔzitı́m lemmatu 6.36 na systém
{[x, c], c} dostaneme nerovnost

∣∣∣f(c) [g(c)− g(x)]−
∫ c

x
f dg

∣∣∣ < ε
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Pro kǎzdé x∈ (c− δε(c), c + δε(c))∩ [a, b ] tedy plat́ı nerovnost (6.60) a tudı́ž taḱe
nerovnost

∣∣∣
∫ c

a
f dg−

∫ x

a
f dg− f(c) [g(c)− g(x)]

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ x

c
f dg− f(c) [g(x)− g(c)]

∣∣∣ < ε ,

tj. plat́ı (6.59).

6.38. D̊usledek. Necht’
∫ b

a
f dg existuje,g ∈G[a, b ] a necht’ funkceh : [a, b ]→R

je definov́ana p̌redpisem

h(x) =
∫ x

a
f dg pro x∈ [a, b ] .

Potomh∈G[a, b ] a

h(t+) = h(t)+ f(t)∆+g(t) a h(s−) = h(s)− f(s)∆−g(s)

pro t∈ [a, b) a s∈ (a, b].

6.5 Neurčitý integrál

6.39. V̌eta (HAKE). (i) Necht’
∫ x

a
f dg existuje pro kǎzd́e x∈ [a, b) a necht’

lim
x→b−

( ∫ x

a
f dg + f(b) [g(b)− g(x)]

)
= I ∈R .

Potom
∫ b

a
f dg = I.

(ii) Necht’
∫ b

x
f dg existuje pro kǎzd́e x∈ (a, b] a necht’

lim
x→a+

(∫ b

x
f dg + f(a) [g(x)− g(a)]

)
= I ∈R .

Potom
∫ b

a
f dg = I.
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D ů k a z . (i) a) Bud’ dánoε> 0. Zvolme ∆> 0 tak, aby platilo

∣∣∣
∫ x

a
f dg + f(b) [g(b)− g(x)]− I

∣∣∣ < ε pro kǎzdé x∈ [b−∆, b) . (6.61)

Polǒzmexk = b− b−a

k+1
pro k∈N. Posloupnost{xk} je rostoućı, lim

k→∞
xk = b a

∀ k∈N ∃ δk ∈G [a, xk] :

(ρ, η)∈A (δk, [a, xk]) =⇒
∣∣∣S(ρ, η)−

∫ xk

a
f dg

∣∣∣<
ε

2k



 (6.62)

b) Definujme kalibrδ0 na [a, b) tak, aby platilo

δ0(s) ≤ δk(s) a [s− δ0(s), s+ δ0(s)]⊂ [a, xk]

pro kǎzdé k∈N a kǎzdé s∈ [xk−1, xk).

Dále, pro kǎzdé s∈ [a, b) oznǎcme symbolemκ(s) jednoznǎcně uřceńe p̌riro-
zeńe č́ıslo k takov́e, že s∈ [xk−1, xk).

c) Dokážeme,̌ze existuje kalibrδ0 na [a, b ] takov́y, že plat́ı

∣∣∣S(τ ,θ)−
∫ x

a
f dg

∣∣∣ < ε

pro v̌sechnax∈ [a, b) a (τ , θ)∈A (δ0, [a, x]) .





(6.63)

Necht’ je tedy d́ano x∈ [a, b) a necht’ p ∈ N je takov́e, že x∈ [xp−1, xp)
(tj. p =κ(x)). Dále necht’ (τ , θ) je libovolné δ0 – jemńe ďeleńı intervalu [a, x].
Oznǎcme ν(τ )= r. Pro kǎzdé k∈N ∩ [1, p ] a kǎzdé j ∈N ∩ [1, r] takov́e, že
κ(θj)= k, máme

θj − δk(θj) ≤ θj − δ0(θj) ≤ θj−1 < τj ≤ θj + δ0(θj) ≤ θj + δk(θj) .

Vzhledem k (6.62) a definici kalibruδ0, vidı́me, že pro kǎzdé k∈{1, 2, . . . , p}
syst́em {([τj−1, τj ], θj) : j =1, 2, . . . , r, κ(θj) = k} splňuje p̌redpoklady lemma-
tu 6.36) na ḿısťe {([sj , tj ], θj) : j =1, 2, . . . , n} . Plat́ı tedy

∣∣∣
∑

κ(θj)=k

f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−
∫ τj

τj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2k
pro kǎzdék∈{1, 2, . . . , p} .
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Tud́ıž

∣∣∣
r∑

j=1

(
f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−

∫ x

a
f dg

)∣∣∣

=
∣∣∣

p∑

k=1

( ∑

κ(θj)=k

f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−
∫ τj

τj−1

f dg
)∣∣∣

≤
p∑

k=1

∣∣∣
∑

κ(θj)=k

(
f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−

∫ τj

τj−1

f dg
)∣∣∣ <

∞∑

k=1

ε

2k
= ε ,

tj plat́ı (6.63).

d) Nyńı, polǒzme

δ∗(x) =





min{b−x, δ0(x)
}

pro x∈ [a, b) ,

∆
2

pro x= b .

Necht’ (σ, ξ) je libovolné δ∗– jemńe ďeleńı intervalu [a, b ] a m= ν(σ). Potom
muśı platit ξm =σm = b, σm−1 ∈ (b−∆, b) a

∣∣∣S(σ, ξ)− I
∣∣∣

=
∣∣∣

m−1∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] + f(b) [g(b)− g(σm−1)]− I
∣∣∣

≤
∣∣∣

m−1∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σm−1

a
f dg

∣∣∣

+
∣∣∣
∫ σm−1

a
f dg + f(b) [g(b)− g(σm−1)]− I

∣∣∣ .

Vzhledem k (6.63) a (6.61) (kde polož́ıme x=σm−1 ) tedy dost́aváme koněcně

∣∣∣S(σ, ξ)− I
∣∣∣ < 2 ε , tj.

∫ b

a
f dg = I.

Důkaz tvrzeńı (ii) se provede analogicky a ponecháváme hočteńǎri jako cvičeńı.

6.40. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı (ii) v ěty 6.39 a jeho pomocı́ také jeho ńasleduj́ıćı
variantu:
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Necht’ existuje
∫ b

a
f dg a necht’

lim
t→x+

(∫ t

a
f dg + f(x) [g(t)− g(x)]

)
= I ∈R pro kǎzd́e x∈ [a, b).

Potom
∫ x

a
f dg = I.

6.41. P̌r ı́klady. Pomoćı Hakeovy v̌ety můžeme snadno a universálńım zp̊usobem
odvodit vzorce, kteŕe jsme v p̌rı́kladech 6.15 odvodili p̌rı́mo z definice pomoćı
vhodńe volby kalibru. Nap̌r. formuli (6.11), kdeτ ∈ (a, b) a f je libovolná, od-
vod́ıme takto

∫ b

a
f dχ[τ,b] =

∫ τ

a
f dχ[τ,b]

= lim
t→τ−

(∫ t

a
f dχ[τ,b] + f(τ) [χ[τ,b](τ)−χ[τ,b](t)]

)
= f(τ)

Podobňe, proτ ∈ (a, b) a g ∈G[a, b ] dostaneme pomocı́ Hakeovy v̌ety
∫ b

a
χ[a,τ ] dg =

∫ τ

a
1 dg +

∫ b

τ
χ[a,τ ] dg

= g(τ)− g(a) + lim
t→τ+

( ∫ b

t
χ[a,τ ] dg + 1 [g(t)− g(τ)]

)

= g(τ+)− g(a) ,

tj. (6.17).

6.42. Cvǐceńı. Pomoćı Hakeovy v̌ety dokǎzte i zb́yvaj́ıćı formule z p̌rı́kladů 6.15.

6.6 Substituce

Dalš́ım důsledkem Saksova – Henstockova lemmatu je následuj́ıćı lemma, kteŕe
nám pom̊uže doḱazat v̌etu o substituci.

6.43 . Lemma. Necht’
∫ b

a
f dg existuje. Potom pro kǎzd́e ε> 0 existuje kalibr

δ ∈G [a, b ] takov́y, že nerovnost

ν(σ)∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ < ε (6.64)
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plat́ı pro kǎzd́e (σ, ξ)∈A (δ).
D ů k a z . Bud’ dánoε> 0 a necht’ δ ∈G [a, b ] je kalibr takov́y, že

∣∣∣S(ρ, η) =
∫ b

a
f dg

∣∣∣ <
ε

2

plat́ı pro v̌sechnaδ– jemńa znǎceńa ďeleńı (ρ,η) intervalu [a, b ].

Bud’ dáno libovolńe (σ, ξ)∈A (δ). Oznǎcmem= ν(σ) a

J+ =
{
j ∈{1, 2, . . . ,m} : f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

f dg ≥ 0
}

a

J− = {1, 2, . . . , m} \ J+ .

Syst́em {([σj−1, σj ], ξj), j ∈J+} splňuje p̌redpoklady (6.56) z lemmatu 6.36 na
mı́sťe {([sj , tj ], τj)}. Podle lemmatu 6.36 tedy platı́

∣∣∣
∑

j ∈ J+

(
f(ξj)[g(σj)− g(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

f dg
)∣∣∣

≤
∑

j ∈ J+

∣∣∣f(ξj)[g(σj)= g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2
.

Podobňe
∣∣∣

∑

j ∈ J−

(
f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

f dg
)∣∣∣

≤
∑

j ∈ J−

∣∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2
.

Odtud ǔz nerovnost (6.64) okam̌zitě vyplývá.

6.44. V̌eta (V ĚTA O SUBSTITUCI). Je-li funkceh : [a, b ]→R ohranǐceńa a in-

tegrál
∫ b

a
f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z integrálů

∫ b

a
h(x) d

[ ∫ x

a
f dg

]
,

∫ b

a
h(x) f(x) dg(x)

existuje i druh́y a v takov́em p̌rı́paďe pak plat́ı
∫ b

a
h(x) d

[ ∫ x

a
f dg

]
=

∫ b

a
h(x) f(x) dg(x) .
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D ů k a z . Podle v̌ety 6.9 je funkcew(x)=
∫ x

a
f dg definovańa pro kǎzdé

x∈ [a, b ].

a) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal
∫ b

a
h f dg. Bud’ dáno ε> 0 a necht’ δε je

kalibr na [a, b ] takov́y, že

ν(σ)∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(σj − g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

h f dg
∣∣∣ < ε

a
ν(σ)∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(σj − g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ < ε .

plat́ı pro kǎzdé δε – jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ). (Takov́y kalibr existuje podle
lemmatu 6.43.)

Bud’ dáno (σ, ξ)∈A (δε). Oznǎcmem= ν(σ). Potom

∣∣∣
m∑

j=1

h(ξj) [w(σj)−w(σj−1)]−
∫ b

a
h f dg

∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj)
∫ σj

σj−1

f dg−h(ξj) f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

h f dg
∣∣∣

≤ ‖h‖
m∑

j=1

∣∣∣
∫ σj

σj−1

f dg− f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

h f dg
∣∣∣

≤ (‖h‖+ 1) ε ,

tj. existuje integŕal
∫ b

a
h dw a plat́ı

∫ b

a
h dw =

∫ b

a
h f dg.
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b) Obŕaceńa implikace by se dokazovala podobně – op̌et za vydatńe pomoci Lem-
matu 6.43.

Pro KS – integŕal ov̌sem plat́ı také tvrzeńı analogicḱa vět́am 5.40 a 5.41, které
jsme doḱazali pro RS – integrály. Uvedeme alespoň jedno z nich.

6.45. V̌eta. Předpokĺadejme,̌ze funkceφ : [α, β]→R je rostoućı a zobrazuje inter-
val [α, β] na interval [a, b ] a necht’ f : [a, b ]→R. Pak existuje-li jeden z integrálů

∫ b

a
f(x) dg(x),

∫ β

α
f(φ(x)) dg(φ(x)) ,

existuje i ten druh́y a plat́ı rovnost a
∫ β

α
f(φ(x)) dg(φ(x)) =

∫ b

a
f(x) dg(x) . (6.65)

D ů k a z . Pov̌siměme si,že protǒze φ je rostoućı a zobrazuje interval interval
[α, β] na interval[a, b ], muśı být φ i jejı́ inverseφ−1 spojit́e.

Pro dańe znǎceńe ďeleńı (ρ, η)∈T [α, β] položme

σj = φ(ρj) pro j =0, 1, . . . , ν(ρ) a ξj = φ(ηj) pro j = 1, 2, . . . , ν(ρ)

a σ =
{
σ0, σ1, . . . , σν(ρ)

}
, ξ =

(
ξ1, ξ2 . . . , ξν(ρ)

)
. Potom(σ, ξ)∈T [a, b ]. Zna-

č́ıme (σ, ξ)= φ(ρ,η) a (ρ,η)= φ−1(σ, ξ). Zřejmě φ−1(σ, ξ)∈T [a, b ] pro
(σ, ξ)∈T [a, b ].

Pro dańy kalibr δ̃ ∈G [α, β] definujme kalibrδ ∈G [a, b ] tak, aby platilo

φ−1(τ + δ(τ)) < φ−1(τ)+ δ̃(φ−1(τ)) jestliže τ ∈ [a, b)
a

φ−1(τ − δ(τ)) > φ−1(τ)− δ̃(φ−1(τ)) jestliže τ ∈ (a, b]



 (6.66)

Nyńı, jestliže rožśıřeńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] je δ – jemńe, pak podle (6.66) ḿa-
me pro kǎzdé j =1, 2, . . . , ν(σ)

ρj = φ−1(σj) ≤ φ−1(ξj + δ(ξj)) < φ−1(ξj)+ δ̃(φ−1(ξj)) = ηj + δ̃(ηj)

a

ρj−1 = φ−1(σj−1) ≥ φ−1(ξj − δ(ξj)) > φ−1(ξj)− δ̃(φ−1(ξj)) = ηj − δ̃(ηj) .

Čili, φ−1(σ, ξ)∈A (δ̃) pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ). Podobňe bychom ke kǎzdému
kalibru δ ∈ G [a, b ] nǎsli kalibr δ̃ ∈G [α, β] takov́y, že φ(ρ, η)∈A (δ) jakmile
(ρ, η)∈A (δ̃).
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Protǒze

ν(σ)∑

j=1

f(ξj)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
=

ν(σ)∑

j=1

f(φ(ηj))
[
g(φ(ρj))− g(φ(ρj−1))

]

pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [a, b ] a (ρ, η)= φ−1(σ, ξ), plyne odtud ǔz snadno d̊ukaz
věty.

6.46. Cvǐceńı. (i) Do všech podrobnostı́ si promyslete źavěr d̊ukazu p̌reděslé
věty.

(ii) Formulujte a dokǎzte analogii v̌ety 6.45 pro p̌rı́pad,že φ je klesaj́ıćı.

(iii) Formulujte a dokǎzte analogii v̌ety 5.41.

6.47. Pozńamka. Větu 6.45 je mǒzno zobecnit v r̊uzńych sm̌erech. Nap̌r. následu-
jı́ćı verse v̌ety o substituci se uplatnila při aplikaci teorie hysterese v ekonomii
(viz [3]):

Předpokĺadejme,̌ze funkcef : [a, b ]→R je ohranǐceńa na [a, b ] a takov́a, že
f ∈G[α, b] pro kǎzd́e α∈ (a, b). Dále, necht’ funkceφ : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı
na [a, b ] a φ(a)= c, φ(b)= d. Koněcně, necht’ funkceg ∈BV[c, d] je zprava spo-
jit á na [c, d). Pro s∈ [c, d ] polǒzmeψ(s) = inf{t∈ [a, b ] : s≤φ(t)} . Potom pro
kǎzd́e α∈ [a, b ] plat́ı

∫ b

α
f(t) d[g(φ(t))] =

∫ φ(b)

φ(α)
f(ψ(s)) dg(s) .

6.7 Bodová konvergence

6.48. V̌eta (OSGOODOVA VĚTA). Předpokĺadejme,že pro funkcif ∈G[a, b ] a
posloupnost{fn}⊂G[a, b ] plat́ı

‖fn‖≤M <∞ pro n∈N (6.67)

a

lim
n→∞ fn(x) = f(x) pro x∈ [a, b ] . (6.68)

Potom

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg pro kǎzdou funkcig ∈BV[a, b ] . (6.69)
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D ů k a z . Integŕaly
∫ b

a
fn dg, n∈N, a

∫ b

a
f dg existuj́ı podle v̌ety 6.22. Necht’

g = g C + g B je Jordan̊uv rozklad funkceg (viz věta 2.37). Potom podle cviče-

ńı 5.48 (i) existuj́ı integŕaly (σ)
∫ b

a
fn dg C a (σ)

∫ b

a
f dg C pro v̌sechnan∈N a

podle Osgoodovy v̌ety pro RS – integŕaly (věta 5.53) plat́ı

lim
n→∞(σ)

∫ b

a
fn dg C = (σ)

∫ b

a
f dg C

neboli (podle v̌ety 6.13)

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg C =

∫ b

a
f dg C . (6.70)

Dále, podle lemmatu 6.29 ḿame pro kǎzdé n∈N
∫ b

a
f dg B =

∑

w∈W

f(w) ∆ g(w) a
∫ b

a
fn dg B =

∑

w∈W

fn(w)∆ g(w) ,

kde W je mnǒzina bod̊u nespojitosti funkceg v intervalu [a, b ]. Jestlǐze je W
koněcná, pak žrejmě plat́ı

lim
n→∞

∑

w∈W

fn(w)∆ g(w) =
∑

w∈W

f(w)∆ g(w)

a tud́ıž

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg B =

∫ b

a
f dg B . (6.71)

Necht’ W = {wk}. Bud’ dánoε > 0. Podle d̊usledku 2.26 je

∞∑

k=1

|∆ g(wk)| ≤ varba g < ∞.

Existuje tedyp ε ∈N takov́e, že

∞∑

k=p ε+1

|∆ g(wk)| < ε

4M
.

Vzhledem k (6.67) a (6.68) je také |f(x)| ≤M pro x∈ [a, b ] a tud́ıž

∣∣∣
∞∑

k=p ε+1

(
fn(wk)− f(wk)

)
∆ g(wk)

∣∣∣ ≤ 2M
∞∑

k=pε+1

|∆ g(wk)| < ε

2
. (6.72)
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Dále, protǒze

lim
n→∞

p ε∑

k=1

fn(wk)∆ g(wk) =
pε∑

k=1

f(wk)∆ g(wk) ,

existujenε ∈N takov́e, že

∣∣∣
p ε∑

k=1

(
fn(wk)− f(wk)

)
∆ g(wk)

∣∣∣ <
ε

2
pro n≥nε ,

což dohromady s (6.72) dává

∣∣∣
∫ b

a

(
fn− f

)
dg B

∣∣∣ =
∣∣∣
∞∑

k=1

(
fn(wk)− f(wk)

)
∆ g(wk)

∣∣∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε

pro n≥nε. Rovnost (6.71) tedy platı́ i tehdy, kdy̌z mnǒzina W neńı koněcná.
Toto, spolěcně s (6.70), zarǔcuje platnost rovnosti (6.69) a dokazuje tvrzenı́ věty.

6.8 Integr ály maticových a vektorových funkcı́

Jsou-li maticov́e funkceF : [a, b ]→L (Rm, Rp), G: [a, b ]→L (Rp, Rn) takov́e,
že v̌sechny integŕaly

∫ b

a
fi,k dgk,j (i = 1, 2, . . . , m, k = 1, 2, . . . , p , j = 1, 2, . . . , n)

existuj́ı, pak symbol
∫ b

a
F (t) dG(t) (resp. kŕatce

∫ b

a
F dG ) znǎćı m×n– matici

M ∈L (Rm,Rn) s prvky

mi,j =
p∑

k=1

∫ b

a
fi,k dgk,j , i= 1, 2, . . . , m, j =1, 2, . . . , n.

Analogicky definujeme taḱe integŕaly
∫ b

a
d [F ] G resp.

∫ b

a
F d [G] H , kde F, G a

H jsou maticov́e funkce vhodńych rozm̌erů.

P̌ripoměnme,že podle oznǎceńı 1.3 (xiv) normu maticeA∈L (Rm,Rn) zna-

č́ıme |A| a definujeme ji p̌redpisem|A| = max
j=1,...,m

n∑

i=1

|ai,j |. V této souvislosti
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ztotǒzňujeme prostoryRn a L (Rn,R1), tj. |x| =
n∑

i=1

|xi| a

|A x| ≤ |A| |x| proA∈L (Rm,Rn) a x∈Rn .

Dále je zńamo,že plat́ı |A| = sup
x∈Rn

|x|≤1

|Ax|.

Variace maticov́e funkceF : [a, b ]→L (Rm,Rn) je definovańa formálně stej-
ným p̌redpisem jako variace skalárńıch funkćı, tj.

varba F = sup
σ ∈D [a,b ]

|F (σj)−F (σj−1)| .

Snadno se ov̌ěrı́, že plat́ı

max
i=1,2,...,m
j=1,2,...,n

(
varba fij

) ≤ varba F ≤
m∑

i=1

n∑

j=1

varba fij .

To znameńa, že maticov́a funkceF : [a, b ]→L (Rm, Rn) má koněcnou variaci
právě tehdy, kdy̌z má koněcnou variaci kǎzdá jej́ı složka. Podobňe, F je spojit́a
resp. regulovańa pŕavě tehdy, kdy̌z stejnou vlastnost ḿa kǎzdá jej́ı složka.

Rožśıřeńı výsledk̊u uvedeńych v t́eto a p̌reděslé kapitole na p̌rı́pad funkćı ma-
ticových resp. vektorov́ych je tedy snadńe. Je ov̌sem nutno ḿıt na pam̌eti, že ope-
race ńasobeńı matic neńı obecňe symetricḱa, a tak muśıme ḿıt st́ale na pam̌eti,
že nesḿıme libovolňe měnit pǒrad́ı maticov́ych funkćı, v jakém se v soǔcinech
obsǎzeńych v aproximuj́ıćıch soǔctech S(σ, ξ) objevuj́ı. Nap̌r. větu o integraci
per-partes (v̌eta 6.34) je ťreba formulovat takto:

JestlǐzeF : [a, b ]→L (Rm, Rp) je regulovańa na [a, b ] a G: [a, b ]→L (Rp, Rn)
má koněcnou variaci na[a, b ], pak existuj́ı oba integŕaly

∫ b

a
F dG a

∫ b

a
d[F ] G

a plat́ı

∫ b

a
F dG +

∫ b

a
d[F ] G = F (b) G(b)−F (a) G(a)

+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−F (x)∆−G(x)−∆+F (x)∆+G(x)

)
.
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Podobňe ťreba v̌eta o substituci (v̌eta 6.44) bude vypadat takto:

Jestlǐze funkceH: [a, b ]→L (Rm,Rp ) je ohranǐceńa, F : [a, b ]→L (Rp, Rq),

G :[a, b ]→L (Rq, Rn) a integŕal
∫ b

a
F dG existuje, potom jakmile existuje jeden

z integŕalů

∫ b

a
H(x) d

[ ∫ x

a
F dG

]
,

∫ b

a
(H F ) dG

existuje i druh́y a v takov́em p̌rı́paďe pak plat́ı

∫ b

a
H(x) d

[ ∫ x

a
F dG

]
=

∫ b

a
(H F ) dG .

6.9 Souvislost s daľśımi typy integr álů

Vyjasnili jsme jǐz vzájemńe vztahy mezi KS – integrálem a RS – integrály (viz
pozńamka 6.12 a v̌eta 6.13). Podobňe jako jsme v p̌rı́kladu 6.14 (ii) doḱazali,

že z existence Newtonova integrálu (N)
∫ b

a
f dx plyne existence (KH) – integrálu

∫ b

a
f dx, lze doḱazat taḱe, že z existence Perronova integrálu (N)

∫ b

a
f dx plyne

existence (KH) – integrálu
∫ b

a
f dx. Definici Perronova integrálu najdeme nap̌r.

v monografíıch [37] nebo [14], viz [37, definice XII.1.5] resp. [14, definice XII.25].
(Nı́že uv́ad́ıme definici Perronova – Stieltjesova integrálu, kteŕa ji také zahrnuje.)
Plat́ı dokonce,̌ze KH – integŕal je ekvivalentńı s Perronov́ym integŕalem (viz [37,
věta XII.2.1]). Vzhledem ke zńamým vlastnostem Perronova integrálu to znameńa,
že KH – integŕal (vzdor jeho jednoduch́e, t́emě̌r riemannovsḱe, definici) zahrnuje
tedy soǔcasňe integŕaly Riemann̊uv, Newton̊uv, ale i Lebesgue̊uv. T́ım se rozuḿı,
že je-li na ňejaḱem intervalu dańa funkce integrovatelńa ve smyslu Lebesgueově,
pak ḿa na tomto intervalu i KH – integrál a oba integŕaly maj́ı stejnou hodnotu.
Dále, existuje-li KH – integŕal funkce f, pak f je lebesgueovsky integrovatelná
právě tehdy, kdy̌z taḱe jej́ı absolutńı hodnota|f | je KH – integrovatelńa, viz nap̌r.
kapitoly XII a XIV v monografii [37].

PERRONŮV– STIELTJESŮV INTEGRÁL .
Definice ńalěźı A.J. Wardovi, viz [49] a [33]. Popśana byla t́ež v Saksov̌e mono-
grafii [33, VI.8]. Uvedeme zde ekvivalentnı́ (viz [39, Theorem 2.1]) definici.
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Řekneme,̌ze funkceM : [a, b ]→R je majorantapro f vzhledem keg, jestli-
že existuje kalibrδ ∈G [a, b ] takov́y, že

(t− τ)
[
M(t)−M(τ)

] ≥ (t− τ) f(τ)
(
g(t)− g(τ)

)

pro τ ∈ [a, b ] a t∈ [a, b ]∩ (τ − δ(τ), τ + δ(τ)) .

Podobňe, funkcem : [a, b ]→R je minorantapro f vzhledem keg, jestliže exis-
tuje kalibr δ ∈G [a, b ] takov́y, že

(t− τ)
[
M(t)−M(τ)

] ≤ (t− τ) f(τ)
(
g(t)− g(τ)

)

pro τ ∈ [a, b ] a t∈ [a, b ]∩ (τ − δ(τ), τ + δ(τ)) .

Symbol M(f∆ g) znǎćı mnǒzinu majorant prof vzhledem keg, m(f∆ g) je
mnǒzina minorant prof vzhledem keg.

P̌redpokĺadejme,̌ze ob̌e mnǒziny M(f∆ g) i m(f∆ g) jsou nepŕazdńe a po-
ložme

(PS)
∫ b

a
f dg = inf

{
M(b)−M(a) :M ∈M[a, b ]

}

a

(PS)
∫ b

a
f dg = sup

{
m(b)−m(a) :m∈m[a, b ]

}
.

((PS)
∫ b

a
f dg je horńı Perron̊uv – Stieltjes̊uv integŕal f a (PS)

∫ b

a
f dg je dolńı Per-

ronův – Stieltjes̊uv integŕal.) Pomoćı Cousinova lemmatu (lemma 6.3) lze dokázat

(viz [22, Lemma 1.1.2]),̌ze plat́ı (PS)
∫ b

a
f dg≤ (PS)

∫ b

a
f dg . Jestlǐze

(PS)
∫ b

a
f dg = (PS)

∫ b

a
f dg = I ∈R,

pak

(PS)
∫ b

a
f dg = I

jePerron̊uv – Stieltjes̊uv integŕal funkcef vzhledem k funkcig přes interval[a, b].
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Poznamenejme,že podle [22, Lemma 1.2.1] integrál (PS)
∫ b

a
f dg existuje teh-

dy a jen tehdy, kdy̌z existuje KS- integŕal
∫ b

a
f dg. Jestlǐze tyto integŕaly existuj́ı,

pak maj́ı stejnou hodnotu. (PS – integrál je ekvivalentńı s KS- integŕalem.)

LEBESGUE̊UV– STIELTJESŮV INTEGRÁL (LS – integŕal)
byl popśan v řaďe monografíı a ǔcebnic, viz nap̌r. T.H. Hildebrandt [10, kapitola
VI], V. Jarńık [14, kapitoly II a X], A.N. Kolmogorov a S.V. Fomin [15, VI.6.–3],
J. Lukěs [26, kapitola 12], S. Saks [33, kapitola III]. Existuje několik cest k jeho
definici. Vesm̌es se ale jedńa o pom̌erňe komplikovańy proces.

Nejčasťeji je integŕal (LS)
∫

M
f dg přes mnǒzinu M ⊂ [a, b ] definov́an zprvu

pro f neźaporńe, ohranǐceńe a borelovsky m̌ěritelné ag neklesaj́ıćı a zprava spo-
jit é jako Lebesgue̊uv integŕal vzhledem k Lebesgueově-Stieltjesov̌e ḿıře µg, tj.
σ– aditivńı mı́ře vzniklou rožśıřeńım ḿıry intervalu G((c, d ] = g(d)− g(c) pro
[c, d ]⊂ [a, b ] podobńym zp̊usobem, jako se buduje Lebesgueova mı́ra rožśıře-
nı́m obvykĺe ḿıry intervalu `([c, d ] = d− c. Definice se pak žrejmým rožśıřı́ na
přı́pad kdyf je ohranǐceńa a borelovsky m̌ěritelná ag ∈BV[a, b ] na źaklaďe roz-
kladu funkćı s koněcnou variaćı na rozd́ıl dvou neklesajı́ćıch funkćı a rozkladu
f = f+− f−. Alternativńı možnost́ı je definovat LS – integrál jako rožśıřeńı RS –
integŕalu Daniellovou metodou.

Na rozd́ıl od KS – integŕalu, LS – integŕal má poňekud ǔzš́ı třı́du integrova-
telných funkćı. Nezahrnuje nap̌r. integraci vzhledem k regulovaným funkćım. Na
druhou stranu, neomezuje se na integraci přes interval. Ḿa smysl uvǎzovat o LS –
integraci p̌res libovolnou LS – m̌ěritelnou mnǒzinu.

Vztah mezi LS – integŕalem a PS – integrálem (a tedy i KS – integrálem) je
dob̌re charakterizov́an ńasleduj́ıćım tvrzeńım obsǎzeńym v Saksov̌e monografii
(viz [33, Theorem VI (8.1)]).

Necht’ g ∈BV[a, b ], f : [a, b ]→R a necht’ existuje integŕal (LS)
∫

(a,b)
f dg. Potom

existuje taḱePS– integŕal
∫ b
af dg a plat́ı

∫ b

a
f dg = (PS)

∫

(a,b)
f dg + f(a)∆+g(a)+ f(b)∆−g(b) .

Odtud podle v̌ety o substituci (v̌eta 6.44) plyne i ńasleduj́ıćı zaj́ımav́e tvrzeńı.

Je-li f ohranǐceńa na [a, b ], h : [a, b ]→R Lebesgueovsky integrovatelná na [a, b ]

a g(t)= g(a)+
∫ t

a
h dx pro t∈ [a, b ], pak

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f h d t, kde integŕal na
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pravé straňe je Lebesgue̊uv.

DUSHNIKŮV INTEGRÁL A YOUNGŮV INTEGRÁL .
Změńıme-li definici znǎceńych ďeleńı v tom smyslu,že budeme pǒzadovat, aby
platilo

ξj ∈ (σj−1, σj) pro j =1, 2, . . . , ν(σ)

a dosad́ıme-li tento modifikovańy pojem znǎceńych ďeleńı do definice RS – integrá-
lů (viz definice 5.3), dostanemeDushnik̊uv ((δ) nebo (σ) ) integŕaly. Je žrejmé,

že jestlǐze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg, pak existuje i Dushnik̊uv (σ)– integŕal

(D)
∫ b

a
f dg a maj́ı stejnou hodnotu. Dushnikův integŕal je dokonce stejňe obecńy

jako KS – integŕal, pokud jde ťrı́du integrovatelńych funkćı. Obecňe se v̌sak jeho
hodnoty lǐśı od odpov́ıdaj́ıćıch hodnot KS – integrálu. To je žretelńe z ńasleduj́ıćıho
vztahu

∫ b

a
f dg +(D)

∫ b

a
g ddf = f(b) g(a)− f(a) g(a) ,

který plat́ı jakmile jeden z integŕalů na lev́e straňe má smysl. Dushnik̊uv integŕal je
podrobňe popśan v monografii Ch.S. Ḧoniga [11], kteŕy rožśıřil jeho definici i na
funkce s hodnotami v Banachových prostorech a vy̌seťril jeho vlastnosti natolik,̌ze
mohl na jejich źaklaďe vybudovat teorii Volterrov́ych – Stieltjesov́ych integŕalńıch
rovnic v Banachov́ych prostorech.

Definujeme-li nav́ıc

SY (σ, ξ)

=
ν(σ)∑

j=1

[
f(σj−1)∆+g(σj−1)+ f(ξj) [g(σj)−g(σj−1)]+ f(σj)∆−g(σj)

]
,

a dosad́ıme-li SY (σ, ξ) mı́sto S(σ, ξ) do definice 5.3, dostanemeYoung̊uv in-

tegŕal (Y)
∫ b

a
f dg. O tomto integŕalu a zejḿena o jeho(σ) verzi je podrobňe po-

jedńano v odstavci II.19 monografie T.H. Hildebrandta [10]. Také (σ)– Young̊uv
integŕal je prakticky stejňe obecńy jako KS – integŕal. Jsou dokonce známy kuri-
ozńı přı́klady funkćı, pro kteŕe existuje (σ)– Young̊uv integŕal a neexistuje
KS – integŕal (viz [39] nebo [19]). V p̌rı́padech zajı́mav́ych pro aplikace, kdy ob̌e
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funkcef, g jsou regulovańe na[a, b ] a alespǒn jedna z nich ḿa na[a, b ] koněcnou
variaci, oba integŕaly

∫ b

a
f dg a (σY)

∫ b

a
f dg

existuj́ı a maj́ı stejnou hodnotu. Upravı́-li se definice KS – integrálu źužeńım mno-
žiny znǎceńych ďeleńı (σ, ξ) na p̌rı́pady, kdy plat́ı

a≤ ξ1 <σ1, σj−1 <ξj <σj pro j = 2, . . . , ν(σ)− 1, σν(σ)−1 <ξν(σ)≤ b ,

(viz [40]) bude ǔz takov́yto modifikovańy KS – integŕal rožśıřeńım i (σ)– Youngo-
va integŕalu. Jińa mǒznost modifikace definice KS – integrálu byla uvedena v práci
[17].

INTEGRACE V ABSTRAKTŃICH PROSTORECH.
Rožśıřeńı integrace na vektorové a maticov́e funkce jsme uḱazali v odstavci 6.8.
Analogicky, lze postupovat i v přı́paďe abstraktńıch funkćı, tj. funkćı s hodnotami
v Banachov́ych prostorech. Je-liX je Banach̊uv prostor aL (X) odpov́ıdaj́ıćı Ba-
nach̊uv prostor spojit́ych linéarńıch opeŕator̊u naX a

F : [a, b ]→L (X), G : [a, b ]→L (X), g : [a, b ]→X ,

pak m̊užeme definovat KS – integrály

∫ b

a
dF g,

∫ b

a
F dg

∫ b

a
dF G,

∫ b

a
F dG .

Nap̌r.
∫ b

a
dF g = I ∈X jestliže pro kǎzdé ε> 0 existuje kalibrδ ∈G [a, b ] takov́y,

že plat́ı

∥∥∥
ν(σ)∑

j=1

F (ξj)
[
g(σj)− g(σj−1)

]− I
∥∥∥
X

< ε

pro kǎzdé δ– jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ]. Pojem variace lze
snadno p̌reńest i na abstraktnı́ funkce. Pro funkcif : [a, b ]→X a ďeleńı σ in-
tervalu [a, b ] definujeme

V (f, σ)=
ν(σ)∑

j=1

‖f(σj)− f(σj−1)‖X a varba f = sup{V (f, σ) :σ ∈D [a, b ].
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Je taḱe žrejmé, jak definovat prostorG([a, b ],X) regulovańych funkćı s hodnotami
v X. Potom nap̌r. oba integŕaly

∫ b

a
dF G a

∫ b

a
F dG

existuj́ı jestliže F ∈BV([a, b ], L (X)) a G∈G([a, b ], L (X)) plat́ı i věťsina tvr-
zeńı známých pro integraci skalárńıch funkćı (viz [41], [44] a [30]). Jsou v̌sak i
výjimky: Lemma 6.43 plat́ı pouze pokud ḿa prostorX koněcnou dimenzi. To zna-
meńa m.j., že jsou jist́e pot́ıže s p̌reneseńım nap̌r. věty o substituci na abstraktnı́
integŕaly. V této strǔcné informaci stoj́ı ješťe za zḿınku, že pokud neḿa prostorX
koněcnou dimenzi, ḿa smysl ḿısto variace uvǎzovat obecňe slab̌śı pojemsemiva-
riace, kteŕy se definuje takto:

Pro danou funkciF : [a, b ]→L(X) a ďeleńı σ ∈D [a, b ] položme nejprve

V b
a (F, σ) = sup

{∥∥
ν(σ)∑

j=1

[F (σj)−F (σj−1)]xj

∥∥
X

}
,

kde supremum se bere přes v̌sechny mǒzné volby prvk̊u xj ∈X, j =1, 2, . . ., ν(σ)
takov́ych, že ‖xj‖X ≤ 1. Potomč́ıslo

(B)varba F = sup{V b
a (x,σ):σ ∈D [a, b ]}

se naźyvá semivariacefunkceF na [a, b ] (viz nap̌r. [11]). Zpravidla (ne v̌zdy) je
možno p̌redpoklady o koněcné variaci zeslabit na konečnou semivariaci. Je známo,
že ḿa-li X koněcnou dimensi, pak pojmy variace a semivariace splývaj́ı.

Poznamenejme ješťe, že integrace funkcı́ s hodnotami v Hilbertov́ych resp. re-
flexivńıch Banachov́ych prostorech ḿa uplatňeńı nap̌r. v teorii hysterese (viz např.
[20] nebo [21]).

Důkazy podstatńe části tvrzeńı uvedeńych v t́eto kapitole byly p̌revzaty z monografie [48].
Někteŕe jsou pak modifikacemi d̊ukaz̊u analogicḱych tvrzeńı pro specíalńı přı́padg(x)≡x

ze Schwabikovy monografie [37].
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