Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integmalu ve
funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve ueme jak se Stieltjesovy intemy uplati pfi repre-
sentaci spojitch linearrich funkcioralll na rékteg/ch prostorech funkc Nejprve
pripomeime rékolik zakladrich pojmil.

7.1 Neékolik zakladnich pojmU z funkcionalni analyzy

(i) Necht X aY jsou linearni (vektorowe) prostory. Zobrazén
B:xzeX, yeY —p(x,y) €R
je bilinearni, jestlize plat

ﬁ(l’l + IQ,Z]) = ﬁ(xhy) + ﬁ(Q;Q,y) pro \éeChnaxth EX; y€Y7

Bz, y) = AB(x,y) provsechnazeX, yeVY, \eR,
5(%% + y?) - ﬁ(%?ﬂ) + ﬁ(%?ﬂ) pro VéeChna]) €X7 Y1, Y2 EY?
Bz, \y) = AB(z,y) provsechnaz € X, yeY, AeR.

(ii) ProstoryX, Y tvori dualni par vzhledem k bilin@nimu zobrazeng, jestlize
plat

B(xz,y) =0 provdechnare X — y =0,

B(z,y) =0 provsechnaye X — z=0.
(i) Linearnm zobrazemm linearnho prostoruX do R fikamelinearni funk-

cionaly na X. Pro libovolre linéarn funkcioraly @, ¥ naX, AéR axzeX
definujeme

(O+V)(z) =P(x)+¥(z) a (AP)(x)=AP(z).

Mnozina linearrich funkcioralll na prostoruX je zrejmé vzhledem k takto za-
vederym operaam take linearn prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich
funkcionalll na prostoruX je pfirozere funkciordl 0:z € X - 0€R.)
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164 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou: € X — ||z||x, pak linearri funkcional

¢ naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormoul|.||x) pravé tehdy,
kdyz je ohrantery, tj. existuje€islo K € [0, co) takowe, Zze nerovnost®(z)| < K ||z||;
plati pro kazde » € X (viz [15, IV.1.2]). Prostor spojitch linearrich funkcioralll

na Banacho# prostoruX zna&ime X* a nazvamedualni (nebo & adjungovary
proston k X. Pfedpisem

DeX*—||P|

2 = sup {|®(2)]: 2 € X, |lallx < 1}.

je pfirozergé definodana norma n&* a X* je vzhledem k éto norne talé Ba-
nachiv prostor (viz [L5, 1V.2.1]). Po\siméme si &7, Ze zobrazen

reX, deX* - P(x)eR (7.1)
je bilinearri.
Dalezitou roli v teorii spojifch linearrich opeatorti hraje \eta Hahnova — Ba-

nachova, kterou zdefijpomeneme v obecnosti poétgici pro na&elcely. Diikaz
Ize najt ve vetSiné wtebnic funkciod@lni analzy, viz nag [15, IV.1.3].

7.1. Véta (HAHN — BANACH). Necht X je Banaclilv prostor aY c X je jeho
podprostor. Potom pro Kaly spojity linearni funkcioral ® na Y existuje spoji
linearni funkciorél ® na X takowy, ze

B(y) = d(y) proyeY a [P

x» = ||®]

Y- (7.2)

Znanmym a witetnym disledkem @ty Hahnovy —Banachovy jeasleduici
tvrzer (viz nagd. [15, IV.1.3]).

7.2. Disledek. NechtX je Banacliiv prostor aY C X je jeho podprostor. Potom
pro kazdy prvekz € X\ Y existuje spoji linearni funkcioral ¢ na X takow, ze

|P||x« =1, @(y)=0 proyeY a d(z)=dist(Y,z2),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y, 2z) = inf{||y — z||x :y € Y}.
Pomo¢ dusledku7.2 snadno dozeme rasleduici tvrzeri.

7.3. Disledek. Je-li X Banaclhiv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
duélni par vzhledem k bilin@nimu zobrazen(7.1).
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STIELTIESUV INTEGRAL 165

Dlkaz. a) Jeli®(x)=0 pro ka&de = € X, znamea to, ze ¢ je nulowy
funkcioral, tj. ® =0¢€ X*.

b) Podle disledku?7.2 pro libovolré = # 0 existuje funkcioal ® € X* takowy, ze
|®]|x- =1 a ®(z)=|z|. (Polazime Y ={0}.) Nemiize se tedy ét, ze by bylo
solwtasre ¢(z) =0 pro kazde ¢ € X* ax #0. O

7.2 Spojite linearni funkcionaly na prostoru spojitych
funkci

Mezi vyznamre vysledky funkcio’lni anafyzy pafti representace spajith linearrich
funkcionalll na rekteg/ch casto podivanych prostorech funkcSpecalné v giipace
prostoru Cla, b] funkd spojitych na[a,b] se dolie uplati klasicky (0)RS—
integal.

7.4. \eta (RIESZ). @ je spojify linearni funkcioral na Cla,b] (® € (Cla,b])*)
prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b| takowa, zep (a) =0 a
b
O(z) = (5)/ xdp pro kazdou funkciz € Cla, b]. (7.3)
Potom talke plaf ||®|x- = var® p.
DUkaz. a) NechtreCla,b] apeBV[a,b]. Potom podle &ty5.46 exis-
b b
tuje integal (5)/ r dp a podle lemmatib.6 plaf )(6)/ xdp’ < (var’ p) ||z|.
Zobrazen ’ ‘

b
¢, : x€Cla,b] — (5)/mdp€R

je tedy ohrarttery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b], pficene
1yl (clapyys < Vargp. (7.4)

b) Bud dan libovolrny spojity linearri funkcioral ® naCla, b].

Necht M [a, b] znai mnazinu VSech funkeohrantenych nala, b]. M[a, ] je
zfejmeé Banachiv prostor vzhledem k opero a norné definovagm stejré jako
vV Cla,b]. Déle je Zejmé, ze C[a, b| je uzavery podprostorM a, b].
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166 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALNT ANAL YZE

Ve zbyvajici ¢asti tohoto dkazu budeme zii#t X =Mla,b] aY =Cla, b].

s

Podle \éty[7.1 mizeme funkcioal ® rozsifit na cey prostorX, tj. existuje
funkcioral ® € X* takowy, ze plat (7.2).

Polazme

pla)=0 a p(t) = P(xjy) Prote(a,b]. (7.5)
Dokézemeze p € BV|a, b].

Bud dano cleri o € 2[a,b]. Pol&Zmem =v(o). Potom

V(p,o) =Y Ip(o;) —ploj_1)| = Z a;j[p(o;) —p(oj-1)l;

kde o =sign[p (o) —p(oj_1)] pro j=1,2,...,m. Vzhledem k definici7.5)
tedy doshvame

V( ) = al X[a o1] + Za] X[a O'J - qD(X[a,aj_l})}

X[aal +Zaj 0'] 10'])

= 6(0‘1 Xla.on] + Z @ X(ijlvdj]) = ®(h),

=2

kde h(t) = ay X (t +Zajxgj L0,)(t) prot € [a, b]. ZFejmeé ||h|| =1 atedy

V(p,a) < |2z = [®]

v+ = ||®||(clap))» Prokade o€ za,b).
To ovSem znamem, Ze
var, p < ||®||(cpap)- (7.6)

Zbyva dokazatze plat (7.3) neboli ® = ¢,. Budte dany libovolra z € Cla, b]
ae> 0. Protaze funkcex je stejnon@rré spojii naja, b|, existujes > 0 takowe,
Ze plat

(t,se[a,b] a |t—s|<§> = |z(t) —z(s)| < e.
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STIELTIESUV INTEGRAL 167

Necht o € 7[a, b] je libovolné cEleri takow, Ze |o| < §. Polzmem =v(o).

vo(t) = x(o1) kdyz t=a,
7 l’(O’j) kdyi tE(O'j,l,O'j].

Snadno o@ime, ze |z(t) — z,(t)| <& pro kadeé ¢ € [a, b] neboli ||z — x| <e.
Dale,

To(t) = x(01) X[ (1) + Zx X(oj_1,0;)(t) protefa,b].
7j=2
Odtud, vzhledem k definici/(5), dostaneme

@( ) - l’(O‘l X[a 01] + Z U] a,Uj]) - Q)(X[qu'jfl])}

= (o) [p(o=1) =p(a)] +D_x(0y) [p(0;) = (0;-1)]

j=2
=" 2(0)) [p(0) = p(0,-1)] = Susn( &),
j=1
b
kde ¢, = (01,09,...,0,). Protde existuje integl (6)/ x dp, mlizeme zvolit

pE€ 2la,b] an= ¢, tak, aby platilo

5(00) ) [ 03] = |Susnlom) ~0) [ vl <=

Protaze mame tale ||z — z,|| < ¢, dosGvame

20~ 9) [ 2] = 82~ 0) [ ]

b
+[ (w0 ~) [ v
< WPl =zl + 2 < (@]~ +1) =

< |#() - B(e)

Vzhledem k tomuze € > 0 mize byt libovolné mak, znamea to, ze plat
b
O(z) = Pp(z) = (5)/ zdp pro xz€Cla,b].
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168 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

Konetné, podle7.4) a (7.6) je ||| (cjap))- = Vari p. O

Jak ukazuje asleduici véta, nen pfifazen ® € (Cla,b])* — p€BV]a,b]
urceno vztahemid.3) jednoznané.

7.5. Lemma. Necht g € BV|a, b]. Potom plat
b
(6)/ fdg=0 prokazdou funkcif € Cla, b] (7.7)
tehdy a jen tehdy, kdyexistuje nejySe spdetra mn@ina W C (a, b) tako\a, ze
g(t) =g(a) prot€la,b]\ W. (7.8)
DlOkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.8). Polazme g(t) = g(a) prot € [a,b]

a g8=g—gC. Potomg®(t)#0 prave tehdy, kdg t€ W. (¢ je spojita East
funkce g a ¢® je skokowatastg.)

Necht f je libovolna funkce spoji nala, b]. Potom Zejmeé

b
(5)/ fdg©=o. (7.9)

Ukézeme ze plat také

(6)/bfng:0. (7.10)

Je-li W =0, pak (7.10 evidentr@ plaf. Necht W je jednobodo& mnaina, tj.
W ={w}, kde w € (a,b). Bud danoe >0 a nechtd > 0 je takow, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<5> — Ja(t) —z(s)| < .
Pro libovolre zn&ere dleri (o, &) € 7]a, b] takow, Ze |o| < 6, pak mame
0 kdyzw ¢ o,
1S(0,€)| = 5
|[£(&) = f(&D)]lg(w)l <ellg] kdyzw=o0;.

Je-li W jednobodo@ mna&ina, pak7.10) plafi. Snadno si rozmyghe,ze odtud
plyne,ze (7.10) plati i v pfipac, Ze mnaina IV je kon&€na.
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STIELTIESUV INTEGRAL 169

Pfedpokbhdejme nyh ze W je spc@etra, W = {w; }. Podle \éty2.24je

}]gwkzijmgz%um+ﬁwm<m.
k=1

Méjme dinoe > 0. Potom existujeV € N takow, ze

> 9Bl <ce. (7.11)

k=N+1

Rozlazme funkcig® na sodet g% =h + I, kde

gB(t) kdyz te{wy, wo,..., wy},
h(t) =
0 kdyz t € [a,b]\ {wi,we, ..., wy}

~ gB(t) kdyz te{wy:k>N+1},
0 kdyz t€[a,b]\ {wr:k>N+1}.

Podle edchoz Casti je

(5)/bfdh:0. (7.12)

Na druhou stranu, pro kdé zn&eré cleri (o, &) € 7[a,b] mame podle1.11)

}SfAﬁ ‘ = ’Zf 5] (UJ 1)]

< 2|1l Z 9%(0s)l < 2| flle.
j=N+1
Odtud, vzhledem k4.©) a (7.13), plyne,ze plat (7.10 a (7.7).
b
b) Nechtplafi (7.7). Polazme f(t):(é)/ (9(s) —g(a))ds pro t€a,b]. Po-

t
tom f € Cla, b] a podle ety o integraci per-partes§ta5.43 a ety o substituci
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170 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALNT ANAL YZE

(vetas.39 je
b b
0=) [ 1dg= F0)90) - F0) 9@ ~(5) [ 91
‘ b ‘ b 9
—~f(a)gla) +(5) [ 9(t) (s(6) -~ g(a)) A = (8) [ (9(0) - o(c))* i
Kdyby bylo ¢g(ty) # g(a) v néjakém boe t, spojitosti funkceg, muselo by exis-

tovat A > 0 takowe, ze (g(t) — g(a))2 >0 prote (ty—A, ty+A). Potom bychom
ovSem neli také

b b to— A
) [ fdg=(s —g(a)’dt > (5 —g(a))*d
) £do=0) [ (-0’ dr=) [ (o)~ a(@)"ar >0
coz je ve sporu siedpokladem({.7). Plat tedy (7.8). O

b
7.6. Pozramka. Jestlze f € Cla, b], pak podle Lemmatid.Sintegl (5)/ fdg
se nezrén, zmérime-li hodnotyg(t) v nejw3e spdetre mnoha bodechea(a, b).
Specalné, nahratdne-li funkci g funkdci

0 prot=a,
g(t) = < g(t+) —g(a) prote(a,b),
g(b) —g(a) prot=b,

bude platit

b b
(6)/fdg:(5)/fd§ pro kazde feCla,b].

Odtud okarizité plyne,ze pro ka&dy spojity linearn funkcioral & na prostoru
Cla, b] existuje pave jedna funkcep € BV|[a, b| takoa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t&(a,b)

a (7.13)

b
O(x) = (5)/ xdp prokade zeCla,b].

Funkcep € BV|a, b], které jsou zprava spoftna(a, b) a takoe,zep (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s korou variaé a tvai uzaveny podprostor
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STIELTIESUV INTEGRAL 171

v BV][a,b], ktery budeme zné&t NBV[a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b]
jsou podle ety7.4a lemmatui/.5isomorfr, tj. zobrazen

¢ eX* — peNBV|a,b] (7.14)

je vzajemré jednoznéré. To by Zejmé neplatilo, kdybychomNBV(a,b] na-
hradili prostoremBV [a, b] vSech funkt s kon€nou varia€ na [a,b]. Na dru-
hou stranuNBV [, b] 1ze nahradit naip prostorem funkics kon€nou variatna
la,b], které jsou spojié zleva na(a, b) a anuluj se v réjakem pevé darem boe
c€la,b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li ® € (Cla, b])* ap € NBV|q, b] je urte-
no vztahem(1.14), pak || ®||(c(a.s])+ = ||P|lBv . ti. prostory (Cla,b])* a NBV(a, b]
jsou isometricky isomorfn

b
7.7. Lemma. Jestlze p e NBV|a, b] a ®(z) = (5)/ zdp pro z € Cla, b], pak

19| (clap)) = l|plley = Vvar? p.

b
Dlkaz. Podle gty5.46a lemmatb.6 plat ‘(5)/ rdp ‘ < (var’p) ||lz|| ne-
boli ’

1@/l capn- < llpllsv- (7.15)

Dokézeme ze existuje funkce € Cla, b] takowa, Zze

b
I#=1 a (5)/55dp:vargp. (7.16)
Bud dano libovolre ¢ > 0. Zvolme céleri o € 2[a, b] tak, aby bylo
V(p,&)>vartp—¢ (7.17)

pro kazdé jeho zjemen o. Polazme m =v(o). Vzhledem ke spojitosti funkce
p na (a,b) zprava niizeme pro kade j=1,2,...,m najt bod ¢; € (6;,0;41)
takowy, ze

19
p(t;) = p (o))< —. (7.18)
Polazme

) = {sign (p(01) —p(a)) kdyz t € [a, 01]
sign (p (O'j+1) —p (%)) kdyi tE [tj, O'j+1], j S {1, 2, e ,m} s
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172 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALNT ANAL YZE

a dodefinujme funkciz na intervalecht;, o;.,] linearré a tak, aby byla spogt
nala,b]. Zftejmé je||z|| = 1. Navic

o) Fap=lp(e0~p@) +‘Z p(@301) — p (1) +§<5> [z
Protdze je |7 (t)| <1 prot € [a,b], plyne odtud podle®.18), Ze
((&/jidp’ > |p(o1) —p(a)] +§; P (0j41) —p ()] —ni p(t;) —p ()|
=V(p,p) —2121 p(t;) —p(a;)| > V(p, p) —2¢,

kde p={a,ty,01,t2,02 ...,0m_1,tm,b}. Podle 7.17) dostvame

b
‘(5)/ %dp‘ > V(p,p) —2¢ >var p—3e.
Protaze ¢ mlize byt libovolné kladre ¢islo, znamea to, ze plat (7.16) a tudz

sup|,| <1 |®(z)] > var, p. Odtud a z[{.15) plyne tvrzei lemmatu. O

7.8. \Veta. Zobrazein ¢ € (Cla, b])* — p € NBV]a, b], kde p je urteno vztahem
(7.13), je isometricl isomorfismus.

7.9. Pozramka. Mlzeme tedy ztotinit (Cla, b])* s prostorenNBV|a, b].

7.10. Cvicen. Dokazte,ze plat:
Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b] existuje pave jedna
funkcep € BV|a, b] tako\a, ze
p(b)=0, p(t—)=p(t) pro t€ (a,b)
a

b
O(x) = (5)/ xdp prokazd xeCla,b].

Ve et [7.8 Ize nahradit prostorNBV [a, b] prostorem funkiczleva spojigch na
(a,b) atakovch,zep (b) =0.
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STIELTIESUV INTEGRAL 173

7.3 Spojite linearni funkcionaly na prostorech inte-
grovatelnych funkci

Dalsi dolfe zrame representace spgjith linearrich prostotl vyuZivaji Lebesgu-
eova integalu :

Pro a€[1,00) ozn&me symbolemL*[a,b] prostor funkt = méfitelnych na
b

la, ] atakchh,Ze/ |z|* dt < oo, pfiCent norma nalL*[a,b] je definovana

predpisem ‘

b 1/a
|z||a = (/ || dt) pro x € L%a,b]

a rovnostz =y pro =,y € L*[a,b] zname®, ze =(t)=y(t) pro s.v.t € [a,b].
Jestlze pol@ime

{ o jestlize a>1,
O[*: a—1

oo  jestlize a=1,
pak obeck tvar spojieho linérriho funkcioralu nalL*[a, b] je dan Fedpisem
® € (L%[a,b])* <= existuje pc L [a,b], takowe,ze

b
O(x) —/pa:dt pro x € L%a,b],

kde L>[a, b] je prostor funktesencilné omezefich naja, b|.

O tvaru spoijifch linearrich funkcioralll naACla, b] jsme se jt zminili v Poz-
namce3.19 je to

¢ € (ACla,b])" < existuf ¢eR, peL>[a,b] takowe,Ze
b
O(x) =quz(a) —I—/px' dt pro z€ ACla,b].

Dllkazy Wse uvedefch tvrzen a daki podrobnosti Ize nalzti ve \BfSiné
ucebnic funkcio@alni analyzy. VSeobeca dostupa je talé on-line verse plagskjch
skript [2].
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174 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

7.4 Spoijite linearni funkcionaly na prostorech regu-
lovanych funkci

Nasim dlem je nyri odvozeii obecrgho tvaru spojitch linearrich funkcioralti na
néktech podprostorech prostor@ |a, b]. Pro za&atek si fipomaime,ze podle
Veétyl6.23je vyraz

b
P, (x) = qx(a)+/ pd[z] (7.19)

definovan pro k&dou funkciz € Gla, b] a kady par n=(p,q) € BVia,b] x R.
Navic, pro k&dée n€BV[a,b] x R, pfedpis .19 definuje ohrardery (a tedy
spojity) linearri funkcioral naGla, b].

Snadno o&ime,ze gedpisem
n=(p.q) €BV|a,b] xR — [In|lzvxr = [q| + [Ip|lsv

je definovana norma na prosto@V|a,b] x R aBV[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem kéto norne. Z formul uvederych v pfikladech6.15(viz téz prikla-
dy6.38resp. cvEeni 6.39 také snadno odvddhe rasleduici tvrzeri.

7.11. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p,q) € BV|a,b] x R plati

(I)W(l) = Q7
an(X(nb]) =P (7—) kdy:{z TEC [CL, b) b (720)
(I)U(X[ﬂ) =0 kdyz TE (a, b) ,
D, (xp) =p(b).
(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati
®,(z) =z(a)  kdyz p=0nala,b], g=1,
®,(z) =x(b)  kdyz p=1 na[a, |, ¢=1, (7.21)
q)n(l’):$(7'—) kdyZ P = Xla,7) [G,b],TE( b]qula
P, (z) = z(t+) kdyz p=X[e,- NAla,b], TE€[a,b), g=1.
O
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STIELTIESUV INTEGRAL 175

Primym dlisledkem vztah (7.20), (7.21) a lemmati#.14je nasleduici tvrzeri.

7.12. Lemma.
(i) Jestlzen = (p,q) €BV|a,b] xR a
®,(x) = 0 prokazdex Lin(l, Xeras T € a,b), X[b}) ,
pakp (t)=0 naa,b] a ¢=0.
(i) Jestlzex € Gla,b] a
P, (z) =0 pro vsechny dvojice)= (p,q) € BV[a,b] xR,
pak
z(a) = z(a+) = z(7—) = z(7+) = 2(b—) = z(b) (7.22)

plati pro 7 € (a, b). 0

7.13. Poziamka. VSimréme si,ze vzhledem kieimu vztahu v[7.20), mlizeme
v tvrzen (i) pfede&lého lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rp], T € [a,b), X[b])
mnazinami

Lin(la X[r,b]s T € [CZ, b)7 X[b]) resp. L1n<17 %X[T] +X(T,b]77- € [aa b): X[b}) .

Odtud okarzité plyne &z nasleduici tvrzeri, kde symbolyG  [a,b], GRr[a,b] a
Gregla, b] byly definovany v 4.3).

7.14. \eta. Kazdy z rasledujcich parll prostori
(G L[a,b], BV[a,b] x R), (Gregla,b], BV]a,b] x R), (Gg|a,b], BV][a,b] x R)
tvori dualni par vzhledem k bilingrni formé

reX, neBVa,b] x R—d,(z).

Na druhou stranu, ame talke
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7.15. Lemma. Jestlze @ je linearni ohranicery funkcioral na G [a,b] a

D(xen) Kyt t € [ah).
p(t) = V (7.23)

pakpeBVia,b] a

p(a)] + |p (0)] +var, p < 2|[®[lcy 0],
(7.24)
kde ||®|

67 [ab) = sup{[®(@)|: 2 € G L[a, 0], [lzf| <1}

Dlkaz. Prolibovole celeri o = {0g,01,...,0,} intervalu[a, b] alibovolny
vektor (cg, ¢1, - - ., Cmy 1) € R™F2 plat

cop (@) + e p (0)+ s p () = p (0]

m—1
= ’(I)(co X(a,b] T Cm+1 X[b] _ch X(oj-1,05] T Cm X(am,l,b)) ‘ = |®(h)],
j=1
kde
m—1
h = co X(a,b T Cm+1 X[p] — Z Ci X(oj_1,05] T Cm X(om—1,b) -
j=1

Snadno o@ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|h| <2.
Polazime-li tedy

co=signp(a), cpmy1 = signp (b), ¢; = sign(p (o) —p (0j-1))
proj=1,2,...,m, ziskame vztah

P (@) +1p () +V(p, o) < 2| ®llc1 0y Prokatde o € 7[a,b).
Odtud & plyne,ze plati (7.29. O

Analogicky g'edchozmu lemmatu rame talke
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7.16. Lemma.Necht @ je libovolny linearni ohranicery funkcior@l na Gegla, b] .
Polozme
@(X(ij]) kdy2 t=a s
p(t) =13 @xp+Xey) Kz te(ab), (7.25)
(I)(X[b}) kdyZ t=>
Potomvar’ p < sup{|®(z)| : x € Gregla, b], ||z|| <1} < o0, tj. p € BV]a,b]).
Dlkaz. Nechtd eG;*eg[a b], 0 ={00,01,...,0n} je dler intervalu [a, b]

a nechtrealna gisla ¢;, j=1,2,...,m, jsou takod, Ze je |¢;| <1 pro Vsechna
7 =12,...,m. Potom

Z ¢ilp p(0j-1)]

J=1

1

= ¢1 | P(3X[or] + X(or8]) — q’(X(a,b})]

(7.26)

-1

+ ) ¢ [q’(%xm-] + X(o;.1) = (3 X101 F X@'—h“)}
j:

3

o+ em | P0) = (3 X + X)) = (),

3
N

kde
h = C1

—

N[ =

Xiow] + X(or.] — X(mb]} + cn [X[b] ~ 3 X[omot] ~ X(am_l,bﬂ
m—1

+ Cj %X[oj} + X(oj,b] — %X[O’]‘—l] - X(Uj_1,b]]

- X(a,a1]i| —Cm [%X[Umfl} + X(Umflab)i|

. 1
+ Cj |:§X[Uj] ~ X(oj-1,05] ~ §X["j*1]}

= -G [%X[Ul] + X(a,al)] —Cm [%X[Umfl] + X(Umflvb):|

m—1 m—1 m—1
_1 . _1 Z . _ Z .
2 Cj Xloj] — 2 Cj Xloj-1] Cj X(oj-1,05)
Jj=2 Jj=2 Jj=2
m—1 m
2 7 Xloj] — 32 3 Xloj-1] 7 X(0j-1,05)
Jj=1 j=1
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m—1 m

_ ¢itci+1 _ )

= = E : 2 Xloy] E :CJ X(oj-1,04)
Jj=1 Jj=1

-1

3

cj+cj
= —CGX(o) <]T]+1 Xlo;] ¢ X(Uj—lvffj)) — Cm X(om-1,b) -
Jj=2

Z tohoto vyadfen snadno nal@dnemeze
h(oj—) = —¢;j, h(oj+) = —cj1, h(oj) = —3(cj+cjp1) Proj=1,2,...,m
Cili heSla,b]NGregla,b] a|h(t)] <1 provsechna € [a,b]. Vzhledem K7.26)
tedy doshvame,ze nerovnost
sup{| Y- ¢ [p (o)) = p(03-0)] | les | <1 =1,2, m)
j=1
< sup{|®(x)|: 2 € Gregla, b], [l < 1}
plati pro kazde Bleri o = {0,071, ...,0,} intervalu[a, b]. Zvolime-li nyri
¢; = sign [p (o)) —p(aj_l)] proj=1,2,....m,
zjistimeze plat
V(p,o) <sup{|®(z)|:x € Grgla, b, ||z|| <1} < oo prokade o€ 2[a,b],

tj. varg p < |||

Gregla:b] < 0. H

Prvrim hlavim vysledkem &to kapitoly je @sleduici véta.

7.17. \eta. ® je linearni ohraniery funkciordl na G [a,b] (P €G7la,b])
pravé tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV|[a,b] x R tako, ze

b
®(z) = qx(a) +/ pdz prozeGa,b]. (7.27)
Navic, zobrazen
neBVia,b] xR — &, €G] [a,b] (7.28)
je isomorfismus.
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DU kaz. Necht® je spojiy linearrn funkcioral na G [a,b] a necht®, je
funkcioral definovag predpisem(7.19), kde n=(p,q), ¢=®(1) a funkcep je
definovaid v (7.23). Podle lemmat7.157 = (p, q) € BV[a,b] x R a podle[7.20)
a (7.239 mame

o(1) =gq = o,(1),
(I)(X(T,b}) =p (T) = ( X(r, b}) pro 7 € [CL, b) ;
D(xp) =pb) =2,0xp)-

Protaze podle lemmatd.14je kazda funkce zS[a,b] N G [a, b] linearn kombi-
nad funkd

L, X(ra), T € [a,b), Xp),

plyne odtudze ®(z) = ¢, (x) prokade z € G [a,b]NS[a,b]. Konetne, protae
podle lemmati4.13je mna&zina G | [a,b] N S[a, b] husd v G [a, b], plyne odtud,
Ze plat

P(z) = O, (x) prokader e G[a,b].

Podle \ety(7.14 je (7.2 vzajemreé jednoznéné zobrazenBV(a,b] x R na
G [a,b]. Dale, podle @ty 6.23mame
|, (2)] < (Ip ()| +|p ()| + vargp + |g|) ||| pro kezde = € G [a,b]
atudz
19y lle3 ey < [P (a)] +|p (b)] +vargp+la| < 2 (|lpllsv +al) = 2 [1nllvxe -
Na druhou stranu, podl& 25) a podle lemmat7.15je

gl = [@(D)] < (| Dy

G’i_[a,b]

Ipllsv < (Ip(a)| + |p (b)| + varip) < 2@,

Souhrnem rame

G lab]

[a,b]>
cili, zobrazem
n€BV[a,b] xR — @, € G} [a, b]
je isomorfismus. O
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7.18. \eta. @ je linearni ohranicery funkciordl na Giegla, b] (@ € Grgla, b))
pravé tehdy, kdy existuje dvojice) = (p, q) € BV]a, b] x R tako\a, ze

d(x) = qz(a) ~|—/bp dz pro z € Gregla, b]. (7.29)

Nauc, zobrazen
ne€BV(a,b] xR — &, € Gygla, b] (7.30)

je isomorfismus.

DUk az. Fedpokhdejmeze ® € Gregla, b], @, je funkcioral definovay vzta-
hem (7.19, kde n=(p,q), q=®(1) a p je funkce definovala vztahemT.25).
Podle lemmati¥.16je n=(p,q) € BV[a,b] x R a podle7.20) a (7.25 mame

o(1) =4 =o,(1),
D(5xr +Xrp) =pP(T) = Py(5X1 + X(rp) Prokader € [a,b),
q)(X[b]) =p() = (I)n(X[b])'

Pomoé lemmatu4.14odtud odvodme,ze plat
P(x) = O, (z) prokade s € Gregla,b]NS|a, b].

Podle lemmati.13 je ovSem mndina Gegla, b] NS|a,b] hust v Grgla,b] a
tudiz dostivame konére, ze plat ®(z) = ®,(x) pro vSechnar € Gegla, b].

Podobii jako jsme doéizali analogickou nerovnost @aweru dikazu ety 7.17
dokazali bychom nyh Ze plat také

31®slleregas) < lInllevxr < 38y llGregas) O

7.19. Cviteri. Postupem patitym v diikazech @t7.17 a[7.18 ukazte, Ze tale
plaf

(1) @ je linearni ohraniCery funkcioral na
Gila,b] = {zr€G :a(t—) = z(t) prot € (a, b},
(viz (4.2)) prave tehdy, kd¥ existuje funkce € BV [a, b] tako\a, ze

q)(x):p(b)x(b)—/ pdiz] pro z€G[a,b].
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(i) @ je linearni ohraniCery funkcioral na

Grla,b] = {zx € G :2(t+) = z(t) prot € [a,b) },

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV |a, b] tako\a, ze

b ~
®(x) =p(a)z(a) +/ pd[z] pro z€Ggla,b].

7.5 Aplikace Stieltjesova integralu v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazréame manosti poditi KS —integélu v teorii distribug.
Distribuce zde budeme @apat ve smyslu L. Schwartzefipomdime si nejprve
nékolik zakladrich pojnti a definic.

7.20. Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kazdé k€ N U {0}
derivaci o* k—téhotadu spojitou naR a takovou,ze o (t)=0 protcR \
(a,b) ozn&ime symbolem®[a,b]. Funkdm z ®la, b] Ffikametestovat funkce
nala,b).

Mnozina ®la, b] je linearn prostor vzhledem kijrozerym operagm itan
a nasobenskabrem. Mnaina®|a, b| se stane topologigkn vektorowWm prosto-
rem, zavedeme-li nainopologii, ve kteé posloupnosfy,} C Dla,b] konver-
guje kp € ®|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim |[o® —o®)|| =0 prokazde ke NU{0}.

Typickymi priklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

exp (7= + 75) pro t € (c,d),
SOC,d(t) =
pro teR\ (¢, d),

kde [c, d] mlize byt libovolny podinterval v(a, b).

7.21. Definice.Spojite linearn funkcioraly na topologickm vektoroem pro-
storu®[a, b] se nagvaji distribucena [a,b]. Mnozina \V5ech distributna [a, b]
je tedy dalnim prostorem KD[a, b]. Znaime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ©®*[a,b] a testovat funkci ¢ € D[a,b], hodnotu
funkciorélu f na ¢ zna&ime symbolem(f, ¢).
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b
7.22. Poziamka. Je-li f € L'[a, b], pak fedpisemy € D[a, b] —>/ f(t)p(t) dt
je defino\ana distribuce ‘

(o) = [ ) elt) b

na [a,b], kterou budeme z@dt také symbolemf. Rikame, ze distribucef je
urcena funke f.

Nulovy prvek prostoru9*[a, b] je urten libovolnou néfitelnou funké, ktera
se anuluje s.v. naintervala, b]. Specalré, je-li f € Gla,b], pak f =0 € D*[a,b]
tehdy a jen tehdy, kdy f(t—) = f(s+) =0 pro VSechnat € (a,b| a s € a,b).
Tudiz, je-li f € Gregla,b], pak f=0¢€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(t) =0
pro V8echnd € [a, b]. Pro libovolré distribucef, g € ®*[a, b] rovnostf = g zna-
merg,ze f —g=0€D*[a,b]. Z vySe uvededho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejyse jedna funkce € Gegla, b] takowa, ze f =g s.v. naja, b]. Dale,
pro realné funkce f, g:[a,b] — R plati rovnost f = g ve smyslu®*[a, b] tehdy
ajentehdy, kdg f =g s.v. nala, b].

7.23. Definice.Pro danou distribucif € ©*[a, b], definujeme jdj (distributivri)
derivaci f' pfedpisem

flipedla,b] = (f',¢) = —(f,¢).
Podobm, pro ka&dé k € N,
fW:pe®a,b] — (fW,0) = (=1)"(f,¢¥).

7.24 . Poziamka. Distributivni derivace absolutnspojif/ch funkd jsou u€eny
jejich klasick/mi derivacemi.

7.25. Poziamka. Definujme

0 prot<0,
H(t)=1413% prot=0,
1 prot>0.

Necht 7 € (a,b) a h.(t)=H(t —7) pro t € [a,b]. Potom pouitim véty6.31a
s prihlédnutm k (6.10) a (6.14) dostaneme

b b
(b, ) = —(hr, ) = —/ h, dg =/ dh. o =¢(7).

182



STIELTIESUV INTEGRAL 183

Funkceh, se nagva Heavisideova funkcése stedem v bo@ 7) a jeji distribu-
tivni derivaceh. se znd&i ¢, a nagva seDiracova §—distribuce(se stedem v
boce 7).

7.26. \eta. Necht f € ©*[a, b]. Potom f’ je nulo\a distribuce tehdy a jen tehdy,
kdyz existuje konstantac R takowa, Ze f(t) =c¢ pro s.v.t € [a, b].

DlOkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a p € D[a, b], pak

(o) = —(e o) = — / o) ds = —c(p(b) — pla) = 0.

Naopak, necht(f, ') =0 pro kazdou ¢ € D[a, b]. Nechtje dana libovolra
testovacfunkce p € ©[a, b]. Polazme

/t (p(s) —ag©(s)) ds pro tela,b],

p(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
b
ag :/p(s)ds a o) = M
¢ /gpa,b(s) ds
Potom

/ab@(s) ds=1.

Odtud snadno plynge ¢(a) = ¢(b) = 0 atake,ze p € Dla, b]. Dale,
p'(t)=p(t) —ao©(t) pro tefa,b].
Tudiz

0= (1) = )~ ([ o) 85) (£.0),

To znamea, Ze pro kadé p € Dla, b] plaf

o = ([ ) .00 = [[ento) s,

kde c=(f,0) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic m
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7.27. Cviteri. Dokazte,ze je-li k e N U {0}, pak f*) =0 € D*[a,b] tehdy a jen
tehdy, kdy existuj ¢, cq, ..., cr_1 € R takow, ze

f)=cotct+ -+t proswviela,bl.

Vaznym probEmem v teorii distribuicje jak definovat jejich satin. Nasle-
dujici dvé klasiclke definice seytkaji jen specalnich typl distribug.

7.28. Definice.(i) jestlize f, g a f g € L'[a, b], pak

(fa.¢ / fgpdt.
(i) jestlize f € D*[a,b] a g manala,b]| spojitt derivace libovoléhofadu, pak

(fg,0)=(fr9¢).

Definice'7.28 zahrnuje sotin f g, kde f € G[a,b] a g € BV]a,b]. Nevzta-
huje se ale ndpna gipady, kteé se objevijv nasleduici definici.

7.29. Definice.Jestlze f € Gla,b] a g € BV]a, b], pak definujeme

b
(f'9,0) Z/sog df (7.31)

b
(fg's9) :/sofdg- (7.32)

7.30. Lemma.Necht f € G[a, b] a g € BV|a, b] sphuiji

ATf(t)Atg(t) = A f(t) A g(t) prokazce t € (a,b), (7.33)
Potom

flg=TF", kdeF(t):/tgdf prot € [a,b] (7.34)
a a

fg'=G’', kde G(t):/ fdg protela,b]. (7.35)
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D U k a z. Pouitim véty o substituci (&tal6.41) a véty o integraci per-partes
(véta6.317) pro libovolré ¢ € D[a, b] dostaneme

o= of [oas]ew=-[([oar)swar
=<(/at9df),,so>,

t.j. plafi (7.34). Vztah [7.35 se dokazuje analogicky. O
7.31. Disledek. Jestlze funkcef € G[a,b] a g € BV|[a,b] sphuji (7.33), pak

(f9)=fd+[f"g.

D 0k az. Podle definicg.23 véty o integraci per-partes (vi2%6.31) a lem-
matu?7.30dosivame

(f9) o) =—(fg.¢
/fgso’dt—/ o(0) d[f (1) g(t) — f(a) g(a)]

:/a¢() [/gdf+/fdg /bgogdf+/ab90fdg

=(fg' ) +(f'g,0).
O

7.32. Poziamka. Necht f € G[a,b] a g € BV|a, b]. Podninka (7.33) je pak Zej-
mé splréna nap. v nasleduicich pgfipadech:

(i) obeé funkce jsou regaim,
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spofitna(a, b) a druta je zprava spoj na(a, b).

7.33. Cvcen. Dokazte, ze jestlze 7€ (a,b) a h, resp.d, jsou Heavisideova
funkce resp. Diracova distribuce séestem v, pak h,d, = %57. (Navod:
Powijte cviCeri 6.29)
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