Kapitola 8
Zobecréne linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny inteqaly v této kapitole jsou KS—integly, jejichz definice je ro%-
fena ve smyslu odstavce 6.8 na matiedunkce (tj. funkce zobrazigj interval
[a,b] do prostoru matic). Jak jsmejiv odstavci 6.8 vysatlili, vS8echny viastnosti
KS —integalu i obou tyli RS —integalu, kteé jsme doposud déizali pro skaarri
funkce plat i pro funkce vektorog ¢i maticowe, pokud se v fislusnych formulich
nezmén pofad v jaké se tam matica funkce objevj V diikazech se tedy bu-
deme pro pdebre vlastnosti funktca integalll odvokvat na odpowaijici tvrzeri
pro skahrri funkce z kapitol 1—6.

Nasleduici definice zaad prostory vektoroych resp. maticogch funkd, se
kterymi budeme véto kapitole pracovat.

8.1. Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliiv prostor funkczobrazuicich [a, b]
do R™ a regulovagich na [a,b]. Norma naG([a,b],R"™) je defino\dna
predpisem

[z = sup [|z(t)] prozeG([a,b],R"),
t€la,b]

kde |z(t)| je norma vektoruz(t) v R™.

(i) BV([a,b],Z(R™)) je Banacliv prostor funkcs koné€nou variacna[a, b]
zobrazuicich [a, b] do prostoru® (R"™) realnych matic typunxn. Norma
je naBV([a,b], Z(R™)) je defino\ana Fedpisem

IF|lzv =|x(a)| +varg F - proF €BV([a,], Z(R")),

kde vat F je definovana jako v odstavci 6.8 & (a)| je norma matice
F(a) v Z(R™).
Podobi@ se defindjprostoryBV ([a, b],R™), C([a,b], £ (R™)) a C([a,b],R™) a
normy na nich.
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182 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

~ 7

Mnozinu funkd f:[a,b] — R™ s deriva€ spojitou na intervalya, b] n&ime
Cl([a,b],R™). (Jako obvykle, definujemé¢’(a) = f'(a+) a f'(b)=f'(b—) p

f€CH([a,b],R™).)

Tématemé&to kapitoly budou rovnice tvaru

t

x(t) = z(to) + | dA]z+ f(t) - f(to) (8.1)

to
kde tg € [a,b], A je n x n—maticowa funkce, f je n—vektoro\a funkce a hled-
me n—vektorovou funkciz vyhovuijici nasleduici definici:

8.2. Definice. Funkcez: [a,b] — R™ je FeSerim rovnice (8.1) na intervalia, b|
b
jestlize / d[A]z existuje arovnost (8.1) je sg@na pro kddé t € [a, b].
Rovnice (8.1) se ngxa zobec@ré linearni diferencalni rovnice

8.3. Pozramka. Bud z feSenr rovnice (8.1) nda, b| pro dar ¢ € [a,b]. Potom

to

w(a) = x(to) — [ d[A]z — f(a) + f(to) -

a

Ode&tteme-li tuto rovnost od (8.1), dostaneme

—l—/td[A]x—i—f(t)—f(a). (8.2)

Podob@ bychom z (8.2) odvodili (8.1). Funkcec G([a,b],R"™) je tedyfeSenm
rovnice (8.1) nga, b] pravé tehdy, kdy sphuje rovnici (8.2) nda, b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivaci pro studium zobe@mnych diferencalnich rovnic jsou m.j.tlohy s im-
pulsy. Viadé praktickch Gloh se toiz potkame s perturbacemi, jejizitdoba fiso-
beni je sice zanedbateinv porovran s dobou cetho procesu, ktérale nicnéné
podstat@ ovlivni studovag proces. Zpravidla, vhogm modelem pro popis ta-
kovychto proce8 jsou diferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice,
jejichz feSen nemus byt hladké, ba ani spojé.

Zdrojem modedl s impulsy je zejrana fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisntl, oscilace elektromechanigh sysémil, vyzaovan elektrickych resp.

magnetickch vin v prosted s rychle se réricimi parametry v daych okam-
Zicich prudce zréri, pohybcastice v poli generovdém potendlem sousedenym
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STIELTIESJV INTEGRAL 183

v jediném bod, stabilizace Kapicova kyvadla, optni regulace metodou bang-
bang), ale ta& mediéna (distribucedcivych latek v le, strategie impul$wvakci-
nace v epidemiologigkch modelech, studiuracinku hromadého a@kovari proti
spalntkam), popul&ni dynamika (modely s ryckimi zménami p@tu rektesch
populaé) ¢i ekonomie (modely trhu, ktérFipousteji prudke zmény cen).

Nejjednod&si idealizad impulsrich proced jsou procesy popsarinearrimi
diferencalnimi rovnicemi, na ktez v kon€ném pdtu pevié darych bodi pliso
linearni impulsy .

Pfedpokbdejmeze

reN, r>1, a<n<...<7.<b,
PeC([a, 0], Z(R")), q€C([a,b],R"), (8.3)
Bpe Z(R™), dp,eR™ prok=1,2,...,r.

(Poznamenejmeze v €to kapitole symboly typuB;, resp.d; zn&i také matice
resp. vektory. Komponenty vekioti matic se zde neobjey

Ozn&me
D:{Tl,TQ,...,Tr}, To=a a Tr41=>
a pro ka&dou funkciz : [a,b] — R"™ definujme

z1)(t) = z(t) pro tea, 7]

a
(8.4)
37(7’]@71-"-) kdyz t =751,
rg)(t) = 5 pro k=2,3,...,7r+1.
x(t) kdyz t e [Tr_1, 7% )
Linearn impulsri Gloha je pak tvéena linérri diferencélni rovnici
' = P(t)z+q(t) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podninkami
Atz(ry) = Bra(my) +dp, k=1,2,...,7, (8.6)

pficent feSen jsou uena podle asleduici definice:
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184 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

8.4. Definice. Reknemeze funkcez : [a,b] — R™ je FeSerim Ulohy (8.5), (8.6),
jestlize

o) €CH([Th—1,7%] prokadek=1,2,... r+1 (8.7)
a z vyhovuje impulsim podninkam (8.6) a spluje diferencalni rovnost

2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro tefa,b]\D. (8.8)
8.5. Pozramka. PovSimréme sizefeSen Ulohy (8.5), (8.6) pdt vzdy do prostoru
G([a,b],R™).

Ukazeme nym Ze Glohu (8.5), (8.6) mizeme ekvivalenté preformulovat jako
zobecr®nou linérri diferencalni rovnici tvaru (8.1).

Pfedpokbdejme zprvuze r =1 a nechtfunkcex : [a,b] — R™ je feSerim im-
pulsn Glohy (8.5), (8.6). Integrdgovnosti (8.8) dostaneme vztahy

t t
x(t):x(a)+/ Pa:d8+/ qds pro t € [a, ],

t t
x(t):x(ﬁ—i—)—i-/ des+/ qds pro te(m,b],

T1 1
Dosazeim z podninek (8.6) (kdek =r=1) do druleho vztahu pak dostaneme
prote (7i,b]

t t
z(t) = (1) + Blm(ﬁ)-l-dﬁ—/ Pa:d3+/ qds

T1 T1

t t
::U(a)—i—/ des+le(Tl)+/ qds—+d;

t

t
z(t) = z(a) —|—/ Pz ds+x(r () (B z(m1)) —I—/ q s +X (7, p)(t) d1. (8.9)

Polazme
t t
A(t):/ Pds+x, () B1 a f(t):/ qds+ X(ry 0] (t) du -

PotomA € BV ([a,b], Z(R"™)), f€BV([a,b],R™) a podle ¥ty o substituci 6.44
a formule (6.10) z fikladl 6.15 (ii) (viz €z pfiklady 6.41) plait

/d[A]x:/ P ds+x(rp)(t) (Bra(m))
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STIELTIESJV INTEGRAL 185

f(t) — fla) = / ¢ ds Xm0 (D)

prote|a,b] ax€G([a,b],R™). Podle (8.9) je tedy

a+/nﬂAM+f@—f@)pmt€@M. (8.10)

Obracer, jestlve z € G([a, b],R™) spliuje (8.10) naja, b], pak podle ySe
uvederho plat opét (8.9) nafa, b]. Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(y
jako v (8.4), bude platit (8.7) a (8.8). Nimy podle Hakeovy &ty (viz &z cviceri
6.40) jex(t—) =z(t) pro kadé t € (a,b] a

s

z(t+) = z(a) + hm+ dA]z+f(t+) — f(a)
/ d[A] 2+ f() — f(a) + AT AR () + AT F(2)
z(t) 4+ X (t) (Bra(t) +d1) prokazde ¢ e a,b].

Specalngé, dosazeim ¢ =7, zjistime,ze = sphuje impulsh podninku (8.6), kde
k=r=1.

Uloha (8.5), (8.6) je tedy pre =1 ekvivalentr se zobecénou diferendilri
rovnidi (8.10).

V obecrem fipace r € N, definujeme

t r
:/ PdS—G—ZX(Thb](t)B
a k=1

a

t r
f(t) _/ qd8+ZX(Tk,b}(t) dr ,

k=1

pro t € a,b]. (8.11)

Nasleduici tvrzeri snadno o&ime indukg.

8.6. \éta. Pfredpokhdejmg8.3)a (8.11) Potom impulshtloha(8.5), (8.6)je ekvi-
valentni se zobecdnou diferendlni rovnid (8.10) tj. z: [a,b] —R"™ je FeSenm
Ulohy (8.5), (8.6) na intervalu [a,b] tehdy a jen tehdy, kdyje feSerim rovnice
(8.10)na intervalu[a, b]. ]
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186 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALNT ROVNICE

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné nekolik zakladrich pojmi z funkcioralni anajyzy, ktee
budeme pdtbovat. Podrol&jsi informaci Ize nat nag. ve BSiné webnic funk-
cionalni analzy (viz nag'. [2], [15], [27], [32]). Zakladri pfehled je obszen talke
v Uvodri ¢asti monografie [46].

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobrazefi: X — Y (7' zobrazujeX
do Y) je spojity opeiator, jestlize

lim |z, —z|x =0 = lim ||T(z,)—T (2)|ly =0,

kde ||.||x je normanaX a ||.||y je norma naY. Opefétor 7': X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(cixa+caxa) =c1T(x1)+caT(x2) prox, 2 €X a c¢p,c2€R.
Dale, T je ohraniCery, jestlize existujetislo K € [0, co) takow, Ze plat
IT(x)|ly < K ||z||lx prokade xeX.

Je-li T' linearn ope#tor, gseme, jak je zvykem? = misto 7'(x). Je zramo,ze
linearn opedator T: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrantery.

Mnozinu ohrangerych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime 2(X,Y). Na Z(X,Y) jsou Zejmym zplisobem zavedeny operadgtari
opeiétorl a rasobenopeiatorll realnym Cislem a.# (X, Y) je pak Banachv pro-
stor vzhledem k noré

ILl| #xvy= sup [Lzlly prozeX.
reX
flzlle<1

Konetné,feknemeze L € ¥ (X,Y) je kompakti jestlize zobrazuje kedou mno-
Zinu ohrantenou vX na mnainu relativié kompakthv Y, tj. jestlize pro kadou
posloupnost{x, } ohrantenou vX jeji obraz{L x,} C Y obsahuje podposloup-
nost konvergenfrv Y. Je zramo,ze k&dy kompaktn linearn opeétor je sogas-
né spojity.

V dikazech hlavith wsledki teto kapitoly vy&ijeme rasleduici dvé tvr-
zen. Prvr z nich je zobecaérim jedré z Fredholmoych vét zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho dkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J.T. Schwartze [4], M. Schechtera [35] nebo ve skriptech J. &aik&7].
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STIELTIESJV INTEGRAL 187

8.7. \éta (FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banachilv prostor a
necht L je linearni kompaktihoperator zobraztiici X do sebe. Potom opatorova
rovnice

x—Lx=g (8.12)
mafeSen pro kazcé g € X tehdy a jen tehdy, kayrislusra homogenhrovnice
r—Lx=0 (8.13)

ma pouze trivalni feSen »=0¢€ X. V takoem gipace jefeSen rovnice(8.12)
ureno jednoznéneé.

Také drute tvrzen je zramo i z elemerdtrri teorie matic. ipomeime si zde
jeho obecnou podobu jak je uvedeno hap monografii E.A. Taylora [47] (viz
Lemma 4.1-C).

8.8. Lemma. Nechit X je Banaclfiv prostor, 7€ #(X) a || T ¢ x) < 1. Potom

existuje ohraritery inversi opefator I —T| ~! k opedtoru [I—T] aplati ne-
rovnost
_ 1
[7-117 sy < oI
2 T 1-|T| o)

8.4 ExistencereSeri zobecrénych linearnich diferencial-
nich rovnic

Studium zobecénych linearrich diferencalnich rovnic zaljime jednoducim po-
zorovanim vychazejcim ze zriamych vlastnodtkS —integélu.

8.9. éta. Necht A € BV ([a,b], Z(R") a f € G([a,b],R™). Potom kadefeSen

x rovnice(8.1)na [a, b] je regulova® nala,b].

D lkaz. Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz jéstediek 6.38) je prav
strana rovnice (8.1) funkce regulona|a, b]. Odtud plyne tvrzenvéty. O

Vzhledem ke @t 8.9 je tedy vhodm hledatfeSen zobec@nych linearrich
diferencalnich rovnic ve fidé G ([a, b],R"™).

Analogiemi p&atenich Uloh pro linéarri obyCejré diferencalni rovnice jsou
zobecre linearri diferencalni rovnice

z(t) =7+ diA]z+ f(t)— f(to), (8.14)

to
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188 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

na intervalufa, b], kde ¢ty € [a,b] a T €R" je dary vektor. (Zejmeé je z(tg) =2
pro kazdou funkciz splihujici rovnici (8.14).)

Kazde funkci z € G([a,b],R™) a bodut, € [a,b] pfifadme funkci <,z
predpisem
t
(,x)(t)= [ d[A]z prote]a,b]. (8.15)

to

Podle disledku 6.38 jsou funkcez;,= regulova® nala,b|. Zobrazein
y,:x €G([a,b],R") — 2 € G([a,b],R"™)

je zZiejme linearn a, dale, podle @ty 6.17 plait
||| < (vart A) ||z| pro kadez € G([a,b],R").

Pro k&dé ¢ € [a,b] je tedy o, spojity linearri opeétor naG([a,b],R™), tj.
€ Z(G([a,b],R™)).

DokaZzeme nyi, ze sodasre je fedpisem (8.15) defin@n spojiyy linearri
ope#tor zobrazugi G([a,b],R™) do BV([a,b],R™).

8.10. Lemma. Necht A € BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtfunkce o,z
je prox € G([a,b],R™) definovana vztahen(8.15) Potom.«,z € BV ([a, b], R™)
pro kazce = € G([a,b],R™) a zobrazeh

r€G([a,b],R") — 4,2 € BV ([a,b],R")

je ohrantere.

D U kaz. Budo libovolné cBleri intervalu [a,b]. Podle \ty 6.17 pro kadée
z € G([a,b],R™) mame

v(o) v(o)
(o) (0)) — (Fx)(0j-1)| = Z
i=1 j=1 Yoj-1
o)
< (vargi_, A)|jz|| = (var} A) |z

1

<

q

<.
Il

(o)l =| [ ala]a] < (var 4) o]
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STIELTIESJV INTEGRAL 189

Tudiz o,z € BV ([a,b],R™) a
lthollsy = |(o)(a)| +varg (#,x) < 2 (varg A) [z
pro k&zdé z € G([a,b],R™). O

Pomod¢ ope@toru 7, z (8.15) nizeme [iepsat zobeamou linérri diferen-
cialni rovnici (8.14) jako opéatovou rovnici

r— =g, kdeg=z+f— f(to).

Protaze nename k dispozici prosedky postéujici k diikazu kompaktnosti opar
toru o7 € Z(G([a,b],R™)), nenilizeme fimo aplikovat Fredholmovuatu (-
ta 8.7) a musne postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukdZzeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, Ze opeator «7;, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV ([a, b],R™) do sebe.

8.11. \ta. Nechttg € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)). PolozmeL z = «7,x pro
x €BV([a,b],R™). Potom L je kompaktnlinearni operator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protége je||z| < |z|py pro k&zde z € BV ([a,b],R"), plyne z lem-
matu 8.107e L € .Z(BV ([a, b], R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z,,} ohrantenou vBV ([a,b],R™)
jejiobraz{L =, } C BV ([a,b],R™) obsahuje podposloupnost, kige konvergent-
niv BV ([a,b],R™).

Necht jsou tedy posloupnostz,,} CBV[a,b] actislo C € [0, ) takow, ze
|zn|By < C < oo pro kade n € N. Podle Hellyovy ety (Veta 2.44) existajfun-
kce z € BV ([a,b],R™) a podposlouposfn;} C N takow, ze

|z||lpy <C a kli)rr;o T, (t) = z(t) prokade tea,b].

Ozn&me zy(t) = xp, (t) —z(t) aprokeN at € [a,b]. Potom
lzx(t)]|<2C a klim zk(t)=0 prokeN atecia,b].

d d
Vzhledem k tomuze \Sechny integ?lly/ d[A]zg a/ divar; A] zi(s), k€N,
existuj pro libovolra ¢, d € [a, b], véta 6.17 zartuje, Ze plat

/: d[A]

j—

v(o) v(o)

(L 2)(0) = (L z)(o5-1) = D
j=1

j=1
m
<> /
j=1"°

oj b
dvars A] |z4(s)| < / d[vars A] [z4(s)

Jj—
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pro libovolra o € Z[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
var, (L z) S/ dlvari A] |2x(s)| pro keN.

Podle ety 6.48 je ogem

b
lim [ d[var] A] |z(s)| =0

k—oo/,
atudz také
lim var® (Lzp, —Lz) = lim var’ (L z,) =0.
k—o0 k—oo
Podobr
lim [(Lap,(a)— Lz(a))] = lim |[(Lz)(a)] = hm ’ )
k—o0 k—o0
a
< lim [var A] [zx(s)| =0.
k—o0 to
Véta je dolazana. Ol

Nasleduici tvrzeri je disledkem &ty 8.7 a ety 8.11.

8.12. \eta. Bud danot € [a, b]. Rovnice

xz(t)— | d[A]z=g(t) (8.16)
to
mé pro kazdou funkcig € BV ([a, b],R™) FeSen na [a,b] pravé tehdy, kd¥ pfi-
sluSrd homogenhrovnice

z(t)— | d[A]z=0 (8.17)
to
ma na [a,b] pouze trivalni feSen x=0. V takoem pgipace je feSen rovnice
(8.16)urceno jednoznaé.
D U kaz. Rovnice (8.16) je ekvivalerits opeatorovou rovnit x — L x = g, kde
Lz=d,x proxeBV(a,b],R™), tj.
t
(Lz)(t)= [ d[A]z pro z€BV([a,b],R") a te]a,b].

to
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STIELTIESJV INTEGRAL 191

Podle \ety 8.11 je L linearri kompaktr ope@ator naBV ([a, b], R™). Dlkaz \&ty
dokortime powitim véty 8.7. O

Predpokbdejme nyh Ze ¢ € (to, b] a,Ze funkcex € G([a, b], R™) spliuje rov-
nici (8.14) na intervaluty, t). Zfejmeé je x(ty) =z. Pomoé Hakeovy \&ty (veta
6.39, viz €2 priklady 6.41) snadno @&ime,ze plat

T

r(t—) =T+ lim diA]z+ (f(t—) — f(to))

T—t— to

ot [ dlA e £ - f(to) - tim [ d[AJo— A0

to T—t— T

g / d[A]z+ f(t) - f(to) — A= A(t) x(t) — A~ [(1).

Ma-li tedy funkcex splhovat (8.14) tak v boc ¢, mud hodnotaz(t) vyhovovat
rovnici

[I—A"A®)] z(t) = z(t—) + A7 f(1), (8.18)

kde I zn&i jednotkovou matici typun x n (viz 1.3 (xiv)). Odtud je Zejmé, ze
k tomu, abyfeSeri rovnice (8.14) na intervalja,t) bylo mazno jednoznénym
zplisobem prodiazit do bodut, bude stait, aby platilo

det [T — AT A(t)] #0. (8.19)

Rovnici (8.14) nizeme o%em tale prepsat ve tvaru

b
() = 2(b) — /t d[A]z+ F(b) + F(1).

Podobi@ jako Wse mizeme tedy usoudit (rozmyslete si detailgg k tomu, aby
feSeri rovnice (8.14) nainterval(t, ty] bylo mazno jednoznénym zplisobem pro-
dlouzit do bodut, bude stait, aby platilo

[T+ ATA)] 2(t) = 2(t+) — AT f(t) (8.20)

det [T+ ATA(t)] #0. (8.21)

MUzeme tedy dekavat,Zze podninky (8.19) a (8.21) jsou podstaipro existenci
feSen Glohy (8.14).

Jednoduchoupravou vztah (8.18) a (8.20) dostanemaslieduici tvrzeri.

191



192 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

8.13. Lemma.Necht A e BV ([a, b], Z(R")) a g € G([a,b],R™). Potom vztahy

A~x(t) = A7A®R) z(t) + AT f(t), }

(8.22)
ATz(s) = ATA(s) z(s) + AT f(s)

plati pro kazce feSen z rovnice(8.14)na [a,b], t € (a,b] a s € [a,b). O

8.14. Lemma. Necht A €e BV ([a, b], Z(R™)) a to € [a, b]. Potom rovnic€8.16)
mé FeSen pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kdy

det [T —ATA(t)] #0 pro kazcé ¢ € (to, b] (8.23)

det [T+ ATA(s)] #0 prokazce s € [a,to). (8.24)

(Zde (to,b] =0 kdyZ to=>ba [a,to) =0 kdyZ to :a.)

V takoem gipade jefeSen rovnice(8.16)urceno jednoznaeé.
DUkaz. Podle &ty 8.12 stéi dokazat,ze rovnice (8.17) ra pouze trivalni fesern
nala,b] prave tehdy, kdy plaf (8.23).

a) Fredpokhdejmeze ty € [a,b) a x je FeSen rovnice (8.17) nda, b]. Podle
lemmatu 8.10 jer € BV ([a, b], R™). Zfejmé x(tp) = 0. Podle prvi z rovnic ve
(8.22) mame

A+$(t0) == A+A(t0) :L‘(to) == O,

tj. z(to+)=0. Ozn@&me a(t) = varj A pro t € [to,b]. Funkcea je neklesdpi
na intervalu[to, b]. Existuje tedy konénma limita a(tp+) a mizeme tedy zvolit
d€(0,b—tp) tak, aby platilo

1
0< Oé(t0+(5) —Oz(to—i—) < 3

Odtud pouitim vét 6.17 a 6.39 pro libovot € [t, tp+0d] dostaneme
t t
s < [ dia]lz] = Atalty) a(te) + mtn+/ da]|a|
to T—t0 T

t
= lim dla]lz| < |a(tg+9d) — alto+ su z(t
i, [ dla]lel < [attotd) —atten] (_sw 1o

IN

2 (s ja).

tE[to,t0+5]
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Tudiz (supte[to,to%] ]a:(t)|) <3 (supte[to,to%] ]a:(t)|). To je ale m@né pouze
tehdy, kdy « =0 na [to, to + 0]

Polazme t* = sup{r € (to,b] : . =0 na [ty, 7]. Zfejmé je x=0 na [tp,t*) a
tudiz také x(t*—) = 0. Dale, podle (8.22) l@ame
0=[I—AA(tx)] (t*).

To je ale, vzhledem kfedpokladu (8.23), nié pouze tehdy, kdyx(t*) = 0.

Predpokbdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na Zzatku dika-
zu dolazali, Ze existujed € (0,b —to) takow, Ze = je nulové nalty, to + J], uka-
zali bychom nyf, Ze existujen € (0,b — t*) takowe, ze x se anuluje nat*, t* + 1),
coz je osem, vzhledem k definici* nemangé, tudz mus byt t* =b. Dokazali
jsme,ze ka&déeseri rovnice (8.17) je nulo& naltg, b].

Podob@ bychom pomdagofedpokladu (8.24) ddzali,ze je-li ¢ € (a, b], pak
sefeSen « rovnice (8.17) anuluje ta&knala, to].

b) Predpokhdejme ze neplatnag. (8.23). Zejme je det [I — A A(t)] #0, jest-
lize je| A~ A(t)| < 1/2. Nadruhou stranu, podleidledku 4.8, okircerd nerovnost

|A~A(t)| > 1/2 plafi pro nejySe konéné mnoho bod ¢ € (¢, b]. To znamea, ze
maticel — A~ A(t) neri requbrn pro nejySe konéné mnohot € (¢, b].

MUlzeme tedy zvolit* € (¢, b] takow, ze
det [T — AT A(t)] #0prote (to,t*) a det[I—ATA(t")] =0.
Dale, ze akladl linearri algebry je zamo,ze potom existujé € R™ takow, ze
[I—A"A(t*)]c#b prokade ce R". (8.25)

Definujme

0 kdyz t=#£t*,
g(t) = . i}
b kdyz t=t*.

Mame A~ g(t*) =b. Pfedpokbdejme,ze rovnice (8.16) @ na[a,b] FeSen =x.
Potom podle prvincasti dikazu musbyt = =0 na [a, t*) a tedy tak x(t*—) =0.
Podle lemmatu 8.13 muplatit

[I—AA{)] x(t") =b.

To je ovsem ve sporu s tvrzém (8.25). Rovnice (8.16) tedy nerke nit feSeri.
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Neplai-li (8.24), pak analogicky najdeme bati € [a, b] a funkci g takowe, Ze
bude

[I+ATA(t")] c # Atg(t") prokazde ceR",
coz vede opt ke sporu s lemmatem 8.13. O

8.15. \Bta. Nechit A € BV([a,b], Z(R™)) a to € [a, b]. Potom rovnicg8.14)ma
pro kazdou funkcif € BV ([a, b],R™) a kazdy vektorz jednozn&né urCerefeser
tehdy a jen tehdy, kdyplat (8.23)a (8.24)

Dlkaz. \ktaje disledkem @ty 8.12 a lemmatu 8.14, kde palme

g(t) =T+ (t) — f(to) pro t€[a,b]. -

8.5 Zobecréna Gronwallova nerovnost a apriorni odhady
resen

Dulezitou roli v teorii obyejnych diferencalnich rovnic (nap. pfi diikazu jed-
nozn&nosti feSen potateéni Glohy nebo i dikazech spojé ZAvislostifeseri
na réktegch parametrech) hraje tvrZierkteré se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomeime si jeho zan. Dllkaz Ize ndf ve vtSiné uwebnic obygejnych dife-
rencélnich rovnic (viz nap. [24, Pomoca \éta 4.3.1]).

8.16. Lemma(GRONWALL). Nechtfunkcew a p jsou spojie a neaporré na
[a,b], K >0 anecht

u(t)SK—i—/t (pu)ds pro tela,bl.

Potom

u(t) < Kexp(/ pds) pro tela,b].

Pro n&e (cely bude podobi dilezite zobeciri Gronwallova lemmatu na
pripad, kdy se v fisluSnych integalnich nerovnostech vyskytuje Stieltfesin-
tegl.

8.17. \éta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Predpokhdejmeze funkce

u:[a,b] —[0,00) je ohrantera nala, b], funkceh : [a,b] — [0, c0) je neklesdfi
a zleva spoji na (a,b], K >0, L>0 anecht

t
u(t) < K+L/ udh pro tea,b]. (8.26)
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Potom
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro tela,b]. (8.27)

Dlkaz. Nechts >0 aw,(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote [a,b]. Potom
/ wy dh = m/ exp (L [h(t) — h(a)]) dh(s)

t s Lk A
_ ,.;/ (377 [0t~ h@)]) dh(s) pro t€la,b].
¢ k=0
Protaze, jak zréimofadaz T [h(t) — h(a)]* konverguje stejnogrré nala, b],
k=0
mUzeme iehodit pdad operatintegrace a&tan. Powijeme-li nyri navic tvrzen
z prikladu 6.19, dostaneme tedy

/twﬁdh - Hi (fj /t [h(s) ~ h(@)]") dh(s)
@ k=0 )

a

X (L[ —h(@)y ok wl?)
< S _ —
_szo( Grnr ) = e (L @) =7

pro ¢t € [a,b]. To znameaA, Ze funkcew, sphuje prokade x>0 ate€[a,b] ne-
rovnost

t
wy(t) > K+L/ w, dh. (8.28)

Bud danoe >0 a pol&mex =K +¢ av. = u— w,. Ode&terim nerovnost
(8.26) a (8.28) zjistme, Ze plat

t
ve(t) < —e+/ vedh protea,b]. (8.29)

Specalrg, v.(a) = —e < 0. Zbyvajici ¢ast dikazu bude ppominat postup z tka-
zu lemmatu 8.14. Funkce i w, jsou evidentd ohranteré na|a,b] pro kadée
k> 0. Tudiz také funkcev. je ohran€eré naja,b]. Podle Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 rame

t

t
/ ve dh = v.(a) A*h(a) + lim ve dh
a 6=0+ Jats

< —e ATh(a) + [lve]l [a(t) — h(a+)] < [Jvel| [A(t) — h(a+)]
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a tedy
t
ve(t) < —e+ L / vedh < —e+ L |[v|| [(t) — h(a+)] pro t€[a,b].

Zvolme n > 0 tak, aby platiloL ||v.|| [h(t) — h(a+)] <e/2 prot € [a,a+n]. Pak
budev. <0 nafa,a+n]. Ozn&me

t* =inf{r €a,b]:v. <0 nafa, 7]}.
Vidime.zZe jet* >a av. <0 nala,t*). Opétnym powitim Saksova-Henstockova

lemmatu 6.36 dostaneme z (8.29)

t
ve(t) < 6+L/ ve dh
@ =5

- _ * — * . < _
s—i—L(vE(t JATH(E) + Jim | vsdh>_ e<0

=6
protaze A”h(t*) =0 a/ ve dh <0 pro kadé ¢ > 0.

Kdyby bylo t* < b, zopakovali bychomidcltazejci postup a ukzali,ze exis-
tuje n € (0,b —t*) takow, Ze v. < 0 na intervalufa, t* + 7], coZ je ve sporu s de-
finici ¢*. Tudiz t* =b, v. <0 naceém|a,b] a

u(t) <wy(t)=K exp (L (h(t)—h(a))) +e exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b].
Protdze € > 0 bylo libovolné, znamea to,Ze plat (8.27). O

8.18. Cvteri. Doka’te rasleduici variantu \ety 8.27
Predpokbdejme ze funkceu : [a,b] — [0, 00) je ohraniera na [a, b], funkce
h:la,b]—[0,00) je neklesdri a zprava spojé na[a,b), K >0, L>0 a

b
u(t)SK—I—L/ udh pro teja,b]. (8.30)
t
Potom
u(t) < K exp (L[h(b) —h(t)]) pro tea,b]. (8.31)

8.19. Poziamka. ObecréSi verse zobeagreho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
Zzeny v monografch S. Schwabika [36] (viz ¥ta 1.40) a J. Kurzweila [25] (viz
kapitola 22).
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V nasleduici véte odvodme pomotzobec@nreho Gronwallova lemmatuzit
teCny odhad prdeSeri nehomogeninzobeciiéreé linearn diferencalni rovnice

t
x(t)=2+ [ d[A]xz+ f(t)— f(to). (8.32)
to
8.20. \kta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) sphuje (8.23) f€G([a,b],R™) a
T eR" anechitx je FeSen rovnice(8.32)na [a, b]. Potom

vart (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.33)

0 < cai=max { sup |[I—A~A()]™

Pelad] (8.34)
sup ‘ [T+ ATA(t) ‘ } < 00
tela,b)

[2(t)| < ca (| +2]|f]|) exp (2cavari, A) prote[to,b],
(8.35)
[2(t)] < ca (|Z] +2]|f]]) exp (2cavar® A) prote [a,to].

Dlkaz. a)Prolibovola cgleri o intervalu[a,b] mame

v(D)

- |wto5) ~ 105 ~ 2051 + Floy-)]

=1
) /O'J

v(D
=2
Jj=1 -

v(D)
b
] Z (vargl , A) lz|] = (var’ A)||z] < oo

b) Nejprve si gimréme trivalniho faktu,Zze nenfize byt c4 <0. Prot € (a,b]
takowe, ze |[A~A(t)| < £ mame podle lemmatu 8.8

1
—1
HI AT A ‘<71 ’ (t)’<2.

Protaze mnaina {t € [a, b]: |A~A(t)| > 3} je nejw3e konéna, plyne odtudze

0< sup HI ATA(t 1’<oo
te(a,b]

Podobi& bychom dokzali, ze je tale 0 < sup |[I +ATA(t)] '] <oo. Nerov-

te(a,b)
nost (8.33) plat
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c) Necht z je feSen rovnice (8.32). Polbme B(a) = A(a) a B(t) = A(t—) pro
te(a,b]. Zfejmeé (viz eta 2.34)A — B € BV ([a,b],R"),

A(t)— B(t) = A7 A(t) pro te(to,b],

vary (B—A)= > [|ATA(t)<var} A
t € (to,b]

var) < 2var) A.

Dale, podle lemmatu 6.29 je

td[A—B]a: =A"A(t)x(t) prote (to,b].

to
Rovnice 8.32 se tedy redukuje na

t
[[—ATA@)]z(t) =2+ [ d[B]az+ f(t)— f(to) Pprote (to,b]
to
a odtud snadno odvaote nerovnost

t
e(t)| < K+L | |z/dh pro tefa,b],
to

kde
K=ca(lz|+2||fll), L=ca a h(t)=vary B.

Funkce i je neklesdfi na [tg,b]. Dale, protde B je zleva spoji& na (tg,b],
je podle lemmatu 2.23 funkck také zleva spoji na(a,b]. Podle zobecareho
Gronwallova lemmatu 8.17 dd@stame tedy konéné prvri nerovnost v (8.35).

Dillkaz druleé nerovnosti v (8.35) by sefippomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze c\ieri 8.18 proved| podoki O

8.21. Cviteri. Za predpokladi véty 8.20 dokate podrob@ nerovnosti

0< sup |[[+ATA®)] | <oo
te[a,b)

[2(t)] < ca (17| +2]/f]) exp (2cavary® A) prote[a,ty].
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8.6 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith syséml linearrich obycejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

x(t) = x(to) + t d(A]z. (8.36)

to

Necht A €BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtplat (8.23) a (8.24). Potom
podle \ety 8.15 (kdef(t) = f(a) na|a,b]) ma rovnice (8.36) pro kedé = € R™
prave jednofeSen x na [a,b] takow, ze x(ty) = . Naopak, pro dadt, € [a, b]
mlizeme kddemureSeri z prifadit hodnotuz () € R™. Je Zejmeé, Ze tento vztah
mezifeSerimi rovnice (8.36) a vektoroum prostorem je vajemré jednoznany.
Snadno o@&ime, Ze jsou-li z, y feSen rovnice (8.36) nda,b] a a, B € R™, pak
ax+ [y je take eSen (8.36) nafa, b]. Tyto ivahy nizeme shrnout doasledu-
jiciho tvrzen.

8.22. \kta. Necht A€ BV ([a,b], Z(R™)) a nechitplati (8.23)a (8.24) Potom
mndinafeSen rovnice(8.36)je linearni a tvai n—dimensioalni podprostor pro-
storu BV ([a, b],R™). O

Nyni ukdzeme,ze i pro zobecare linearri diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundamesini matice.

8.23. Definice. Maticova funkce X : [a,b] — Z(R™) se nagva fundamerdélni
matice rovnicg8.36) na intervalya, b] jestlize sphuje rovnost

X(t):X(s)Jr/td[A]X pro t,s € [a,b] (8.37)

a det X (t) #0 pro alespa jednot € [a, b].

8.24. Lemma. Nectit A € BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechitplati (8.23)a
(8.24) Potom pro kadou maticiX € #(R™) existuje jednozriaeé urCera mati-
cova funkceX,, e BV ([a,b], £(R™)) tako\a, Zze plat

t

X (t) =X+ | d[A]X,, protefa,b]. (8.38)
to

Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&mek—ty sloupec maticeX jako 7. Mame
tedy 7y €R" prok=1,2,...,n a X = (1,%2,...,%,). Podle &ty 8.15 pro
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kazde k€ {1,2,...,n} existuje pave jedna funkcer, € BV ([a,b],R™) vyho-
vujici rovnici
t
zp(t) =2+ | d[A]x protea,b].

to

FunkceXy, (t) = (z1(t), z2(t), ..., zn(t)) (t. maticova funkce se sloupci;, pro
k=1,2,...,n) vyhovuje tedy rovnici (8.38) a je Gena jednozniaé. m

8.25. Poziamka. Specalng, jestlze je det X #0, pak je pro kide se [a,b]
maticova funkce X, urCeraa lemmatem 8.24 fundameati matid rovnice (8.36).

8.26. Lemma.Necht A € BV ([a, b], £ (R™)) a nechtplati (8.23)a (8.24) Potom
pro libovolnou fundameatni matici X rovnice(8.36)je

det X(t)#0 prokazce te[a,b]. (8.39)

D lkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice (8.36) ndu,b] a neclit
(8.39) nepldt Potom existudjbody ¢, t1 € [a, b] takowk, Ze

det X(tg) #0 a det X(t1)=0.

Z druké rovnosti plyneze sloupcer; (1), x2(t2), ..., zn(t1) matice X (¢1) jsou
linearngé ZAvisk. Existuj tedy koeficientycy, c1, . .., ¢, € R takowe,ze

n n
Z|Ck‘>0 a chxk(tl):o.
k=1 k=1

Polazme z(t) = » _ ¢y zx(t) pro t € [a,b]. Potomz je Zejmé feserim rovnice
k=1
(8.36) az(t;) = 0. Dosazeim ¢t = t; do (8.36) a odéterim takto 4skare rov-
nosti od (8.36) zjisme, ze x spliuje rovnici
t
z(t)= [ d[A]z proteE]la,b].

t1

Protdze stejnou rovnici spluje i identicky nuloa funkce, plyne odtud podlegty
8.15,Ze musbyt x =0 nala,b]. Tedy tale

(to)) =Y crar(to) =0 pro t€[a,b],
k=1
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coz ovsem, vzhledem kidpokladim det X (to) £0 @ » _ |cx| > 0, neri mozne.

k=1
O

Budeme pdiebovat, aby fundamesiti matice X;, byla definoana naja, b|
pro kadé ty € [a,b]. K tomu je nutno z€isit pfedpoklady (8.23) a (8.24) na

det [T —A~A(t)] #0 prokazde t e (a,b]
a (8.40)
det [T+ ATA(s)] #0 prokazde s€[a,b).

Nasleduici véta je disledkem lemmat 8.24 a 8.26.
8.27. \eta. Necht A€ BV ([a,b], Z(R™)) a nechtplati (8.40) Potom existuje
praveé jedna matico& funkcelU : [a,b] X [a,b] — Z(R"™) tako\h, ze plat

Ult,s) = I—i—/t d[A(7)]U(r,s) pro t,s€]|a,b]xa,b]. (8.41)

Pro kazcé ty € [a,b] je funkceU(.,ty):t € [a,b] — U(t,tp) € R™ fundamerdlni
matice rovnicg8.36)

FunkceU mé navic tyto vilastnosti:
(i) U(.,s)eBV([a,b],Z(R™)) pro kazce s € [a,b],
(i) U(t,t)=1 prokacete]la,b],
(i) det U(t,s)#0 provsechnat, s € [a,b].

Dlkaz. Prokade s € [a,b] existuje podle lemmatu 8.24 3 jedna matico&
funkce X; € BV([a,b], Z(R")) takowa, ze plat

t
Xs(t) = I+/ d[A] Xs; prote]a,b].
DefinujmeU (t, s) = Xs(t) prot, s € [a,b]. PotomU spliuje (8.41) al/(t,t) =1
prot € [a,b]. Odtud plyneze pro kadé ¢ € [a,b] je U(.,tp) fundamerélni ma-
tice rovnice (8.36) naa, b]. Konetné, podle lemmatu 8.26 jéet U(t, s) # 0 pro

vSechnat, s € [a, b]. O
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8.28. \eta. Necht A € BV([a,b], Z(R")), s € [a,b], T € R", nechtplati (8.40)
a nechitmaticoa funkceU je urtena #étou 8.27. Potonx : [a,b] — R" je feSen
rovnice

() = ?c’+/td[A]x (8.42)

na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy
z(t)=U(t,s)x pro tea,b]. (8.43)

t
DUkaz. a) Dosaine-li (8.43) do/ d[A]z avywijeme-li (8.41), dostaneme

/d[A]:c:/ d[AM) | U(r,8)F = (U(t,s)— 1) = a(t) — .

tj. funkce = definovam vztahem (8.43) j&Sen rovnice (8.42).

b) Obracera implikace plyne z jednoziaostifeSen rovnice (8.42) (viz #ta 8.15).
O

8.29. Definice.Necht A € BV([a,b], #(R")) a nechtplat (8.40). Potom mati-
covou funkciU ur€enou etou 8.27 nagvameCauchyova maticeovnice (8.42).

Cauchyova maticé/ je funkce dvou pror@énrych. Hipomdime rékte& ozna-
Ceri uZivara pro funkce dvou proémrych.

8.30. Ozn&eri. Necht F:[a,b] x [a,b]: £(R"™). Potom proda@r € [a,b] sym-
boly F'(r,.) resp.F(.,7) zn&i funkce jed®@ proménré

F(r,.):s€la,b] = F(1,s) resp.F(.,7):t€[a,b] = F(t, 7).
Podob@

F(r,s+) :61i%1+F(T,5+5) a F(r,s—) :61i%1+F(T,5—5).

8.31. Diisledek. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), s€[a,b] a X € Z(R"). Dale,
nechtplati (8.40)a nechtU je Cauchyova matice rovnid8.42) Potom matico&
funkceX :[a,b] — Z(R™) splhuje rovnici
- t
X(t) = X+/ d[A] X (8.44)
na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kay
X()=U(t,s) X pro tela,b]. (8.45)

202



STIELTIESJV INTEGRAL 203

Dl kaz. Prokady sloupeczy, k=1,2,...,n, maticow funkceX plati podle
vety 8.28 X (t)=U(t,s) T na [a,b], kde z} jsou sloupce maticeX. Odtud
diikaz okanzité plyne. .

8.32. \eta. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)), nechtplati (8.40)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnice 8.42. Potom vztahy

Ut,r)U(r,s) =U(t,s) (8.46)
(U(t,r)) L =U(rt) (8.47)
plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, r z intervalu|a, b].
Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podle (8.41)
t
Ul(t,s) = I+/ d[A(T)]U(7,s)
T t
= I+/ d[A(7)] U(r,s)+/ d[A(T)]|U(7,s)

:U(r,s)—l—/ d[A(T)]U(7,s).

Oznd&ime-li sloupce maticé/ symbolyu,, k=1,2,...,n, zjistime,ze pro ka-
dek=1,2,...,nar,s€|a,b] je funkcex(t) =ux(t, s) FeSedm rovnice

t
x(t) :uk(r,s)—i—/ dA]x

nala,b]. Podle \ety 8.28 tudz plaf
ug(t,s) = U(t,r)ug(r,s) pro k=1,2,...,n a t,s,r€la,b].

Odtud & vztah (8.46) okadité plyne.

b) Specalrg, jestlze t = s, pak podle ety 8.27 dostvameU (t,r) U(r,t) =1 pro
kazdé r € [a,b]. Plaf tedy (8.47). O

8.33. Poziamka. Necht U je Cauchyova matice rovnice 8.42. Potom podiéyv
8.32je

U(t,s) =U(t,a)Ula,s) =U(t,a) (U(s,a))"! prot,sela,b].

Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(t,s) = X (t)(X(s))~! pro
t,s € la,b]. Plipomeime,ze X je fundamerdlni matice rovnice 8.36.
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Ve zhyvajici Casti tohoto odstavci uvedemesjée rekolik dakich vlastnost
Cauchyovy matice rovnice (8.42).

8.34. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.40)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnice 8.42. Potom plat

Ult+,s) = [T+ ATA@t)| U(t, s) pro t € [a,b), s€[a,b],
U(t—,s) = [I - A" A@t)| U(t,s) pro t € (a,b], s€[a,b],

1 (8.48)
Ult,s+) =U(t,s) [I+ATA(s)] " pro t€a,b], s€la,b),
U(t,s—) = Ult,s) [[—ATA(s)] "' pro tela,b), s€(a,b].

DUkaz. a) Prvidva vztahy odvoline jestlze do vztah (8.22) z lemmatu 8.13
dosadime postupé zax sloupce matico® funkceU.

b) Nechtte€ [a,b], s€[a,b) ad € (b—s). Potom podle (8.41) ame
t t
U(t,s+06)—=U(t,s) = d[A(T)|U(1,s+9) — / d[A(7)|U(,s)

s+6
t

s+
= d[A(7)] (U(T, s+0)—=U(r, s)) — / d[A(T)]|U(,s)
s+6 s
Maticova funkceY (t) =U(t, s+ 9) — U(t, s) tedy sphuje rovnici
Y(t)=Y + té d[A(7)]Y(r) pro tea,b],
s+
kde

~ s+6
- —/S d[A(F) U (r,s).
Podle disledku 8.31 tuid mame
Ult,s+0)—Ult,s) =Y (t) =U(t,s+0)Y
— U(t,s+9) / " AU s).
Limitnim pfechodems — 0+ pfi pouziti Hakeovy \éty 6.39 odtud dostaneme
U(t,s+)—U(t,s) = —U(t,s+) AT A(s) U(s,s) = —U(t,s+) AT A(s).

neboli U(t,s) = U(t, s+) [I + AT A(s)]. Odtud okaniité plyne platnostretiho
vztahu z (8.48) plat Zbyvaijici rovnost bychom ddkzali analogicky. m
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8.35. \eta. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)), nechtplati (8.40)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnice 8.42. Potom existijec (0, oo) takow, ze plat

\U(t,s)|+var’ U(.,s)+var’ U(t,.) <M pro t,s€la,b]. (8.49)

DlUkaz. a)Prok=1,2,...,n ozn&me symbolene;, k —ty sloupec jednotkae
matice . Potom|e;| =1 pro ka&zdée k=1,2,...,n. Podle \ety 8.20 name

lug(t,8)] < My := ca exp (ZCAval’g A) < o0

prot,s€la,b] ak=1,2,...,n, kdecy € (0,00) je definovano v (8.34).
b) Nechtty, ta, s € [a,b] at; <ts. Potom

to
[k (2, 5) — ur(ta, 5)] = ‘/ d[A(7) ) ur(r, )| < Mivari24.
t1

Pro libovolreé s € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré céleri o intervalu[a,b] tedy
mame
v(o)
V(up(.,8),0) <My Y varg A= Mvar, A< oo=:M,.
j=1

c) Nechtt, s1, s2 € [a,b] a s1 < so. Potom

t 82 —uk(t 81)

/d uk 7',82 /d uk 7',81 / d uk T,81>
/ d[A(T) Jug(, s1) /d ukT52)—uk(7',81))7

Funkcex(t) = ug(t, s2) — ux(t, s1) je tedyfeSerim na[a, b] rovnice

_/:2d[A(T)]uk(r,sl)Jr/S:d[A x

Podle ety 8.28 tedy pro kade k. =1,2,...,n mame

ug(t, s2) —uk(t,s1) = =U(t, s2) / d[A(T) Jug(T, 31)) prot € [a,b].

Tudiz

wg(t, s2) —up(t,s1)] < M?var2 A prok=1,2,...,n
1 S1
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Pro libovolre t € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré céleri o intervalu[a,b] tedy
mame

v(o)
V(up(t,.),0) < M7 ) varg A= M7var, A=: Mz < occ.
j=1
d) Tvrzen véty plat pro M = M + My + M3. m
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