Kapitola 1

Uvod

Tento text je €no\an teorii Stieltjesova integtu a rektefym jeho aplika@m.
1.1. Krivkov & integraly.

KRIVKOV Y INTEGRAL PRVNIHO DRUHU.
Necht ¢ je spojie zobrazenuzawereho a ohrariereho intervalufa, b] do
tfirozmérrého vektoroeho prostoruR3. Mnozina bodl

o(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)) ER?,

kde ¢ prokiha interval[a, b], se nagvacestav R definovai na intervalula, b]
a zn&ime ji take symbolemp. Délkou cestyp rozunime celku kfivky definovaré
grafem{p(t):t € [a,b]} funkce ¢ a zn&ime ji symbolemA(y; [a, b]).

Bud ¢ cesta vR? definovam na intervalu[a, b], jejiz delka je konéna.
Predpokhdejme dle, Ze zobrazeny: [a,b]—R? je prosé. Fredstavme size ¢
jedrata f(x) € R je jeho hustota v baglz. Hmotacasti datu odpoWwdaijici inter-
valu [¢,d] C [a, b] je tedy giblizné vyjadfenalislem f(p(£)) A(p; [, d]). kde €
je néjaky bod intervalu[c, d |.

Nechto;, 7=0,1,...,m, jsou body intervalia, b] takow, ze
a=o0p<o1< ...<om=b.

Mnozinu bodi {cg,01,...,0,} S €mito vlastnostmi budeme namt ckleri
intervalu [a, b] a zn&it o. Dale, v k&dem intervalujo;_1,0;], j=1,2,...,m,
vyberme ®@jaky bod &;. Tento bod budeme ngwat zneCka intervalu[o;_1, o],
vektor (&1,&2,...,&m) €R™ je vektor znéek @leri o a zn&ime ho symbo-
lem &.

Polazmewv(t) = A(yp; [a, t]) prot € [a,b]. Potom soget

m

Y F@(€)) [v(og) = v(oj-1)]

Jj=1

aproximuje hmotu cého datu. Je firozere ctekavat, ze tato aproximace bude
tim pfesrgjsi, ¢&im bude eéleri jemrgjsi, tj. ¢im vice bodl bude obsahovat. Vede-
li takovy limitni proces k jednozréé urCere limitni veli€ing, bude tato velina
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rovna hmoé cekho déatu a budeme ji zrit

b
/fds nebo take /f(go)dv
) a

Prvri symbol se nagva kfivkowy integral prvniho druhufunkce f pocel cesty
o, zaimco druly symbol gedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova intedtlu
skahrn funkce f(yp) vzhledem ke skalrn funkci v(t) = A(yp; [a, t]).

KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU.
Mé&jme hmotg bod, kteg se pohybuje po cesty a v okantiku t€ [a,b] se
nactaz v bock ¢(t). Dale necht

fizepCR® = f(z) = (fi(z), fa(2), f3(x)) €R?

je silove vektoroe pole VR3. Potom f(¢(t)) € R? je vektor §ly, ktera na tento
hmotny bod plisold v Caset.

Necht o ={0¢,01,...,0,} je déler intervalu [a,b] a €= (&1,&,...,&m)
je vektor jeho znéek. Potom ska&lri soltin

3
F(&)) - [p(ay) = p(aj-1)] = Z fu(@(&)) [wr(oj) = prloj-1)]
k=1
predstavuje ici, kterou vykoa sla f((€;)), posune-li se & hmotry bod z bo-
du ¢p(a;—1) do bodup(a;). Soltet

m 3 m
> F@E)- [elog) —(eg-1)] =D ) fule(&)) [enlas) — erleg-1)] -
j=1

k=1 j=1

tedy aproximuje pci, kterou vykoa silove pole f pfi pfesunu dagého hmotého
bodu po cest ¢ od okanziku t =a do okanziku t =b. Jestlze se hodnotyéchto
soltl budou i zjemiovar déleri o ” libovolné blizit” k néjake jednoznané
urcere limitni hodnog&, bude tato hodnota rovna velikostiape, kterou vykoa
silové pole f pfi pfesunu daého hmot@ho bodu po cesty od okanziku ¢t =a
do okanziku ¢t =b. Budeme ji znait

b 3 b
[ 1 nevotale [ (o)de=3" [ fite)der.
%) a

k=1"¢

Prvri symbol se nagvakfivkowy integral druného druhwektorowe funkce f pocél

cesty ¢, zaimco druly symbol gedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova in-
tegralu (slozere) vektoroe funkcef (i) : [a, b] — R3 vzhledem k vektoro® funk-
cip: [a,b] —R3.
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1.2.Umluvy a oznaeri. (i) N je mndzina dfirozenych&isel(mezi réz nezahr-

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

nujeme nulu). R je mnaina realnych Cisel R™ je prostor ra@lnych
m—vektoll (m—tic realnych Cisel). Je-lixz € R™, jeho i—ty prvek zndi-
me x;. PisSemex = (z;),_,  nebo, nehrdzli nedorozungri, x= (x;).
Norma vIR™ je definoana ffedpisem

L= (xl)z:lm eR™ — [af = max @i -

-----

{xr€ A: B(z)} zndi, jak je zvykem, mniinu \Sech prvki z mnaziny A,
které vyhovuj podrince B(x).

Pro da® mnainy P, Q symbolemP \ @ zn&ime mnainu

P\Q={zeP:x¢Q}.
Jak je zvykemP C (Q znameR, Zze P je podmndina mnainy @ (kazdy
prvek mnainy P je téZ prvkem mndainy Q).
Nehroi-li nedorozungn, pak v gipad nekonénych ¢i konenych (tj. nej-
vySe spaetrych) posloupnostpisSeme{x,,} misto {z, € R:n €N} resp.
{z,€R:n=1,2,...,m}. Reknemeze posloupnos{z;} je prost jestli-
Ze se v inzadry prvek neopakujéxy # x,, jestlize k #n).

Je-li —oo <a <b< oo, pak|a,b] zn&i uzaveny interval {t e R : a<t<b}
a (a,b) je oteveny interval {tcR:a<t<b}. PrisluSsré polouzavené
(resp.polooteveré intervaly zn&ime [a, b) a (a,b]. Ve vSech &chto fFipa-
dech nagvame bodya, b krajni body intervalu. Jestte a =bc R fikame,
Ze interval[a, b] degeneruj@a jednobodovou mrinu a pSemeja, b= [a].
Je-li I interval (uzaveny resp. oteteny resp. polootekery) s krajrimi body
a, b zn&ime symbolemI| = |b — a| jeho c&lku (|[a]| = 0).

Pro da® AR zn&ime AT = max(A,0) a A~ = max(—A4,0). (Pfipo-
mefme,ze plat AT+ A~ =|A| a AT — A~ = A pro kazdé A € R.) Dale,
1 kdyz A>0,
sign(A) =< -1 kdyz A<O0,
0 kdyz A=0.

Pro danou mndinu M C R symbolemy,; zn&ime jej charakteristickou
funkci, tj. funkci R — {0, 1} definovanou pedpisem

{ 1 prote M,

t) =
xu () 0 pro t¢ M .
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(vi) Supremum (resp. infimum) mamy M zn&ime sup M (resp.inf M).
Pokudm = sup M € M (m= inf M € M) (tj. m je maximum (resp. mi-
nimum) mnainy M), piSeme & m = max M (resp.m = min M).) Je-li
M mnadzina \Bech hodnotF'(x) néjakeho zobrazenF, kde pronénra x
probha mnainu B (M ={F(z):z € B}), piseme & sup F(z). Po-

z€A

dobre pravidlo plati pro infimum resp. maximum resp. minimum.

(vii) Zapis f:[a,b] =R znamea, Ze funkce f je defino\ana pro kade
x € [a,b] a kazda jeji hodnotaf(z) je (kon&€né) realné Cislo. Pro libovol@
funkce f: [a,b] =R ag:[a,b] = R arelrécislo A definujeme

f+g:x€la,b] — f(x)+g(x) aXf:x€la,b] = X f(x).

(viii) Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R zn&ime

IfIl = sup [f(x)

z € la,b]

(Neri-li funkce f ohranteré naintervalua, b], pak osem|| f|| = oc.)
(ix) Je-li {z,,} nekoné&na posloupnost @&@nych Cisel, ktea ma limitu
11121010 xp =A€eRU{—oc0}U{—00},
piSeme &z zkracer x,, — A.

Podob@, jestlze posloupnost funkc{ f,,} konverguje k funkcif stejno-
mérré na intervalufa, b], tj. lim ||f, — f||=0, piSeme & f, = f na
[a,b].

(x) Jestlze f:[a,b] =R, t€|a,b) ase(a,b] ajestlze existuj kon&né jed-
nostran@ limity lirgrf(f) a lim f(r), pak zn&ime

fe+) = lim f(7), f(s=)= lim f(r),

ATf(E) = f(t+) = f(t), AT f(s) = f(s) = f(s—),
Af(z) = fla+)— f(z—) pro z€(a,b).
Zpravidla podivame rasleduici Gmluvu

fla=) = f(a), f(b+)=f(b), A" f(a)=ATf(b)=0.
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(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

Cla,b] je prostor rélnych funkd spojitych na intervaluja,b] s normou
definovanou frdpisem
Ifll = sup [f(x)] pro feCla,b].

x € [a,b
definuje normu n&Cla, b].

L![a, b] je prostor réalnych funkd lebesgueovsky integrovatéich na inter-
valu [a,b] s rovnost

fZQGLl[a,b] <~ f(z)=g(x) pros.v.z€la,b]

a normou definovanouedpisem

b
1l =/ @) de pro feLa,b].

Prostor vektoroych funkd zobrazuicich interval [a,b] do Banachova pro-
storu Y a spojifch na|a,b] zn&ime C([a,b],Y), Podobry vyznam na
symbol L ([a,b],Y) i analogick symboly pro da& prostory funkg, ktere
v textu zavedeme.

Je-li M podmna@ina Banachova prostorl, pak symbolemM zna&ime
jeji uzaver v prostoruX.

Mnozinu VSech spojigch linearrich zobrazenBanachova prostori do Ba-
nachova prostorly zn&ime #(X,Y). Je-li X =Y, piSeme jednodieji
Z(X) misto (X, X). Specalré, Z(R™,R") je prostor rélnych matic
typu m x n nebolim x n—matic.

Je-li Ae Z(R™ R™), pak jej element vi—témFadku aj—tém sloupci zna-
¢ime a; ;. PiSeme A= (a;;)i=1,.,m. Pro k&de n zna&ime symbolem/

7j=1,...n

jednotkovou matici typun x n, tj.
1 kdyz i=j
I=(eij)i=1,.,n, kdee;;= yer=
j=l....m 0 kdyz i#7.

Normav.Z(R™,R") je defino\aina fedpisem

J seeey Tl

n
41 = gy, 3 pro A= (015) iy, € LR™RY).
j:
(Specalrné pro z e R"=2(R",R) dostvame |z|= max |z;|, coz
e

e EE M)

souhlass bodem (i).)



10 Uvobp

(xv) V omezer mife, let pfece jen se to dias zé byt vyhodré & nutrg, powi-
vame standardriogické symboly. Nap

"We>036>0:(AAB) = C”

zname®

"pro kazde ¢ > 0 existujed > 0 takow, Ze plat-li soucasré A i B pak plat
take C”.

10





