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Kapitola 1

Uvod

1.1 Predmluva
Tento text je ¥novan teorii Stieltjesova integiu a rékteym jeho aplikaam.
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1.2 Kfivkov & integraly

KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU.
Necht ¢ je spojie zobrazenhuzaweneho a ohrardiereho intervalufa, b] do
tfirozmérrého vektoro&ho prostoruR?3. Mnozina bodi

o) = (p1(t), p2(t), 3(t)) € R?,

kde ¢ prokiha interval[a, b], se nagvacestav R? definovai na intervalua, b]
a zn&ime ji take symbolemp. Délkou cestyp rozunime celku kfivky definovareé
grafem{p(t) : t € [a,b]} funkce ¢ a zn&ime ji symbolemA(y; [a, b]).

Bud ¢ cesta vR? definova@ na intervalufa, b], jejiz delka je konéna.
Predpokhdejme dle, Zze zobrazeny: [a,b]—R? je prosé. Fredstavme size ¢
jedrata f(z) €R je jeho hustota v baglz. Hmotacasti détu odpovdajici inter-
valu [¢,d] C [a,b] je tedy @iblizné vyjadenalislem f(p(&)) A(p; [c,d]). kde £
je néjaky bod intervaluc, d].

Nechto;, 7=0,1,...,m, jsou body intervalla, b] takow, ze
a=o0p<o1< ... <opm=b.

Mnozinu bodi {cg,01,...,0,} S €mito vlastnostmi budeme namt dleri
intervalu [a, b] a zn&it o. Dale, v k&dem intervalujo;_1,0;], j=1,2,...,m,
vyberme @jaky bod ¢;. Tento bod budeme ngvat zneka intervalu o1, 0],
vektor (&1,&a,...,&m) €R™ je vektor znéek cdleri o a zn&ime ho symbo-
lem &.



6 Uvob

Polazmev(t) = A(yp; [a, t]) prot € [a,b]. Potom soget

m

D F(e(&)) [v(og) = v(oj-1)]

=1

aproximuje hmotu cé&ho datu. Je pirozeré occekavat,ze tato aproximace bude
tim presrgjs, ¢im bude @leri jemrgjsi, tj. &im vice bodi bude obsahovat. Vede-
li takovy limitni proces k jednozrié urCere limitni veliing, bude tato velina
rovna hmoé cekho datu a budeme ji zrét

b
/fds nebo talke /f(go)dv
%) a

Prvri symbol se nagva kfivkowy integral prvniho druhufunkce f pocel cesty
v, zatmco druly symbol Fedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova intedtlu
skahrn funkce f () vzhledem ke skalrri funkci v(t) = A(yp; [a, t]).

KRIVKOV Y INTEGRAL DRUHEHO DRUHU.
Mé&jme hmotg bod, ktef se pohybuje po cesty a v okanZiku ¢ [a,b] se
nactaZ v bodk ¢(t). Dale necht

fraepCR® = f(z) = (fi(z), fa(2), f3(x)) €R?

je silové vektoroe pole vR3. Potom f(o(t)) € R3 je vektor $ly, ktera na tento
hmotry bod plisob v ¢aset.

Necht o ={00,01,...,0,} je dleri intervalu [a,b] a &€= (&1,&2,...,&m)
je vektor jeho znéek. Potom skalrni solin

3
F@(&) - [play) = plaj1)] = fiele(&) [wrloy) — prloj1)]
=1

predstavuje paci, kterou vykoa sla f(y(&;)), posune-li se & hmotry bod z bo-
du ¢(a;—1) do bodup(c;). SolLet

m 3 m
Zf(@(gj))'[#?(a) p(aj-1) szk (&) gok(ozj) or (- 1)}

j=1 k=1 j=1

tedy aproximuje pci, kterou vykoa silove pole f pfi pfesunu daého hmotého
bodu po cest ¢ od okanziku ¢ = a do okanZiku ¢ =b. Jestlze se hodnoty&chto
solEtll budou i zjemiovari déleri o ” libovolné biizit" k néjake jednoznané
urcereé limitni hodno&, bude tato hodnota rovna velikostiape, kterou vykoa
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STIELTIESJV INTEGRAL 7

silové pole f pfi pfesunu dagho hmoteho bodu po cesty od okanziku t =a
do okantiku ¢ =b. Budeme ji znait

b 3 b
[ 1 nevotak [ (e1de =3[ fite)dir.
%) a

k=1"¢

Prvni symbol se nagvakfivkowy integral druhého druhwektorowe funkce f pocél

cesty ¢, zaimco druly symbol gedstavuje ekvivalentrpojem Stieltjesova in-
tegralu (slozere) vektoroe funkcef (i) : [a, b] — R3 vzhledem k vektoro® funk-
cio: [a,b] —R3.

kkkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkhkkkhkkkkkkkkkkk

1.3 Umluvy a oznateri

() N je mnazina @dirozenych Cisel (mezi reZ nezahrnujeme nululR je mno-
Zina realnych ¢isel R™ je prostor ré@lnych m—vektofi (m—tic realnych
Gisel). Je-liz € R™, jeho ity prvek zn&ime z;. Pisemex = (:L'Z)Zzlm
nebo, nehroizli nedorozunéni, = = (z;). Norma vR™ je defino\ana fjed-
pisem

xr = (xi)izl,...,m eER™ — |z| = Zi:1m|xil .

(i) {xeA:B(z)} zndi, jak je zvykem, mniinu \Sech prvki z mnaziny A,
které vyhovuj podnince B(z).

Pro da® mnainy P, Q symbolemP \ @ zn&ime mnainu

P\Q={zeP:z2¢Q}.

Jak je zvykemP C Q znameaR, Ze P je podmndina mnainy @ (kazdy
prvek mnainy P je t&Z prvkem mndiny Q).

Nehroi-li nedorozungni, pak v gipac nekonénych ¢i kone&nych (tj. nej-
vySe spaetrych) posloupnostpiseme{x,,} misto {z,, € R:neN} resp.
{zn€R:n=1,2,...,m}. ReknemeZe posloupnos{z;} je prost jestli-
Ze se v inzadry prvek neopakujéxy, # x,, jestlize k #n).

(i) Je-li—oco <a<b< oo, pak|a,b] zn&i uzavenyinterval {t c R : a<t<b}
a (a,b) je otevweny interval {tcR:a<t<b}. PrisluSré polouzavené

7
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(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

(resp.polootevenré intervaly zn&ime [a, b) a (a,b]. Ve vSech échto fipa-
dech nagvame bodya, b krajni body intervalu. Jestte a =b € R Fikame,
Ze intervalla, b] degenerujema jednobodovou mrainu a pSeme|a, b]= [al.
Je-li I interval (uzaveny resp. oteteny resp. polootekeny) s krajrimi body
a, b zn&ime symbolemI| = |b — a| jeho c&lku (|[a]| = 0).

Pro da® A€ R zn&ime AT = max(A,0) a A~ = max(—A4,0). (Pfipo-
meime,ze plat AT+ A~ =|A] a AT — A~ = A pro kazde A € R.) Dale,

1 kdyz A>0,
sign(A) =< -1 kdyz A<O0,
0 kdyz A=0.

Pro danou mndinu M C R symbolemy,; zn&ime jej charakteristickou
funkci, tj. funkci R — {0, 1} definovanou pedpisem

xm(t) =

1 prote M,
0 pro t¢ M.

Supremum (resp. infimum) mamy M zn&ime sup M (resp.inf M).
Pokudm = sup M € M (m= inf M € M) (tj. m je maximum (resp. mi-
nimum) mnainy M), piSeme & m = max M (resp.m = min M).) Je-li
M mnazina \Bech hodnotF'(x) néjakeho zobrazenF, kde pronénré x

probha mnainu B (M ={F(z):x € B}), piseme & sup F(x). Po-
r€EA
dobre pravidlo plaiti pro infimum resp. maximum resp. minimum.

Zapis f:[a,b] =R znameR, Ze funkce f je defino\ana pro kadé

x € [a,b] a kada jeji hodnotaf(z) je (kon€né) realné Cislo. Pro libovolé
funkce f:[a,b] =R ag:[a,b] — R arelnéislo \ definujeme

f+g:x€a,b] — f(x)+g(x) aXf:x€la,b] — X f(z).

Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R zn&ime

Ifll = sup [f(z)].

x € [a,b

(Neri-li funkce f ohranteré naintervalua,b], pak osem||f|| = oc.)

8



STIELTIESOV INTEGRAL 9

(ix)

)

(xi)

Je-li {z,,} nekon&na posloupnost @nych Cisel, kted mé limitu
lim z, = Ac RU{—o0} U{—00},
n—oo
piseme & zkracer z,, — A.

Podob, jestlze posloupnost funkc{ f,,} konverguje k funkcif stejno-
mérré na intervalufa, b], . lim ||f, — f||=0, piSeme & f, = f na
[a,b].

Jestlze f:[a,b] =R, t€[a,b) ase(a,b] ajestlze existuj kon&né jed-
nostran@ limity lilrgr f(r) a lim f(r), pak zn&ime
T— T—8—

f+) = lim f(7), f(s—)= lim f(7),

T—1t+ T—8—
ATF(E) = f(tH) = f(t), AT f(s) = f(s)— f(s-),
Af(z) = f(z+)— f(z—) pro z€(a,b).
Zpravidla podivame rasleduici Gmluvu

fla=) = f(a), f(b+)=f(b), A" f(a)=ATf(b)=0.

Cla,b] je prostor rélnych funkd spojitych na intervaluja,b] s normou
definovanou frdpisem

I/l = sup [f(z)] pro feCla,b].

z€lab

definuje normu n&C|a, b].

LL![a,b] je prostor ré@lnych funkd lebesgueovsky integrovatgich na inter-
valu [a, b] s rovnost

f=gcllla,b] < f(z)=g(x) pros.v.acla,b]

a normou definovanouedpisem

b
1l = / @) de pro feLla,b].

Prostor vektoroych funkd zobrazuicich interval [a, b] do Banachova pro-
storuY a spojifich naja,b] zn&ime C([a,b],Y), Podobry vyznam n&
symbol L ([a, b],Y) i analogick symboly pro da& prostory funkg, které
v textu zavedeme.
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(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

Je-li M podmna@ina Banachova prostoiXi, pak symbolem\/ zna&ime jej
uzaver v prostoruX. Dale, Lin(M) je mnaZina \Bech konénych linearrich

m
kombinag prvkli M, tj. mnazina \sech prvki z € M tvaruz = Y ¢; x;,

Jj=1
kdemeN, ¢i,co,...,cn€R axy,x9,..., 2., € M.

Mnozinu VSech spojigch linearrich zobrazenBanachova prostor do Ba-
nachova prostorly zn&ime #(X,Y). Je-li X =Y, piSeme jednodieji
Z(X) misto £ (X,X). Specalrg, «(R™,R") je prostor ré@lnych matic
typu m x n nebolim x n—matic.

Je-li Ae 2(R™ R"™), pak jej element vi—témFadku aj—tém sloupci zna-
¢ime a; ;. PisSeme A= (ai,j)i_zl,m,m. Pro k&dée n zna&ime symbolem/

]:17"'7n

jednotkovou matici typw x n, tj.

1 kdyz i=j
s kde@i,j—{ yei=J

I= i, ) @
(¢:4) 0 Kdyz i+j.

Normav.Z(R™,R") je defino\ana gedpisem

n
[Al= max » lai;l pro A= (aiz)i-1,..m€LER™R").
j=1,...m el 7j=1,...,n

n

Specalné prox € R" =.2(R",R) mame|x|= ) _ |z;|, coZ souhlass bo-
=1

dem (i). Dale, |A| = sup {|Az|: |z| <1}, tj. takto zaveded norma matice
souhlas s opeatorovou normou v (R™,R™) (vzhledem k norré v R”

Z bodu (i)).

V omezer nife, € pfece jen se to dias za@ byt vyhodré & nutre, poui-
vame standardrogické symboly. Nap

"We>036>0:(AAB) = C”

znamea

"pro kazde £ > 0 existujed > 0 takow, ze plat-li soucasré A i B pak plat
take C7.

10



Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole definujeme variaci funkce a odime zkladr vlastnosti fidy
funkd, které maj kone&nou variaci na daém uzaverem a konéném intervalu.
Funkce s konénou variat jsou WwiteCné v cek face fyzikalnich a technicich
problemt, v teorii pravépodobnosti, teorii Fourier§eh fad, v diferendalnich
rovnicich rovnidch a v dasich oblastech matematiky.

2.1 Definice a akladni vlastnosti

2.1. Definice.Necht —oo < a < b < co. Konetnou mndinu bodi o = {0,071, ..., 0m}}
intervalu [a, b] nazvemed€lerim intervalu|a, b], jestlize plat

a=op<o1< ... <opm=>b.

Mnozinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime 2 [a, b].

Je-li o € Z]a,b], pak, nebude-li uvedeno jinak, budeme jeho elementgizna
o;, v(o) je patet podinterval [o;_1,0;] generovajich mn&inou o a |o| je
délka nejdeiiho z €chto podintervdi, t;.

UV(O.)Zb a ‘U’Zj:fgli.afiy(a)(dj—Uj_l) pro UG@[a,b].

Jestlze o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.

2.2. Definice. Pro danou funkcif : [a,b] — R a céleri o intervalu [a, b] definu-
jeme

v(o)

V(f.o)=>_|f(o;)— floj-1)l (2.1)
=1
a J
vart f = sup  V(f, o). (2.2)
o€ PDab)

Je-li a =0, definujeme vat f =var? f =0. Velitinu var, f nazvamevariace
funkce f naintervalufa,b]. Je-li var’ f < oo, fikame,ze funkcef makonenou
variacina [a, b]. Mnozinu funkd s kon€nou variacna [a,b] zn&ime BV [a, b].

11



12 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Geometricly vyznam pojmu variace am [iblizi nasleduici tvrzer, zpra-
vidla naZvare DRUHA JORDANOVA VETA. Dfive n& ho budeme formulovat,
pfipomaime, jak se definujeédka Kivky, ktera je zaéna jako graf spoji funkce
f naintervalula, b] :

Pro k&dé céleri o intervalua, b] je soet

v(o) 5 2
Mo ) =Y\ (03— 11) + (Flo3) ~ Floy 1))’
j=1

roven celce lomee Krivky prolozeré body [0, f(0;)],j=1,2,...,m, leZicimi
na grafu funkcef. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f na intervalufa,b] se pak
definuje jako

A(f7 [a7 bD = sup )‘(07 f) .
ocDlab]

2.3. Véta (DRUHA JORDANOVA VETA). Necht f je spojita na [a,b]. Potom na
jeji graf na intervalu [a,b] kon&nou celku pave tehdy, kdy f ma kon&nou
variaci na intervalu[a, b].

DUkaz. Pouijeme nerovnosti

Bl < Va2 + 5% < |a|+ (8], (2.3)

které plat pro libovolra realna cisla o, 3. (Odvodme je odmocarim trivialnich
nerovnostt 32 < o? + % < (|a|+8/)?.) Pro libovolré cleri o € Z[a,b] ma-
me podle (2.3)

v(o)
V(f,o) =) |f(o5) = floj-1)|
=1
v(o) 5 5
<3 - 051+ (Flop) — Fo51) = Mo, )
=1
v(o)

neboli
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Pfechodem k supremu dostaneme nerovnosti
var, f < A(f,[a,b]) <vary f+(b—a),
ze ktefch tvrzen véty okanzité plyne. O

2.4. Hiklad. Bud f funkce spojia na intervaluja,b] a takow, ze pro kade
x € (a,b) plat |f'(z)| <M < oo, kde M nezvis naz.

(y) = f(z)| < M |y — x| proVsechna
x,y € [a, b] takowe, Ze x# y. Pro k&deé celeri o intervalu[a, b] tedy mame

Vidime,Zekazda funkce spojé na intervalu[a, b], ktera ma na jeho vnitku (a, b)
ohranicenou derivaci, @ kon€nou variaci

Jestlze navc | f /| je iemannovsky integrovateédma intervalua, b] (nag. f’
je spojita na(a, b)), pak mizeme variaci funkcef na intervalufa, b] urcit. Plaf
totiz

b
var, f = () [ 1f ()] d, 2.4
kde na praé stra@ je Riemaniv integal. Dllkaz tohoto tvrzenpochopitel@

predpokhda znalost Riemannova integu.
Bud dano e > 0. Pfedpoklad o existenci a kotieé hodnoé Riemannova in-

b
tegr@alu (R)/ |f'(x)| dz znamea, Ze existujes > 0 takowg, ze

‘Z\f &)l (o —0j-1) /f |dx<— (2.5)

plati pro kazde cBleri o intervalu[a, b] takow, Ze |o| < ¢ a kazdy vybér bodi ¢;
takowych, ze

ij[O’jfl,O‘j] pro j:1,2,...,l/<0'). (26)

Na druhou stranu, podle definice variace exisuje 7 [a,b] takow, Ze |o| < ¢ a

varl f >V (f,o)>var’ f— g (2.7)

13



14 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Podle \ety o stedri hodnog existuj body ¢;, j=1,2,...,v(o), sphujici (2.6) a
takow, Zze

v(o)

V(f,O')ZZ]f (&)l (o5 —0j-1).

J=1

Odtud podle (2.5) a (2.7) d@stame,ze plat

var f- /|f |dx

v(o)
< |var f-V(f,o \+(Z|f &)] (0j—0;-1) /\f |dx

<E+——s
2 2

Podle definice Riemannova intédw to znamea, ze plat (2.4).
2.5. Cviceri. (i) Dokazte,ze pro libovolnou spoijitou funkcf plafi

((vart £)*+ (- a)2)1/2 < A(f,[a,b]) <vart f+ (b—a).

(i) Urtete vaf f a odhadite ctlku grafu funkcef, jestlize
a) f(x) = sin>x prox € [0, ],
b) f(z)=23-3z+4 prox€|0,2],
) f(x)=cos z+x sinz proxel0,27].

2.6. Pozramka. Z definice 2.2 je &ejmeé, Ze pro kadou funkci f:[a,b] = R
je var® f>0. Dale, je-li cano libovolré cleri p € Z[a, b], pak plat

var, f = sup V(f.0). (2.8)

To plyne z rékolika elemerérrich pozoroani: Zapre, prot@e
{(V(f,0):0€2[a,b] a a2p}C{V(f,0):0€7[a,b]},

mus byt sup V(f,o) <var® f.
oDp

Dale, dky trojuhelrikové nerovnosti pro libovola de cEleri o, o’ intervalu
[a,b] takowa, ze o’/ D o afunkci f:[a,b] =R mameV (f,o) <V (f, o).

14
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Konecrg, je-li o€ Z(a,b] libovolné a o'=cUp, pak o’'Dp a tedy
V(f,o)<V(f,o'). Toznamea,ze pro kade de{V(f,o):0 € Z[a,b]} exis-
tued' €e{V(f,o):0€2[a,b] a oD p} takow,zed<d’ atedy

var’ f< sup V(f,0o).
oDop

Plat tedy (2.8).
2.7. Cviceri. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks kon€nou variat
(i) Je-li [c,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati
[f(d) = f(e)] < vard f <varg f.

(i) Funkcef:[a,b] —R méakon&nou variaci naja, b] prave tehdy, kdy exis-
tuje takoa neklesdri funkcey na [a,b], ze

\f(x)—f(y)\ggo(x)—cp(y) prowvye[aab]7y§x~
(i) vart f=deR
= (V€>0 Jo.€9a,bl:0 D0, = d—agvg,a)gd).
(iv) varl f=oc0 <= (VK >0 Jox€2[a,b]:V(f,Dg)>K).
(v) Jestlize pro funkcif : [a, b] >R existujeL € R takowe,Ze
f(z) ~ f(y)| < Llz —y| plati pro Sechnar, y € [a,b],
pak var’ f<L(b—a).

(V takovem gipace fikame,Ze f spliuje Lipschitzovu podinku na [a, b]
nebo €7, Ze jelipschitzovsk na [a, b].)

2.8. Fiklad. Necht

0 proz =0,
J(@) = { x sin(g) proz € (0,2].

oy . . 1 o
V8imréme si,ze f(x) =0 prave kdyZz x =0 nebox = z pro rejake k€N a pro
x € (0,2] plat

T prave kdyz = =1y = ke NuU{0},

2
4k+1"

keN.

2
—x pravé kdyz T=2k=

15



16 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Proda neN adled o” ={0,y,, zn,- .., y1, 21, 2} dostaneme

V(f,0™) = [£(0) = flya)l + D 1 (1) = F(z)l + D1 (k) = f(z0)]
k=1 k=1

n

n
= (Z/k—1+zk) +Yn+ Z (Z/k:‘|‘zkz)
k=1 k=1

=yo+2Y  (ye+2n) =2+4216:72k_1 >2(1+ Z%)
k=1 k=1

=oo0. Tudiz lim V(f,0") = o0 avar f = occ.

n—oo

o0
Je zramo,ze Z
=1

| =

Snadno utime variaci monotorich funkd.

2.9. éta. Pro kazdou funkcif monotoniina [a, b] plati
varg f = |f(b) — f(a).

Dlkaz. Je-lif nerostoutnala,b] a o € Z|a,b], pak
V(f.0) =) [floj-1) = f(o))]
=1
= [f(a) = f(o)] + [f(o1) = fo2)] + ...
+f(om—2) = f(om-1)] + [f(Om-2) — £(b)]

= f(a) = f(b),

<

. var, f=f(a)—f(b)=|f(b)— f(a)].
Podob bychom ukzali,Ze je-li f neklesdici na [a,b], pak
varg f=f(b)— f(a)=|f(b) - f(a)]. 0
2.10. Hiklady. (i) Prikladem jednodudhfunkce, kted nen& ohrantenou de-
rivaci na intervaluf0, 1] (a tudz tvrzen z pfikladu 2.4 (i) nezaréuje,ze ma
konenou variaci ng0, 1]) je f(x) = y/z. Protze je alef rostoud, tak

podle Bty 2.9, plat var} f = /1.

16



STIELTIESJV INTEGRAL 17

(i) Konetnou variaci mohou i funkce podstaté nespojié, jak ukazuje pi-
klad

o

je-li =0,

fla) = . o
—  jedi z€(0,1] a we(55, 7] proréjake keN.

T =

Tato funkce je Bejmé definovad a nekleségi na intervalu 0, 1]. Podle
véty 2.9 je tedy vaf f =1.

2.11. \eta. Pro kazcé c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati
var f =varS f +varb f .

D & kaz. Butte dany funkcef :[a,b] =R a bodce [a,b]. Pokudc=a nebo
c="b, je tvrzen véty trivialni. Nechttedy c € (a, ).

Necht o ={a, c,b} a nechto je libovolné céler intervalu [a, b] takow, Ze
o Do. Paknut@ cc o. Déleri o Ize tudZ rozctlit na celeri ¢’ intervalu [a, c|
a tgleri o” intervalu [, b], tj. o=0'Uc”, kde o' € Z[a,c] a 0" € Z|c,b].
Zfejmeé pak tale plaf
V(fio)=V(f,a)+V(f,a"). (2.9)
Podle pozamky 2.6 dostvame tedy

varl f = sup V(f,o) <var f+var’ f.
oDOe&

Na druhou stranu pro kada dwe cler o' € Z[a,c] a 6" € Z]c, 1] je jejich sjed-
nocen o =o' Uo” délerimintervalufa, b] a plat opét (2.9). Odtud plyneze

vart f+var’ f = sup  V(f,o')+ sup V(f,e") <var f.
o' € Da,c] 0" €D ep]

Tim je dikaz &ty hotov. O

2.12. Hiklad. Bud danon € N. VySetujme funkci

0 pro0<z<1i,
Jul@) = l‘Sin(E) prol <z <2.
x
Jej derivace
, 0 pro0<z<i,
frolz) = LT, 0T T 1
—)—= =) pro:>x<2
sm(x) . cos(x) pro; >ux <

17



18 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

1
je dale varf/n fn <00, Véta 2.11 tedy implikujeze je take var}f, <oo pro
kazdée n € N.

je ohranterana(0, 1) ana(2,2). Ziejmeé je var(l)/”fn =0. Podle fikladu 2.4 (i)

Na mna@iné BV [a, b] jsou dirozerym zpisobem defincany operacedtari
a nasobenskabrem (vizimluvy a oznéeri 1.3 (x)). Funkci identicky nulovou na
[a, b] nazveme nulogm prvkem mndiny BV [a, b]. Nasleduici tvrzeri je zZfejmé.

2.13. Lemma. Pro libovolré dwé funkcef, fa2: [a,b] — R arealné€islo ¢ plati
vart (f1+ fo) < var® fy+var’ f, a var® (cf1) =|c|var’ fi. (2.10)
Dale, var® f =0, tehdy a jen tehdy, kdyf je konstantina [a, b].
(St&i si totiz uvedomit,ze pro kadé celeri o € Z[a,b]| plat
V(fi+ f2,0) <V(f1,0)+V(f2,0) a Vicf,o)=|c|V(f,0o)
a, cle,ze je-li varl f =0, mud pro kazdé z € (a, b] platit | f(x) — f(a)|=0.)

2.14. \Bta. f € BV[a,b] tehdy ajen tehdy, kdyexistujfunkcef; a fo neklesédici

na [a,b] atakow,ze plat f(z) = fi(x) — fo(x) pro kazdé x € [a, b].

DU kaz. Jestie fi a fo jsou neklesagi na [a,b] a f= fi1 — f2, pak podle
véty 2.9 mdij f; i fo konenou variacinda,b] a podle (2.10) je tek var® f <oo.

St tedy doléazat,ze pro kadou funkci f € BV |a, b] existuj funkce f; a fo
neklesdici na [a, b| atakowe,ze f= f1 — fa.

Nechttedy f € BV|a,b]. Polazme

filz)=varl f a folx) = fi(z)— f(z) pro xz€la,b].
Necht z,y € [a,b] a y >z. Potom, podle &ty 2.11 je f1(y) = fi(z) +vars f a
protaze variace je Zdy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdgi na

[a,b]. Dale, podle ety 2.11 name

foy) = fi(z) +vard f — f(y)

faly) = fo(z) = vary f — (f(y) = f(x)) = 0

(viz cviCeri 2.7 (i)). To znamea, Ze funkcef, je take neklesdfi nafa,b] a dikaz
je hotov. O

18
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2.15. Cviteni. Necht f € BV|[a, b]. Dokazte,Ze ol® funkce

0 pro r=a,
v(o)
p(z) =
sup Z (f(o) —f(aj_l))+ pro z € (a, b]
cePaz] j=
a
0 pro z=a,
v(o)
n(z) = _
“EY s S (fe) - flo5 1) prowe(at)
oePaza] j=

jsou neklesagi a neaporreé naja, b] a plai
f(x) = fla)+p(z)—n(z) a vargf=p(z)+n(z) prozela,b].

2.16. Disledek. Pro kazdou funkcif s kon€nou variaé na [a, b] a pro sechna
t€la,b) ase (a,b] existuj kon€né limity

flt+) = lim f(r) a f(s—)= lim f(r)

T—5—

(tj. f mize nitv [a,b] pouze nespojitosti priho druhu).
D Ukaz. Podle gty 2.14 niizeme ledpokhdat,ze f je neklesdgi na [a, b].
Pro k&dé x € [a,b] je f(a) < f(z) < f(b) atudZ plaf také

f(a) < sup f(x) < f(b) prokade se(a,b]

z € [a,s)
a
fla)< inf f(r)<[() prokae telab)
T € (¢,
Ukazeme,ze
f(t+)= inf f(z) jestlizet€a,b) (2.11)
x € (t,b])

Ozn&med = iI(lfb]) f(z) azvolme libovol& ¢ > 0. Potom podle definice infima
x € (¢,

existuje t' € (d, b] takow, ze je d< f(t') <d+e. Vzhledem k mondinnosti
funkce f odtud plyne ze nerovnostl < f(z) < d+ ¢ plafi pro kazde x € (t,t'].
Dokazali jsme tedy vztah (2.11).

Podobr@ bychom ukzali,Ze plat také

f(s=)= sup f(z) Jestlize s€(a,b]. (2.12)
z € [a,s)]) O

19



20 FUNKCE S KONECNOU VARIACT

2.2 Prostor funkci s kone&nou variaci

Podle lemmatu 2.13 Kaa linearn kombinace funkcs kon€nou variat ma talé
konenou variaci. Z toho plyn&e mnaina BV [a, b] je linearri prostor. UldZzeme,
Ze i vhodre zvoleré norne seBV [a, b] stane lin@rim normovagm prostorem.

2.17. \eta. BV[a,b] je linearni normovary prostor vzhledem k nordefinovaé
predpisem

I fllBv = |f(a)| +var’ f profeBV[a,b]. (2.13)

Dlkaz. BV[a,b] je linearri prostor podle lemmatu 2.13.4lk, pro kadou
funkci f:[a,b] = R akadeé x € [a,b] plaf

[f(@)] < [f(@)|+|f(2) = f(a)| < |f(a)| +vary f pro z € [a,b].
(Rozmyslete si protomu tak je.) Tui®
Ll < ||fllBv < oo profeBV. (2.14)

Podle lemmatu 2.13 relace

If +glsv < IfllBv +lgllBy @ lcflsy = el flBv

plati pro vS8echny funkcef, g € BV |a, b] a kazdé realné islo c € R.

Konetng, jestlze || f|jzv = 0, mus byt f(a)=0 a var, f=0 Podle lem-
matu 2.13 je tedyf (z) = f(a) =0 nala,b], tj. f je nulow prvek BV|a,b].

Dokéazali jsme tedyZe rovnost (2.13) definuje normu @ [a, b]. O

2.18. Pozamka. Nerovnost (2.14) implikujeze k&da funkce, kted ma ohrani-
¢enou variaci nda, b] je take ohrantera naja, b].

Nasleduici tvrzeri usnadhuje pouiti metod funkcio@lni analyzy pfi praci
s funkcemi s konénou variat

2.19. \Bta. BV|a,b] je Banacliiv prostor.

DUkaz. Podle &ty 2.17 jeBV|a, b] linearn normovary prostor vzhledem k
norme

f€BV(a,b] — ||fllsv = |f(a)| +varg [

20



STIELTIESJV INTEGRAL 21

Zbyva tedy dokzat,ze BV |a,b] je Uplny, tj. Ze k&da posloupnost cauchyowsk
v BV[a,b] ma v BV]a,b] limitu. Pfedpokhdejme tedyze posloupnos{ f,} C
BV]a,b] je cauchyovsé v BV|a, b]. Potom plait

Ve>0 dn.:

} (2.15)
n,m >ne = | fo(z) = fin(2)| < | fn = fullpv < e proz €a,b].

a) Podle (2.15) je pro kalé x € [a, b] posloupnost r@nych Cisel { f,,(x)} cau-
chyovslé. Pro kddé = € [a, b] tedy existuje konéna limita

lim f,(z) = f(x).

b) Nechtje dano libovolre £ >0 a nechitn. €N je urteno podrinkou (2.15).
Potom pro kddé z € [a, b] mame tale

@) = foo@)] = lim | fu(@) = fo ()] <&
atudz pro k&dé n>n. akadé x € [a,b] plat

[f (@) = fo(2)] < [f(2) = foo(@)| + | (2) = ful2)] < 26
To ovSem znameh, ze

Tim [ = full =0
neboli posloupnos{ f,,} konverguje kf stejnon&rré nala, b].
c) Podle (2.15) existuje; € N takow, ze

Varg fn < an”IBW < ”fn1HBV+1 pr0n2n1 .

Ciselra posloupnosfvar’ f,} je tedy ohrariera. Podle Bolzanovy—Weierstrafo-
vy Véty z ri Ize vybrat podposloupnogwar®, f,,, : k € N}, pro kterou pléit

lim var’ f,, =d < oo,

k—o00

t.
Ve>0 akaeN:(kzkgaae@[a,b] — V(fnk,a-)<d+5)
Ve>0 VUG@[a,b]:V(f,U):klim V(fop,0) <d+e.

21



22 FUNKCE S KONECNOU VARIACT

Odtud osem & plyne,ze je

vart f= sup  V(f,o)<d<oo, ti. feBVa,b].
o€ D ab)

d) Podle ((2.15)) tedy pro Kalé ¢ > 0 existujen. € N takowe.ze

n,m>ne = V(fn— fm,0) <Var’ (fn — fm) < proo € Z[a,b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro kddé o € Z[a,b] plaf

V(f = fm,0) = lim V(fu— fm, o) <e neboli vag (f —fn) <e.

To ov8em znamem ze lim ||f — fu|lgv = 0, coz zbyvalo jeSte dokazat. [
m—0oQ

2.3 Konetna variace a spojitost

Podle disledku 2.16 mohou tfunkce s konénou variat nespojitosti pouze prv-
niho druhu. Potejme se nyntrochu podrobaji vlastnosti funkcs kon€nou va-
riaci souviseici se spojitost

2.20. \eta. Kazda funkcef € BV|[a, b] ma nejySe spdetre mnoho bot nespoji-
tosti na intervaluja, b].

D U k a z plyne z dsledku 2.16 a zasleduiciho lemmatu. O

2.21. Lemma.Necht.J C R je oteveny interval,f : J — R a M je mna&ina bodl
nespojitosti 1. druhu funkcg v J. Potom M je nej\ySe spdetra.

Dlkaz. Ozname

MT={zeJ:fa+)#f(x)}, M ={ze]:fla—)#f(2)}

Mi={xeM": f(z)< f(z+)}, M ={z e MT: f(z)> f(a+)}.

PotomjeM =MT UM~ a M+ =M;" UM,y*. Uspdadejme mnainu P racio-
nalnich Cisel tak, aby platiloP = {r;}. (Uvédomte si $ak,Zze mnainu P nelze
uspdadat "podle velikosti”, tj. tak aby platile;, < r.1 pro k&zdé k € N.)

Necht r znai zobrazei které kezdemu x € M, prifad prvni (pfi darem uspo-
fadan mnaziny IP) raciorélni Cislo, ktek IeZi v intervalu (f(z), f(x+)). Presrgji

receno,

r(x)=r; <= r;e(f(z), f(z+)) a{ri,ro,...,rj_1} N (f(2), f(z+))=0.

22



STIELTIESJV INTEGRAL 23

Dale, pro kddé g € P ozn&me symbolem_; (¢) jeho vzor f§i zobrazei r, tj.
ri(g) = {z e M :r(z)=q} .
Mame

Mt = U r-1(q) -
qgeP
Ukazeme-li tedyze k&da mnainar_,(q), ¢ € P, je sp&etra, budeme ft sou-
Casré take dokazano,ze i mnaina M;" je spcetra.
Nechtje tedy dano libovolre ¢ € P. Vzhledem k definici mnbiny M;" a zob-
razen r, pro kadé z € r_;(q) existujed(x) >0 takow, ze

r<y<zt+i(z) = f(y)>r(z).

Jsou-lizy, xzo € r_1(q) takow,ze x1<xe ar(zxi)=r(z2) =g, pak mus platit
(1,21 +6(x1)) N (22, 22+ (22)) = 0.

Vskutku, kdyby byloz; < x5 < 1 4+ §(x1), bylo by &z (vzhledem k definici)
q=r(z1) <f(z2) <r(z2) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall { (z,z +d(x)), z €r_1(q)} je tedy disjunkti
Kazdemu x € r_1(q) Ize tedy gifadit jediré racior@alni Cislo r € (x,z+0(x)) a
tim definovat pro&t zobrazenr_,(q) do P. To znamea, ze pro kade ¢ € P je
mnazinar_;(q) spaetra.

b) Prot@e M, ={recJ: — f(x)< — f(x+)}, miizeme podit ¢ast a) tohoto
diikazu k dikazu spéetnosti mnainy M, ™.

c)Kon&ng, M~ ={x e J: f(—x) # f(—x+)}, takze podleast a)-b) tohoto &-
kazu je tale M~ spcetri mna&ina. O

2.22. Cviteri. Pres\edtete seze dikaz lemmatu 2.21 v s@wbsahujedz diikaz
tvrzeri:  Kazdy disjunktni sysém intervall v R je spdetry.

Necht f € BV|[a,b] a
v(z)=varif pro x€la,b]. (2.16)

Podle dikazu &ty 2.14 ime, Ze funkcev a v — f jsou defino@ny a neklesgi
na[a,b]. UkéZeme nyin Ze funkcev "kopiruje” spojitost funkcef.

23



24 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

2.23. Lemma.Necht f e BV|[a,b] av:[a,b] — R je definoana vztaheni2.16).
Potom je f spojita v bo@® z € [a,b) zprava pave tehdy, kdy je v tomto bod
spojita zprava i funkcev. Podobré, f je spojih v bod® z € (a,b] zleva pave
tekdy, kd¥ je v tomto bod spojit zleva i funkcey.

Dukaz. a)Nechtr € (a,b] a f(z—)= f(x). Bud danoe > 0. Zvolme 6 >0
tak, aby platilo

f(z)— F(1)] < % proketde t € (x — 6, ] .
Zvolme cEleri o € Z]a, x] tak, aby platilo

v(x)=V(f, o)< a op-1€(x—0,x).

DO M

Mame|f(z) — f(om-1)| < g atedy

m—1

v@) = D 1f(0) = flo5-0)| < |f(@) = Flom) | +5 <=

Jj=1

Odtud snadno odvanhe,ze plat v(x) — v(o,,—1) <e. Protdze v je neklesdgi na
[a,b], dos&vame @le

v(z)—ov(t) <e prokade te (opm_1,z].

Tim je dolazana spoijitost zleva funkce.

b) Podob@ dolézeme ze funkcewv je spojita zprava v kadem boe x € [a, ), ve
kteréem je zprava spojit funkce f.

c) Pravdivost zpvajicich implikad plyne okanZité z nerovnost
[f(2) = f)] < Jo(z) —v(y)|
platrych pro v8echnae, y € [a, b] (viz cvicen 2.7 (i)). O

Z nasleduiciho tvrzen vyplyne, Ze so@et absolutith hodnot skol funkce
s kon&nou variacje vzdy koné&ny.

2.24. \fta. Nechit f € BV[a,b] a necht W ={s;} je pros& posloupnost bad
zintervalu(a,b). Potom

AT @)+ 3 (IAT )|+ 1A F(si)]) + A7 F(B)] < varh £ (2.17)

k=1
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Dlkaz. a) Pedpokhdejme nejprveze f je neklesdii. Potom
AT f(a)] + Z (1A% Fsp)|+ A7 F(s0)]) + 1A F(0)]

=A*f(a +ZAf si)+ AT F(b).

k=1

NechtneN aog,o01,...,0,41, jsou body intervalya, b] takowe, ze

a=00<01< ... <0p<0Opt1=0

{op:k=0,...n+1} ={a} U {sk:k=1,...,n}U{b}.
Zvolme dale ty, k=1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo

a<ti <o <ta<oe< - <op<thy1 <D.
Potom je

0 <A f(a) < f(t1) — fla), 0 < AT f(b) < f(b) — fltns1)

a
OSAf(Uk)Sf(tk+1)_f(tk> pro k=1,2,...,n
Tudiz
ATfla)+>  Af(se) +ATF(b) = AT f(a)+ ) Af(on) + A f(b)
k=1 k=1
< (f(¢t )+ Z (tht1) — f () + (f(B) — f (tis1))
= f(b) = fla).

Pro libovolre n € N tedy mame
A% f(a)+ ZAf sk)+ATF(b) < f(b) = f(a) = var’, f.

Nerovnost ((2.17)) tedy plapro kazdou funkci f neklesdici na [a, b].
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b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou variacna [a, b] a nechtfunkce

p a n jsou definoany jako ve cveri 2.15. Potomf = f(a) +p —n,
AT f(t) = *p( ) = ATn(t), ATf(t) = Ap(s) — A7 n(s)
[ATf(t)| = ATp(t) +ATn(t) a |[ATf(t)| = A7p(s) +A7n(s)

prot e (a,b], s € [a,b). Podle prvin casti dikazu name

Atp(a)+

M8

(A*p(s1)+A7p(sk) ) +A7p(b) < p(D)
1

i

[e.9]

Atn(a) + (A+n(sk) v A‘n(sk)) +ATn(b) < n(b).
k=1

Se&teme-li tyto nerovnosti, dostaneme

A% f(a r+2(m+f SIHAT Fs0)l) +1A7F0)] < p(0) +n(b) = var, /.

2.25. Poziamka. Necht f:[a,b] — R ma kon€nou variaci a nechinnazina W

jejich bodi nespojitosti v(a, b) je nekonéna. Podle &ty 2.20 existuje vajemré

jednozné&né zobrazenk € N — s, € W takow, ze W = {s; }. Takowch zobra-
zen je ovsem nekonéné mnoho. Podleéty 2.24 je $akfada

[e.9]

> (1A% F ()l + 147 F(s1)])

k=1
(absolut@) konvergentha jeji solwtet neavis na volte uspdadari mnaziny .
Protaze proz € (a, b) je (|A+f(x)| + \A‘f(a:)|> # 0 pouze tehdy, kdy z € W,
ma tedy smysl definovat

> (Iatr@+1aF@)1) = 3 (1A% sl +1A7f(s1)]) . (2.18)

z € (a,b) k=1

kde {sx} je libovolna prosé posloupnost badz (a,b) takova,ze W = {s;}. Po-
dobrg, budemeéz psat

Y 1ATf(@) = AT f(a)] + Z!AW (k)]

x € [a,b)

26



STIELTIESJV INTEGRAL 27

[e.e]

Yo IATf@) =) AT F(s)| + AT ()]

z € (a,b] k=1

Vétu 2.24 niizeme nyin preformulovat do asleduici podoby.
2.26. Disledek. Pro k&dou funkci f € BV [a,b] plaf

DT IAT@)+ ) 1A f(w) <varl f . (2.19)

x € [a,b) z € (a,b]

2.4 Derivace funkd s konenou variad

Nyni se budeme &novat vlastnostem funks kon&nou variac vzhledem k deri-
vovari. Nejprve gipomdime pojem mnain s nulovou nirou.

2.27. Definice.Mnozina M C R manulovou niru (u(M) = 0), kdyz ke k&demu
e > 0 existuje nejyse spdetry syseém otevenych intervall I;, j € N, takow, Ze
je

o0

M c Glj a ) |Ijl<e.

J=1 J=1

ReknemeZe réjaka vlastnost plaskoro bude(s.v.) na intervalya, b], jestlize
existuje mndina M C [a, b] nulové miry takow, Ze tato vlastnost plapro kazdé
z€la,b]\ M.

2.28. Cviteni. Dokazte,ze plat:
(1) Kazda spa@etra mn@ina .S C R mé nulovou riru.
(i) Sjednocenspdaetre mnoha mnkin nulowe niry ma nulovou riru.

2.29. \éta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI FUNKCE S KONECNOU VARIACH).
Kazda funkcef € BV |[a, b] ma vlastr derivaci f'(z) pro s.v.x € [a, b].

Dlkaz \ety 2.29 je rozahly, technicky komplikovai a do zn&né niry za-
visly na pojmech, ktdér se do tohoto textu nevejdou. Prékaz odkazujeme na
uCebnice, kte# obsahdujdutkladny prehled €to €matiky (viz nap. [17, veta 84],
[18, véta VI.1.2], [31, Theorems 22.5].

2.30. Poziamka. Je dokonce zimo (viz \eta 3.10)Ze derivace funkics kon€nou
variad jsou lebesgueovsky integrovatélrALE !!!! Obecré neplait pro kazdou
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28 FUNKCE S KONECNOU VARIACT

funkci f € BV|a, b] zdanlivé gfirozera rovnost

:/azf’(t)dt

Existuji totiz funkce f € BV|[a, b] nekonstantnna [a, b] a takowe, ze f'=0 s.v.
nala,b].

2.31. Definice.Funkce f € BV [a, b] se nagvasingulrni, jestlize f’(z) =0 pro
S.v.z € [a,b].

2.5 Skokowve funkce

Nejjednod&sim pfikladem nekonstantoh singuérrich funkd jsou funkce typu
f(z) = X{a,q (), kde c € (a,b). Jejich zobecérim jsou tidy jednoduckrch sko-
kowch funkt (anglicky step functionk resp. skokoych funkt (anglicky break
functiong.

2.32. Definice.Funkcef : [a,b] — R je jednoduch (t&z kon€n4) skoko® funkce
na [a,b], jestlize existuje 8leri o € Z[a,b] takow, ze na kadem jeho dcim
oteWerém intervalu(o;_1,0;) je f konstanti Mnozinu jednoducfich skoko-
vych funkd na intervalufa, b] zn&ime S[a, b].

Funkce f:[a,b] — R je skokowa funkce naja,b], jestlize butko f € S[a,b]
nebo existujc, ¢y, d € R, prosé posloupnosts; } C (a,b) aposloupnost{c; } C RJ
a {dix} CR takow, Ze plat

oo

> (lel + ldxl) < oo (2.20)
k=1
a
=c+¢o X(ap)(T) + Ck X(s0.51(@) +di X1s, 1(2) ) +d x
f(z) 0 X(ab]( ;( ke X (s10,0] (T) + i X[, ( )) X[} (%) (2.21)
proz € [a,b].

Mnozinu skokoych funkd na intervalu[a, b] zn&ime Bla, b].
2.33. Cviten. Dokazte,ze plat:
(i) f€S[a,b] prave tehdy, kdy existuj m € N, ¢, co,d € R, mnainy
{ex:k=1,2,....m}CR, {dy:k=1,2,...,m}CR
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aprose mna@ina{s;:k=1,2,...,m} C(a,b) takoe, Ze plat
F(@) = e o xan) (#) + 3 (0 X1 (@) + i X1oy 1y (@)) + X
k=1

pro x € [a, b].

(i) f€Bla,b] prave tehdy kdg budto f €Sl[a,b] nebo existlj ceR, po-
sloupnosti{c;} CR, {dp} CR a prost posloupnosts;} C [a,b] takowe,
Ze plat (2.20) a

f@)=c+ > o+ Y dp proz€lab], (2.22)
a<lsp<zx a<sp<z

kde sogdtove symboly masmysl zavedégrv pozmmce 2.25(tj. v prvni sume
se £ita pres \Bechny indexyk pro kteé s € (a, z] a ve drulé se §ita pes
vSechny indexyk pro kteé s € [a,x)). (POZOR na jem@ rozdly mezi
posloupnostmi{si}, {cx}, {di} zde a v definici 2.32.)

(i) Pro kazdou funkcif € Bla, b] tvaru (2.22)plati

flz=)=c+ Z ek + Z di jestlize x € (a, b]

a<lsp<x a<sp<x

flat)=c+ Y o+ Y dp Jestlizez€(a,b).

a<sp<x a<sp<z

(Jak bude vypadat vgiFen jednostraniich limit funkd z B[a, b| vyjdeme-
li z tvaru (2.21)?)

2.34. \eta. Pro kazdou skokovou funkdi € B[a, b] plati
varh f=[AFf(@)|+ Y (1A% F (@) +|A7f(@)]) +|ATF(B)] < 0o (2.29)
z € (a,b)

Specalng, S[a,b] C Bla,b] C BV]a,b].
Dukaz. JelifeS|a,b], je tvrzen véty Zejme. Fredpokhdejme, tedyze
f€Bla,b]\S[a,b] je vyjadrena ve tvaru (2.22) ze aeri 2.33 (ii).

a) Pro libovol@ z,y € [a,b], z <y, mame

F@) = F@ < D lerl+ D Idil-

r<skp<y r<sp<y
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Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy plat

V(f,0) < Z( Do lal+ Y \dkl) > (lewl+ldil) -
=1 oj— 1<Sk<0'} U‘j_1§5k<0'j k=1
Odtud plyne podle (2.20%e
varh £ < (lex| +1di]) < o0, (2.24)
k=1
tj. f€BV]a,b].
b) Na druhou stranu, podle @én 2.33 (iii) snadno odvadne, Ze plat

A+f(8k) =c; aA f(sy) =dr prokadekeN. (2.25)

Muzeme tedy potit také disledek 2.26, podle kteho plat obracera nerovnost

o0

> (el + |di]) < varl f
k=1
a uzavit tak dlikaz \ety. O

2.35. \Bta. Kazda skoko@ funkce nala, b] je singubrni na [a, b].

Dukaz. Nechtf €B[a,b]\S[a,b], c€R, posloupnosti{c;} CR a{dy} CR
a prosé posloupnostV = {s;} C [a,b], jsou takoe, ze plat (2.20) a (2.22).
Definujme

> el + D ldi| proxela,b].

a<wi <z alwi <z
Potom je
:ka(:v) prox € [a,b],
k=1
kde
0 kdyz a <z < sy,
v (z) = |ck| kdyz z = sy,

|Ck|—|-|dk‘ kdyi sp<x<b.
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Kazda funkcevy, je neklesdgi nafa,b] av; (z) =0 pro z # s;. Mame tedy

V() =) v (xr)=0 prox¢W, tj.pros.v.xela,b].
k=1

Protdze pro \Bechnae, y € [a, b] takowa, Ze = # y, zfejme plai

@) o) v
r—vy B xr—y

)

plyne odsudze tale f/(x)=0 proz ¢ W.
V pfipack, ze f € S[a, b], je tvrzen véty evidenti O

2.36. Pozmmka. Priklad funkce, kted je spojif, neklesagi a singubrri na da@m
intervalu, je uveden v [16, V.9, cden 4].

2.6 JordanuUv rozklad funkce s kon&nou variadi

2.37. \eta. Kazdou funkcif € BV|[a, b] Ize vypdrit jako soltet f = f; + fo na
[a,b], kde f; € BV[a,b]NCla,b] a fa €Bla,b].

Je-li f=fi+f2, kde f, €Cla,b]NBV[a,b] a fo€Bla,b], jiny takoy
rozklad, potom jsou funkcg — f1 a fo — f» konstantiina [a, b].

DUkaz. a) Oznéme symboleni¥ mnazinu bodi nespojitosti funkcef, t;.
W ={si€la,b]:keK}, kde K={1,2,...,m} neboK=N. Definujme

fo(z) = YA f(s)+ Y AT f(sy) proz€la,b]. (2.26)

a<sp<z a<lsp<z

Potom podle 8sledku 2.26 plat

Yo IATf@)+ Y AT f () < varg f

x € [a,b) z € (a,b]

a podle definice 2.32 je tedyf, € Bla, b]. Analogicky jako ve cwieri 2.33 (iii)
(viz téz (2.25)) dostaneme

falt4) = > A7 f(sp)+ > ATf(sy) protela,b)

a<sp<t a<sp<t

fa(s=)= D ATf(sk)+ Y, AYf(sk)) pro se(a,b]

a<sp<s a<sEp<s
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32 FUNKCE S KONECNOU VARIACT

Snadno tedy c&fime,ze
AT fo(t) = AT f(t) prot€a,b).
A~ fo(s) = A~ f(s) prose (a,b].

(2.27)

Tudiz

((f(t+) = fo(t+)) = (f(t) = fo(t)) = ATf(t) = AT fo(t) = 0

(f(s) = fa(s)) = (f(5=) = fa(s5-)) = AT f(s) =A™ fa(s) = 0.
Funkcef, = f — fo je tedy spojia naja,b] a f = f1 + f2 nala,b].
b) Necht f = f, + f2, kde f; € C[a,b]NBV[a,b] a f, €B[a,b]. Potom

(f(t4) = fa(t+)) = (F(D) = falt)) = ATf(t) = AT fa(t) = O

(f(s) = Fa(s)) = (f(s=) = fa(s=)) = A" f(s) = A" fa(s) = 0
plati pro vS8echnal € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k (2.27) do&vame,ze plat
AT f(t) = AT fo() = AT f(t) a A fa(s) = A fa(s) = A f(s)

prot € [a,b), s € (a,b]. Odtud podle definice 2.32 (viz dseri 2.33 (i), (2.22) a
(2.25)) plyneze

fo(z) = c+ Z A7 f(sg)+ Z AT f(sk) pro z€la,b],

a<sp<z a<lsp<x

kde c€ R mlize byt libovolné. Rozdl fo — fo = fo(a) — fa(a) je tedy konstantn
nala,b]. O

2.38. Poziamka. Podle \ety 2.37 Ize kadou funkci s konénou variac rozlozit
na soiet funkce spoji a funkce skoka®. Takoy rozklad se napva Jordarliv
rozkladfunkce s konénou variat

2.39. Definice.Kazdou funkci f, pfifazenou kf podle ety 2.37 nagvamesko-
kowa cast funkce f. Rozdl f — fo naz/vamespojita cast funkce f. Skokovou
resp. spojitowast funkcef znatime obvykle f B resp. f €.

Nasleduici lematko se am bude hodit v kapitole 5.
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2.40. Lemma. Necht f € BV [a,b], W = {wy} je jeji mna&zina bodi nespojitosti
vintervalufa,b]. ProneN a z € [a, b] definujme

By = > AT f(wp)+ Y AT f(wg)

a<wip <z afwi <z
a
R@)y= >0 AT fw)+ D At f(wg).
a<wi <z alwi <z
k<n k<n

Potom je fB €S|a,b] pro kazde n € N a plaf
lim var’ (fB—fBy=0. (2.28)

DUkaz. Zejmeje fBcS[a,b] pro kade ncN. V piipad, ze mndina W
je kon&na, je fB = fB nala,b] pro dostatéré velka n a tvrzen lemmatu je
trivialni. Pledpokbdejme tedyze W je nekonéna. Potom

FE=f8= Y Afw)+ > ATf(wy)

a<wp <z afwg <z
k>n k>n

a podle ety 2.34 dostaneme

varg (f8—f2) < D0 IATflw)l+ Do AT f(wp)l. (2.29)
a<wi <z alw <z
k>n k>n

Podle disledku 2.26 je yraz na pra@ stra@ nerovnosti (2.29) zbytek absolétn
konvergentihfady, kte ovSem konverguje K pfi n — oco. Plaf tudiz (2.28). [

2.41. Hiklad. Vratme se j&te k funkdm

{ 0 pro0<z <1,

T pro neN

zsin(=) proi<z<2
x
0 proz=0,
€Tr) =
/(@) xsin(ﬁ) proz>0.
X
Z prikladu 2.12 ¥Yme, ze vag f, < oo pro kadé n€N. Snadno o&ime, ze
{fn} konverguje kf stejnong&rré na|0,2]) a giitom podle gikladu 2.8 f neméa

konenou variaci ngo, 2].
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34 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

2.7 Bodova konvergence

Podle ikladu 2.41 stejno@rra konvergence posloupnosti fufileckoné€nou va-
riad nemus steCit k tomu, aby jej limita méla take koné&nou variaci. Z asleduici
véty vdak uvidme, Ze stejnordrma ohrantenost variaicclenll daré posloupnosti
uz zar\&i, ze dokonce jéjbodowa limita kon€nou variacma. (Pomotargument
powzitych v pfikladu 2.8 owfte, Ze pro posloupnostf,} z prikladl 2.12 a 2.41
plat, Ze lim,, ., var f,, = co. nend stejnonérné ohrantere variace.)

2.42. \éta. Nechitpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost funké f,,} ta-
kowa, ze

varl f, < <oo proneN, a lim f,(z)=f(z) proz€la,b].

n—oo

Potom je tak var® f < .
DlUkaz. Prokade cgleri o€ Z|a,b] plat

V(f,o)= nlem V(fn, o) <

a tudz je take var f < . O
2.43. Cvieni. Necht
27% kdyZz =14 proréjakekeN,
g(x) = )
0 pro ostatih = € [0, 1],
Dokazte,ze f € BV|0, 1].

Nyni zformulujeme a do#&eme Hellyovu @tu, ktea bude @iteCna nafi. pro
dlkaz tolni spojitosti réktefch opeatorli definovagich na prostoruBV|a, b].
Hellyova \etafika, ze z ka&dé posloupnosti funkcse stejnorérné ohrantenou
variad Ize vybrat posloupnost bodéwkonverguici k funkci s kon€nou variat

2.44. \Bta(HELLYOVA V ETA O VYBERU). Necht{f,} CBV][a,b], >R,
|fu(a)| < 3¢ a var® f, < » provsechnaneN .

Potom existdjfunkce f € BV [a, b] a podposloupnost f,,, : k € N} posloupnosti
{fn} takowe,Ze plat

1f(a)] <3, vartf<ix a Jim fy (z) = f(x) nala,b].
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V dlikazu vyiijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht
|fn(x)| < M <oo nafa,b] provSechnaaeN.

Potom pro kadou spdetnou mnainu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje pod-
posloupnost f,,, : k € N} takovouze

lim f,, (p) €R provSechna e P.

k—oo

Dlkaz. NechtP={pr}. Mame|f.(pr)| < M < oo pro Vsechnan, ke N.
Podle Bolzanovy —WeierstralBovty pak existuj posloupnost{n;;:k €N} a
q1 €R tak,ze

k:linolo fnk,l(pl) ={q1-
Podob existuj { fy, ,:k €N} C{fn,,:k €N} ag €R takow,ze

Jm fr,(p2) = g2 €R, plicenztale lim fo,,(p1) = a1 €R.
Takto pro k&dé j € N najdeme posloupnosti

{fan, REN}Y C {fn,, . kEN}
aCislag; € R takow, ze plat

kli)r{.lo frwo(Pe) =qe:keN}ER prokadele{l1,2,...,5}.
Polwme f,, = fn,, ProkeN. Potom

klggo fnk(pj):qj €R projeN. ]
Tvrzeni 2. Pfedpokhdejme,ze vSechny funkce,, n €N, jsou neklesagi na
[a,b] a Ze existujeM € (0,00) takowe, ze || f,|| < M pro kazdeé n € N. Potom
existuj podposloupnos f,, : keN} posloupnosti{f,} a funkce f:[a,b]—R
neklesdici na [a, b] takowe, Ze plat

lim o, (¢) = f(@) pro w€[a,b].
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36 FUNKCE S KONECNOU VARIACT

Dlkaz. Budt P=(Pn(a,b))U[a]U[b] mndZina raciolnich &isel z intervalu
(a,b) doplréra o bodya,b. Mnozina P je spdetra afa,b]\ P C (a,b). Podle
tvrzen 1 existuj podposloupnos{n;} C N a zobrazeny: P — R takow, ze

Jim f, (p) =¢(p) propeP.

Ziejmé o(p’) < p(p”) pro Bechnap’,p” € P takowa, ze p’ <p”. Dale, defi-
nujme

o(x)= sup @(p) prox e (a,b)\ P.
p€EPNla,z)

Potomy je definovad a neklesé&gi na[a,b] a

o(z)= lim ¢(p) proze(a,b)\P.

pP—T—
peEP

Uk&Zzemeze v k&dem boe x € (a, b), ve kteem je funkcey spojita plai

lim fp, (z0) = ¢(z0) . (2.30)

k—o00

Vskutku, nechte danoe > 0. Potom existuje’. > 0 takowe, ze
xog— 0. <x<xn+0: = (x0) —<P(x) <P(xp)+E€.
Zvolime-li " € PN (xo — 0, z0) ar” € PN (xo,x0 + d:), bude platit
p(zo) —e < p(r') < plzo) < (") < p(z0) +e.
Dale, zvolmek. tak, aby bylo

o(r')—e < fo,(r") < o(r')+e

o(r'") —e < fu, (") < o(r") + ¢
pro ka&dé k > k.. Potom, pro kadé k > k. dostaneme tak
p(x0) —2¢ < p(r") =& < fu, (r') < fuy(20)
< o (") < p(r") +e < p(20) + 26

&ili plati ((2.30)).

36



STIELTIESJV INTEGRAL 37

Dokazali jsme tedyze zndi-li Q mnazinu bodi nespojitosti funkce v (a, b),
pak

i (2) = ¢(z) pro z€la,b]\ Q.

Podle &ty 2.20 je mnaina @ spatetra. MiZzeme tedy potit jesté jednou tvrzenl
a dolazat tak existenci vybr&yposloupnosti

{frn, LEN} C{fn, :kEN},
ktera ma limitu ¢ (z) € R pro kazdé x € ). Definujeme-li tedy

f(z):{ p(r) kdyz z€[a,b]\Q,
Y(z) kdyz z€Q,

Jim f () = f(z) proxe fa,b]

a prot@e funkce, kte je na intervalua, b] bodovou limitou posloupnosti funkc
neklesdicich naja, b], je také neklesdfi, tvrzeri 2 je dolazano. O

Dlkaz véty 2.44.
Prok&deneN ax € [a,b] polozme
gn(z) =vars f, a hy(z) = gn(x) — fu(x).

Mame f,, = g, — hy, @ \Sechny funkcey,,, h, jsou neklesagi na [a,b] (viz Cvi-
Cen 2.15). Dale,

lgnll < varg fo <5 @ |[hnll < [|fall + llgall <25 proneN.
Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV|[a, b] a posloupnos{n} C N takowe,ze

klim gny () =g(z) a lim hy, (x) =h(z) prokadezea,b].

k—o0

Ozn&me f = g — h. Potom je

Jim f(2) = lim (gn, () = oy () = 9(2) = h(z) = £ (@)

pro kazde x € [a,b]. Zfejme je |f(a)| <. Konetrg, podle ety 2.42 je tak
var’ f <. Tim je dikaz dokogen. O
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Vyklad v teto kapitole se dpal o0 monografie V. Jaika Diferencélni pocet 1l [16,
Kapitola V] a Integralni pocet Il [17, Kapitola V] a dile o odstavec 11.6 v monografii
T.H.Hildebrandtalrheory of Integratiorj13] a o kapitolu XIII v monografiié. Schwabika
Integrace v R(Kurzweilova teorig[40], viz téZ kapitolu VI.2 v monografi A. N. Kolmo-
gorova a S. V. FominZaklady teorie funkica funkcioralni analyzy. V téchto monograith
Ize ¥z nakzti i nektee daki podrobnosti.
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Kapitola 3

Absolutné spoijité funkce

Specalnim pfipadem funkts kon&€nou variacjsou funkce absolutnspojig, ktee
Uzce souviss Lebesgueovou tedrintegtalu a jsou dobe zramy z Caratbodo-
ryovy teorie obg¢ejnych diferencalnich rovnic. Integaly, kteé se v éto kapitole
vyskytuji, jsou integaly Lebesgueovy,

3.1 Definice a Akladni vlastnosti

3.1. Definice.Funkcef : [a,b] — R je absolutré spojiina intervalua, b], jestli-
Ze ke kademue > 0 existujed > 0 takowe, Ze pro kady konetny sysém intervall
{laj,b;]:7=1,2,,...,m} sphuijici

a<a;<by<ag<by...<bp 1<am<bn<b a Y (bj—a;)<s (3.1)
j=1

> 1Fb) = fla)l <e. (3.2)

Mnozinu funkd absolut@ spojit/ch naja, b] zna&ime ACla, b].

3.2. Cviceri. Dokazte tvrzenm:

Kazda lipschitzovsi funkce na intervalya,b] ( viz cvieri 2.7 (iv)) je na
tomto intervalu absolutspojifi. Spedcalné, je-li derivacef’ funkce f spoijita na
[a,b] 1, pak f je absolut’ spojiti na [a, b].

3.3. Veta. Je-li f absolutré spojiinaa,b] a [c,d] C[a,b], pak je f absolutré
spojitaina[c, d].

Je-lia<c<b a f je absolut@ spojih na [a,c]i[c,b], pak je f absolutré
spojita nafa,b].

Yj. £/ je spojiana(a, b), existuj konetré limity f’(a+):lgm+f’(t)7 f/(b*):,l_igl_f/(t)
a f'(a)=f"(at) af'(b)=f"(b—)
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40 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

DUkaz. Prvintvrzeri je evidentin.

Predpokbdejmeze f € AC[a,c] a f € AC[c,b] a bud danoe > 0. Mlzeme
zvolit 6 > 0 tak, aby platilo

S 1FB) = fley)| <
j=1

pro kazdy sysem intervall {[«;, 3;]:7 = 1,2,,...,m} takow, Ze
a<ar<f1<ar<fo...<Bm1<am<fm<c a Z ) <4 (3.3)
7=1
a soutasre

p
9
D_IFE) = Flm)l < 5
j=1
pro kady syseém intervall {[v;,d;]:5 =1,2,,...,p} takowy, ze

p
CSN<H Sy <O <1< <6< a Yy (5;—7)<d. (34)
=1

Nyni, méjme sysém intervall {[a;,b;]:j =1,2,,...,n} takow, Ze

a<ar<bi<ags<by...<bp_1<a,<b,<b a Z(bj—aj)<(5. (35)
j=1

Smime gedpokbdat,ze ¢ neleZi v zadrem z intervall (a;,b;), j=1,2,.
(Kdyby totiz bylo c € (ay,bx) pro réjake ke{1,2,. n},, rozcél|l| bychom
[ak, bx] na sjednocéin[ag, c| U [c, bi| @ now sysém by opét sphoval (3.5)) Mize-
me tedy rozélit dary syseém {[a;,b;]:j = 1,2,,...,n} nasysémy

{ley, Bl =1,2,,....m} a {[v,9;]:7=1,2,,...,p}
splhuijici (3.3) a (3.4). Soéletz |f(bj) — f(aj)| se tedy rozpaal na dva sotty,
j=1
z nictz kazdy je mersi nez % Tudi22|f(bj)—f(aj)| <e. O

j=1
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3.4. Hiklad. Podle cvEen 3.2 je kada funkce, kted ma spojitou derivaci na
[a,b], absolut®@ spojiti nafa, b]. Jednoduchm pfikladem absoluté spojié funk-
ce nafa, b], kterd nend spojitou derivaci nda, b), je nag. funkce

a+b

T—a proz € [a, 5 |,

b—x prOxG[aT—i_b,b],

+01 a [2+8 p] atedy podle

véty 3.3 tale nafa, b].

3.5. Pozramka. Jestlze f:[a,b] = R, KCN ajestlze pro kadeé ¢ > 0 existuje
0 >0 takow, ze

Z |f(B) — flay)| < e (3.6)

jeK
plati pro kazdy (nikoliv nutré kon&ny) sysém intervall {[«;, 5;] C [a,b]: j €K},
splhujici

(0, 8) N (o, Br) =0 pro j#k a > (Bj—ay) <6, (3.7)

jeK
pak je funkcef : [a,b] — R samoZejmeé absolutd spojit nafa, b].
V nasleduicim lemmatu ukzeme,zZe plat i obracera implikace. Pozname-

nejme j&t, Ze podle lemmatu 2.21 je kdy sysém intervall sphujici (3.7) nej-
vySe spaetry.

3.6. Lemma. Je-li f € ACla,b], pak pro k&de >0 existujed >0 takowe, ze
(3.6)plati pro libovolny (pfipadré nekonény) sysém podinterval intervalu[a, b]

{laj, Bj] Cla, 0] : 5 €K}

spihujici (3.7).

D Uk az. Redpokhdejmeze f € AC[a,b]. Zfejmé st&i dokazat tvrzenlem-
matu pro pipad,ze K=N. Nechtje danoe >0 a nechtd >0 je urteno defi-
nici 3.1. Necht{[a;, 3;]:j € N} je sysém podinterval v [a,b] spiiuijici (3.7).
Potom pro kade m € N mame

m

S (Bi—aj)<d atedy > |F(B)— floy)| < %

7=1 j=1
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42 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

Odtud
> 9
Z a]|—hmZ|fﬁj flag)| <5 <e.
Tim je dikaz dokogen. O

3.7. \eta. Kazda funkce absoluth spojit na intervalu|a, b] méa na tomto inter-
valu kon€nou variaci.

Dlkaz. Nechtf € AC. Zvolme § > 0 tak, aby platilo

m
Z flaj)] <1

pro kady koneny sysém intervall {[a;,b;]:7=1,2,,...,m} sphujici (3.1).
Dale, zvolme éleri {xzg, z1,...,x} intervalua, b] tak, aby platilo

O<mzi—x;_1 <06 prokadei=1,2,...,k.

Potom pro kdde i =1,2,...,k akade leri o' ={cj, al,..., o, } intervalu
[xi_l,xi] mame

m;

Z(a;- —aj_) =x—Ti-1 <6

=1

atudz (podle ety 2.11)

k k
var, f=> varyi f=Y sup V(fo')<k<oo.
; =1 a‘ie.@[aci_l,:vi} D
3.8. \eta. Jestlée f, g € ACla, b], pak talé
[fl, f+g, fg, max{f,g}, min{f,g}€ACla,b].

Je-linavic |f(z)| >0 na[a,b], pak tale ch € ACla, b].
DlUkaz. Nechtf, g€ ACJa,b].

a) Pro libovolrd z, y € [a,b] plat |f(z)|<|f(x) — f(y)| +|f(y)|. Tudiz
[f (@) = F)] = [If ()] = [ ()]
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STFBH =1 )| < D 1FB) = Flay)] -
j=1 =1

Odtud okanzité plyne,ze talé | f| € ACla, b].
b) Druté a et tvrzer, tj. f+ g€ ACla,b] a f g€ ACJa, b], plynou z nerovno$t

|(f(z)+g(x)) — (f(y) +9)| < [f(@) = fW)]+ |9(z) — g(v)]

[f (@) 9(z) = f(y) ()| < | fI[lg(2) = g(w)] + lgll |/ () = F(y)].

c) Prot@e pro libovolré x € [a,b] mame

max{ (), ()} = 3 (£(2) +9(2) +11(x) ~ 9()))

min{f(z), (x)} = 5 (F(z) +g(x) ~ |F(x) —g()])
plati v disledku a) a b) tak
max{f,g} € ACla,b] a min{f, g} € AC[a,b].
d) Kon&nré, je-li navc |f(z)| >0 pro z € [a,b], pak existujeu >0 takowe, ze
|f(z)| > p plati pro z € [a,b] a tudZ také
L@l

f)  fl~ w?

Nyni uz je snadé ukazat,ze } € ACla,b]. O
3.9. Veta. Funkcef :[a,b] —R je absolut®@ spojii na intervaluja, b] prave teh-
dy, kdy existuj funkce f; a fo neklesédici a absolut@ spojieé nafa,b]| a takowe,
ze f = f1 — f2 naintervalu|a, b].
DOkaz. a) Nechtf=f; — fo nala,b], kde f1, fo jsou absoluté spojie a
neklesdci na [a, b]. Pak podle ety 3.8 je take f absolut@ spojit nala,b].

b) Necht f € AC[a,b]. Podle \&t 3.7 a 2.14 existufunkce f1, fo neklesaci
nala,b] takowe,ze f = f; — fo. Podle dikazu \ety 2.14 ntizeme poldit

fi(z)=varg f a fo(z) = fi(x) — f(x) proz €la,b].

Vzhledem k &té 3.8 stéi dokazat,ze f; je absolut@ spojitinaja,b|. Pfedpokb-
dejme,ze je chinos >0 a nechtd > 0 je takowe, ze

SO1F(by) = Flag)] < 5
j=1
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44 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

plati pro kazdy sysem intervall {[a;,b,]:j = 1,2,,...,m} spiujici (3.1).

Necht [, 8;], j=1,2,...,n, je libovolny sysém intervall sphujici (3.3),
kde m=n. Pro ka&de j=1,2,...,n zvolme @&leri o/ ={0},07,...,0%,} in-
tervalu [o;, 3;]. Potom

n Ny n
ZZ ol —ol_ Z[ﬁ]—a]] <9
7j=11=1 7=1
atudz
n n Ny

Odtud & plyne,ze

Z(fl(ﬁy — fi(ay)) ZVargﬂf Z( sup (f,aj))g

j=1 —1 " 0ieD[a;,54]

DN ™

Tim je dikaz \éty dokorten. O

3.2 Absolutné spojite funkce a Lebesguév integral

Pfipomdime, ze podle ety 2.29 kada funkce s konénou variat na intervalu
[a,b] ma pro s.v.z € [a,b] kon&nou derivacif’(z). Podle ety 3.7 na tedy
stejnou vlastnost i Kada funkce, kted je absoluté spojitt nafa, b]. Ve zbyvajici

casti €to kapitoly gipomeneme ékteé dabi zakladn vlastnosti derivaicfunkdi

absoluti@ spojiffch a souvislost mezi absolatapojitost a neutitym Lebesgu-
eowm integalem. V @ipadech, kdy seltkazy nebo jejichtasti ofraji o teorii

miry v rozsahu pesahtiicim ramec tohoto textu,itkazy resp. jejich pslusre casti

neuwadme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. lategr se v tomto
odstavci rozurhintegial Stieltjesiv.

Podle rasleduici véty jsou derivace funkes kon€nou variac(a tedy tm sgse
i funkci absolut@ spojifch) lebesgueovsky integrovatélnlej dilkkaz podstata
vyuZivatady poznatk teorie niry a Lebesgueovy integrace, kiese nevejdou do
tohoto textu. Praiplny diikaz tedy odkazujeme ndiplusnou literaturu (viz nap
[17, véta 91], [18, eta VI.4.1], resp. [31, Theorem 22.7].

3.10. \Bta. Méa-li funkce f:[a,b] — R kon&nou variaci nala,b], pak je jej
derivacef’ lebesgueovsky integrovatéina [a, b].
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Je-li navic f neklesdici na [a, b], pak plai nerovnost
b
0< [ £ da < £0) - f(a), (3.8)

Nyni ukézeme ze neugity integral integrovateld funkce je absolutnspoijity.

3.11. \kta. Jestlze g L' [a, b] a f(a:):/ gdt pro z € [a,b], pak je funkce

f absolutré spoji na intervalu|a, b].
DUkaz. Nechtg€L![a,b]. Bud danoe > 0. Potom existuje > 0 takow, Zze

m b
(x)|dx <
3 [ lato]as <

plati pro kazdy sysém intervall {[a;,b;] C [a,b]:5=1,2,...,m} sphujici (3.1)
(viz nag. [18, veta V.5.5] nebo [17, &ta 51] - tato vlastnost se obvykle yaa
absoluti spojitost Lebesgueova intégu).

Mame tedy
m
Z f(ay) ‘ =

To znamea, ze f € ACla, b]. O

/gdt‘ Z/ gdr<e.

7=1 )

3.12. Cvieni. Dokazte, ze funkce f(z) = \/|x| je absolut@ spojit na intervalu
[—1,1], pfiCent f neri lipschitzovsla na[—1, 1]. (Navod: f je na[—1, 1] neuci-
tym Lebesgueoym integélem lebesgueovsky integrovatelfunkce a sotasré

f(0=)=-oc0a f'(0+)=00.)
Dalsi tvrzeri se f/ka derivo\ari neugitych integalll integrovatelich funkd.
3.13. \&ta. Jestlzeg € Lt [a,b] a
fo)= [ gdt prozeia),
potom f/(z) = g(x) pro s.v.z € [a, b].
D & k az se opa ofadu Wsledki teorie niry, ktelé nejsou do tohoto textu
zarazeny. Odkazujeme tedyeréfe na dikazy nap. v [18, véta VI.3.1] nebo [31,

Theorem 23.4]. O
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46 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

Nechtje dana funkcey € L' [a, b]. Podle &t 3.11 a 3.13) je jépeukity Lebe-
sguélv integ@l f absolut®@ spojif/ na [a,b] a plat f’'= f s.v. naa,b]. Chceme
ukazat,ze f je absolut@ spojit nafa,b]| tehdy a jen tehdy/f je neutity in-
tegialem réjaké lebesgueovsky integrovatélfunkce. Pro dkaz takoeho tvrze
je kliCove rasleduici tvrzer znamé jako Rieszovo lemma.

3.14. Lemma(RIESZ). Necht f € Cla,b] a
E ={ze(a,b): 3¢ (x,b] takoe,zef(§) > f(x)}.

Potom je mnbina E otevena a je sjednocem nejySe spoetrého systmu po
dvou disjunktich otevenych intervall (ay,by), pficent pro k&dy z nich plat
flak) < f(bg).

Dl kaz jezalden m.j. na zamém faktu,ze k&da nepazdra otevera mn@ina
je sjednocem nejwSe spdetreho systmu po dvou disjunkfich otevenych in-
tervall (viz nag. [16, veta 69]). Podrobj dilkaz Rieszova lemmatu Ize @ati
nagd. v monografii [18] v odstavci VI.1.2 @nova@m dikazu Lebesgueovyéty
o derivaci funkce s kor@mou variat(nae \eta 2.29). O

3.15. Poziamka. Zobecréri Rieszova lemmatu ndipad, kdy funkcef miize byt
jen regulovaa, bylo dolazano v [40, lemma XIII.3.5].

3.16. Lemma. Jestlize f € AC|a, b] je neklesdgi na [a,b] a f'(x) = 0 pro s.v.
x €[a,b], pak f je konstanthna [a, b].
D 0 kaz. Vzhledem ke &/monobnnosti funkcef zobrazuje intervala, b] na
interval [f(a), f(b)]. DokéZzeme ze f(a) = f(b).
Nechtje danos > 0 a nechtd > 0 prislusi k tomutoe podle lemmatu 3.6.
Ozn&me Z mnazinu \Sechx € [a, b] pro kteé plat f'(z)=0. Podle ged-
pokladu n@ jeji doplrék [a, b] \ Z nulovou miru (u([a,b]\ Z) =0). To znamea,
ze existuje konény nebo spoetry sysem {(o;, 3;) : j € K} splujici (3.7) a
{a’ab]\Z C U (Ujaﬁj) .
jEK
Obraz f([a,b]\ Z) mnainy [a,b]\ Z je tedy obsaen ve sjednocémtevferych
intervall {(f(c;), f(8;)):j € K. Protdze podle lemmatu 3.6 piai3.6), plyne od-
tud, ze mnaina f([a,b] \ Z) ma nulovou niru, tj.
pu(f([a, 0]\ Z)) = 0. (3.9)
Nyni, nechtxz € Z. Potom je f'(x) =0. Pro dam ¢ tedy existujeA >0 takowe,
Ze
ft)—f(=z)

; < e prokazde ¢ takow,ze 0< |t —z| < A.
— T

46



STIELTIESOV INTEGRAL 47

Odtud plyneze
ex— f(x) <et— f(t) platiprokade te(x,z+A).

Podle Rieszova lemmatu kéepowzijeme na funkcie x — f(x) nanist f(z),
je tedy mndina Z obsaena ve sjednocékon&ného nebo spietrého systmu
disjunktrich intervall {(a, bx)Cla, b]: k € K}, pficent plaf

cap— f(ag) <ebp— f(bx) prokade keK
neboli

f(br) — flag) <e(bp—ax) prokadekekK
atudz

Z [f(bk) = flar)] <e Z (b, —ax] <e(b—a).

keM keM

Odtud & vidime,Zze mnaina f(Z) ma také nulovou niru, tj.

u(f(2)) =0. (3.10)

Podle (3.9) a (3.10) @interval [f(a), f(b)] = f(Z)U(f([a,b]\ f(Z)) nulo-
vou célku, tj. (vzhledem k monénnosti funkcef) mame f(a) = f(z) = f(b) pro
kazoé x € (a,b). O

3.17. \eta. Funkcef : [a,b] — R je absolut®@ spojit.na[a, b] prave tehdy, kdy
f@) - 1@= [ gyt prowclo] (3.11)

pro ngjakou funkcig € L' [a, b]. Potom jef’ = g s.v. naja, b].
Dlkaz. a) NechtycL![a,b] a

f) = f@+ [ g)dt prowelod).

Potom podle &ty 3.11 jef absolut@ spoji naja,b] a podle ety 3.13 jef ' =g
s.v. naja, b].

b) Predpokbdejme zprvuze funkcef € AC|a,b] je neklesdgi na [a,b]. Podle
vét3.7a3.10 jef ' €L'[a,b]. Polazme
h(z) = / fdt, a g(z) = f(x)—h(z) pro z€la,b].
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UkaZzeme,ze talé funkceg je neklesdgi na [a, b]. Vskutku, podle ety 3.10 pro
libovolné bodyz, y € [a, b] takow, Ze x <y, mame

9(y) —g(z) = (f(y) —h(y)) — (f(z) — h(z))
Yy
=(f<y>—f<x>)—/ fdi>0

Dale, podle ety 3.11 je funkce: absolut®@ spojii naa, b] a podle ety 3.13
je h'=f’ s.wv. nala,b]. To znamea,ze g’ =(f —h)’=0 s.v. naja,b]. Podle
lemmatu 3.16 je proto funkce konstantihna [a, b]. Mame tedy

g9(z) = f(z) — h(z) = f(a) — h(a) = f(a) pro z€la,b]
neboli

(@) = £(a)+ hia) = fla)+ [ f'dt pro welad)

atudz (3.11) plat pro kazdou funkci f € AC[a, b], ktera je neklesagi na[a,b].

V obecrem gipac f € AC[a,b] existuj podle \ety 3.9 funkcefi, fo abso-
lutné spojieé na[a,b], neklesdici na [a,b] a takoe, ze f= fi — fo na[a,b].
Mame tedy

f(z) = fi(z) = fa(= /fldt f2(a)~|—/;f’2dt)
+/ f'dt proze€la,b].

Dilkaz je dokoien. O

3.18. Cveni. (i) Dokazte rasleduici dve tvrzen:

a) Jestlze f € AC|[a, ], pakje f' =0 s.v. naja, b] tehdy a jen tehdy, kdy
f je konstantina [a, b]. (Srovnejte s pozimkou 2.30.)

a
b) Pro ka&zdou funkcif € BV[a,b] a kazce x € [a, b] plati

FAC() — 17(a) = /f d

(i) Je zramo,Ze je-li f absolut®@ spojii nafa,b] a v(z) =var’ f, pak plat
v =|f’| s.v.nala,b] (viz [17, Véta 118]). Na aklack tohoto faktu dokzte,
b

e vab f —/ |f'] dz pro kazdou funkci f absolut@ spojitou nda, b].
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3.3 Lebesguév rozklad funkci s konenou variadi

Vime jiz (viz véta 2.37 a pozamka 2.38)ze ka&dou funkci s konénou variatna
[a,b] mlzeme rozldit na sodet funkce spojé a funkce skoko¥ resp. na roztl
dvou funké neklesdicich naja, b] (viz véta 2.14). D&l moznost rozkladu funkic
s koné&nou variatnalizi nasleduici véta.

3.19. \&ta(LEBESGUHJV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACI). Pro kaz-
dou funkcif € BV [a, b] existuj absolutré spojii funkce f A, singulrni spojita
funkce f S€ a skoko# funkcef B takowe, ze

f=f2+ 1%+ 18 nafa,b].

Jestlze f = f1 + f2 + f3, kde funkcef; je absolut@ spojit na [a, b], funkce
f2 je singubrni a spojita na [a, b] a funkce f5 je skoko® funkce naja, b], pak
jsou funkcefAC — f1, £SC— f, a fB — f3 konstantina [a, b].

D & kaz. a) Podle &y 2.37 existuje skokdvfunkce fB takowa, Ze funkce
f€=f— fB je spojianaja,b]. Polame

fAC(Jf):/xf’(t)dt a [5%x) = [ (x) — fA°(x) proz € a,b].

Podle ety 2.35 je(fB)’ =0 s.v. na[a, b] a podle ety 3.13 name (fA¢)" = f’
S.v. naja, b]. To znamea, ze

(£59)' = ' (%) = (f®)’ = 0 s.v. nala, b].

b) Necht f = fi+ fo+f3, kde f1 € AC[a,b], f2 je singubrri a spojifs na|a, b]
a f; €B[a,b]. Podle Bty 2.37 jsou rozilly (fAC+ f5C) — (fi+f2) afB—f3
konstantinna [a, b]. Musi byt tedy konstantina [a, b] i rozdil

PR = fi= (S H 15 = (it f2) = (FB = f3) -
Tim jsme dokoiili dlikaz. O
3.20. Definice.Jestlze f € BV |a, b], pak funkcefAC resp. fSC resp. fB z véty
3.19 nagvameabsolutré spojits €astresp.spojita singubrni ¢astresp.skokoa
Castfunkce f.

Kapitolu uzaveme j&t jedrim dophkem ke & 3.19.

3.21. \eta. Je-li f € ACJa,b] neklesdici na [a, b], pak jsou nekles&ji na [a, b]
i funkce fA¢, £SC a fB z ety 3.19.

49



50 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

DOk az. NechtfecACla,b] je neklesdgi na [a,b] a funkce fA€,
1€ f8B jsou difazeny funkcif podle \ety 3.19. Dale, necht{w;} je mnaina
bodl nespojitosti funkcef a z, y je libovolna dvojice bod z [a,b] takowa, Ze
z<uy.

Protze f je neklesdfi na[a,b], mame
ATf(t) >0 a A" f(s) >0pro te[a,b), s€(a,b]

a proto

Ry = fBa) = D ATflw)+ Y ATf(wy) 20.

r<wg <y < wg <y

Skokowacast f B funkce f je tedy nekleségi na[a, b].

Ozna&me dhle symboleny spojitoucast funkcef, ti. g= f—fB. Podle Dii-
sledku 2.26 rame

FBy) — fB(x) <varlf = f(y) — f(x)
atudz

9(y) —g(x) = (fly) = f(2)) = (f°(y) = fB(x)) > 0.
Spojitacast funkcef je tedy neklesagi na[a, b].

Pros.v.xz €a,b] je

f’(x) — lim f(y) = f(z) cR.

y—r T —y

Protae je f neklesdici na [a,b], plat f'(x) >0 pro s.v.x € [a,b]. Podle \&-
ty 3.17 tedy dostaneme

fAC(y) — A% ) = /yf/(t)dt >0 jakmile z, y€[a,b] a z<y.

To znamea, ze f A€ je neklesdgi naa, b].

Podle ety 2.35 je(fB)’ =0 s.v. nafa, b] a v dikazu &ty 3.19 bylo ukzano,
zetake (5%’ =0 s.v. naa,b]. Tudiz

9" == (%59 = (f8'=r" sv.nda,b].
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Odtud pouitim (3.8) a ety 3.17 odvoiine, Zze plat

o) —9@) = [ g0 de= [ 70 di= 1) - 2 0)
neboli

F3%) = £3%) = (9() — F*° () — (9(z) — f2°(2))
= (9(y) —9()) = (f*(v) = f*°(x)) 2 0.

Spojita singuéirri ¢ast f SC funkce f je tedy tale neklesdfi na [a,b]. Tim je
diikaz dokogen. O

Dalsi podrobnosti o funkich absolut@é spojit/ch Ize naézti v monografich V. Jarika Di-
ferencélni poCetll [16, v.9], Integréalni poCetll [17, v.5], A.N. Kolmogorova a S.V. Fomina
Zaklady teorie funkica funkcior@lni analyzy[18, Sec. 33.2] &. Schwabikdntegrace VR
(Kurzweilova teorig [40, XIlI1.4] a ve skriptech [31] J. Luk&e a J. M&hoMeasure and
Integral.
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Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1. Definice.Funkce f : [a,b] — R se nagvaregulovard na [a,b], jestlize pro
kazdé t € (a,b] akade s € [a, b) existuj kon&né limity

flt=) = lim f(r) a f(s+) = lim f(7),

T—8+

tj. ma-li funkce f naintervaluja, b] nespojitosti nejySel. druhu Mnozinu funkd
regulovarych nafa, b] zn&ime Gla, b].

4.2. Poziamka. Ziejmé BV [a,b]UC[a,b] C Gla,b], plitent

Gla,b]\Cla,b] #0 a Gla,b]\BV][a,b] #0.

Nasleduici tvrzer plyne okanzité z lemmatu 2.21.

4.3. \éta. Kazda funkce regulovamnala, b| mana|a, b] nejWse spéetré mnoho
bodl nespojitosti. [

4.4. \éta. Jestlze posloupnosf f,,} regulovarych funkg konverguje stejnoérné
na intervalu[a, b] k funkci f, potom f € G[a, b].

DUkaz. Nechtz € [a,b), necht{x;} C (x,b] je libovolna posloupnost tak@
Zze x>z pro VechnakeN a z, — x pro k— oo. Necht je dano libovolré
e>0. Zvolmeng €N a ko € N tak, aby platilo

€ € o
Hf_anH < g a |fn0(xk)_fno(x€)‘ < § provsechnds,ézko.
Potom budeme thpro VSechnak, £ > kg

|f (k) = fz o)l
< ’f(wk) _fno(xk)‘ + ’fno(‘rk) _fn()(w[)‘ + ‘f(fL‘z) _fno(wfﬂ <ée,

tj. existuje konéna limita f(z+) = klim f(xy). Podobm@ bychom ukzali,ze pro
kazdé x € (a, b] existuje konéna limita f(x—). O
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54 REGULOVANE FUNKCE

4.5. Definice.Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R, oteweny interval («, 3) C [a, b]f}
aceleri o€ 2]a,b] definujeme

W(,B) (f) = sup ‘f(x,) - f(x”)‘ awp(f) = ]lmax W(oi—1,04) (f)-

z'x"eJ i=1,2,....,m
4.6. Veta. Nasleduici tfi tvrzeni jsou ekvivalentn
(i) f€Gla,b].

(i) Existuje posloupnostf,} C S[a,b] (jednoduckich skokoych funkg), kte-
ré konverguje stenoénré k f na [a, b].

(i) Pro kazde € >0 existuje @leri o € Z[a,b] takoe,zewp(f) <e.

Dlkaz. a)lmplikace (ii)=- (i) je dokazana \étou 4.4.

b) Predpokhdejme ze plat (i) a nechitje dano libovolré £ > 0. Potom pro kade
x € [a, b] existujed(x) > 0 takow, ze plat

x —9(z)>aprovsechna: € (a,b], x+d(z)<bprovsechna: € [a,b)

a
Wa,a+s(a) () <& wi—smwp(f) <e,
(a,a+6(a)) (b—6(b),b) ] 4.1)
W(z—é(m),m)(f) <&, Wga+d(z)) (f) < g proSechnar € (a, b) .
Intervaly

[a,a+d(a)), (x—d(x),x+d(x)), z € (a,b), (b—3(b),b]

tvori otewenre pokryi intervalu[a, b|, ze kteeho Ize podle Vitaliovy @ty (viz nag.
[16, véta 81]) vybrat pokrytkonetng, tj. kon€ny sysém intervall

l[a,a+0(a)), (x;—0(x;),x; +6(x;)),i=1,2,...,m—1, (b—0(b),b],

takowy, ze
[a,a+d(a U i —0(x;), i+ () U (b—3d(b),b] D [a,b],

Soltasre, vzhledem k (4.1), plat
W(zi—5(xs)a) (f) <€ @ Wiy 2, 45(2)) (f) <€ provsechna =1,2,...m—1.
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Ozn&mexg=a a z,, =b a necht

o = {.CU(),O’l,xl, .. .am_l,xm_l,am,xm} y
kde
o; € (xz —(5(1‘1'),1'1'_1 —i—é(xi_l)) N (xi_l,x,-), 1=1,2,...,m—1.

Potom

Wa,o1)(f) L Wiaats@)(f) <& W) (f) < wp—smp(f) <e

w(ai,xi)(f) < w(xlfé(xl),x,)(f) <kg, w(xi,oi+1)(f) < w(xi,xﬂré(xi)) (f) <e

prokadei=1,2,...,m—1, 1.

wp(f) <e.
c) Predpokbdejme ze plat (iii). Necht je danoe >0 a necht
o=1{00,01,...,0m} €Z]a,b]

je celeri [a,b] takow,Ze wp(f) < e. Prokade i€ {1,2,...,m} zvolme libo-
volné ¢; € (o;-1,0;) a definujme

g(x):{ f(oy) pro = = oy ,
’ f(&)  proze(oi1,0:).

Pro k&dé z € [a,b] mame|f(z) — g-(z)| <e atudz take || f — g || <e. Jestlze
tedy pro kade n € N definujemef,, =g, ,, bude f,, €S[a,b] pro ka&zde n €N a
fn=f najla,b] pro n—oo. O

4.7. Disledek. Kazda funkce regulovamna [a, b] je na[a,b] ohranicer.
DOkaz. Podle tvrzen(iii) z véty 4.6 existuje dleri o = {0¢,01,...,0m}
intervalu[a, b] takow, ze

0j—1+0j

9 )|—|—1 pro 176(0'3;1,0']'),jE{l,Q,...,m}.

[f (@) < |

Odtud plyneze | f(z)| < M pro Bechnaz € [a, b], kde

0j—1+0j

M = max {|£(@)|, |F (P2 +1, £ (07)] :5=1,2,....m} < oo
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56 REGULOVANE FUNKCE

4.8. Disledek. Pro kazce £ > 0 existuje nejyse konéné mnohoz € [a, b] tako-
vich, ze plat

AT f(z)| > nebo |A™f(z)|>e¢.

DUkaz. Podle tvrzenii) z véty 4.6 ke kademu e >0 mtzeme ndf déleri
o={o09,01,...,0n,} intervalu[a, b] takowe, ze

’f(.f) _f(y>| <& pro x7ye(o-jflao-j)7 j6{1727" . 7m}'

Specalng, |A* f(a)| = |f(a+) - f(x) <c a |A~f(2)|=|f(z) - fla—)|<e

pro 8echnar € [a,b] \ o. Plaf tedy tvrzemtohoto disledku. O

4.9. Véta. Gla,b] je Banactliv prostor vzhledem k nogn

[flle = [/l = sup [f(z)].

z € [a,b]

D U kaz. Fedpokhdejmeze posloupnosf f,,} CG[a,b] je cauchyovsé v pro-
storuG|a, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ty 2.19 niizeme dokzat Ze existuje
funkce f : [a,b] — R takowa,ze lim | f, — f||=0. Podle\ety 4.4 je f € G[a, b]
a fim je véta dolkazana. e Ol
4.10. Poziamky.

(i) Podle definice 2.32f € S[a,b] prave tehdy, kdy existuje @leri o inter-
valu [a,b] takow, ze f je konstantnna ka&dem podintervalu(c;_1,0;).
Kazda funkce zS[a, b] je koné&na linearri kombinace funkctvaru x5
a xj;), kde (o, 3) miize byt libovolny podinterval v[a,b] a 7 miize byt
libovoIny bod z [a, b]. Plaf ovsem x(,,3) = X(a,5) — X[3,4 ProO libovolra
a,f € [a, b], a<p aX[T} = X[rp] — X(7,b] pro kazdée T € [a, b)

Tudiz f €S|a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€né linearn kombinace
charakteristicich funkd intervall [r,b], (7,b], 7€ [a,b], a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalufb], tj.

Sla,b] = Lin(X[T,b]? X(rp)» T € [a,b), X[b]> :

kde (Lin (M) zn&i linearri obal mnainy M. Podob® bychom ukzali,
Ze je take

S[(I, b] = Lin(X[a,T]> X[a,)]s T € (aa b]a X[a}) )
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(i) Mnozina S[a,b] je podle tvrzen (i) véty 4.6 hust v Gla,b], tj.

Sla,b] = G[a,b], kde S[a, b] zn&i uzaver S[a,b] v Gla, b].

4.11. Lemma. Necht{ f,} C G[a,b] a f, = f na[a,b]. Potom plat téz
falz=) = f(z—) a fulz+)= f(z+) nafa,b],

kde f(a—) = f(a), f(b+)=f(b) a fx(a—)= fi(a), fr(b+)= fi(b) pro kEN.

Dlkaz. ProneN polozme
s fu(z+) kdyz z€la,b),
PO he) vz 2=

o f(z+) kdyz z€[a,b),
fw_{ FO) kdyz z=b.

Nechtje danoe > 0. Existuje n. € N takow, ze je | f,,(t) — f(t)| < pro kade
n>n. akadé t € a,b]. Odtud oBem limitim pfechodemt — x+ dostaneme,
Ze talé pro k&dé z € [a,b) a kadé n > n. plaf

[Fal@) = (@) = Jim |fa(t) = fB)] <,
tj.
lim | fn — fIl = 0 nebolif,(z+) = f(z+) nala,b].
Podobm bychom ukzali,ze plati f,(z—) = f(x—) nala,b]. O

Ve zbyvajici Casti kapitoly uvedemedékolik tvrzen, které budou pozéii (zej-
ména v kapitdhch 6 a 7) aitetné. Nejprve shrnemelssledky lemmatu 4.11 pro
nékteé dllezité podmndiny prostoruG|a, b].

4.12. Disledky. Mnoziny

GLla,b] = {f €Gla.b]: fla—) = f(x) na(a,b)}, ‘
Gla,b] = {f €Gla,b]: fla—) = f(x) na(a,b]},

Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(x) na(a,b)}, (42)
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a—) = f(z) nafa, )},

Gregla,b] = {f € Gla,b]: fla—) + f(e+) = 2 f(z) na(a,b)} |

jsou uzaveré v Gla, b] a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norn& indukovagim zG|a, b].
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O

4.13. Lemma.

GL[a,b] NS[a,b] = G[a,b], Grla,b]NS[a,b] = GLla,b],

Grla,b] N S[a,b] = Grla,b], Ggla,b] NS[a,b] = Grla, b],

Greg[a, b] N S[a, b] = Greg[a, b]

D G kaz. Dolzeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se doézou
analogicky.

a) Necht f € G [a,b] ae>0. Podle \ety 4.6 (i) existujep € S|a, b] takowe, ze
[f (@) —e(@)| < |If —¢ll <& pro z€a,b]. (4.3)
Dale, pro kddé = € (a,b) existujed(z) > 0 takowe,zez —(z) >a a
[f(@) = f(O) = |f(z=) = f()] <e prote(zr—i(z) ).
Pro ka&dé z € (a,b) ate (x — (z), x| tedy mame

lp(z) —ot)] < [p(x) = f(@)] +[f(@) = FOI + [f(t) — )] <3¢,
g.

B o(x) pro x =a nebox =b,
o(x—) pro x € (a,b).
Potomp e G [a,b]NS[a,b],

|[f(x) = o(@)| = [f(x) = p(2)| <& kdyZz=anebor=b

|/ (z) = (2)]
< |[f(@) = (@) + |p(z) —p(z—)| <4e kdyzze(a,b).

Odtud & plyne,ze mn@ina G [a,b]NS[a,b] je hus&v G [a,b].
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b) Necht f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkcep € Sla,b] je takow, ze
plat ((4.3)). Potom musbyt take

’f($—)—(p(l’—)| <e prOxE[a,b), }
a (4.4)
|f(z+) —p(z+)| <e proze(a,b.
Polazme
p(a) kdyz x = a,
@)= (e o)) kdyz @€ (a,h), (4.5)
¢(b) kdyz = =b.

Potomg € S[a, b] N Gyregla, b]. Dale, vzhledem k ((4.4)) a ((4.5)),
|f(2) = @(2)] = |5 [f(x+) + fla=)] = 5 [p(z+) + p(z—)]]
< 3 (|f@) = plab)] + [ fla—) — pla-)]) <e
kdyz z € (a,b). Konetré, podle (4.3) a (4.5) ame

|[f(x) = p(@)| = [f(x) — ¢(2)| < ekdyz x=anebor=>b.
Odtud & plyne,ze plat Gyegla,b]NS[a, b] =Gregla, b]. O

4.14. Lemma.
GLa,b]NS[a,b] = Lin( 1, x(ry, T € [a, ), X[H)
G L[a,b]NS[a,b] = Lin{( x[q,7, T € ab)

(

(

GRrla,b]NS[a,b] Lln(l, Xla]s X[r,]> T € la, b))

Grla, b]NS|a, b] L1n<X[Tb rela, b)
Lin1,

Greg[a b]mSab 1 X(ab]af T]+X(Tb]77—€(a‘ b) H)a
~ 1
Gl’eg[a, b] ﬁS[aa b] = Lin(L 9 X[7] +X(T,b}7 TE (a7 b)) :

D Okaz. Prvintvrzeri je obs@eno v pozamce 4.10 (i). Do&zeme &t naj.
predposlednz uvedegch relag.

Nechttedy f € Sla, b] N Gyegla, b]. Potom existuj

meN, ¢, c1,..,cmr1 ER A a:{ao,al,...,om}eg[a,b}
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takowe, ze
co kdyz x=a,
cj kdyz z € (0j—1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,
fla) = Gtes Kdys g =0 pro réjake j = 1,2,...,m—1,
Cma1 kdyz x =5,
f.

f( )_COX[a +ZC]X0'] 1,0'J)

m—1

( Z ¢j +CJ+1 X[cr]]( )) + cmy1Xpp () Pro z € [a, b].
7j=1

(4.6)

Pravou stranu vztahu ((4.6))ieme upravit takto

m—1

f= «o X[a,b] — €0 X(a,b] +ZCJ X(oj_1,b] — Z Cj Xo;,b] — Em X[b]
Jj=1 Jj=1
m—1 m—1
+ % ¢ Xo;) +% Z Cj+1 X[o;] T Cm+1 X[b]
j=1 j=1

m m—1
= €0 X[a,b] — €0 X(a,b] +ch X(oj_1,b] — Z ¢j (X(o;,6) T X[o;])
j=1

j=1
m—1 m—1
+ % Cj X[o;1 T 3 Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 — em) X[
Jj=1 j=1
m—1 m—1
= C0X[ab] ~ €O X(ad] T D €1 X(oz] — D € X(oy 4
=0 =1
m—1 m—1
- % Cj X[oj] +3 Z Cj+1 X[o;] + (Cm+1 —cm) X[b]
7j=1 7=1

= CoXap] + (1= C0) X T D (cjs1 — ;) (X(aj,b} + %X[aj])

+  (Cm+1—Cm) Xy

m

= doX[ap] T 1 X(ap) T Z d; (X(aj,b} + %X[gj ]) + dm+1 Xy »
j=2
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kde
do = cp, dj:Cj—ijlpr0j21,2,...,m—|—1. 4.7)

Dokazali jsme tedyze

. 1
fe Lln(l, X (a,b]s B X[+ X[y T € (a,b), X[b}) .

Protaze vztahy ((4.7)) definujvzajemré jednoznanou korespondenci mezi vek-
tory

(co,cC1y-yCmyCmt1) @ (do,di, ..., dm,dmi1),

znamea to, ze plat

Greg[aa b] N S[a, b] = L1n<]—7 X(a,b]s X[7]s X[m,b]s T € (CL, b)7 X[b}) . ]

DalSi podrobnostifkajici se regulovagch funkd Ize najt zejména v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationfl4, sec.3] Ch. niga UZzitetné spedalni dodatky (nap
charakterizace prekompakth mnain v prostoruG|a,b], zobecn Hellyovy
véty o whbeéru) jsou obszeny talke v pci D. Fraikove [6].
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Kapitola 5

Riemannlv-Stieljesiv integral

Odpoed na réktei Ulohy zminéré v Gvodri kapitole cava integal Riemaniiv —
Stieltjeslv, ktery je pfirozerym zobec@nim zramého integalu Riemannova.

5.1 Definice a Akladni vlastnosti

Pfipomeime (viz definice 2.1%e kon€nou mndinu o= {0¢, 071, ...,0,(s) } bO-
db intervalu[a, b] naz7vamedglerim intervalu|a, b], jestlize plat

a=o0p9g<01< ... <Uu(a):b-
MnoZzinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime Z[a,b] a

o|= ma =0

o j:1,27fy(a)<‘73 oj-1)
afikame,ze o’ je zjemréri o jestlieo’ D o.
5.1. Definice.Dvojici (o, &) € 2[a, b] x R¥(?) nazvemenaerym cEleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

oj-1<§<o0; provsechng=1,2,...,v(0).
T [a,b] je mna&Zina \Bech znéerych celeri intervalua, b]. Rikame tak, ze & je
zna&kapodintervalu[o;_1,0;] a £ je vektor zn@ek
Pro da cleri o € Z[a,b] zna&ime symbolemr (o) mnazinu Vsech¢ € R¥(%)
takowch, ze (o,&) € T[a,b].

Abychom zabanili zaméreé s elementy mrion p, o, ... Civektorl &, 7, ..., bu-
deme posloupnosti&en resp. znéerych celeri zapisovat jako nap {o"} resp.
(p™,m™). Zaména s mocninami zde nehioz

5.2. Definice.Pro da@ funkcef, g:[a,b] = R a zn&ere cElen (o, &) intervalu
[a,b] definujeme

v(o)

Siag(o, & la,b]) =Y f(&)[9(os) —g(oj-1)].-
j=1

Nebude-Ili hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, §; [a, b]) resp.S(o, &)
misto S¢a ¢4(o, &; [a, b]).
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64 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

5.3. Definice.Necht f, g: [a,b] — R.

(i) Reknemeze existujeRiemanfiv — Stieltjeév (6)integral (kratce(d) RS —inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
(6) / f(x)dig(x)] (znatime € (5) / fdg)

a ma hodnotu!/ € R, jestlize

Ve>0d6>0:
(5.1)
((a,g)ey[a,b] a \ay<5) — |S(0,8)—1I|<e. }

(i) ReknemeZe existujeRiemaniiv— Stieltjedv (o)integral (kratce(o) RS —in-
tegrl) funkce f vzhledem k funkcig
b b
@[ 1) dy@)] (zngime ez (o) [ 7 dg)
a ma hodnotul € R, jestlize
Ve>03do.€Z]a,bl:
(5.2)
((a,g) € 7[a,b] a aDa’s) — |S(a, &)~ 1| <¢.

(iii) Jestlize c € [a, b] a funkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe
@[ 78 [ eg=0,
Existuje-li integél (6)f dg, pak definujeme(é)/baf dg = —(5)/1} dg a existu-
je-li integral (a)/bf dg, definujeme(a)/baf dg = —(o)/l} dg.
5.4. Pozramka. Pojem (6) RS —integalu odpovda plivodri Stieltjesoe definici,

zafimco (o) RS —integal byva nekdy nagvan €z Moorellv—Pollardivintegial.

Klasicky Riemaniiv integil je specalnim pfipadem(§) RS —integalu pokud
g(x)=z proz € [a,b].

Vyskytne-li se v ktefch tvrzench pojem RS —inte@d, bez rozlgen zda se
jedra o () RS—integal €i 0 (o) RS—integal, bude to znamenate da® tvrzen
plati pro oba pojmy. V takoych a dafich gfipadech, kdy nehrénedorozurgn,
také negiipojujeme symboly(§) €i (o) k symboblim integalll. Funkce f v in-

b

tegilu / f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.
a
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Z definice 5.3 usolithe, Ze (6) RS —integal je specalnim pfipadem(c) RS —
integralu.

b b
5.5. Veta. Je-li (5)/ fdg=1TI€eR, pak plat také (a)/ fdg=1.

Dlkaz. Prokada de cBleri o/,0” € Z[a,b] tako\a, Ze o je zjemréri o,
plat |o”| < |o’|. Véta je tedy fimym disledkem definice 5.3. O

5.6. Pozramka. Budiz dano libovolré 6, > 0. Potom v definici 5.1 (i) rizeme
podninku (5.1) nahradit asleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>036€(0,6): |
((076)69[0,7[)] a |U’<6) — ‘S(O‘,f)—]’<5 } (51)

Podob, je-li dano o € Z[a, b], mizeme v definici 5.3 (ii) podamku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€Z]a,b]: ,
o.D 0y a((a,s)eﬁ[a,b] aGDae) = |S(U,£)—I|<5} 62

5.7. Cviceri. Rozmyslete si podrolénprc plafi tvrzeri uveder v pozramce 5.6.

5.8. Hiklad. Nechta= —1, b=1a

{0 kdyz =<0,

T@ =31 kdyz >0

1 kdyz x <0,
a g(I)Z{ v

1 kdyz z>0.

Polazmeo,={-1,0,1}. Potom pro kade celeri o € 2[—1, 1], které je zjem@rimj
oo (atedy0 € o), a kade & € 7(o) mame

S(o,€&) = f(&) [9(0) = g(or—1)] + f (Er41) [9(ok+2) — 9(0)] = 0,
kde(0 = O, fk S [Uk:—h 0], §k+1 S [0, Ok+1] atudz f(fk)lz 0 ag(ak+2) — g(O) :O.I
Vzhledem ke druécasti poztamky 5.6, vidme,Zze (a)/ fdg=0.
-1

Na druhou stranu, pro kdé zn&ere celeri (o, &) intervalu [—1, 1] takow,
z2e0¢ o, tj. op_1 <0<oy prorgjake k e N, plat

0 kdyz 0,
S(0,8) = (&) l9(or) — glow-1)] = —f(&) = — {1 kdi ?1::1 io.

1
Odtud je Zejme, Zze (6)/ f dg nemiize existovat.
-1
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Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS —inte@ill a jsou pimymi du-
sledky definice 5.3. Jejichlitkazy ponecavametteréfi jako cviceri.

b
5.9.Lemma. (i) JestlZze existuje integ’ed/ f dg, pak plat

b
[ 14| < Iirivarts.

b
(i) Jestlze naic existuje tak integlal/ f(z)d[var? g, pak plaf

2)dg(a /ﬁf )l djvart g] < || varl g . .

5.10. Poziamka. Uvidime pozaji (viz diisledek 5.39)ze pro oba typy RS —in-
b
tegalll plaf, Ze z existence integlu /fdg uz plyne, ze tale integal

/ flx var g existuje.

5.11. Lemma. Nechit f, f1, f2, g, 91, 92 : [a,b] — R a nechitexistuj integraly :

b b b b
/fldg,/hdg,/fdgl a/f2d92-

Potom pro libovola ¢1, c; € R plati

b b b
/(C1f1+02f2)d9=01/f1dg+c2/f2dg7

b b b
/fd[0191+6292]=Cl/fd91+62/fd92~ 0
5.12. Cviteni. (i) Dokazte lemmata 5.9 a5.11.

Dokazte,Zze rasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS —inte@il:
(i) Jestlze g:[a,b] — R je neklesdri na [a,b] a f:[a,b] = R je takod, ze
b
existuje integal / fdg, pak

(it @) o)

z € la,b]

(sup f(@)) lg(b) = g(a)].

z € [a,b]
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(iii) definice 5.2 je korekinv tom smysluze uuje hodnotu intedtlu jedno-
zn&né. Jinakreteno, jestlie I; ¢ R a I € R sphiuji (5.1) (s I; resp. I,
na niste I), pak musbyt I; = I, (a podobri pro(5.2)).

Oba pojmy RS—inte@lu predstavuj jakési zobecaére limity posloupnosti in-
tegralnich soltl S(o, &) vzhledem k znéerym délerim. Negekvap tedy, ze
plati nasleduici exister€ni tvrzerd analogicla klasicle Bolzanoe— Cauchyo&
podnince.

5.13. \eta (BOLZANOVA — CAUCHYOVA PODMINKA).
Pro dare funkcef,g:[a,b] = R existuje(é)/bf dg prave tehdy, kd¥ je splréna
nasledujci podninka ‘
Ve>036.>0:
((a,@,(&,g)ey[a,b], 0| <. a |5] <55) (5.3)
= |S(0,&) —S(0,¢8)|<e.

b
Podobré, (cr)/ f dgeR prave tehdy, kdy

Ve>03do.€Z][a,b]:
(0.6, €7 abl050. a 550.) (5.4)
= |S(0,8) —S(0,8)| <e.
D U k a z. Nutnost spiri uvederych podninek pro existenci fislusnych in-
tegialll je Zejma z definice 5.3.
DokaZzeme ze podninka (5.4) zartiuje existenci integlu (a)/bf dg. Necht

tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnofio®, £€¥)} znaterych cleri intervalu
[a,b] takoa, Ze

1S(0,&) —S(o*, ") < 1 prokadeo >o" a ¢er(o) (5.5)
a pritom solcasre

1
ofco’ a|S(e*, ¢F)—S(at, &Y < - Prok@dekeN al>k. (5.6)

Posloupnost{S(c*, £*)} je cauchyovsi posloupnost @nych &isel a existuje
tedy réalné Cislo I € R takow, Zze

klim S(ok ey =1.
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Nyni, nechitje danoe > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

<< a ]S(akf,gkf)—l\<§. (5.7)

| ™

L
ke
Potom, dky (5.5) a (5.7), odvorine, ze

S(0,€) — 1| < |S(0, &) = S(o", %) | +|S (0", &%) —I| <&

plati pro kazde o D o* a € c7(o). To znamea, ze

I:(a)/abfdg.

b
Implikace (5.3)=- (5)/ fdgeR by se dokazovala podobra ponecava
secCterdi jako cvicer. ¢ O

5.14. Cvteni. (i) Dokazte etu 5.13 pro(d) RS —integaly.
(i) Dokazte,ze podninky (5.3) resp. (5.4) jsou ekvivalents podninkami:
Ve>036.>0:
(o€, (0".€" € 7[a.b), |o'| <52, 0" D0") ¢ (5:3)
= |5(0",&') = 5(a",8")| <¢

resp.
Ve>03o.€Pa,b]:

('€, (c" €M € 7 [a,b), 0" 50" S o) (5.4)
= [S(o’, &)= S(c",£")| <e.

(Navod: nechto, p€ Z[a,b] ao’ =0 Up, potomo’ € Z[a,b], ' Do, 6’ Dp
a

1S(0.€) — S(p.m)| < |S(a,€) — S(a”,. &) +[S(a",€) = S(p,m)|
pro libovolra ¢ e 7(o), net(p) a&' er(a’).)

Nasleduici véta je fimym disledkem &ty 5.13. Pldtve stejiem zréri pro
oba typy RS —intedl.
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b

5.15. \kta. Jestlze existuje inte@rl/ fdg ajestlze|[c,d] C [a,b], pak existuje
d a

také integél / fdg.

b
D 0 k az. Hedpokhdejme,ze (a)/ fdgeR. Podle \ety 5.13 existuje éen
o: € 7]a,b] takow, ze ‘

1S(0, &) —S(0',€")| < e (5.8)

plat pro VSechna znzera cBleri (o, €),(0’,&’) € 7 [a,b] takova, Zze o Do, a
o' D o.. Vzhledem k tvrzehobsaerem ve cveeri 5.12 (iv), mizeme pedpokh-
dat,Ze {c,d} C o. a mizeme tedy rozlbit o. tak,ze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € 2[a,c], p.€ Z[c,d], p™ € 2[d,].

Nyni, nechitp, p’ € 7[c,d], pDp., p' D p. a (p,m), (p',n') € T [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp',m=n",mn") ac’'=p Up'Up", (n",n',n"),

kde n~,n* jsou takoe vektory,ze (p~,n") € T [a,c] a (pT,n") € T [d,b].
Ziejmeé je (0,&), (0",€') € 7 [a,b],

oo, o' Do., S(0,&) =S(p,n) a S(@',¢')=S(p',n’).
Podle (5.8) tedy rame
1S(p,m) = S(p",n")| =15(c,&) - S(a",&")| < ¢
d
a odtud podle &ty 5.13 plyne existence integu (a)/ fdg.

Dukaz tvrzenvéty pro (§) RS —integal se provede analogicky a je ponaah
Cterdi jako cvicer. m

5.16. CvEen. Dokazte tvrzefmveéty 5.15 pro(d) RS —integaly.
Take rasleduici tvrzeri plati ve stejrié podol@ pro oba typy RS —integtu.

b
5.17. \eta. Jestlize existuje inte@/ fdg a cé€la,b], pak existujtaké in-
tegraly ¢

/acfdg a /cbfdg
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a plat

/abfdg=/acfdg+/cbfdg-

Dlkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
Dale, gedpokbdejme ze existuje intedl (o) / f dg. Potom existence integk

c b
(a)/ fdga (a)/ fdg je zari£ena &tou 5.15.

Necht e > 0. Zvolme zn&era tgleri (o/,¢') € T [a,c] a(6”,£") € T [c,b]
tak, aby platilo

st [+ [sto.e - [ ra

b
+[se.e)- g <=, 59)
kde c=0'Uoc" € 2]a,b] a £€=(&',&£")e1(0).
Ziejme plai S(o, &) = S(o”,&") + S(a”,£"). Tudiz
b c b
/fdg—/ fdg—/ fdg’
b
<|[ 1dg-560.6)]|+[s(0.6) - S0 - S(a" ")
c b
+|ste'en - [ rag+|s@"en - [ rag|<e.
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, dikaz je dokoien. Ol

5.18. Cviceri. Rozmyslete si proz existence inte@itl

/abfdg, /:fdg, /bedg

plyne existence zri@rych cleri (o’,£') € 7 [a,c] a (6”,£") € T [c, ] tako-
vych, Zze plat (5.9).

Dlikaz implikace okacerg ke tvrzeinvéty 5.17 je pro(o) RS —integal poner-
né lehky:
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5.19. \kta. Jestlzec € [a, b] a jestlize existujintegraly
c b
h=@) [ 1dg a =) [ 7ds.

b
pak existuje tak integél I = (o—)/ fdgaplat I=1; + I.

Dlkaz. Buddanoes > 0. Zvolme cBleri 0. € Za,c] a o’ € Z|c, ] tak, aby
platilo

|S(0’,&") — 11| <€ pro (o/,¢") € 7 [a, ] takowe, zeo’ D o,

|S(c",&")—I,| < e pro (¢",£") € 7 [c,b] takowe, zea” D o .

Nyni, nechto. =o. U o’. Prot&ze c € o, kazde zn&ere cleri (o, &) intervalu
[a,b] spiiujici o D 0. miizeme rozélit

oc=0'Ud” a &=(¢'¢")
tak, ze bude platit
(0',¢" e Ta,c], (6",&")e T [c,b], ' Dol a o"Daol.
Navic, je
S(o.€&) =S(a",¢") +5(a".&").
Vzhledem k definicie. a o tedy pro kade (o,&) € 7 [a,b], kde o Do,
mame
‘S(O’,S) - (Il+12)| < ‘S(a’,f’) —Il‘ + |S(a”,€”) —Iz‘ <2e,
tj. dokazali jsme tvrzenvéty. O

5.20. Poziamka. Aby mohlo platit analogick tvrzen také pro (0) RS —integal je
tfeba gidat predpoklad o pseudoaditiétfunkd f, g v boce ¢, viz cvicer 5.31.

Pro existencid) RS —integalu mame tale rasleduici pfirozenou agpe 0fi-
telnou nutnou a postaijici podmnku.

b
5.21. \ta. Pro dare funkcef,g:[a,b] — R integral (5)/ f dg existuje pave

tehdy, kdy pro k&dou posloupnos{(o™,£")} C 7 [a,b] azna“:erych celen in-
tervalu [a, b] takovouze lim |o"| =0, mé posloupnos{S(o™, &™)} kon€nou
limitu.
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D &k az. Nutnost uvedé@podninky je Zejma. Zbyva dokazat jej posta&itelnost.
Pfedpokbhdejme tedyze limita lim S(o™,&") existuje (a je kon&na) pro
kazdou posloupnost(e™,£")} C 7 [a,b] takovou,ze lim |o"|=0.

Necht existuj dvé posloupnosti zrierych leri {(o",£")} C 7 [a,b] a
{(6", €)Y C 7 [a,b] takowe,Zze  limy,—oo |0"] = lim, o0 |6 =0 a

lim S(c", &) =IcR a lim S(&", & )=I€cR.
Sestavme nyimovou posloupnost
~1 1 ~9 T2
[S(p" ™} = {S(c'.€").5(6",€), 5(c,€2),8(6% €),... }

Podle n&eho pedpokladu ra tale posloupnost{S(p™,n™)} konenou limitu
JE€R a, prot@e obsahuje adbposloupnosti

{S(c".€")} a{s(e".€")}.
mud platit I = I = J. To znamea, ze hodnota limity

I= lim S(o™,&")
nezvid na volk® posloupnosti{ (e, £")} zn&erych cleri intervalu [a,b] pro
kterou plat lim |o"|=0.

Nyni, necht{(c", &™)} C 7 [a,b] je libovolna posloupnost takéy ze

lim |o"|=0, lim S(e",£")=I€R

a necht
b
) [ fdg#1.

Potom existujez > 0 takow, Ze pro kadé k € N Ize najt (o™, £"*) € 7 [a,b]
pro réz plat

1 ~
o™ | < 7 a |S(o™ €™ ) — 1| > €.

To znamea, Ze jsme nali podposloupnost{(c"*,£"*): ke N} C 7 [a,b] po-
sloupnosti{(c™,£")} pro kterou neplétklim S(o™k €™ )=1. To je ale spor

s n&im predpokladem. Mme tedy

(&L?dgz[

Tim je dikaz \éty dokorten. O
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5.22. Poziamka. (i) Necht f € Gla,b], zo € (a,b), ¢, dER a g(x)=c pro
x € la,z0), g(xo) = (c+d)/2, g(x) =d proz € (zo, d]. Dale, nechtf: [a,b] =R
ma jednostran@ limity f(zo—), f(xo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnostéeri {o"} intervalu [a,b] takowch, ze
prokezde n € N existujek,, pro ktee plai o _, <z <o} . Dale, nechiektory
zn&ek 0", n™ a ¢" jsou takoe,ze pro kade n € N plaf

(6".0"). (¢".n"). (o".C") € 7[a.b].
K, =To, Op 1 <n. <zo & w0 < <oy,
Mame
S(e",0")=f(xo) (d—c),S(a",n")=f(ni,)(d—c),S(c", (") = f(G,)(d—c)
pron €N atedy
lim S(o™,0") = f(x0) (d—c), lim S(a”,n") = f(zo—) (d—c),

n—0oo n—00
Jim S(0",¢") = f(zo+) (d=c).

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £") takova, ze
(", €") e Ta,b] a |o"|—0,

konvergovala pror — oo k néjaké koné&né (a jednoznéné ucerg) hodnog I, je
nutré, aby platilo

bud g(zo—)=c=g(x0) =d=g(xo+) nebo f(xo—)= f(xo)=f(xo+).

b
Vzhledem ke @t 5.21 Ize tedy €ekavat, ze pro existenci integiu (6)/f dg
bude nute, aby funkcef a g nenely zadry spolé&€ny bod nespoijitosti. ‘

(i) Nyni, necht o € Z|a, b] je libovolné cBleri obsahtiici xy. Pro k&deé jeho
zjemrén o potom existujek = k(o) takow, ze o = 0. Mame

(e )+ £6) ©5° festlize &y < <&
(Fleo) +F(@) 5 C estlize &1 =m0 <&

(F(G) + Flzo) T3 festive gy <a0=G

f(zo) (d—c) jestlize {1 =x0=¢&,
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Bude-li tedy funkcef regulovai nala, b], bude mndina @ hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,€) € T [a,b] ac Doy} nejwSettyfbodoma:

Q= {(fwo=) + Flaot)) 55, (o) + flaot)) 5,

d—c d—C}.

(f(zo—) + f(20)) 5 2 f(zo) 5

b
Pro existenci inte@lu (o) [ fdg je ovdem ginejmer§im nutré, aby se mntina

Q redukovala na jednobgdovou nmaou. Snadno se nadine,Ze toto nastane
prave tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit sodasré

At f(zo) Atg(z))=0 a A~ f(zo) A"g(xo)=0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji disledky
Podrobmji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a(o) RS —integalem umdani po-
jem pseudoaditivity

5.23. Definice. ReknemeZe funkce f,g: [a,b] — R sphuji v bocg = € (a,b),
podninku pseudoaditivity, jesttie

Pro k&dé e > 0 existujed. > 0 takowk, Ze je-li
§'.6"€(0,6.), E€[x—6",a+38"), ¢! €[x—6", 2] @& € [, x+6"]
pak plat (PA)
|£(€) [9(z +3") — g(a—8")] = F(£') lg(x) — g(z—3")]
— (€M) lg(z +48") —g(2)]] <e.

5.24. Poziamka. Powiti podninky (PA) mize byt nékdy pohodl@jsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalentn podoby.

Pro kadé e > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li
r' € (z—0e,2), 2" € (z, 2 +0), €la',2"], £ €2l z] ad” € [z, 2"]

pak plat
| £(©) [g(@")—g(a")] —f(€") [9(x)—g(a")] = F(€") [9(z")—g(x)]| <e.
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5.25. Hiklad. Necht

0 kdyz x<0, 1 kdyz <0,
flz) = § a g(z) = .
1 kdyz >0 1 kdyz >0

ar' <0<a’, e[/, 2], £ el2!,0] ag” €]0,2"]. Potom
|£(€) lg(a") = g(a")] = £(£') [9(0) — g(=")] = F(£") [9(z") — 9(0)]|
=[f(©) - )] =1
vzdy, kdyz budeé <0 a £” > 0. Vidime, ze funkcef, g nesphuji podnminku (PA)
v bock 0.

5.26. Lemma. Jestlze funkcef, g : [a,b] — R spluji v boc z € (a,b) podninku
pseudoaditivity, pak aspigedna z funkicf, g je v bo@® = spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkg, g spojita v bo@ = a druhé je ohrani-
Cera na jeho okdl pak funkcef, g spihuji podnminku pseudoaditivity v bad.
Dlkaz. a) Nechtf, g sphuji podninku (PA) pseudoaditivity v baglz. Dosa-
dime-li ¢ = ¢/, dostaneme

Ve>036.>0:
(:L" €(x—0de,2), 2" €(w,x+6.), £ ela 2], ¢" € [x,x"])

— [£(&) = 1N |g(a")—g(@)| < <.

Odtud je Zejme, Ze nefirli funkce g v bode = spojith zprava, musbyt v bode «
spojita funkce f. Podob®, pol@ime-liv (PA) ¢ = ¢” ad’ = 6", dokazeme ze
nen-li g spojita zleva vz, mud byt f spojitav x.

b) Necht

r€(a,b), 6>0, 2’ €(x—0d,2), 2" €(x,x+0),
teld, 2], ¢'eld! 2] a ¢"€lx,2"].

Potom

|£(&) [9(a") = g(a")] = £(£") [9() — g(a ﬂ FE"M [9") = g(w)]

= |(f(©)—f(E") (g(x)- <wn+( )—f(©)) (9(")—g())]

< [£©) = FEN |glx) — g@)| + | £(€") = F(©)] |9(a”) — g(x)]
Sﬂﬂ@—f@ﬂ+ﬁ() FENN) o) - ga))|

+(I£€") = f@)]+1f(2) = F©I) [9(=") — g(=)] .
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Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 5.13 a lemmatu 5.26.

b
5.27. \Bta. Necht f,g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ f dg. Potom

v kazcem bo@ z € (a, b) je alesp@ jedna z funkic f, g spojita.
b
D 0 k az. Fedpokhdejmeze (5)/ fdgeR. Vzhledem k lemmatu 5.26 nyn

stai dokazat,ze dvojice f, g splhuﬁ podninku pseudoaditivity v kadem bo@
z € (a,b).

Pfedpokbdejme tedyze nepldt (PA), tj. existujee >0 takow, ze pro kadé
5 >0 lze najt

v e(x—6,z), 2" €(x,x2+06), ner,2"], n €[r,z] an” €[z, 2"]
takowe, ze

[F(n) [9(=") = g(2")] = (') [9(x)—g(a")] = f (") [9(=") — g(2)]| = €. (5.10)

Bud dano libovolre § > 0. Necht (o, €) € Z[a, b] je takow, Ze |o| <& apro
néjake k€ {1,2,...,m} je op_1=2' <z <z" =0} a& = n. Definujme

&:UU{.%} a E = (§1,---,§k—1;?7/,"7//,§k+1,--- ,fm) .
Paodle (5.10) tedy #me
S(e,€) — 5(5,8)| = | £(&) l9(ow) — g(on-1)]
= f") lg(x)—g(on-1)] = f(n") [9(on) — g(2)]]

To znameaA, Zze nemsplréna podrimka (5.3') a tud? podle ety 5.13 a c\ieri 5.14

b
neexistuje intedl (6)/ fdg. O

Vime, Ze (§) RS —integal je specalnim pfipadem (o) RS —integalu (viz vé-
ta 5.5). Na druhou stranu, jak @ite rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam

poskytuje manost objasnit i vazbu meztmito integaly v op&ném sn@ru.
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5.28.\kta. Nechit f, g: [a,b] — R. Potom integal ( /f dg existuje pave tehdy,

b
kdyz existuje integal (o) / f dg afunkcef, g sphuji podmnku pseudoaditivity

v kazdem bo x € (a, b).

b
DOkaz. Hedpokhdejme nejprveze existuje(é)/ fdg. Podle \&ty 5.5 po-

b
tom existuje i(cr)/ f dg a ma stejnou hodnotu. &le, podle ety 5.27 funkce

f, g mud splhovat Sodninku pseudoaditivity v kedem bo@ x € (a, b). Stei tedy
b
dokazat, ze kdyz existuje intedal (o—)/ fdg a funkce f, g sphhuji podminku

b
pseudoaditivity v kadem bo@ = € (a, b), pak existuje i intedal (5)/ fdg.

b
Predpokbdejme tedyze (a)/ fdg=1I€eR afunkcef, g spihuji podminku

pseudoaditivity v kadem boc ;ge (a,b). Necht je dano € >0 a nechtdéleri

o-={s0,81,...,5} € Z[a,b] je takow, Ze plat

|S(p,n)—1I| <e jakmile pD>o. a ner(p). (5.11)
Ozn&me

0x :=min{s;—s;—1:1=1,2,...,1r}. (5.12)

Protaze funkce f, g splhuji podninku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
d: € (0,0,) takowe,ze prokadei=1,2,...,r plaf

| £(€) [g(s]) — g(s7)]
—f(€) [9(s:) = g(sD=F(E") [9(s) = g(s0)]] < ;
pro Vsechnai € {1,2,...,r—1}, (5.13)
i€ (si —0g,8i), s €(si,si+0e),
§elsi,si ], €' €lsi s, £ €si, s7].

Necht (o,¢) € 7 [a,b], o ={01,09,...,0m} & |o|<0-.
Podle (5.12) je prokade j € {1,2,...,m} mnaina(c;_1,0,) No. bud jed-
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nobodowa nebo pazdra. Necht
U, jemnazina€chje{1,2,...,m} prokted(o;_1,0;) No.=0,
U2 = {1,2,...,m}\U1.

Potom pro kade jcU, existuje pavwe jednoi(j)€{1,2,...,r} takow, ze
si(j) € (0j-1,05). Paet prviki mndiiny U, tedy nef vetsi nez r.

Polazme nyn p = o Uo .. Potom
lp| < 9 < 0s. (5.14)
apro kadé j € U; existuje pave jednok(j)€{1,2,...,v(p)} takow,ze
[ok(j)-1,Pk(5)] = [oj-1,05]. (5.15)
Pokudj € Us, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow,ze

Pe(i)—1 = Tj—1s PeG) = Si(j)> Pe(j)+1 = Tj+1 - (5.16)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7 [a,b] a
i) =& kdyz jeU (5.17)
a porovnejme inte@ini solwtty S(o, &) a S(p,n). Mame
= > (&) [9(o) —glo;- )+ Y f(&)9(0s) —gloj-1)].
Jjely Jje Uz
NechtVy = {k(j):j€eUi} aVo={1,2,...,v(p)}\ V1. Pak podle (5.15)—(5.17)
= fOm) 9lpr-0)1+ Y ) [9(ox) — 9(pr-1)]
ke Vi ke Vo
=>" flm¢) l9(pry) — O+ fOm) —g(pr—1)]
jelUx ke Vo
=>" (&) lg(0)) — g(oj-1)]
jeth
> [Fe)lglpey) =9(pecy-O1F F ey 1) [9(pecy1) =9 (pes))]
j€ U2
=> " f(&)lgloj) = gloj-1)]
JjeUy
+Z [f(W(j)) [9(si(5)) — 9(s5-1)] + f (Megj)+1) [9(oj4+1) — g(ﬁi(j))] .
j€U2
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Tudiz

S(o,€) - =Y f(&)lglo)) —gloj-1)]

JjeU2

> [FO)la(sig) —a(oi- D)+ F e+ (i1 =g (si)]] »

jeUs
i,

‘3(076)_8(/)777)‘ < Z ‘Wj}a

JjeEU2
kde
W = f(&)lg(o;) —g(oj-1)]
— F(ei) L9(sigi)) — 9(0j—1)] = f(egiy+1) [9(0j+1) — 9(sigi)] -
Pfipomaime,ze vzhledem k (5.14) a (5.16)ame
[O-J'*b Gj] C (Si(]) 567 Si(4) +4 ) gj [ G~ 587 S; (])"1'(S ]
Nes) € [Si(j)_657 Si(j)]a Ne(j)+1 € [Si(j)v 3i(j)+56] .

Podle (5.13) je tedylV;| < c pro ka&zdé j € Us atudz (také dky tomu,ze pcet
IN
elementi mnaziny U, neri vé&Si nez r) dosvame,ze

1S(,.6) = S(p.m)| < > |W;| <e.

JjeE U2
Konetng, vzhledem k (5.11) a k vzhledem k definjgi dosdvame

‘5(075)_1‘ < }S(Uaf)—S(PaTI)‘+‘S(P,77)—I‘ <2e.

b
Dokazali jsme tedyze (5)/ fdg=1. O

b

5.29. Disledek. Necht (o—)/f dg=1TI€eR anechtv kazdem bo intervalu(a, b)

je alespa jedna z funkicf,ag :la,b] — R spojita a druté je ohranteré na jeho
b

okoli. Potom je tak (6)/f dg=1.
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D Uk az. Podle lemmatu 5.26 $piji funkce f, g podninku pseudoadivity v
b
kazdem boe z € (a,b) atudz podle \Bty 5.28 existuje taéx(é)/f dg aplat

b b
) [ +dg= (o) [ fdg. -
5.30. Poziamka. Specalré, jestlze g(z) =z (tj. pro Riemanfv integél), jsou
b b
definice integalll (5)/ f(z)dz a (0)/ f(z) dz ekvivalentn.
5.31. Cvicen. Dokazte tvrzei: ,
Nechtc € [a, b], (5)/ fdg=L€R a (5)/ fdg=1I,€R anecht f, g spl-

b
nuji podminku pseudoaditivity . Potom integal I:(é)/ f dg existuje a plat
I=1+1. ‘

(Navod: vywijte véty 5.19 a 5.28.)
5.3 Absolutni integrovatelnost

Nyni potfebujeme d&@ pomocry pojem.
5.32. Definice.Necht —co < c<d< o a f, g: [c,d] — R. Potom definujeme

Syagle,d] = {[Srag(p,m) —Ssaglp’,n ) (p.m), (p',n') € T [c.d]}

w (Stagsle,d]) =sup Gragle,d). (5.18)

Plat nasleduici modifikace Bolzanoyjch — Cauchyoych podnnek.

5.33. \&ta. Necht f, g: [a,b] — R. Potom:
b
() Integral (5)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplat

Ve>03.>0:
v(o)
(ae@[a,b} alol <55> == w(Sragiloj-1,05]) <e.
1

q

(5.19)

<.
Il
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b
(i) Integréal (a)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, kdplai

Ve>03do.€P]a,b]:

0'
(UE@[a,b] a0305> Z (Stagiloj-1,05]) <e. (5.20)

DOkaz. a) Ulkzeme,ze podninka (5.19) je ekvivalenins Bolzanovou—
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS —integalu.

a) Predpokhdejme,ze plat (5.3). Nechte >0 je dano,s=¢/2 a nechtd. je
urceno podrinkou (5.3). Mejme cleri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < 6.
Ozn&me m=v(o) a pro kade je{1,2,...,m} vyberme znéerd cEleri
(o,87), (67,€) e T [0;_1,0/] tak, aby platilo

0<w(Spag:[oj-1,05]) < Sfag(a?, &) —Sng(f?j,Ej) + % (5.21)
Definujme
:Uo.]) ﬁ:U&ja 77:(517527---757”) (gl 227"‘7gm)'
j=1

Potom
(p,m) € T [a,b], (p,m) € T a,b], |p|<de a|p|<i:.

Tudiz podle (5.3) a (5.21) dastame

0< Zw(Sng; [0j-1,05])
j=1
< [Sraglo?. &)~ Spas(@. &)+ %}
j=1

=Siang(psn) —Spaq(p,m) +e<2e=¢.

Protcaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka (5.19) je spléna.

3) Pro dikaz obaceré implikace pedpokhdejmeze plat (5.19). Dokzeme,ze
potom je spl&na podrimka (5.3").
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Bud danoe > 0. Necht §. je urteno podrinkou (5.19). [&le, méjme zné&ergé
déleri (o, &) intervalu [a, b] takowe, Ze |o| < §., Ozn&mem = v (o). Necht
g=Jo/, £=(¢.€,....&m),
j=1
kde
(07,&7) € Toj_1,07] pro j€{1,2,...,m}.

Potomeo D o. Diky pfedpokladu (5.19) a sfiflédnutm k (5.18) dostaneme

1Stag(0,&) = Srag(a,€)|

|£(&) [9(05) — 9(oj-1)] = Spag(a?, )]

Ms

.
Il
_

Ms

w(Syagiloj-1,05]) <e.

.
Il
—

Plat tedy (5.3").

b) Analogicky by se dokzala ekvivalence podmky (5.20) s Bolzanovou — Cau-
chyovou podrimkou pro existenc{c) RS —integalu. Podrob# diikaz je ponechn
Cteréfi jako cvicerd. Ol

5.34. Cvteni. Dokazte tvrzefvéty 5.33 pro(o) RS —integaly.
5.35. Lemma. Nechit f, g:[a,b] =R a [¢,d] C [a,b]. Potom
Wiea) () 19(d) = g(e)] S w (Spagile,d]) < wiea)(f)vardg. (5.22)

DUkaz. a) Nechte=p={cd}, {,n€lc,d] a €=(&),n=(n
(0,8),(p,m) € T[e,d] al|f(&) = f(n)llg(d) —g(c)| € Syay(le,d]) a

Wie,a) () |9(d) — g(c)| <sup Spagle,d) = w (Spag;le,d]).

). Potom
tud

b) Na druhou stranu, jest (p,n), (7,0) € 7[c,d]| a pol&ime-lic=p UT,
bude o€ Z[c,d] a

v(o)

[Spagem) = Spas(m0) = | 3 (F0)) = £16)) l9(e5) — g(oi1)]]
j=1
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kde 17; =Nk kdyi [O‘jfl, U]’] C [pk—l, Pk] a 9; :Qk kdyi [Ujfl, O'j] C [Tk‘—laTkJ]'
Odtud dostvame dle

v(o)

1Stag(p,m) = Spay(T,0)] Z | F(n}) = £(8))] |9(aj) — g(oj-1)]

< w[c,d}(f) Vg, o)
neboli
w (Syagile,d]) =sup Sragle,d) < wiq)(f)vardy.

Dokazali jsme platnost nerovn®$b.22). O
5.36. Poziamka. Je-li vard g = oo, pak je osem drufa z nerovnostv (5.22)
trivi alni.

Nasleduici tvrzen poskytuje dadi nutnou a postéujici podrinku pro existenci
obou typl RS —integald.
5.37. \eta. Nechit f: [a,b] = R, g €BV]a,b] a v(z) =var® g pro x € [a, b]. Po-
tom integél/bf dg existuje tehdy a jen tehdy, Kddgxistuje integal /bf dov.

Dlkaz. a) Prokadyinterval [c,d] C [a,b] mame vaf v=v(d) —v(c). Tudiz
podle lemmatu 5.35 miglatit

v(o) v(o)
D Wiy ro(F) [o(0g) —v(0-1)] = > w(Spavi[oj-1,05])

1

q

=1

<.
I

pro libovolré céleri o € Z[a,b]. Podle lemmatu 5.35 tedyate doshvame
v(

q

) v(o)

w(Sragiloj-1,05]) < Z Wio;_1,0,(f) varg’_, g

J

q

v(o) v(o)

= Zw[aj Losl () [o(og) —v(oj-1)] = ) w(Sraviloj-1.05]),

<.
I
—

tj. nerovnost

v(o) v(o)
D w(Sragloj-1,05]) Z (Staviloj-1,05])
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plafi pro kezdé celeri o € Z[a,b]. Pomog véty 5.33 nyim uz snadno do&eme,
b

b
Ze z existence integhu / f duv plyne existence integtu / fdg (ato pro oba

typy RS —integalu).
b
b) Predpokbdejmeze existuje intedal (a)/ fdg.

Bud danoe > 0. Potom podle &ty 5.33 existuje éleri o. € Z[a,b] takowe,
ze

0‘
Z (Sragiloj-1,05]) <e (5.23)

plati pro kazdé jeho zjemeri o D o.. Zfejmé mizeme & predpokbdat,ze tale
0<vart g—V(g,o)<e (5.24)
plafi pro kazde Bleri o takowe,Zze o D o.. (Zdlvodréte!)

Podle lemmatu 5.35 ame
(

x
S

v(o)

w (Syaviloj-1,0;]) < Zw[aj_mj](f) varg,_, g
1 j=1

a, chle, podle (5.24) a (5.23)
v(

.
Il

q

) v(o)
w (SfAv; [Ujfla 0j ]) < Z w[oj_l,aj](f) [Q(G'j) —g(O'jfl)]

J=1

.
Il
=

v(o)

+ Zwoj Loy (F) (Varg_, g —[g(o;) — g(0-1)])
<e+ w[a,b}(f) (Vara g— V(ga U)) <e (1 +w[a,b](f)) .
b
Podle \ety 5.33 nlizeme tedy uzdit, Ze existuje intedl (0)/ fdo.
b b
c) Zbyva dolkazat implikaci (6)/ fdgeR = ((5)/ fdveR.
b
Necht tedy existuje inteda (6)/ f dg. Potom podle &t 5.5 a 5.27 existuje
b a
(0’)/ fdg a funkce f, g nemaj spol&€ny bod nespojitosti V(a, b). Dale, podle

84



STIELTIESJV INTEGRAL 85

lemmatu 2.23 tal funkce f, v nemaj spol&€ny bod nespojitosti (a, b). Konetne,
b

protaze podletasti b) tohoto dkazu existuje inted (a)/ f do, existence in-

b a
tegralu (5)/ f dv plyne z disledku 5.29. (Proite g € BV|a, b], je g ohrantera
nala,bl.) ‘ O

b
5.38. \Bta. Necht f: [a,b] = R, g €BV]a, b] a existuje integal/ f dg. Potom
a

existuje tak mteglal/ |fldg.

DOkaz. Podle &ty 2.14 a lemmatu 5.11 selireme omezit nafjipad, ze g
je neklesdi na [a,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c,d € [a, b]
takowa, Ze cle d. Podle lemmatu 5.35 tedy pro libov@mkleri o € 2 [a, b] plaf

v(o) v(o)
ZW Snga Oj— 130]]) Zw[o—j_l,oj-](f) [Q(Uj)—g(o'j—l)]
i—1 1
a ! ”
v(o) v(o)
> w(Sipagloi1,0) =Y wo,yon(£1) [9(0)) = gloj-1)] -
=1 =1

Na druhou stranu,fegjmeé
I1f @)= |fW)]] < |f(=)— f(y)| prolibovolra z,y € [a,b].
Mame tedywi. 41(| f]) < wie,.q)(f) pro libovolry interval [c,d ] C [a, b]. Tudiz

v(o)

w(Sipiag 051,051 =D Wi, 1.0 (1F]) [9(05) = g(0j-1)]
Jj=1 Jj=

v(o)

S Zw[a'j_l,a'j}(f) [g(a-]) U] 1 w Sng’ U] 1)0-]])
- le

DUkaz lemmatu nyinplyne okantité z \éty 5.33. O

Primym diisledkem lemmatu 5.9 &v5.37 a 5.38 je &sleduici tvrzeri.
5.39. Disledek. Necht f:[a,b] =R, g € BV[a,b], v(z)=varg pro z € [a,b]
b b

a nechitexistuje integal/ f dg. Potom existuje taé<integ|él/ |f| dv aplaf

b b
rdg| < [ 1f1dv < 7] vartg.
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O

5.4 Substituce

V8echna tvrzertohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba typy RS —integiu

Zatneme dalim disledkem definice 5.32.
b
5.40. Lemma.JestIEe/ fdgeR a (o,€) jelibovolré zn&ere céler intervalu

[a,b], pak plat

v(o)

b
/fdg—S(a,&)’ <3 w(Spagloy1,05). (5.25)

Jj=1

Dikaz. Oznéamem=wv(o). Bud danoe > 0. Nezvisle na tom o jak typ

RS —integalu se jeda mizeme zvolit znéere cBleri (o, &) € 7 [a,b] tak, aby
bylooc>o a

/:fdg—S(G,g)‘ <e.

Protdze o je zjemrérim o, miizeme ho rozdlit tak, ze bude

m
og=|]a’, kded’c2[o; 1,0m] Proj=1,2,...,m.
j=1

Podobié & = (£ ,&,...,&), kde & jsou relné vektory takoe, ze
(a'jagj)Gg[Ujbej] proj=1,2,...,m.

Mame tedy

b
[ 7da-s0.6)

<

/abf dg—5(.8)| +|5(5.6) - 5(e.¢)

<+ Y1) [9(05) — g(o5-1)] — S(&, &)

=1
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<et+ Y w(Sagloj-1,05]).
j=1

Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to,Ze plat (5.25). O

b
5.41. Disledek. Jestlﬁe/ fdgeRale,d] Cla,b], pak prok&d ¢ € [c, d] plati

d
[ £d9- 1O 10d) - 9(0)| < o (Syayilend).

Nasleduici specalni forma &ty o substituci je tak disledkem lemmatu 5.40.

5.42. \Bta (SuBsTITUCE). Necht f,g,h:[a,b] - R, pficent f je ohrantera

b
na intervalu|a, b] a/ gdh eR. Potom jeden z integili
a

/abfd[/;gdh] a/abfgdh

existuje (ra kon€nou hodnotu) pave tehdy, kd¥ existuje i ten drup V takoem
pfipacé pak plat

/abfd[[gdh] :/abfgdh. (5.26)

b
D 'k az. Nejprve si padimréme,ze z existence integm/ gdheR plyne,ze
a

w(z) ::/ gdheR prokadex € [a,b]

(viz véta 5.15). Funkcev je tedy definovaa na cedm intervalu[a, b] a zobrazuje
interval [a,b] do R.

Pro libovolré zn&eré cleri (o, &) intervalu [a, b] mame

[Stgan(o,8) = Sraw(o, §)|

v(o) v(o)
= ‘ > (&) 9(&) (o) = hloj-0)] = f(&) [w(og) — w(oj-1)]
=1 i=1

v(o) o

< Y116 ol ey~ hioy)) - [ g
i=1 751

j—
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V(o) 7
< Il (Z o6 o) = o] - [ 1gdh‘> |

j=1 o

Podle disledku 5.41 do&tvame dile

v(o)

|Srgan(e,€) = Sraw(o, &) < |If] Zw(SgAh; [0j-1,05]).

Jj=1

Odtud podle &ty 5.33 & plyne relace (5.26). fes\edtete seze dikaz opravdu
umite dokorEit.) O

5.43. Disledek. Je-li f ohrantera nala,b], h:[a,b] — R je riemannovsky inte-

grovateld nafa,b]| a g(z) :/ h(t) dt, pak jeden z integl

a

/abf dg a /abf(x) h(zx) dx

existuje pave tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem @ipade pak plait

/a Fdg = / ') ) di. .

5.44. \Bta(DRUHA 0 suUBSTITUCI). Pfedpokbdejmeze funkces: [a, 3] — R je
ryze monotonia spojita na [«, 5] a zobrazujea, 4] nainterval [a, b]. Potom pro
libovolné funkcef, g:[a,b] — R plati

b B
existuje—li/f(a:)dg(:c), existuje tak /f(¢(x))dg(¢(x))

B8 b
+ / F(6(x)) dg(6(x)) = / f(z) dg(z), (5.27)

kde "+" plat i, je-li ¢ rostoud a ™" plat i, je-li ¢ klesajci.
D U k az. Fedpokhdejme nap, ze ¢ je klesajci. Potoma = ¢(b) a 8= ¢(a).
Pro da zn&ere celeri (o, &), intervalu [«, 5] polozme

Pv(o)—j :¢(Jj) proj=0,1,..., V(U)a Mv(e)—j — qb(g]) proj=1,2,..., V(U) :

Potom (p> 77)7 pP= {p0> P1y- - 7p1/(o')}7 n= (7717 n2; -5 Mu(o) je zn&ere eler
intervalu [a,b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Zfejme, je-li o Do/, pak je
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také ¢(o) D ¢(o’). Podobm®, protde ¢ je stejnon@rré spojii na [«, 5], plat
|p(o)| — 0 jakmile |o| — 0. Navic

v(o) v(p)
D)) [9((a)) — gléloi-1)] = =D f(n;) [9((p) — 9(b(pi-1)]
j=1 i=1

plat pro kazde (o, &) € 7|« 8]. Ted uz zajise kazdy Cterd¥, ktery pozorré pro-
studoval éSinu dika) teto kapitoly, samostaéndokor&i diikaz rovnosti (5.27)
pro oba integaly (vCetre pfipadu,ze ¢ je nrostoud). O

Dalsi variantou ety o substituci je asleduici véta. Jeijdikaz mizeme pone-
chatcter#fi jako cvicen.
5.45. \Bta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [#(a), #(b)] je rostoud a spojita na [a, b],
v:[p(a),p(b)] — [a,b] jeinversik ¢ anechtf:[a,b] — R. Pak existuje-li jeden
z integialll

b #(b)
() / f(@)dz, (o) /¢ CELIEE

existuje i ten drufz a plaf rovnost

b #(b)
() / f(z) dz = (0) /¢ , T ave),

5.46. Cviteni. Dokazte etu 5.45. Zformulujte a dokae analogick tvrzen pro
(6) RS —integaly.

5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegral. Plat ve stejiém zrén pro oba typy RS —inte@iu.

5.47. \Bta(VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integlli

/abfdg, /abgdf,

existuje i druly a plat
b b
/ fdg+ / gdf = f(b)g(b) — f(a) gla). (5.28)
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DUkaz. a) Buddano libovolre zn&ere celeri (o, £). Pfeorganizoanim clenl
V SOLWEtu Sya (o, &) dostaneme

Staglo. &) = f(&)[g(o1) — g(a)] + f(&2) [9(o2) — g(o1)]
+o ot f(&m) l9(0) — g(om—1)]
= —fla)g(a) = [f(&) — f(a)] g(a) = [f(&) — f(o1)] g(o1)
=[f(o1) = f(&)lg(on) = -+ = [f(&m) = flom—1)] g(oOm 1)
[flom=1) = f(&m-1)] g(om 1)
—[f(b) = f(&m)] 9(b) + f(b) g(b)
(

= f(0) g(b) — f(a) g(a) — Sgas(c’,&")
neboli
Siag(e,€) = f(b)g(b) — f(a) g(a) — Sgar(o’, &) (5.29)
kde
o' ={a,&,01,8,09,...,0m—1, &m, b},
¢ =(a,01,01,02,02,...,0m—1,0m—1,b),

(6/,€")e T[a,b] a o' jezjemrénm o. (Stane-liseze{;=o0;_1 resp.§; =o;
pro réjaké j, mudme o\dem tyto body¢; v o’ a £’ vynechat.)

b
b) Fredpokhdejmeze existuje intedl (o) / gdf.

a

Bud danoe > 0. Zvolme cgleri o. € Z[a, b] tak, aby pro kadeé jeho zjema-
ni o/ avsechna fisluSra zn&era cBleri (o’,¢’) € 7 [a,b] platilo

Sear(o’,€") —(0)/;9 df) <e.

Podle (5.29) pro k&dé o D o . a pisluSré zn&eré dleri (o, &) plaf

b
Sa(,€)— () g(b) + f(a) g(a) + (o) / gdf

b

- (a)/gdf—sgAfw',s’),
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kdeo’' Do Do atudz

b

5124(0.) = (1)) + £(0) (a) + (o) [ 9]

- \<o>/abgdf—sgAf<a’,s/>\ <e.

b
Odtud plyne existence integu (o)/ fdg arelace (5.28). Toze z existence

b b
integi@dlu (o) [ f dg plyne existence integtu (a)/ gdf a plaf rovnost (5.28)

a

by se dokazovalo analogicky.

c) Tvrzen véty pro (§) RS —integaly plyne ze vztahu (5.29) podo®iako v drulé
¢asti dikazu pro(c) RS—integaly a detaili dikaz mizeme nechaéteréri jako
cvicen. O

5.48. Cvteri. Dokazte tvrzemveéty 5.47 pro(d) RS —integaly.

5.6 Stejnomeérna konvergence a existence inte@tu

AZ na \etu 5.51, $echna tvrzeintohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba
typy RS —integalu.
5.49. \Bta. Necht g € BV|a,b], f:[a,b]—R je ohrantera a nechtposloupnost

b
funkd f,:[a,b]—R, neN, jetakoa,ze| f,dgeR provSechnaneN a

a

Tim [~ £l =0. (5.30)

b
Potom existuje taédnteglal/ fdg aplaf

b b
lim/fndg:/fdg. (5.31)

D & k az. a) Nechie dano e > 0. Vzhledem k jjedpokladu ((5.30)) izeme
zvolit n. € N tak, aby platilo

9
varb g

nzn. = (Ifa=fl<

) a (Ilfall <lifl+1). (5.32)
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Dale, za naich gedpokladi je podle lemmatu 5.9

b
\/ fudg| < [fallvart g < (| f] +1)vart g

pro n>n.. MUzeme tedy vybrat podposloupnobt,} C N} a I €R tak, aby
platilo

b
lim/fnkdg:I.

k—oo J,

Specalng, existujek. € N takow, ze

/bfnkdg—I’ <5>. (5.33)

Nk, >MNe a (k‘ZkE —

Dale, nechto. je takowe cgleri intervalu [a, b], Ze

<(U,£)€9[a,b] a 0'30'5) ’ank Aglo /fnk dg‘ <e. (5.34)

Protaze je ny. >n. (viz ((5.33))), plyne z (5.32)ze pro kade zn&ere celeri
(0,€), kde o je zjemrérim o, plaf

1S(0,€) = S5, a4(0.)| <|If = fu. [ varig <c.
Vzhledem k (5.33)—(5.34) tedy déséime

(08111 < 5008~ S, 80(0- 8] [, 20 0

b
+ /fnkg dg—I’ < 3e.
a

Odtud okariité plyne,ze plat

/abfdg—f

Konetné, prot@e podle lemmatu 5.9 ame

b b
\/ fndg—/fdg\ <[\ fu— £l (vart g),

rovnost (5.31) nyhplyne z gedpokladu (5.30). Dkaz byl proveden pr¢o) RS —
integial.

b) Modifikace dikazu pro(d) RS —integal je Zejma. O
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5.50. \eta. Necht f € Cla,b] a g € BV|[a, b]. Potom existdjoba integély

/abfdg a /abgdf.

DUkaz. Vzhledem ke&tam 2.14, 5.5 a 5.47 stadokazat existenci integ@tu

b
(5)/ f dg pro @fipad,ze f je spojita naja,b] a g neklesdci na [a, b].
Nechtje tedy f spojita na[a, b], g neklesdici nafa,b] ac >0 je dano.

b
Je-li g(b) =g(a), pak je g je nutré konstanthna [a,b] a tudz ((5)/ fdg=0.

Bez Ujmy na obecnosti fizeme tedy fedpokadat,ze g(b) — g(a) > 0. Dale vy-
uzijeme tohoZe ka&da funkce spojé na kompaktim intervalu je na tomto inter-
valu talé stejnorgrré spoijiti. Existuje tedy). > 0 takow, ze

g9(b) —g(a) (5.35)
pro\Sechnar, y € [a, b] takowa, ze |x — y| <. .
Dokaézeme,ze pro libovolra dwe zn&era ckgler (o,¢), (o’,¢’) intervalu [a, b]

takowa, ze |o| < 0. ao’ Do plat |S(o,&) — S(o’,€’)| < e. Podle ety 5.13 to
uz bude znamenate existuje(é)f;f dg.

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky &leri o’ a slazky vektoru¢’ tak, ze bude

o = {Ug, ol .. U}Ll_l, 01,02, Om1, 00, ... ,J,Tm_l,am}
6,: (5%) SR 571“75%7 SER) 5?7 B ':an)

Potom

S(a.86) =>_ f(&) (o)) —glo-0)] =D F(&) Y loled) —gla]_y)]

=1 =1 =1

. J J

1S(0,8) = S(a', &) <D D 1£(&) = FED) lg(ed) —g(ed_y)]

j=1i=1

Protaze

& — €l <|o| <. provdechng € {1,2,....,m}aic{1,2,...,n;},
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odvodme pomotnerovnosti (5.35) vztah
j

S(2,6) = S(0",€")] < =5 373 lotad) —glly)

7j=11i=1

Dilkaz se dokoti pomod cviceri 5.18. O

5.51. \eta. (i) Jestlze f € BV]a,b]| je zleva spojé na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € G[a,b] zprava spojitou na intervalda, b) existuj
oba integaly

(0)/abfdg a (0)/:gdf-

(i) Jestlze f € BV]a,b] je zprava spoji na intervalu[a,b), pak pro k&dou
funkci g € G[a, b] zleva spojitou na intervalda, b) existuj oba integély

<o>/abfdg a (a)/abgdf.

D 0 kaz. Oky vét o integraci per-partes §ta 5.47) sté v obou fFipadech
b

dokazat existenci inte@tu (U)/gdf.

Necht g € G[a, b] je zprava spojd na intervalufa, b), tj. g€ G Rla,b] (viz
(4.2)). Podle lemmat 4.13 a 4.14ame

Grla,b] = Grla,b] NS[a,b] = Lin x(rp, 7€ [0,0))

b
Podle lemmatu 5.11 aéty 5.49 tedy st& dokazat,ze integal (0)/ gdf exis-

a

tuje jestlze g = x(,,-] Pro rejaké 7 € (a, b].
Ztejmé je (0)/ g df = £(7) — f(a) a pro ki (o, €) € 7 [r,b] mame
0 je-li & >,
flo)—f(r)  Jeli &=7.
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Diky spojitosti funkcef v bode 7 zprava niizeme tedy k da&mue > 0 vzdy najt
délen o. takow, ze bude

|S(o,&)| < e provsechngdo, &) € 7 [1,b] takoa, zeo Do, tj.
b b
<a>/gdf=o a (0)/gdf:f(7)—f(a)-

Plaf tedy tvrzen (i). Druhé tvrzen by se dokazovalo podoBn O
5.52. Cviteni. (i) Pro obatypy RS —integtu dokate:
Jestlze f:[a,b] — R méa kon&nou variaci nafa, b] a je spojiti na [a,b],

b
pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].

(i) Provette podrobs diikaz tvrzei (i) véty 5.51.

5.53. Poziamka. Pfipomaime j&® bez dikazu jeden ze Amych zajmawvch
existertnich vwsledki. Dlikaz ralezi L.C. Youngovi, jednomu z klasikteorie in-
tegrace, a Ize ho riay jeho p@aci [54] z roku 1936.

Jestlze funkcef : [a,b] =R ag:[a,b] — R spliuji podrinky
[f(z) = fy)| < K|z —y|* a |g(x) —g(y)| < L|z—y|” pro z,ye[a,b],

b
kde K, L €[0,00), a, B € (0,00), o+ 3> 1, pak existuje intedl (5)/ f dg.

5.7 Bodova konvergence

b
Dilkaz \éty o konvergenci posloupnosti intédit [ f,dg, ve kteé by nebyla

. ~ , ya a 4 ya ,
nutra stejnonérma konvergencef,, = f nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integall.

5.54. Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdgi na [a,b]. Pro libovolré cleri
o intervalu[a,b] a funkci f : [a,b] — R polozme

z €[o;-1,0]

v(o)
Siaglo) = Z ( sup  f(x))I[g(a;) —g(oj-1)]
j=1 €
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v(o)

Spagle)=2 ( _if f(x))lg(o;)—gloj-1)]

o w€lonal

a definujme

/abfdg—inf{Sng(o'):a'EQ[a,b]}
/;fdg:sup{Sng(o'):UGQ[a,b]}.

b )
Veliéiny/f dg resp./f dg nazyvame horni resp. dolfintegral f vzhledem
ke g. ¢ ¢

5.55. Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdfinafa,b] a f:[a,b] — R. Potom
plati

/;fdg:/abfdg:IeR (5.36)

prave tehdy, kdy

b
@[ rdg=1.
DlUkaz. a) Protze g je neklesdgi, plyne gimo z definice 5.54ze

S fag(0) < Sfag(0,€) < Spaglo) prooe2a,b] ater(o),

G50 — (S[Ag(3) = S as(0) @ Syag(d) < Spaglo)).

Pomod téchto Akladrich fakil ner obfizné oW it (provedte !), Ze plat-li (5.36),
pak pro kade k € N existuje @leri o* € 7[a, b] takow, Ze nerovnosti

1 - 1
I— 2 <8 ag(0") < Spag(o", &) < Spag(oh) <+

1
plafi pro kazde £* € 7(o%). Pro da ¢ > 0 zvolme k. > - a pol@me o, = o*-.
Potom bude pro Kalé o D o, a & € (o) platit

I—ec< S(e*) < S(o) < S(0,8) <S(c) <S(o*) < I+e.
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b
Odtud plyne rovnos(cr)/ fdg=1.

b
b) Predpokhdejme nyi ze existuje(a)/ fdg.

Bud danocs > 0. Podle \éty 5.13 existuje éleri o takow, Ze nerovnost

1Siag(0,8) = Staglo,m)| < %

neboli
v(o) c
> (&) = £my) [otory) = 9(oi)]| < 5
j=1

plat pro jakakoliv £, m € 7(o). Pfechodem k supretm a infimim na kadem
intervalu [o;_1, 0;] Ziskame nerovnost

0< Srag(o) =S saylo)

v(o)

=22 swp f@) - _inf f(@)) [o(oy) ~ g(o5-1)]|
j=1 z€loj-1,0] z€[oj—1,04]

< 9

=5 <eg.

Odtud a s pomdafejmych nerovnost

b - b
/fdg < S pay(0) < Syay(o) S/f dg

dostivame

b b
/fdg < Sng(U) <§ng(U)+5 S/fdg+5

atudz
b b
Og/fdg—/fdg<s.
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to,ze plat (5.36). O
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b b
5.56. Poziamka. Jestlze | f dg:/f dg = I € R, byvajejich spoléna hodnota
I nazyvanaDarbouxiv — Stieltje@v integél. Lemma 5.55ik4, ze tento intedl je
ekvivalentn se (o) RS —integalem.

Nyni dokdzeme de hlavri véty tohoto odstavce: Osgoodovétu o domino-
varé konvergenci a Hellyovuétu o konvergenci. Gbtyto ety plat ve stejiem
znéri pro oba typy RS —inte@ill.

5.57. eta (OSGOODOVA KONVERGENENI VETA). Predpokbdejme,ze funkce
f:[a,b] = R aposloupnost f,,} funkd definovagch nala,b] splhuji

lim fp(z)=f(z) a |fu(z)|<M<oo pro ze€ia,b] aneN. (5.37)

n—~o0

b b
Dale, nechtfunkceg € BV|[a, b] je tako\a, ze integ!’aly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ¢ ¢

nlggo/abfdg:/abfdg. (5.38)

b
DUOkaz. a) Podleigsledku 5.39 integfﬂ/ |fn(z) — f(x)] d]var? g] existuje
pro kazde n € N a plat nerovnost ¢

/fn ) dg(a /f ) dg(a /|fn ~f@)ldartg).  (5.39)

St tedy dolazat, tvrzenvéty je pravdie, kdyz funkce f,, jsou neaporre, f =0
a g je neklesdgi. K tomu budeme pdebovat rasleduici tvrzeri z teorie mnain
zname jako Arzehovo lemma. Jeholtkaz Ize nazti naj. v [13, lemma 11.15.8].

Lemma. (ARzELA). Necht{{Ji;}:k€N, jc Uy} je posloupnost koreych
mnazin podinterval [a, b] takovch,ze

> |Jkyl>C>0 prokazde keN.
JEUg

Potom existuj posloupnosti index {k,} a {j,} takowe, ze j, € Uy, pro kazce
teN a () Ty, #0.

leN
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b) Fredpokbdejme tedyze g je neklesdri nafa,b] a{f,} je posloupnost funkc
definovarych naja, b] a takowch, ze

lim f(z) =0 a 0< fp(x)<M<oo prozefa,b] aneN.

n—oo
Dokazeme,ze mu$ platit

b
lim [ fdg=0. (5.40)

—
n OOa

Dillkaz provedeme sporem. Nédedy neplait (5.40). Potom existilje >0 a po-
sloupnost{n;} takow,ze

b
/fnk dg >¢ provechnakcN.

Vzhledem k definici 5.54 to znam@nze pro kadé k € N existuje o* € Z[a, b]
takowe ze S (c*) >¢, kde zndime S r(o*)=S s, a4(c"). Polizme j&t
mi=v(ok) a pp;= inf }fnk(ac) prokeN aje{l,2,...,my}.

k k
OS] 051,05

Pro da® >0 ozn&me U;, mnazina indexi j takowch, ze ¢y ; >n, zaimco
Vi = {1, 2,... ,mk} \ Uy. ZFeJrr\é

MY g(of) —glof_)]+n Y l9(o)) = glof_1)] > €

JjeUg JEVk

neboli

M Y [g(af) —g(of_1)] > e —nlg(b) — g(a)].
JEU

Pro n=————— dostaneme

j;k[gwf) —9(e’ ] > 777 >0

neboli

9 .
> kil > 577 >0, kde Jiy = [9(0}1).9(0})] pro je Uy
JeUg
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Podle Arzehova lemmatu tedy exisfupod yo a posloupnostik,} a {j,} takowe,
ze jy € Uy, pro kade (€N ayo € (] Ji,;, nebol
LeN
wo€lg(e™_),g(c")], kde jo€ Uy, prokade (€ N.
Protd’e g je neklesdfi na [a, b], existuje pave jeden bodry € [a, b] takowy, Ze
yo € l9(z0—), g(z0+) ], 20 € [0}’ 1,05 ] @ jo€ Uy, prokaide (€N,

Podle definice mngin U, to znamea, Zze fru, (zg) >n pro kazde ¢ eN. To ale
neri mozné vzhledem Kk fedpokladu lim f,(x) = 0. Plaf tedy (5.39).

c) Podletasti b) dikazu name

b
Tim [ |fu(x) — f(x)] dlvarg g] = 0

a tudz ze vztahu (5.39) bezprdstireé vyplyva, ze plat také

b b
i [ f,dg= [ 7ldg.

Tim je dikaz dokoken. O
b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatjr {/ f dgn} je swm zpliso-
bem symetrick ke \&te Osgoodog. ¢

5.58. \Bta (HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI). Nechtfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost{ g, } C BV]a, b] jsou takoe, ze

lim ga(x) = glx) proz € [a,b] a varl g, <7 < oc.
n—oo

b b
Potom var’g<~ya lim/ fdgn —/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou
na [a,b]. ‘ ‘

Dikaz. a)Prokadke gleri o € Z(a,b] akade neN mame

V(gn,o) <var’ g, <~.
Proto tale

V(g,o) = lim V(gp,o) <«
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atudz varl g<~.
b b
b) VSechny integ’ily/ fdgn, neN, a/ f dg existuj podle ety 5.50.

Bud dano ¢ > 0. Ze spojitosti funkcef na [a,b] plyne, Ze existuje éleri
o={00,01,...,0m} € 2 takow,ze prokade j € {1,2,...,m} plaf

|f(z)— f(y)] < % pro vsechnyx,y € [o_1,0;] . (5.41)

Pro k&dé n € N mame

/a Je)doule) = flo) [ don(o)

= (f(l‘) — f(05)) dgn(z),
j=1773-1

g.

b m
/ F(2) dgn(@) = 3 £(07) [9a(05) — guloj 1)
a j=1

M

/ 7 (F@) — f(oy)) dgn(a).

j—

<
Il
-

Pomo¢ (5.41) a lemmatu 5.9 tedy dostaneme

2) dgu(@) = S7 20,(0,€)|

£ - .
M;\gn o) =m0l € 5= =5

Podobi& odvodme i analogickou nerovnost s furikg na nist g, tj.

— Sraglo 5)‘ <

W M

Protaze gn(x) — g(z) pro kazdé x € [a, b], snadno o@ime talke rovnost
lim ’Sngn 0,§)— Sng(O',S)’ =0.

n—oQ

Existuje tedyng € N takowe, ze
9
1S ag.(0,€) = Sragle,&)| < 5 Pron>no.
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Pomodé poslediich ffi nerovnostkon&né uzaveme dikaz:

/abfdgn —/abfdg( < ‘/Uj fdgn—Sngn(a,g))

+ ISngn(Uaf) St ag, (o “f‘ ‘Sngn 0,§) /fdg‘ <e.

5.8 Dalsi véty o existenci integélu

5.59. \fta. Jestlze integél / f dg existuje pro kadou funkcif spojitou na
[a,b], pak g ma kon&nou variaci naa, b].

Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.

o0
Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro véechnan€N a ) a, =00, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c,, } tako\a, ze plat

o0
cn >0 provdechnaneN, lim ¢, =0 a ch an=00. (5.42)
n—oo

n=1

Dikaz. Oznéime-li s, = > aj pro n€N, bude posloupnosts,} nekle-
k=1
sajci a

lim s, = o00. (5.43)

n—oo
Specalné, pro dostaténé velka n (n>ng) budes,, > 0. Mlzeme tuik definovat

1 pron<ng,

Cn = 1
— pron>ng.
Sn

Zrejmeé je ¢, > 0 pro kazde neN a lim,,—., ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n €N, m >n>ng mame

m
Z Z Sp—1

Cr ap — _stn :l—L.
k=n

k=n Sk
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L o . . Spe1 1
Vzhledem k (5.43), pro kaé n € N existujem,, > n takow, ze je Z L < 3 tj.

Z Ci A > —=
To ovSem zname, ze mu$ platit ((5.42)).
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] =R, 2o € (a,b] a
vari’g = oo prokazce x € [a,xg) . (5.44)

Potom existuje rostoliposloupnosz;} bodli v (0, zy) tako\a, ze

Jim 2 =z @ > lg(xri1) = g(ax)| = oo. (5.45)
k=1

Dlkaz. a) Pledpokhdejme nejprveze je

sup{|g(x)|:z € [y,x0]} =00 provSechnay € [a, z9) . (5.46)
VSimréme size pro libovole y € [a, o) je

sup{|g(z)| : 2 € [y, o]} = 00 <= sup{|g(z)|:z € (y,20)} = o0

(Kdyby bylo sup{|g(x)| : = € [y, x0]} = 0o, musel by existovat boa € (y, zo) ta-
kovy, ze

l9(2)| = max{|g(y)], lg(xo)l}.)

(Pfipome&ime si,Zze hodnotyg(z) jsou kon€né pro k&dé x € [a, b].) Vzhledem k
(5.46) muzeme vybrat bodyry, € (v, z0), k €N, tak, aby bylo

lg(x1)] > 1, xp > max{zr_1,20— %}

l9(zr)[ > [g(zr—1)[+1 prok=2,3,....

Zfejmé {x} je rostoug, klim Ty = 0 @
—00

oo o0 o
> lg(@ri) - > (lg(zrp)| = lgl@r)]) > D 1 =00,
k=1 k=1 k=1
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Posloupnosfz;} je neklesdgi a sphuje (5.45).
B3) Nechit(5.46) nepldt Potom existujey; € [a, 7o) takowe, Zze
0 < g":=sup{lg(z)|:z € [y1,z0]} < 0. (5.47)
Bez(jmy na obecnosti fizeme edpokhdaty; > xo — 1. Podle (5.44) rame talke
var,? g =oo.
Existuje tedy @leri o' = {0{,01,...,0.,, } intervalu[y;, zo] takow, ze

V(g,o')>1+2g"

Vzhledem k (5.47) tedy &me

mi1—1

> lglo}) —glo] )l
j=1
> 1+2g" —|g(zo)| — lglog, 1) > 1+2g"—2g" =1.
Pol&zme

1
T1=Y1, Ty =0%_1 Prok=2,...,mq,

1
Y2 = max{Tm, 1, To — 5} ar;=mj— 1.

Mame ot
vary? g = oo.
Existuje tedyo? = {03, 0%, ...,02,,} € Z[ya, zo] pro réz

V(g,o®)>1+2g"

Tudiz, podle (5.47), dostaneme

mao—1

> lgle?) —glo? ) = 1+2g" — [g(wo)| — g(or, 1) > 1.
=1

Polme ro=mi+my—1, 2 = op_, Pro k=ri+1,r1+2,...,75, a
y3 = max{zy,, xo — %} (VSimréme size x,,+1 =1 :ag.)
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Nyni, nechtneN, n>2ar;, v;, i=1,2,...,n—1 a x,, k=1,2,...7,_1,

jsou takoe,ze x,, 11 =yi—1, Tk € (Yi—1,yi| PrOk=r;_1+2,...,1; a
ri—1
Yi = maX{$Ti—1’x0 - %}7 Z ‘g(wk—i-l) _g(xk)’ >1
k=ri_1

proi=1,2,...,n—1. Pol&zmey, = max{xrn_l,xof%}. Opeét var® g=oc a
v disledku nerovnos(5.47) existuje tak o™ € 2 [y,, x|, takow, ze

mnp—1

> lg(ef) —glof) =1,
j=1

kde m,, = v(bsigma'). PolaZime-li

Tn=Tn-1+mp—1 @ xp =0},  Prok=rp_1+1,...,7,
bude platit
rn—1
> g(zrer) —glar)| =1 @ wp > yn > 20 — 2 PrOk=ry1,...,7n.
k=rn—1

Indukd jsme tedy zkonstruovali rostougosloupnosti{r, }, {y,} a{zx} takoe,
ze
rn—1

Un € (w0—£,20), > |g(zr1) —g(zx)] > 1pro neN

k=rn_1

awxg >y, >x0— = pro k>r,_y. Odtud plyneze

oo rp—1 [e’s)
Z l9(2r1) — g(zp)| = Z( Z lg(xj41) — Z 1=00
n=1 j=rp_1 n=1

a khm T = hm yn = xo. Dokazali jsme tedyze posloupnos{z;} je rostout
a sphuje (5.45).
D Okazvéety5.59

Vzhledem k &t 5.5 se mizeme omezit ndo)—integal.
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Pfedpokhdejme,ze var, g=oc. Diky Vitaliové vt o kon&ném pokryt a
vete 2.11 vme,ze funkceg : [a, b] — R ma kon€nou variaci nda, b] prave tehdy,
kdyz plat

Vae(a,b] 36 €(0,2—a):vary_5 g<oo
a (5.48)
Vaec(a,b] 365 € (0,b—x):varitog < oo,

Predpokladze var’ g = oo znamei, Ze existujex, € [a, b] takow, ze proz = x
neri splréna jedna z podmek (5.48). Nechtedy nap. z, € (a,b] a nechtpro
kazdé z € [a, o) plat (5.44). Podle tvrzér® tedy existuje rostoigosloupnost
{zy} bodl v (0,z) tako\a,ze

oo
li = a - = co.
kl_}I{.lo T = To ; l9(2x41) — g(or)| = 00

Dale, podle tvrzenl existuje posloupnosicy} kladnych Cisel takow, Ze plat

o0
klirgo c.=0 a ;ck lg(xx) — g(zr—1)| = oc.

Polazme

0 pro x < xq resp.x > xo resp.x € {x; }72

fle) = cr sign(g(xr) — g(xp—1))  Proz=¢&: = %

a ve zlyvajicich bodech intervallia, b] dodefinujme funkcif linearré. Takto de-
finovaré funkcef : [a,b] — R je Z'ejmé spojiti nala, b| a gfitom pro i plaf

37 FE) [9(zrs1) — g(an)] = oo

k=1
Specalng, pro kade M > 0 existuje Ny; € N takow, ze

Ny

S F(6) [9(@rer) — g(an)] > M.

k=1

Pro da® M >0, ozn&me
O'M:{CL,Lvl,.’IZ'Q, . .,JJNM,.’EQ,b}, EM: (a7€1752) .. '7€NA47I0)b)'
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Potom je(oar, &yy) € 7 [a,b] @

Ny

S(om, &) = Zf(ﬁk) [9(@k41) — g(a)] > M.

k=1

(Pfipomeme si,ze f(a) = f(x1) = f(xo) = f(b) =0.)
b
To ale znamea, ze integal (a)/ f dg nenmiize nit konetnou hodnotu.

Neri-li spInéna drufa z podninek v (5.48), tj. existujery € [a, b) takow,Zze a
varg g=oo pro kadeé z € [z9,b), je tfeba nisto tvrze 2 pouZit jeho vhodnou
Gpravu. O

5.60. Cvien. Zformulujte a dokate analogii tvrzen2 pofebnou k dokober
diikazu &ty 5.59.

b
5.61. \eta. Nechit f € G[a, b] a nechtintegral /f dg existuje pro kadou kong-

nou skokovou funkgj. Potom f je spojita na [a,ab].

DUkaz. Oftse nizeme omezit na o) RS—integal. Necht z( € (a,b),
¢, deR, c+d#0 a nechtfunkce g:[a,0] =R je defino\ana podobé jako
v Pozramce 5.22, tj.

c+d

5 Xleo (%) +d X (a0 (x) PrO x €a,b].

9(T) = ¢ Xa,p0) (T) +

b
Podle pozamky 5.22 niize integal (o)/ fdg existovat pouze tehdy, kady

f(zo—)=f(x0) = f(xo+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f mus byt spojita
i vbodé a zprava av bod b zleva. O

5.9 Veéty o stedni hodnoté

Véty tohoto odstavce pliate stejiem zrér pro oba typy RS —inte@itu.
5.62. \Bta (O STREDNi HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesdici na
[a,b], pak existujer, € [a, b] tako\g, Ze

b
/ fdg = f(a0) [g(b) — 9(a)]. (5.49)
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b
DOkaz. \eta5.50 zartuje existenci integu [ f dg v obou smyslech. Prote

je g neklesdici na [a, b], pro kazdé zn&ere ckler (0,€) € T [a,b] plat

m [g(b) —g(a)] < S(a,€) < M [g(b) —g(a)],

kdem = inf, ¢ 45) () @ M = sup, ¢4 f(z). Podobi& jako gi dikazu lem-
matu 5.9 plyne odtud;e plat take

b
mlg(b) - g(a)] < / fdg < M [g(b) - g(a)].

Dale, protde f je spojia, nalyva Sech hodnot z interval(im, M]. Specalrg,
existujexy € [a, b] takow, ze plat (5.49). O

5.63. \Bta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer, € [a, b] takog, Ze

/abf dg = g(a) /:0 f(z) dx+g(b) /x: f(z)dx. (5.50)

D lkaz. Funkcef je riemannovsky integrovatédmala, b]. Ozn&me

:/xf(t)dt prox € [a,b].

Potom podle &ty o substituci (&ta 5.42, viz &z disledek 5.43), &ty o integraci
per-partes (&ta 5.47) a &ty o stedri hodnoé (veta 5.62) existujer € [a,b] ta-
kove, ze plat

[r00=[Caen=n)90)~ [ nag
(/fdfc) (0) - (/mfdm)[() )
/ f(x)dzx+ g(b) /f

tj. plati (5.50). Ol
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5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g: [a,b] — R a cBleri o intervalu[a,b]. Polazme

A9 o+ Fon
sile) = 3 LTI 106 ooy,

=1

v(o)

Ser(e) =Y floj-1) [9(a;) — 9(aj-1)],

v(o)

Scr(e) =Y f(o)) l9(05) — g(oj-1)] -

=1

Dosadme-li do definice 5.35,(o) resp.Scr (o) resp.Scr(o) misto S(o, &)
dostaneme pdact integaly stfedri resp.levwy Cauchyiv resp.pravy Cauchyav.
Podle zfisobu limitiho procesu se &em rozlguji (§) nebo (o) varianty. Je
zfejme, ze Vsechny zobatuji prislusré RS —integaly, pokud jde ofidy integrova-
telnych funkd. Ne vzdy VSak Zistanou zach@ny \Bechny vlastnosti RS —integ-
ralti. Nag. pro stedri integial neplat obdoba #ty 5.42 o substituci.

Vice podrobno$tze najt v odstavci 11.19 monografie [13] T.H. Hildebrandta.

5.11 CviCen na zavér
Neri-li uvedeno jinak, v asleduicich cvicerich provede diskusi o existenci,ip
padré utete hodnotu, pro Kaly typ Stieltiesova inted@du z €to kapitoly, tj pro
integraly (6)RS, ()RS, stedri, levwy Cauchyiv a pray Cauchyiv.
e (i) Necht g(z) = sin z pro x € [0, 7]. UrCete hodnotu inte@iu/ x dg.
0

e (ii) Necht g(x) = exp(|z|) pro z € [-1,1]. Urete hodnotu integtu

1
(5)/ xdg.
-1
0 proz€l0,3),

e (i) Necht g(z)= < ¢ pro z= %, Zkoumejte existenci a hodnotu in-
d pro ze(3,1].

1
tegilu / f dg pro tizré funkce f v zavislosti nac, d.
0
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. , 0 prox<0, 0 prox<0,

o (V)Necht f(z)={ POF (@)=14> PO7
1 proz>0, 1 proz>0,
Zkoumejte existenci a hodnotu intédjr

1 0 1 1 0 1
/ gdf,/ gdf,/ gdf,/ gdg,/ gdg,/ gdg.
-1 -1 0 -1 -1 0

0 prozxz= -1,
e (V) Nechtg(z)=< 1 proxze(-1,2),

—1 pro z€(3,1].

3
UrCete hodnotu inte@iu/ x dg.
1

S

pro z€[0, 5],
e (vi) Necht g(z) =

pro z € (3,1].

1
Urcete hodnotu integiu (5)/ 2% dg.
0

V této kapitole jsmeterpali z kapitoly Il Hildebrandtovy monografie [13], ve léeje
maozno najt i dalsi informace.
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Kapitola 6

Kurzweil Uv-Stieltjesiv integral

Riemaniiiv — Stieltjesiv integal ma Siroké uplatréni vSude, kde je mino omezit
se na situace, kdy integrand a int@gr nemdjspol€né body nespoijitosti (nebo,
v pfipace (o) RS—integalu, neexisttjbody, ve kteych by ote funkce nély ne-
spojitost na steja stra). Pro ktee aplikace (nap v teorii hysterese a zin
pochazejcich varig&nich nerovnostech, viz [2], [23] a [24]) jeSak Zadoud mit
k dispozici integal Stieltjiesova typu, ktérsi nevynucuje&adra omezehna spoji-
tost integrovafich a integruicich funkd. Ukazuje seze integal, ktery této potebe
nejlepe vyhovuije je inte@l, ktery budeme navat Kurzweillv — Stieltjesiv. Jeho
vyhodnost nespiva jen v jeho obecnosti, aléz i v relativri jednoduchosti jeho
definice i odvozehjeho vlastnost Navzdory Emto glednostem mu v monogra-
fické literatife nebylo doposudé&novano tolik pozornosti jakou by si zaslgill
Pokud je mi zamo, stréné pojed@ri o tomto integélu Ize naijt v kapitole 24
Schechterovy monografie [37] z roku 1997 (tam jeyvé@n Henstockv — Stieltje-
sliv integil). Podrobgji se imto integalem zakva McLeodova monografie [32]
z roku 1980, kde je ngwan gauge integral("gauge”="kalibr"). Jaroslav Kur-
zweil powil tento integal jiz v roce 1958 (viz [28]) jako spelni pripad zo-
becréreho neliné@rriho integélu, ktef definoval ve sé fundamerdlni praci [27]

z roku 1957, p vySefovan spoijitt zavislostifeSen nelinearrich diferencalnich
rovnic obsahtgich Diracovu distribuci. Bhem sedmdég/ch let minueho sto-
leti byl jiZ termin Kurzweilllv — Stieltjesiv integél (nebo Perroiv — Stieljesiv in-
tegral podle Kurzweilovy definice) &né powivan v praéch zatyvajicich se zo-
becrénymi linearrimi diferencalnimi rovnicemi (viz nap. [41] nebo [49] a pace
tam citova®).

Cilem teto kapitoly je pedldzit co nejucelegjsi teorii Kurzweilova — Stieltje-

sova integalu.

6.1 Definice a akladni vlastnosti

6.1. Definice. Kazda kladré funkced : [a,b] — (0, 00) se nagva kalibr na inter-
valu [a, b]. Mnozinu kalibili nafa, b] znaime ¥|a, b].

Je-li § kalibr na[a,b], feknemeze zn&ere celeri (o, &) intervalu [a,b] je
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112 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

d—jemre, jestlize plat
[0j-1,05]1C (& —0(&), & +6(&5)) provsechng =1,2,...,v(0).

(03 ]a,b]) zn&i mnazinu vSechd—jemrych zn&erych celeni intervalu [a, b].
Nehroz-li nedorozungén, powivame krai znaeri «7(9).

Méjme funkcef, g:[a,b] — R a zn&ere ckler (o,€) € 7 [a,b]. Potom de-
finujeme jako v kapitole 5 integini solCet

v(o)

S(0.8) (= Sraglo,€) = Sraglo,&a,b])) =D f(&) [9(o;) —g(o5-1)] -

j=1

6.2. Definice(KURzWEIL). Necht f, g:[a,b] =R a I €R. ReknemeZe exis-
b

tuje Kurzweillv — Stieltje@v integél (KS—integéI)/ f(z)dg(x) a ma hodnotu

I eR, jestlize

Ve>0 Eéseg[a,b]:((a,s)ed(65)> — ’I—S(a,é)‘ <e. (6.1)

Jestlze g(x) =z, pak misto o KS —integiilu mluvime o KH —integalu (Kurz-
b b
weilllv — Henstockyv integial) azna“n'lme/ f(z)dz resp./ fdz.

Budeme vydivat t&Z zkracere zn&eri

[1a=[ s dgto.

b a b a
Existuje-li integial/f dg, klademe fdg:—/f dg. Dale,/f dg=0.
a b a a

Tato definice je korekirdiky nasledujcim dvéma lemmaitm.

6.3. Lemma (CousiN). Pro kazdy kalibr § € 4[a,b] je mn&ina </ (§) vsech
d—jemrych zn&erych celeri intervalu [a, b] neprazdra.

Dlkaz. Mejme kalibr§ € 4[a,b]. Ozn&me M mnazinu \Sechc € (a, b] pro
néz je mna&ina </ (J; [a, c]) nep@zdra.

Necht ¢ = min{a +d(a),b}, o ={a,c} a €= (a). Protaze je j(a) >0, ma-
me c€ (a,b] a (0,&) € #(d;[a,]), t. c€ M. Mnozina M je tedy nepazdra a
protod = sup M > —oo0.
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Ukazeme dle,ze d lezi v mnaziné M. Protaze je §(d) > 0, plyne z definice
supremagze existujec € (d — d(d), d] N M. Tudiz existuje tak j—jemré zn&ere
déleri (o’,¢’) intervalu [a,c]. Necht c<d. (V opaném gipack je trivialné
d=ceM.)Polazmeo =0'U{d} a&=(¢’,d). Potom(o,&) € 7 [a,d] a pro-
toze je [¢,d] € (d—6(d),d+6(d)), zname® to tale, ze (o, &) € /(0; [a, d]), tj.
de M.

Je-lid =10, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejmeze jed < b. Zvolme libo-
volné (¢”,¢") € 7 [a,d] ay € (d,d+06(d)) N (d,b). (Takowe ~ existuje, protae
je 6(d) >0.) Mame tedyid,v]C(d—d(d), d+d(d)) aproto((a” U{~}),(¢",d))
je 0—jemré zn&eré ckleri intervalu [a,~], tj. v € M. Protdte jey > d dostva-
me tak spor s definicd = sup M. Plaf tedy d = sup M =b a dikaz lemmatu je
dokorten. O

b
6.4. Lemma. Hodnota integélu/ f dg je podmnkou(6.1)urtena jednoznéne.

D Uk az. Fedpokhdejmeze existuj I1, Is € R, I # I, takow, ze plat (6.1),
kam dosatine I = I;, i=1,2. Pol&Zmez =} (I; — I»). Pak existujkalibry 6; a
0y tak, ze

|S(o,&) — 11| < € prokazdé (o, &) € o7 (61), (6.2)

|S(o,&) — 12| < & prokade (o,€&) € o/(02) (6.3)

Polazme 6(x) = min{d;(x), d2(x)} pro = € [a,b]. Potom je Zejmeé § také kalibr
aplat &(5) C .«7(61) N/ (d2). To znamen, Ze plat soltasré (6.2) i (6.3). Tuik

28 = |1 — Io| = |1 - S(0,€) + S(D(¢) — I|
<L~ S(0,€)| +|S(0.€) - | < 2E.

Protaze toto nehmozne, mus byt I, = I. O

Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasleduijicim textu symbol integralu vzdy
smysl KS —integralu.

6.5. Pozramka. Nechitd, 6y € 9[a,b] @ad <dp nala,b]. Potomjes (§) C o/ (dp).

Je-li tedy spl@na réjakd podninka pro sechna o, §) € 7 (dp), tim sdSe je spl@-
na i pro \sechna(o, &) € /(). Tudiz, mame-li can kalibr 6y € ¢[a, b], mizeme
se v definici 6.2 omezit na kalibry., pro ktee je 6. < dp nala,b].

Také pro existenci KS —integtu plaf podninka Bolzanova— Cauchyova typu.
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6.6. Veta (BOLZANOVA — CAUCHYOVA PODMINKA). Nechit £, g:[a,b] —R.

b
Potom integal / f dg existuje pave tehdy, kdg plaf

Ve>0 36.€%[a,b]:
(6.4)
((0.0).(c" € e(6)) = |S(0.€)—S(o".€")] < <.

b
D Ukaz. a)Existuje-li integ11/fdg = TR, pak, podle definice 6.2,

pro kazdé € > 0 existuje kalibro, eé[a,b] takow, ze je [S(o,€) —I| <5 pro
véechna(o, &) € «/(4.). Pro ka&dou dvojici (o,&), (o', ¢’) € @/(5.) tedy mame

’5(075)_5(0/76,” < ’5(075)_I| + |S(0/?£/)_I| <eg,
tj. plati (6.4).

b) Predpokhdejme nyhn Ze je spl@na podrinka (6.4). Buddano € > 0. Podle
((6.4)) miizeme zvolit kalibrs. tak, aby|S(o, &) — S(o’,¢")| < /2 platilo pro
kazdou dvojici (o, &), (o/,&") € o/ (0).

Ozn&me M mnazinu reéalnych Cisel m pro réz existuje kalibrd,, € ¢[a,b]
takow, Ze nerovnostS(o, &) > m je splréna pro kadeé (o, &) € ().

b
Dokazeme, mnaina M je nepézdra, shora ohrafera asup M:/f dg.
Zafixujme (p,m) € &/ (6.). Podle (6.4) plat

e 9 v

To znamea, ze (—oo, S(p,n) — 5) C M atedy M # .

Pro k&de m € M ax € [a,b] definujmed,, (z) = min{d,,(z), d-(z)} Potom
pro kazde m e M akadeé (o,€&) € 7 (6,,) C «/(d.) plai nerovnosti

m< S(0,€) < S(pm)+5, 4 MC(=00,S5(p.m)+3).
MnoZzina M je tedy shora ohrabera a

S(p,m) —g <supM < S(p,n)+g-
Odtud podle ((6.5)) odvddhe koné&ne, Zze plat

1S5(e, &) — sup M| < |S(o,€) — S(p,m)| + [S(p,m) — sup M| < ¢

b
pro kazdé (o, &) € 7 (d:), tj. supM:/ fdg.
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6.7. Pozramka. Podob jako v gipace RS —integalll (viz cviceri 5.14) mizeme
podninku (6.4) zeslabit asledujcim zplisobem

Ve>0 36, €a,b]:
((0',5),(0'/,5/)6,@7(55), 0"30') — ]5(0,5)—5(0’,5') <e.

KS —integal ma obvykE linearr vliastnosti:

6.8. Veta. Necht f, f1, f2, g, g1, g2:[a,b] — R a nechtexistuj integraly

/fldg, /fzdg, /fd91 a/fdg2

Potom pro libovola ¢y, c; € R plati

b b b
/(C1f1+02f2)d9201/f1dg+62/f2d9,

b b b
/fd[c191+6292]:Cl/fdgl-i-cz/fdgz-

Dl kaz. Ukame si nap dikaz prvitho tvrzen.

Bud danoe > 0. Podle ffedpokladu existiikalibry 6, € 4[a,b] ady € 4|a,b]
takowe, Ze plat

b
(0,8) e (6i) = ‘SfiAg(0'7€)]_/fidg‘<€ proi=1,2.

Pro x € [a,b] polozme 6.(x) = min{d;(z), d2(x)}. Ozn&me h=c; f1 + c2 fo.
Protd’e pro kddé (o, &) € «/(0.) plat

v(o)
Shag(e,€) = D (e1 fil&)) +e2 f2(§5)) l9(05) — g(0-1))]

Jj=1

= C SflAg(o.v E) + (6) Sf2A9(0-7 E) 3
dostivame

b b
‘ShAg(Uvg)_lefl dg—cz/f2 dg‘
b b
<lal|Spa0(@€) = [ fidg] +leal[Spas(o.&) - [ 2dg
< (lerl +leal) e
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Odtud & nase tvrzeinbezprostedrg plyne.

Druhe tvrzen véty by se dokazovalo obdobia dikaz Ize ponechdteréfi jako
cviceri. O

b
6.9. \eta. Jestlize existuje inte@/ fdg ajestlize [¢,d] C [a,b], pak existuje

d
takéinteglél/ fdg.

Dlkaz jeanalogickdlikazu \ety 5.15 a Ize hoignechatteréfi jako cvicer.
0
6.10. Cviteni. Dokazte drule tvrzen véty 6.8 a &tu 6.9.

b
6.11. \Bta. Necht f,g:[a,b] =R a c€|a,b]. Integrél/fdg existuje pave

c b
tehdy, kd¥ existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoeem pipade pak
plati rovnost ‘ ‘

/abfdg:/acfdg+/cbfdg-

b
DUkaz. a)Existuje-li integad/ fdg, pak podle &ty 6.9 existljtaké oba

c b
integrélly/ fdg a/ fdg.
b) Necht

c b
/fdg:ha/fdg:.fg.

Bud danoe > 0. Zvolme kalibryd” € 4[a,c] ad” € 9[c,b] tak, aby pro $echna
zn&erd §L—jemra kler (o/,¢’) intervalu [a,c] a VSechnad”—jemra celeri
(a”,¢") intervalu|c, b] platilo

S0 -hi< g @IS eN -l <, 66)
Definujme nyfkalibr 6. na[a,b] pfedpisem
min {0.(z), 1 (c—2)} kdyz z€[a,c),
6-(v) = { min {64(c).6%(c)}  kdyz z=c,
min {07(z), 1 (x—c)} kdyz z € (c,b].
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Potom,

1 I
x+65(x)§x+1(c—x)<c je-li z<ec,

1 o
x—0s(z) > x—Z(c—x) >c jelli z>c.
Pro zadré x#c tedy neniize platit c€ [z —d.(z),z+d.(x)]. Pro kade
d.—jemre zn&ere cBleri (o,€&) intervalu [a,b] mud tudiz existovat index
ke{l1,2,...,v(o)} takow, ze & =c. Navic, bez(jmy na obecnosti izeme

pfedpokhdat,ze plat

Op—1 <0 =& =c=Eq1 < Ogg1-

(Kdyby bylo o1 < ¢ =& < oy, upravili bychom gislusny Clen v sodtu S(o, £)
nasleduicim zplisobem :

f(e)lglon) —glor-1)] = f(c) [g(or) — g(c)] + f(c) [9(c) — g(or-1)].)

Existuji tedy (¢/,&") € 7 [a,c] a (6”,£") € T [c,b] takow, Ze

o= O-IUO-N, 5 — (5/’5//)’
(o', ¢"Yed(6:]a,c)) e (6L;[a,d]),
(0", &") € (dc; [c, b)) C (675 [c,b])

S(o,&) = S(a',&") +5(a",&").
Vezmeme-li vivahu tak ((6.6)), vidme, ze plat

1S(6,8) — (I1 + I)| = |S(a", &) + S(c",£") — (I + I2)|
<|S(c",&") = N|+1|S(c", ")~ L] < e

b

pro k&zdé (o,&) € o/ (0c; [a, b)) neboli/ fdg=1+Is. O
b

6.12. Pozamka. Jestlze existuje integd (¢) / fdg, pak existuje ta& KS—
b b

integral/f dg a ma tu€z hodnotu. Je-li tok (6)/f dg=1€eR, pak pro kadé
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e >0 existujeA, >0 takowe,ze |S(o, &) — I| < e plat pro vSechna znéera cele-
ni (o, &) intervalu[a,b] takowa, ze |o| < A.. Potomd.(z)= A., je kalibr s vlast-
b
nostmi zargujicimi rovnost [ f dg=1.
a

b
Na druhou stranu, jeste existuje intedl [ f dg= I, pfiCent pro k&dé ¢ >0

Ize najt kalibr 6. € %|a, b] takow, Ze plat inf{d.(z): 2 € [a,b]} > 0 a

|S(o,&) —I| <e prokade(o,€) e (),
b
pak tale (6)/f dg=1. PoldZime-li totiz A.=inf{d.(z) : x € [a,b]}, bude platit
|S(o,&) —I| <e prokade(o,§) e 7([a,b]) takow, ze|o|<A..
Nasleduici véta popisuje vztalic) RS —integalu a KS —integalu.

b
6.13. \eta. Jestlize existuje integd (a)/ f dg, pak existuje ta& KS—integrl

/abfdg a plat /abfdg—(a)/abfdg-

b
Dukaz. OznéameI= (o) fdg. Bud danoe >0 a nechto. € Z[a,b] je

déleri intervalu [a, b], vyhovuflac’l definici (o) RS —integalu. Ozn&me jeho body

tak,ze budeo. = {sg, s1, ..., s} adefinujme
+ min{|z —s;/:j=0,1,...,m} kdyz z¢o.,
bc() =
1 kdyz z€o..

Budiz (o, &) libovolné §.—jemre celeri intervalu [a, b]. Analogickymi Gvahami
jako v dikazu ety 6.11 zjistme,Zze mus byt

o:. C {617527"‘7£V(O’)}‘ (67)
Dale,
v(o)
S(0.8) = 3 [£&) (o) = 9(&))+ 1(6) o(&) ~g(os))] | o o
=1 '
= 5(0/7 £/) ?
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kde o' = {0-07515 01,82, - 7§V(a')a Uu(a)}’ él = (51, §1,82,&2, - - ’61/(0')7511(0'))'
(Stane-li seze pro @jake k je 0,1 =&, nebo&, = oy, je treba takoe intervaly
[ok—1,&k] nebo[&, ox] a Eisludre zn&ky v (o, &’) vynechat.)

Podle ((6.7)) jea. C {1,z .-+, &)} C o'. Vzhledem k nerovnosti (6.8)
odtud plyneze

1S(a,€) —I| = |S(a",&") — 1| <¢
b
a podle definice 6.2 to znaméarie/ fdg=1. 0
6.14. Hiklady. VSimréme si ktefch specifickch vlastnost KH —integialu.
KH—integil je Z’ejmé zobecarim klasickeho Riemannova integiu.
(i) Necht f(z) = 0 naa,b]\ W, kde W je spc&etra podmndina [a,b],
W ={wy}. Bud dano libovolré ¢ > 0. Definujme
1 kdyz x ¢ W,
56(37) = €
2FH (L + [ f (wp)])

Necht (¢,&) € #/(5.). Ozn&mem =v(o). Potom

Zfé] 0j —0j— 1]

£]€W

kdyz = =wy €W .

Pro kadeé j takow, ze {; = wy, € W pro rgjake k& mud podle definice kalibru,
platit
o< &

TS 2R f(w)])

Odtud plyneze

=1
0£|<Z|fwkIIWS 27=-

g5 —

Podle definice 6.2 to znamé,rie/ f(z)dz =0.

b
(i) Necht existuje Newtodv integél (N)/f(a:) dx = F(b) — F(a), kde funkce
F je spojita naja,b] a plat ‘

F'(x) = f(z) prokazdex € (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b-) = f(b). (6.9)
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b
Ukazeme ze pak je KH—integ’il/ f(z) dz roven F'(b) — F(a).

Necht je dano ¢ > 0. Vzhledem k (6.9) a podle definice derivace prada
€ €[a,b] existujed.(¢) >0 takow, ze plat

F(2) = F(©) = f©) =8| < 7o —¢]

pro vsechnar € [a,b] N (€ — 6-(£), € +0-(€)) -
Bud (o, &) libovolné §.—jemre cBleri intervalu [a,b] a m =v(o). Potom pro
kazde
je{1,2,...,m} mame
F(oj) = F(0j-1) = f(&) loj — 0j-1]]
< |F(oj) = F(&) — (&) [0 — &l
+|F (&) — F(oj-1) — f(&) [& — oj-1]|

< ﬁ (loj =&l +1& —oj-1]) = bja [0 — 0j_1]
atudz
[F(b) — F(a)] - S(, )|
=3 (Flog) = F(o;-1) = £(&) [0 — 3-1])|
j=1

g.

6.2 Existence integi@alu
V prikladech 6.14 jsme @ili hodnoty réktefch KH —integalli pfimo z definice.

Nyni si ukdZzeme, jak Ize v &kteych jednoduciich prikladech ugit z definice i
hodnotu KS —intedalu.
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121

6.15. Hiklady. (i) Z definice 6.2 je ejmé, Ze je-li f(t) = f(a) nala,b], pak

b

b
/fdng(a) l9(b) — g(a)] a/gdf=0
pro kadou funkcig: [a,b] — R.

(i) Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R plat
[Taxen=10) prorein),
/abf dXiry = f(r) proT€(a,b),
fAdXan =—f(r) prore(a,b),
fdXar =—f(r) pro 7€ (a,b]
~f(a) kdyz T=a,

b
[1dxg=20 kv re).
‘ Fb)  kdyz T=b.

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Ukazme si odvozervztahi (6.10) a (6.11). ¥echny ostafirse z nich & odvod
powzitim véty 6.11. Nechtg(z) = x(4)(x) na[a,b]. Potom jeg=0 nafa,7] a

podle pgikladu (i)

/andg—O.

Dale, necht

1 kdyz =7,
§(z) =141

Z(w—T) kdyz z e (1,b].

Analogicky jako v dikazu &ty 6.11 zjisime, ze pro kade (o,&) € o/ (5;[7,b])

musd byt T=09=4£1, g(aj) —g(Uj_l):O proj=2,3,...,m. Proto

b
S(.€) = F(r) lg(or) — g(r)] = f(r) a / fdg=f(r).
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Pomog véty 6.11 nyiuz dokorgime dikaz vztahu (6.10).

Vztah (6.11) se dokazuje podaharTentokat ovsem nameg(z) = x| (7) Na

b
[a,b],/fngOapolci’lme

1 kdyz z=r7,
é(z) = 1 .
Z(T—.Z‘) kdyz z € a,T).

Prokade (o,&) € 7 (9; [a, 7]) pak mameo,, =&, =T atedy

S(0.€) = £(7) [g(r) — glom-1)] = f(r) a / " fdg=f(r).

(iii) Pro libovolnou funkci g regulovanou nda, b] plaf

/abx(”’] dg=g(b) —g(r+) pro7ela,b), (6.15)
/abX[r,b] dg =g(b)—g(r—) pro 7€ (a,b), (6.16)
/a bX[a,T] dg = g(r+) —g(a) pro 7€ (a,b), (6.17)
/abX[a,T) dg =g(r—) —g(a) pro 7€ (a,b] (6.18)

. gla+)—g(a)  kdyz 7=a,
/ X dg=q9(t+)—g(r—) kdyz 7€ (a,b), (6.19)
g(b) —g(b—)  kdyz T=b.

Opét se omeime na dikaz prviich dvou vztal. Nechttedy f(x) = x (74 (x)
nala,b]. Potom je

/andg:O.

Bud danoes > 0. Zvolme nyn 7 > 0 tak, aby bylo|g(7+) — g(z)| <& pro kazde
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x € (1,7 +n) adefinujme
n kdyz =71,
o(z) =41 .
1 (x—7) kdyz ze(r,b].
Pro k&dé (o, &) € &7 (6;[r,b]) nyni mud byt 7 =09 =¢; atedy
1S(0,€) — [9(b) — g(7+)]|
= |[9(b) = g(om—1)] +[9(om—1) — g(Om—2]
+.. . Hg(o2) = g(o1)] = [g(b) — g(7+)] |
= lg(r+) —g(on)].
Prot@e 7 < 01 < 7+ 0(7) =7 +n, plyne odtud a z definice, ze
15(e,€) = [9(b) —g(7+)]| <& prokade (o,§)co(5;[7,b]).
Tudiz

/abfdg:/anngr/bedgzg(b)—g(TJr),

tj. plati (6.15).
Ve drutem fipace, f(z) = x{-s(z) nala,b], mame

b
/ fdg = g(b)—g(r).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo|g(7—) — g(x)| <e pro ka&dé x € (r —n, 7), a de-
finujme
n kdyz z =71,
6(ZU) = 1 .
Z(T—l‘) kdyz x € [a,T).

Tim si og@t vynuime, Ze pro kadé (o, &) € «7(9; [a, 7]) mud byt 7 =0, =&, @
tudiz

5(075) = [g(T> - g(am—l)]v
kde 0,,,—1 € (T — n, 7). Jako v fedelem gipacé odtud plyneze plat

/andg—g(r)—g(r—), tj./abfdg—/andg—s—/bedg—g(b)_g(T_)_
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Pokud jde o existenci integiu, mizeme podle cderi 2.33 (i) wse uvedea
priklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.16. Disledek. Jestlze g € Gla,b] a f €S[a,b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.
b
Dalsi véta poskytuje akladn odhad pro intedtl / f dg za gedpokladuze g

a
méa koné&nou variaci nda, b|. Na funkci f pfitom zadré zsadinomezeinekla-
deme. Pochopited ze rélny vyznam bude i tvrzeri véty pouze pro fipad,ze
f je ohran€era nala, b].

b
6.17. \eta. Jestlceg € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe,ze [ fdgecR, pak

plati

b
[ 14| <51 varts. (6.20)

b
Jestlze, naic i/ |f(z)| d[varig] € R, pak plaf

b b
[ 19| < [1r@) dlvarzg) < ] vartg. (6.21)

D &k az plyne z tohaze nerovnosti

v(o) v(o)

1S(e, ) < D 1) Ngloy) —gloj-)| < Y 1F(&)vargi_, g <||f||var; g
j=1 i=1

plati pro kazdé zn&ere kleri (o, &) intervalu[a, b]. O

b
Také dabi jednoducly odhad intetﬁlu/ f dg se opra o definici KS—inte-
gralu. ¢
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b
6.18. \Bta. Nechitg € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou tako@,ie/ fdgeR. Dale

nechtexistuj kalibr § € ¢[a,b] a funkcew:[a,b] — R neklesaaijc’l na [a,b] ta-

kow, ze
€la,b] a te(r—0o(r),7+d(1))N[a,b] } 6.22)
= [t —7[|f(T)[1g(t) —g(r)] < (t—7) (w(t) —u(r)).
Potom
b
/fdg‘ < u(b) —u(a). (6.23)

DlUkaz. Prokade —jemre zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a, b] mame podle
(6.22)

)N

—

(o

&) < D17l (l9(o) — 9(&)| +19(&)) —g(o5-1)])
7j=1
v(o)
< (ulog) —u(oj1)) = u(b) — u(a).
Jj=1
Vzhledem k definici KS —inte@lu plyne odtud nerovnost (6.23). O

6.19. Fiklad. Ukazeme si jednu netri@ini aplikaci ety 6.18.
Mé&jme funkcih: [a,b] — [0, 00) neklesdici a zleva spojitou nda, b|. Doka-
Zzeme ze pro kdadé ke NU {0} plat

b hk—l—l(b) —hk'H(a)
kdh <
/Gh dh < P . (6.24)

Nejprve provedne elemerdtrri Gpravu

W) — hRHL(r) (Rt (o) i
(11+1 o k:+1 [th ] (6.25)

a vsimréme si tohoze za naich g'edpokladi je funkceh ohrantera na[a,b].
Jako dadi krok ukdzeme,ze ke kademu e >0 a kadému 7€ (a,b] existuje
d(7) > 0 takow, Ze plat nerovnost

RF=H () (1) > hE (1) —¢ (6.26)
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pro t € (7 —46(r), 7+ 0(7)). Diky monobnnosti funkceh je snad@ owit, ze
nerovnost (6.26) plapro ka&zdé ¢ € (7, b]. Na druhou stranu,ily spojitosti funkce
h zleva, ke kadému e >0 a kadému 7 € (a,b] najdemed(r) >0 takow, aby
platilo

0 < Wi (r) — P (t) < W jakmile ¢ € (7 —5(r, 7].

Odtud plyneze prot € (1 —o(7), 7] plaf

0 < AF(7) = h*H() hi(r) = (B*(m) = BE(1) B (7) < HhH |R]l = €
a tedy tale (6.26). Dosazém (6.26) do (6.25) dostaneme

hk+1(t) o hk+1( ) k

) ; hk —5
= (h(0) = h() K
prokadees >0, ke NU{0} ate (7’ o(r, 7. Plaﬁ tedy (6.22), kde
k+1
F() = BE(), g(t) = h(t) a u(t) = hk ) oo tefab].  (6.27)

+1
Podle ety 6.18 tedy platnerovnost (6.23).

6.20. Cvcen. Dokazte tvrzenm:
Nechtfunkceh: [a,b] — [0, o) je nerostouta zprava spoji na[a, b ). Potom
pro kazce k e NU {0} plati

b k+1(7y _ pk+1
/hkdhzh (b])HflL (@) (6.28)

Véta 6.17 am umani dokazat nejjednodisi vétu o konvergenci integit.
6.21. \Bta. Necht f:[a,b] — R je ohrantera na [a,b], g €BV][a,b] a necht
posloupnosy f,,} funkd definovagch na intervalufa, b| je tako\, ze

Tim | f— £ =0, (6.29)
b
pricent existuj vSechny integaly / fndg, neN. Potom existuje tak integél
b a
/ fdg aplaf
b b
lim fndg—/fdg. (6.30)
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Dlkaz. a) Protee f je ohrantera, plyne z pedpokladu (6.29)7e existuje
no € N takowe, Ze plat

I fall < IIfII+1 < oo provsechnar>ng.

Podle \ety 6.17 tedy rame

b
/fndglg(\f\\+1)var29<oo pro vdechnan > n
a

a podle Bolzanovy-WeierstraBovety tedy existujposloupnost{n;} C N acislo
I €R takow, ze plat ny >ng a

b
klim o dg=1. (6.31)

b) Ozn&me

Iy :/bfnkdg prokeN,
SK@,E) = Sp 09 (0,€) PIOKEN, (0,€)€ 7 [a,b],
S(e,8) =Spag(o,§) pro(o,€)€ T [a,b].
Bud danoes > 0. Vzhledem k (6.29) a (6.31) izeme zvolitko € N tak, Ze plat

(6.32)

Iy —1I|<e a|fn —fll<e prok>kp. (6.33)
Potom bude taf
1S(0, &) — Sy (0, €)| < evart g provsechna(o, £) € 7 [a,b].

Dale, nechtdy € ¥9[a,b] je kalibr na[a,b] takow, Ze pro \echnady—jemra
zn&era glen (o, &) intervalufa, b] plat

|Sko(07,&) — Io| <. (6.34)
Pro k&dé (o, &) € «7(dp) a k> ko mame podle (6.33)
v(o)

15(0,6) = Sk (.| = | 3 (/&) = (&) (9(03) — 9(05-1))|

Jj=1

<|fu—fll V(g,o) <evar’ g.
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Tudiz, vzhledem k (6.33) a (6.34), dasame

’S(O’,S) _I’ < |S(Ua£) _Sko(a'7£)| + |Sk0(07€) _Iko‘ + ’Iko _I|
< e(vart g+2)

pro kazdé (o, &) € 7/ (d9) ak > ko To znamea, ze plat

b b
/fdg:I:klim/fnkdg.

c) Kon&ne, otnym pouwzitim véty 6.17 dostaneme

/bfndg—/bfdg‘ <||fa— fllvar®g prokade neN.

Plaf tedy i ((6.30)). O
Nyni miizeme formulovat prinvyznammgjsi existereni vysledek.

6.22. \eta. Necht f € Gla,b] a g€BV]a,b]. Potom/bf dg existuje a plat

(6.21)

DUkaz. Podle &ty 4.6 (ii) existuje posloupnostf,,} jednoduckych skokoych
funkdi, ktera konverguje stejnoérré nala,b] k funkci f. Podle ¥t 6.8 a 6.17

b
integrél/fn dg existuje pro kadé n € N. To znamea, Zze podle ety 6.21 existuje
)
take integr’al/f dg aplaf ((6.30)).
b

Zfejmé |f| € Gla,b]. Existuje tedy tak integél/ |f(z)| dvar: g a podle
véty 6.17 plat(6.21). ¢ 0

Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrighk véte 6.21.

6.23. \Bta. Necht f:[a,b] =R je ohrantera na [a,b], g €BV[a,b] a nechit
posloupnost{ g, } funkd definovafch na intervalufa, b] je tako\, ze plat

lim var’ (g, —g) =0,
n—oo

b
pricent existuj vsechny integaly / fdg,, neN. Potom existuje tak integ@l
a
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b
/fdg a plaf

b b
lim/fdgn:/fdg. (6.35)

D & k az. Bezljmy na obecnosti izeme pedpokbdat
gn(a) =g(a) =0 provsechnaneN.

Dale je dikaz podoby dlikazu ety 6.21. Existujeng € N takowe, ze plat
vart g, <var’ g+1 provsechna>ng.

Podle ety 6.17 tedy rame

Lvd%

a podle Bolzanovy —WeierstraRovity tedy existujCislo I € R a posloupnost
{nt} C N takow,ze plat n; >ny a

< || f|l (varb g+1) pro v&echna: > ng

b
lim [ = lim [ fdg,, =1.
k—o0 k—oo Jq

Podobii jako v (6.32) oznéme
b
Iy, :/fdgnk prokeN,
Sk:(o-vg) = Sngnk (0-75) pro k‘GN, (0-75) €7 [(I,b],

S(0,€6) =Siay(@.€)  pro (o.€)€ 7 [a.b].

Bud danoe > 0. Zvolme ko € N a kalibr 6y € ¢[a, b] tak, aby platilo

(6.36)

I, —1| <e, var’(g, —g) <e prok>ko

|Sko (0, €)] — Iy | < € pro(o,&) e (o).
Potom pro kadé (o, §) € «7(dp) ak > ko mame

v(o)
15(0,€) = Sy (0. 6)] = | D (&) = 1)) (910 (73) = 9o (75-1))]
j=1

<11V (gro — 9. 0) < IIfll(varg (gr, —9)) <ellfI-
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Pro ka&deé (o, &) € «7(dp) tedy mame

’S(Uvé) _I’
< ‘5(0'75) —SkO(U,E)‘ + ‘Sko(o-vg) _Ik()’ + ’Iko _I‘
<e([lfl+2).

Odtud plyneze

b b
/fdg:I:klim/fdgnk.

Konetné, opetrnym pouwzitim véety 6.17, dostaneme

b b
[ 149, [ 1] < I17lvart (9.~ 9) prokacenen.

Plaf tedy (6.35). m
Predpokbdejmeze funkcef regulovai na[a b] a g ma kon&nou variaci na

[a,b]. Podle \ety 6.22 potom existuje mtegk/f dg. Pro aplikace pdebujeme

ale dolazat,ze tento intedl existuje i v symetrick situaci, tj. kdy f € BV|[a,b]
a g€ Gla,b]. To bude nyinnasim dlem.
Podle \éty 2.37 niizeme funkcif rozlozit na sodet spojié funkce f € a sko-
b

kové funkce f B. Podle &ty 5.51 a %ty 6.13 existuje inte@ﬂ/ f€dg. Vzpome-

neme-li si na lemma 2.40, podle ko existuje posloupno%t jednodgrch sko-
kovych funkd {f2} cS[a,b] takowa, ze plat lim ||fB— fB|gy =0, nahkd-
neme tedyze ram st&i dokazat konvergeini vétu, ze kteg by plynulo,ze plat

b b
lim andg:/deg.
(Véta 6.21 a ani&ta 6.23 takoy vysledek nezahrnu)

Nasleduici véta poskytuje odhad symetrick odhadu (6.20) zéty 6.17.
6.24. \eta. Nechtfunkceg ohrani€era na [a,b] a f € BV[a, ] jsou takoe, ze

b
existuje integal / f dg. Potom plat

b
[ 19| < (r@I+170)1+vart 1) gl (6.37)
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DlUkaz. Prolibovole (o,¢) € 7 [a,b], mame
S(0,€) = f(&1) [9(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(01)]
gm)[ ( ) g(o'mfl)]

/‘\

= (&) =fla)]gla) = [f(&2)—F(&)] g(o1)
—[f(b) = F(&m)] 9(b)

= f(b) g(b) )= (&)= F(ED] 9(os)

Jj=0

kdem=v(o), {&o=a a&,+1 =>. Odtud plyneze
15(0,€) < (1F@)1+ £ O]+ 3 1F &) = )] gl
=0

neboli

S(a, &) < (1f(a)l + | (B)] +varg £) llg] - }
(6.38)
plati pro ka&dé (o,&) € 7a,b].

Vzhledem k tomuze (o, &) bylo libovolné zn&ere celeri intervalu [a, b], odtud
uz tvrzen (6.37) okanzité plyne. O

Nyni dok&dzeme konvergeimi tvrzeri, které zardi, Ze bude platit

b b
lim/andg—/deg.

6.25. Lemma. Nechtfunkceg je ohrantera na [a,b], f €BV]a,b] a nechtpo-
sloupnost{ f,} C BV[a,b] je tako\a, ze

b
/ fndg existuje prokace ncN a lim ||f, — flgv =0.
Potom existuje taé<|nteg|al/ fdg aplaf
i [ f. dg / fdg.
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DuUkaz. Podle gty 6.24 je

b
/(fn — fm) dg‘ < 2|lgll Ifn — fmllBv pro libovolr&m,n e N .

b
Posloupnost{/ fn dg} je tedy cauchyovska existujel € R takow, Ze plat

b
lim | f,dg=1.
n—oo a

b
Ukazeme,ze | fdg = I. Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme ny € N tak, aby
platilo

b
[ fwdo=1] <= a [l fllav <.

Dale, zvolmed, € 4a, b] tak, aby pro kade (o, &) € &7 (d.) platilo

Sul0.€) [ g 0e] <.

kde Sy, (0, €) = S, aq (0, £). Podle (6.38) pro libovola (o, £) € 7(5.) mame
[S(0,€) = Suy (@, €)|

< (1£(0) = Fao @] +1£ () = fuo ®) +varh (f = fus)) gl

< 2|f = frollBv gl -

Souhrnem, pro libovoka (o, §) € «7(6.) dostvame

’S(O’,ﬁ)—]’

< ‘S(O’,E) _Sno(a7€)| +

b
/afnodgl‘

<2|f = fuollev llgll +2e <e2(lgl +1) .

Sno(0,€) _/abfno dg‘

+

Odtud plyne rovnost

b b
/Gfdngzf}i_)H;o/andg' 0
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Nyni uz budeme urét dolazat Kzery exist&ni vysledek. V rasleduicich tvr-
zerich a jejich dikazech potivame disledré konvence Zimluv a oznéeri 1.3 a
klademe g(a—) = g(a), g(b+) =g(b), 1.

A~g(a)=A%g(b) =0, Ag(a)=ATg(a), Ag(b)=A"g(b)

pro kadou funkcig regulovanou nda,b|. V tomto smyslu je fieba i rozunét
symbofim pro funkceg(z—) resp.g(x+) definova@ naa, b]. Neri tézke si roz-
myslet,ze nap. pro g € Gla,b] a h(z) =g(z—) plat

h(z—) = h(z) = g(x), h(z+)=g(z+) na[a,b].
Analogicky, prog € Gla,b] a h(z) = g(z+) mame
h(z+) = h(z) = g(z), h(z—) =g(z—) nalab].

b
6.26. \Bta. Jestlze f € BV|[a, b], g € G[a, b], pak integél/ f dg existuje aplait

(6.37)

D Okaz. NechtgeGla,b], feBV|[a,b] a W je mna&ina bodl nespojitosti
funkce f v [a,b]. Podle ety 2.20 jeW nejwsSe spaetra, tj. W = {wy : k € K},
kdeK={1,2,...,m} prorejake m € N neboK=N.

Necht f = f ¢+ fB je Jordaiiv rozklad funkcef na spojitoutast f ¢ a sko-
kovoutast f B definovanou jakof, v (2.26). Poldme

= > A FwR)X ey @)+ D> AT (W) X(uy,p (2)

k€eKN[1,n] keKN[1,n]

pro neN a x € [a,b]. Ziejmé fBcSla,b] pro kazde n €N a podle lemma-
tu 2.40 plat

lim [[f,;7 — fBlley = lim varg (f® — f7) =0.
b
Dale, podle dsledku 6.16 integfﬂ/ f.B dg existuje pro kide n € N. Je-li tedy
¢ b
mnazina K kon&na, existence inte@lu/ fBdg plyne trivialné. Nen-li K ko-

b
necna, pak integz’al/ fBdg existuje podle lemmatu 6.25.

b
Podle &ty 5.51 a ¥ty 6.13 existuje inte@ﬂ/ fCdg. Existence integilu

b
/ f dg tedy jiz plyne z ety 6.8. Konéng, podle ety 6.24 pldttaké (6.37). [
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Primym disledkem &ty 6.26 je @sleduici konvergeni tvrzeri.

6.27. Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro neN a lim ||g, —g|| = 0, pak pro
kazdou funkcif € BV [a, b] plati

b b
lim /fdgn :/fdg. (6.39)
a a D
Nasleduici tvrzeri navazuje na ilkaz ety 6.26 a dva navod k Wpottu in-
b b
teglélu/ f dg, je-li znama hodnota integtu/ fCdyg, kde fC znai spojitou
tast funkce f. ¢

6.28. Disledek. Jestlze f € BV|a, b], g € Gla,b], W je mn&ina bodi nespoji-
tosti funkcef v [a,b] a £ € je spojita East funkcef, fC(a) = f(a), pak

/a;dgz/jcdg

+ Y [ATf(w) (9(b)—g(w=)) + A f(w) (9(b)—g(w))] -

we W

(6.40)

Dlkaz. Jakov tlkazu Bty 6.26 jeW = {w,: k€ K}, kdeK={1,2,...,m}
pro nejake m € N neboK =N. Necht

f(x) = Z [A™ f(wr) X(wg 5 (%) + AT (W) X[y 5 (2)]

EeKn[l,n]
proneN ax € [a,b]. Podle lemmatu 2.40 plat
lim |f? = f®lsy = lim varg (f%—f.?) =0.

Dale, podle (6.16), (6.17) &ty 6.8, name

b
/ B dg

= 3 (A f(wn) [9(b) — glwn—)) + A f(wr) [9(b) — glwit)))

keKn|l,n]

(6.41)

pro kazde n € N. Je-li K kon&na, plyne odtud okaité, Ze plat (6.40).
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Je-liK=N, pak podle lemmatu 6.25 plat

b b
/deg: lim/ fBdg. (6.42)

Podle disledku 2.26 je

D AT fwe) (9(b) — g(wr—)) + AT F(wr) (9(b) — g(wi+)))|
k=1

<29l > (1A Flwn)| + AT f(wi)]) < 2|gll (varkf) < oo
k=1

Vzhledem k (6.41) a (6.42) tildosGvame

/abedg

.- (6.43)
= > (A Fi)(g(b) — glwx—)) + AT Fwn)(9(b) — glwi+))
k=1
Plat tedy (6.40). O

V situaci symetrick k disledku 6.28 rame

6.29. Lemma.Jestlze f € G[a,b], g € BV|[a,b], W je mn&ina bodi nespoijitosti
funkceg v [a,b] a g€ je spojita tast funkcey, g€(a) = g(a), pak

b b
[1dg=[1d5%+ 3 flw) ag(w). (6.44)
a a we W
kde A g(a)=A" g(a) a Ag(b)=A" g(b).
D U k a z je analogick diikazu disledku 6.28 je poneé Cteréi jako cviceri.
O

6.30. Cvceni. Dokazte lemma 6.29. (Blvod: vywijte lemma 2.40 a&tu 6.21 a
postupuijte jako p diikazu disledku 6.28.)
6.3 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku 6.28 a lemmatu 6.29 bylyitecné priklady 6.15. Nasledu-
jici technicka lemmata jsou pégbra pro dikaz \Bty o integraci per-partes, kéer
je nasim dakim vyznammjSim cilem. Take v jejich dikazech budoufiklady 6.14
vyuzity.
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6.31. Lemma. Nechth € Gla,b], ceR a W C [a, b] je nejyse spdetra mnai-
na takow, ze plat

h(z) =c pro ze€ia,b]\W. (6.45)
Potom
b
[ hdg=clat)-g@+ 3 [w) - c] Ag(w) (6.46)
a weW

plati pro kazdou funkcig € G|a, b].
Dlkaz. Nechtg € Gla,b]. Prot&ze h € G[a,b], mame podle (6.45)

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadezc (a,b).
Funkceh ©(z) = ¢ je tedy spojifitast funkceh, hB = h —hC a

A~h(z) = h(z) — ¢ = ~A*h(z) proka&de = € (a,b).
Paodle ((6.40)) (kdef = h) tedy name

b b
/ hdg = / cdg+ 3 (h(w) — o) [g(b) — glw—) — g(b) + g(w+) ]

weWw
=clg(d) —g(a)]+ Y [h(w) —c] Ag(w),
wew
tj. plati (6.46). (Fipomaime znovuze Ag(a) = Atg(a) a Ag(b) = A~g(b).)

O

6.32. Cvteri. Pomoélemmatu 6.31 dokée,ze je-li 7 € (a,b) a

0 kdyz t <7,
h(t) = ¢ »>€10,1] kdyz t=r,
1 kdy? >

b
pak/ @ hdh = (1) > pro libovolnou funkciy regulovanou nap.

6.33. Lemma.Nechth € Gla,b], ceR a W C [a, b] je nejyySe spéetra mnaina
tako\4, ze plat (6.45) Potom

b
/ fdh = F(B) [b(b) — ] — f(a) [h(a) — c] (6.47)
plati pro kazdou funkcif € BV|a, b].
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D O kaz. a) Funkcé: spluje (6.45) pave tehdy, kdy existuje mnaina K ¢ N
takova, ze W = {wy, € [a,b] : k€ K} a

_C+Z (wi) =€) Xjwy)(z) proz €fa,b].
keK

ProneN polozmeK, =Kn[1,n], W, ={wi:k€K,} a

)=c+ Z ¢) Xjwy () proneNax€la,b].
keKn

Dokézeme ze plat
7}1_)%0 ||hn —h] =0. (6.48)
Nechtje tedy canoe > 0 a nechtng €N je takowe, ze
|h(wg) —c| <e prokade k>ng. (6.49)
Takowe n existuje, protde pro kadé k €N je
|A"h(wg)|  kdyz wy € (a,b),
|h(wg) —c| = ¢ |ATh(a)| kdyz wr=a,
ATh(b)|  kdyZ wp=b

a mnaina €chk €N, pro ez |h(wy) — ¢| > ¢, miize nit podle disledku 4.7 (ii)
jenom nejySe konény pocet (ng) prvkl. Tudz,

|c—h(x)| kdyz xeW,, }
€

ho(x)—h(z)| =
n(z) ~hiz) { 0 kdyz = € [a,b]\ W,
pron>ng ax € [a,b]. Plat tedy (6.48).

b) Necht f € BV|[a,b]. Podle fikladu 6.15 (i), ¥ty 6.8 a formule (6.14) dosta-
neme pro kadé n € N

/fdhn—
keK,

= f(b) [n(b) — ] = f(a) [h(a) —c].
Podle (6.48) a podlelsledku 6.27 tedy ame

b
(h(wy) — C)/ J A X[y

b b
[ #db=tim [ 7 db, = £0)(0(0) ~ ] - f(@) (n(a) ). .
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6.34. \Bta (VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV]a, b], pak existujoba integaly

/abfdg a/abgdf

a plat

b b
/fdg+/gdf=f(b)g(b)—f(a)g(a)
+ Y (87 f@) A g() - AT @) Atg(a))

z € a,b]

(6.50)

DlUkaz. Integal/ f dg existuje podle &ty 6.22 a mtegil/ gdf existuje
podle \&ty 6.26. [ale,

/Qfngr/bgdf

b
/ f(2) dlg(z) + At g(a)] + / o(2) d[f(z) - A~ f()]

a

b
- / f(x) d[ATg(x)] + / o(x) d[A™ f(2)].

Neri obfizné owit, Ze funkceh(z) = Atg(z) spiuje (6.45) sc=0 a h(b) =0.
Dale, Ah(x) =0 pro z € (a,b). Podle lemmatu 6.33 tedyame

b
/ f(z) d[A*g(z)] = — f(a) A*g(a)

Analogicky,

b
/ g(x) d[A™ F(x)] = g(b) A~ £(b),

/f ) dg(a / 2)d f(x)

= 1@ dgta)+ [ otw) a0 (65

+f(a) ATg(a)+ A7 f(b) g(b) .
138
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Prvni integial na prae stra@ miizeme upravit na

/f )dg(x+) /f )dg(xz+) /A f(z)dg(z+). (6.52)

Pro funkci h(z)=g(z+) mame h(z+)=h(z)=g(z+) a h(z—)=g(z—)
nala,bl, tj. Ah(x)=Ag(z) nala,b]. Podle lemmatu 6.31 tedy plat

b
[ar@dgan = ¥ A @) ag). (6.53)
a z € [a,b]

Analogicky,

/abg(x)df(x) / (z+)d f(x /A+ )df(z

b
- / gty dfe—)— Y Atga)Af(x).

z€la,b]

(6.54)

Funkce f(z—) je spojita zleva na(a, b], g(z+) je spojita zprava nda, b). Podle
vét 5.51 a 6.13 tedy existupba integaly

b
/ fa—)dg(z+) a / g(e+) d f(z—)
a podle ety 5.47 plait
b
/ f(a—) dg(at) / g(e+) df(z—) = F(b—) g(b) - f(a) glat) . (6.55)

Dosazeim (6.52)—(6.55) do (6.51) dostanentdel

/:fdg+/:gdf

= f(b-) g(b) — f(a) gla+) + f(a) A¥g(a) + A~ f(b) g(b)
+ Y (A (@) [A7g(@) + Atg(a)] - [A7f(2) + AT f(2)] Atg(a) )

z € [a,b]
= F®)g0) — f@)gla)+ > (A (@) A gt) — AT f(z) Atg(a)).
z € lab]
Dokazali jsmeze (6.50) plat O
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6.35. Cviteri. Dokazte,Ze za jpedpoklad véty 6.34 plait

/fdg— /fx+dg LA - Y AT () Agla)

z € (a,b)

/fdg— /f ) dg(z+) + f(a + ) A f(x)Ag(a).

z € (a,b)

(Navod: vyrijte formule odvozenv pribéhu dikazu \ety 6.34.)

6.4 Saksovo-Henstockovo lemma aékteré jeho disledky

6.36. Lemma(Saks-HENSTOCK). Necht f,g:[a,b] — R jsou takoe, Ze inte-
b

grél/ f dg existuje. Necht >0 je dano a nechté € 4[a, b] je kalibr na [a, b]
takov;?, ze plat

b
‘S(G,E)—/fdg‘<6 pro Vsechna(o, §) € &7(9) .

Potom pro libovolg sysém {([sj, ti],0;):5=1,2,..., n} takowy, ze

a<s1 <0<t <sp<-- <8, <0 <t <D,

. (6.56)
[Sj,tj] C [QJ —5(9j),0j+5(9j)] proj=1,2,...,n,

plati nerovnost

> [0 ot o) [ rag]| <. 657
j=1 s;

Dikaz. Buddanon >0. Ozn&meto=a, s,41=0. Je-lij€{1,2,...,n} a
t; < sji1, existuf kalibr 6; a zn&ere cleri (o7,¢&7) € 7/ (6;; [t;, sj+1]) takow,
zedj(x) < 6(x) pro kade x € [a,b] a

(6.58)

R

J

Nyni sestavmei— jemré zn&eré celeri (p, n) intervalu [a, b] tak, aby platilo

> FE) gty —g(spl+ Y S(a?. &) = S(p,m).

J=1 J=0
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(Je-lit; =sj41, klademeS (a7, £€7)=0.) Vzhledem k fedpokladim lemmatu te-
dy mame

> (6t -ots - [ fdg)+z( sr.¢)~ [ rag)]

S t;

= 5(p,?7)—/abfdg‘ <e.

Odtud a z (6.58) doatame pro libovolé > 0

\Zf o(5)) / dgl
< S(p,n)—/afdg‘Jr’;(S(Ujij)—/;jﬂfdg)‘ <e+n,

tj. plati (6.57). O

b
6.37. \eta. Necht [ f dg existuje ac € [a, b]. Potom plat

a

. (| fas+s@le-gw) = [ rds. (6.59)

DUkaz. Buddanoe >0 a nechtd. € ¢[a, b] je takow kalibr, Ze

b
‘S(a,g) —/ fdg) < e plat vSechna(o, &) € &7 (4.).

Pro k&dé x € (¢, c+ d:(c))N[a, b] vyhovuje systm {([s1,t1],61)}, kdet; =z a
s1 =61 =c, podmnkam (6.56). Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz Lem-
ma 6.36) tedy rame

7@ lo@) - g() - [ 1dg| <. (6.60)

[

Podob, je-li z € (¢ —d-(c),c) N]a,b], pak poitim lemmatu 6.36 na sy&smn
{[z, ¢], ¢} dostaneme nerovnost

7@ late) gt - [ o] <
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Prokadé = € (¢ — d(c),c+ d:(c)) N a, b] tedy plat nerovnost (6.60) a tud take
nerovnost

[ 1d0- [ 1910 ate) - g(0)]
[ o=@ lot) - gtel] < =

. plati (6.59). 0

b
6.38. Disledek. Necht [ f dg existuje,g € Ga, b] a nechtfunkceh : [a,b] = R

je definoana ﬁedpisema

h(x):/ fdg pro ze€la,b].
Potomh € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) @ h(s—) = h(s) — f(s) A g(s)

protela,b) ase(a,b. O
6.5 Neurcity integral
6.39. \Bta(HAKE). (i) Necht /x f dg existuje pro kace z € [a,b) a nechit
Jim ([ dgt 1) lo(t) - g(e))) = I< R
b
Potom/fdg:I.

b
(i) Nech’t/ f dg existuje pro kace z € (a, b] a nechit

i, ([ do+ 5@ loe) - g(@)) = 1€

r—a+
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Dblkaz. (i) a) Buddanos > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

mfdg—i—f(b)[g(b)—g(a:)]—] <e prokade xe[b—Ab). (6.61)

Polkmex, =b — % pro k € N. Posloupnos{z;} je rostoug, hm rp,=ba

VkeN 36, €Za,xx]:
(psm) € (O, [a, ) = lg(p,n)_/ fdg‘ % } (6.62)

b) Definujme kalibréy na[a,b) tak, aby platilo

do(s) < or(s) a [s—do(s),s+do(s)] C la,xk]

pro kazdé k € N a kazdé s € [xg_1, z).

Dale, pro kddé s € [a, b) ozn&me symbolems(s) jednozn&né urere (iro-
zereCislo k takow, ze s € [zy—1, T).

c) Dokézeme ze existuje kalibwy na[a,b] takowy, Ze plat

‘S(T,O)/jfdg‘ <e 669

provsechna: € [a,b) a (7,0) € 7 (do, [a, x]) .

Necht je tedy dno z€[a,b) a nechtp € N je takow, ze z € [xp_1,zp)
(ti. p=r(x)). Dale necht(r,0) je libovolné §y—jemre ckleri intervalu [a, x|.
Ozn&me v(t)=r. Pro k&de ke NN[l,p| a kazde je NNl r] takow, ze
k(0;) =k, mame

HJ—(Sk(Q) 9—50(0)<9] 1<T]<9 +50(9)<0 +5k(0)
Vzhledem k (6.62) a definici kalibrdy, vidime, Ze pro ka&dé k< {1,2,...,p}

sysem {([rj_1,7;],6;): j=1,2,...,7, k(0;) = k} sphuje gedpoklady lemma-
tu 6.36) na st {([s;,¢;],0;):7=1,2,...,n}. Plaf tedy

’ Z f (Tj—l)}—/r fdg‘ ok prokezdek:e{l 2,...,p}.

k(0;)=
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Tudiz
| j; (50 lotr) — -]~ [ £ lg)
SIS (E 60 latr) = alri-1)) - [ 1d9)]
k=1 r(0;)=k Tt
<Y X (febtm om0~ [ rae)| <X =<,
k=1 k(0,)=k Ti-1 k=1

tj plati (6.63).
d) Nyni, polazme

min{b—z, §(z)} pro z€a,b),
() =4 A
5 pro z=5b.

Necht (o, &) je libovolné §*—jemre celer intervalu [a,b] a m=v(o). Potom
mud platit &, =0, =b, op—1€(b—Ab) a

5;_11 Om—1
<| 3 1€ oty —sto = [ sl

J=1

_|_

Om—1
[ dg 1 1ot - glom-v) - 1.
Vzhledem k (6.63) a (6.61) (kde pdime = =o,,_1) tedy doshvame konéné

]S(a,g)—fj <2¢, . /bfdg—I.

Dikaz tvrzen (ii) se provede analogicky a ponenfame hotteréfi jako cviceri.
O

6.40. Cviceri. Dokazte tvrzen (ii) véty 6.39 a jeho pomaddaké jeho rasleduici
variantu:
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b
Nechtexistuje| f dg a necht

a

lirgl+(/afdg+f(x)[g(t)—g(x)]):I€R pro ke € [a, b).

t

Potom/ fdg=1.

6.41. Hiklady. Pomoé Hakeovy \ety mizeme snadno a univéisim zplisobem
odvodit vzorce, ktér jsme v pikladech 6.15 odvodili Pmo z definice pomdc
vhodre volby kalibru. Nap. formuli (6.11), kdet € (a,b) a f je libovolna, od-
vodime takto

b T
/de[T,b] =/ JdXry

~ 1 / F dX(ray + F(T) ey (7) = Xy (0]) = £(7)

t—71—

Podobe, prot € (a,b) a g € G[a, b] dostaneme pomotiakeovy \ety

b T b
/X[a,ﬂdg—/ 1dg+/ X[a,r) A9

b
= or)=(@)+ lim_ ([ ) dg + 11(0) = 9(7)])

t—1+
= g(T+) —g(CL) )
tj. (6.17).

6.42. Cviteri. Pomod Hakeovy \ety dokate i zbyvaijici formule z gikladl 6.15.

6.6 Substituce

Dalgéim diisledkem Saksova-—Henstockova lemmatu gsleduici lemma, kteg
nam pontize dokazat \tu o substituci.

b
6.43. Lemma. NecHt/ fdg existuje. Potom pro Kak >0 existuje kalibr
J€9Y]a,b] takowy, ze nerovnost

v(o

) .
7€) ot ~sos-0) - [ 1dg| < (6.64)

i=1
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plati pro kezce (o, &) € o7 (9).
Dlkaz. Buddanoe >0 a nechtd € 4[a, b] je kalibr takoy, ze
b 9
‘S(p,n) :/ fdg‘ <3
plati pro vS8echnad—jemra zn&era celeri (p,n) intervalu[a, b].

Bud dano libovolre (o, &) € &7 (6). Ozn&mem =v(o) a

Jt={jelLa. . m) f(&) [g(oﬂ—g(crjl)]—/” fdg >0}

j—

J ={1,2,....m}\J".

Syseém {([oj-1,0;1],&;), j € J"} sphuje fedpoklady (6.56) z lemmatu 6.36 na
miste {([s;,;],7;)}. Podle lemmatu 6.36 tedy plat

| S (#(€lator) (o) [ Fdg)]

jeJ+

< 3 |eisto =atos) - [ rdg| <.

jeJ+
Podobr
| (16 ls(op) ~slo-)- [ rdg)
jeJ— Tj-1
< 3 |16 lato) ~glo- - [ rdg| <.
jeJ- 9i-1
Odtud & nerovnost ((6.64)) okanité vyplyva. O

6.44. \Bta (VETA o suBsTITUC)). Je-li funkceh: [a,b] — R ohranitera a in-

b
tegrél/ f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z infdgr

/abh(x) d[/axfdg}, /abh(x) f(z) dg(x)

existuje i druly a v takoem gipace pak plat

/abh(:c)d[/:fdg} —/abh(x) f(z)dg(x).
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Dlkaz. Podle &ty 6.9 je funkcew(x) :/ f dg definovad pro kade
x €a,b]. ‘

b
a) Fredpokhdejme ze existuje integ'il/ h fdg. Bud danos >0 a nechtd. je

kalibr nafa, b] takowy, ze

v(o) o;
> &) £&) latos ~gtos)) - [ ndg| <
i=1 %51

j—

9j

v(o)
> [#(&) oo~ tos-0) - [
j=1 K

| fdg’<e.

plati pro kazdé j.—jemre zn&eré cEleri (o,&). (Takow kalibr existuje podle
lemmatu 6.43.)

Bud dano (o, &) € #/(6.). Ozn&mem =rv (o). Potom

\ﬁfm&ﬂwwﬂ—uquﬂ—/%fdﬂ

j=1 “
<> |6y [ 1dg—hi6) 16 lotoy) ~slos)]|

j—

g3

7=1
+ 3|65 £69) latos) ~ glos) - [

j=1 gj-1

<l >
j=1

s 1) £(&5) lg(ry) = glrj-1)] / h fdgl

j=1 i—

hfd4

| do= 1) ot st

b
tj. existuje integal/ hdw aplai

b b
/hdw—/hfdg.
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b) Obracera implikace by se dokazovala pod@bn ot za vydaté pomoci Lem-
matu 6.43. O

Pro KS —integal ovsem plai také tvrzen analogicka vetam 5.44 a 5.45, ktér
jsme dolazali pro RS —integly. Uvedeme alespojedno z nich.

6.45. \éta. Predpokhdejmeze funkcep : [, 5] — R je rostoud a zobrazuje inter-
val [a, 8] nainterval[a,b] anechtf : [a,b] — R. Pak existuje-li jeden z integl

b B8
/ f(z) dg(a), / F(6(x)) dg(6(z))

existuje i ten drufp a plaf rovnost a

B b
/ F(6(x)) dg((x)) = / f() dg(z). (6.65)

D U kaz. Pogiméme si,Ze protde ¢ je rostout a zobrazuje interval interval
[, 8] naintervalla, b], mud byt ¢ i jeji inverseg—! spajite.
Pro da@ zn&ere kler (p,n) € 7[«, 5] polozme
05 = gb(p]) prOj:O, 17 <o 7V(p) a EJ = ¢>(77]) prOj: 11 2a teey V(p)

a o= {00,01, e ,O'V(p)}, £E= (51,62 . 7€V(p))' Potom(a',é) < ?[a,b] Zna-
&ime (,€)=6(p.m) a (p.m) =6 (c,€). ZTeime 6~ (c€) € 7[a,b] pro
(0,€) € T[a,b].

Pro dai kalibr & € ¢, B] definujme kalibré € ¢|a, b] tak, aby platilo
o (T +68(1) < ¢ M) +0(¢p7 (1)) jestlize T €[a,b)
(6.66)

o U r—6(7)) > ¢ (1) =6(¢o 1 (7)) jestlize T € (a,b]

Nyni, jestlize roZiferé celeri (o, &) € 7[a,b] je 6 —jemre, pak podle (6.66) ax
me pro kadé j=1,2,...,v(o)

pi=0"oj) < 67HE +6(&) < d7HE) +0(67HE)) = nj + ()

pim1 =0 Nojo1) = ¢ —6(&)) > 671 (&) — (¢ (&)) = m —d(my) -

Cili, ¢~'(o,€) € «7(3) pro kazdé (o, &) € <7(5). Podobié bychom ke kédemu
kalibru 6 € ¢[a,b] nasli kalibr 6 € 4[a, 3] takow, ze ¢(p,n) € «/(5) jakmile
(p,m)€ (0).
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Protaze
v(o) v(o)
D> F(&) [9(o) —gloi-)] =D Fomy) [9(8(ps)) — 9(é(pj-1))]
j=1 j=1

pro kadé (o,¢&) € 7[a,b] a (p,n) =¢ (o, &), plyne odtud & snadno tkaz
vety. O

6.46. Cvceri. (i) Do vsech podrobnossi promyslete aver dikazu gedele
véty.

(i) Formulujte a dokzte analogii ¥ty 6.45 pro fipad,ze ¢ je klesajci.
(i) Formulujte a dokate analogii ¥ty 5.45.

6.47. Poziamka. Vétu 6.45 je mano zobecnit viiznych smérech. Nap nasledu-
jici verse ety o substituci se uplatnilafipaplikaci teorie hysterese v ekonomii
(viz [4]):

Predpokbdejmeze funkcef : [a,b] — R je ohrantera na[a,b] a takow, ze
f €Gla,b] pro kazde a € (a,b). Dale, nechtfunkce¢: [a,b] — R je neklesdfi
nala,b] a ¢(a) =c, ¢(b) =d. Kon&né, nechtfunkceg € BV|c, d| je zprava spo-
jitdnae,d). Pro s € [c,d] polozmey(s) = inf{t € [a,b]: s < ¢(t)} . Potom pro
kazce «a € [a, b] plati

b ¢(b)
/ £ dig(6(t))] = / F0(s)) dg(s)
o ¢(a)

6.7 Bodova konvergence

6.48. \ta (OSGOODOVA VETA). Predpokhdejme,ze pro funkcif € Gla,b] a
posloupnost f,,} C G[a, b] plati

| foll <M <ocopro neN (6.67)
a
r}l—{go fn(z) = f(x) prozx€la,b]. (6.68)
Potom
b b
71113010 ) fndg —/a fdg prokazdou funkcig € BV|a,b]. (6.69)
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Dlkaz. Integaly/ fndg, neN, a / f dg existuj podle \éty 6.22. Necht
g=9%+¢® je Jordafiv rozklad funkceg (viz véta 2.37). Potom podle dé-
ni 5.52 (i) existuj integraly (o) fn dg© a (o) bf dg® pro v8echnaneN a
podle Osgoodovy &ty pro RS — iantegily (veta 5.5(17) plat

b b
Jim (@) [ 9% = (o) [ £dg°

neboli (podle &ty 6.13)

b b
lim fndgcz/fdgc. (6.70)

Dale, podle lemmatu 6.29@me pro kddé n € N

b b
[149° =3 sw)Agtw) a [ f.dg®= Y fulw)Agw)

wew weWwW

kde W je mnazina bod nespojitosti funkcey v intervalu [a, b]. Jestlze je W
kon&na, pak Zejmeé plai

lim Y fa(w)Ag(w) =Y f(w) Ag(w
weW we W

atudz

b b
lim fnng:/fng. (6.71)

—
n—oo a

Necht W = {wy}. Bud danoe > 0. Podle disledku 2.26 je

o0
Z |A g(wy)] < vard g < oco.
k=1

Existuje tedyp. € N takowg, ze

[e.9]

k=pe+1

Vzhledem k (6.67) a (6.68) je té&K f (z)| < M pro z € [a,b] atudz

> (fnlwe) = Fwy) Aglwg)| <2M Y [Aglug)| < 5. (6.72)

k=pc+1 k=pe+1
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Dale, prot@e

Pe

i > ) gfun) = D fu) Aglus).
k=1

k=1

existujen. € N takow, ze

Pe
E (Falwn) = f(we)) Aglwy)| < 5 pronzne,
coz dohromady s (6.72)aa
b > 3 e
/(fn ‘ ‘Z fnwk )) Ag(wk)‘<§+§:8
a k=1

pro n >n.. Rovnost (6.71) tedy plai tehdy, kdy mna@ina W neri kone&na.
Toto, spoléné s (6.70), zartuje platnost rovnosti (6.69) a dokazuje tvrzegaty.
]

6.8 Integraly maticovych a vektorowch funkci

Jsou-li maticoe funkceF: [a,b] — Z(R™, RP), G:[a,b] — £ (RP, R"™) takowe,
Zze \sechny integaly

b
/ firdge;, (=1,2,....m k=12,...,p,j=12,...,n)
a

b b
existuj, pak symboM F(t)dG(t) (resp. kétce/ F dG) zn&i m x n—matici

MeZ(R™ R™) s pr(i/ky

P b
mij =Y [ fixdges i=1,2,...,m,j=1,2,...,n
k=179
Analogicky definujeme taeklntegaly/ d[F|G resp/ Fd[G]H, kde F, G a
H jsou maticoe funkce vhodfich roznér.

Pfipome&ime,Ze podle oznéer 1.3 (xiv) normu maticeA € Z(R™,R™) zna-

time | 4| a definujeme ji pedpisem|A| = max Z |a; j|. V této souvislosti
B =1

yeeey TV
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ztotazhujeme prostonR™ a.# (k" RY), . [z| = ) |z a
i=1
|Ax| < |Al|z| proAe L(R™,R") a zeR".
Dale je zramo,ze plat |A| = sup |Az|.
zeR"™
|z[<1
Variace matico@ funkceF': [a,b] — £ (R™,R") je definova@ formalné stej-
nym predpisem jako variace skahch funkd, tj.

var F = sup |F(0;)— F(o;-1)|.
o€ Dlab]

Snadno se @i, Ze plat

m n

b b b

L (varb f;;) <vart F < Z Zvara fij -
j=1,2,....n i=1 j=1

To znamea, Ze maticoa funkce F': [a,b] — £ (R™, R™) ma kon€nou variaci

prave tehdy, kdy ma kon€nou variaci kada jeji slozka. Podobé, F' je spojita

resp. regulovaa pravé tehdy, kdy stejnou vlastnost enkazda jeji slozka.

RoZiferi vysledki uvedegch v tto a edelé kapitole na fipad funké ma-
ticovych resp. vektorojch je tedy snadm Je ogem nutno it na pangti, Ze ope-
race rdsobenhmatic nem obecré symetricl, a tak musne nit stale na paréti,
Zze nesrime libovolreé ménit pdad maticovwch funkd, v jakem se v so€inech
obsaerych v aproximuicich soutech S(o, &) objevuj. Nag. vétu o integraci
per-partes (8ta 6.34) jefieba formulovat takto:

Jestlze F': [a,b] — £ (R™, RP) je regulovai na [a,b] a G: [a,b] — £ (RP, R")
méa kon&nou variaci naja, b], pak existujoba integaly

/adeG a /abd[F]G

a plat

b b
/ Fdc+ / d[F|G = F(b) G(b) — F(a) G(a)

+ Y (A—F(x)A—G(x)_A+F(x)A+G(x)).

z € [a,b]
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Podobi& tfeba \&ta o substituci (ta 6.44) bude vypadat takto:

Jestlize funkceH: [a,b]—Z(R™,R?) je ohranterd, F':[a,b]—Z(RP, R7),
G:la,b]—Z(R?, R") a integil /bF dG existuje, potom jakmile existuje jeden
z integall ¢

/abH(x)d[/;FdG}, /ab(HF)dG

existuje i druly a v takoem gipace pak plat

/abH(x)d[/deG} —/ab(HF)dG.

6.9 Souvislost s dadimi typy integr all

Vyjasnili jsme jZ vzajemre vztahy mezi KS—integtem a RS—inte@ly (viz
pozramka 6.12 a &ta 6.13). Podolinjako jsme v pikladu 6.14 (ii) dolkazali,

b
Ze z existence Newtonova intédu (N)/ f dz plyne existence (KH)—integtu

b b
/ fdz, lze dolazat talk, ze z existence Perronova intagr (N)/ fdzx plyne

b
existence (KH)—inted@du | f dz. Definici Perronova inte@gdu najdeme nap

v monografich [40] nebo [1a7], viz [40, definice XII.1.5] resp. [17, definice XII.25].
(Nize wadme definici Perronova — Stieltjesova intalyr, ktea ji také zahrnuje.)
Plat dokonceze KH—integal je ekvivalentins Perronoym integélem (viz [40,
véta XlI.2.1]). Vzhledem ke zomym vlastnostem Perronova intédu to znamea,
ze KH—integal (vzdor jeho jednodud@) &méf riemannovsk, definici) zahrnuje
tedy soasre integaly Riemaniv, Newtonllv, ale i Lebesgu@v. Tim se rozur
Ze je-li na réjakem intervalu daa funkce integrovatelnve smyslu Lebesgueéy
pak na na tomto intervalu i KH—integt a oba integaly maj stejnou hodnotu.
Dale, existuje-li KH—integal funkce f, pak f je lebesgueovsky integrovatéln
prave tehdy, kdy take jeji absolutim hodnota| f| je KH—integrovatelg, viz nag.
kapitoly Xl a XIV v monografii [40].

PERRONJV— STIELTJESUV INTEGRAL .
Definice ralezi A.J. Wardovi, viz [53] a [36]. Pof@@a byla & v Saksoe mono-
grafii [36, VI.8]. Uvedeme zde ekvivaleritfviz [42, Theorem 2.1]) definici.
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Reknemeze funkcelM : [a,b] — R je majorantapro f vzhledem key, jestli-
Ze existuje kalibr € ¢[a, b] takowy, Ze

(t—7) [M(t)—M

(1)] = (t—7) f(7) (9(t) — g(7))
pro 7 € [a,b] a te€]a,

blN(T—=0(r), T+46(1)).

Podob®, funkcem : [a,b] — R je minorantapro f vzhledem key, jestlize exis-
tuje kalibr 6 € ¢[a, b] takowy, ze

(t—7) [M(t)— M(r)]
pro T €la,b] a te

< (t—7) F(7) (g(t) — 9(7))
[a,b]N (7 —6(7), 7+ (7).

Symbol M(fA g) zn&i mnazinu majorant prof vzhledem keg, m(fAg) je
mnazina minorant prof vzhledem keg.

Predpokbdejmeze ol® mnainy M(fA g) i m(fA g) jsou nepazdré a po-
loZme

b
(%V}@—qu@—MmyMemmm}

b
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a):m €m|a,b]} .

b b
((PS)/f dg je horni Perroniiv — Stieltjevintegal f a (PS)/f dg je dolni Per-
rondlv — Stieltjedv integial.) Pomo¢ Cousinova lemmatu (lemma 6.3) Ize dalat

b b
(viz [27, Lemma 1.1.2])ze plat (PS)/f dg < (PS)/f dg . Jestlze

b b
(PS)/fdg: (PS)/fdg:IeR,
pak
b
mg/fwzf

je Perroniiv — Stieltjedv integél funkce f vzhledem k funkciy pres intervalla, b].
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b
Poznamenejméege podle [27, Lemma 1.2.1] int@r(PS)/ f dg existuje teh-

b a
dy a jen tehdy, kd¥ existuje KS-intedl / f dg. Jestlie tyto integaly existuj,

pak maj stejnou hodnotu. (PS —intégije ekvivalenths KS- integalem.)

LEBESGUEIV— STIELTJESUV INTEGRAL (LS —integal)

byl popsan viade monografia webnic, viz nap T.H. Hildebrandt [13, kapitola
V1], V. Jarnik [17, kapitoly 1l a X], A.N. Kolmogorov a S.V. Fomin [18, VI.6.-3],
J. Lukes [29, kapitola 12], S. Saks [36, kapitola Il]. Existujékolik cest k jeho
definici. Vesnés se ale jedno pon&érré komplikovary proces.

NejCastji je integél (LS)/ fdg pfes mndinu M C [a,b] definovan zprvu

pro f nezaporre, ohrantere ajvt[)orelovsky r&¥itelné a g neklesdci a zprava spo-
jité jako Lebesguer integ@él vzhledem k LebesgueéiStieltiesoe nite 1, tj.
o—aditivi mife vzniklou roZiferim miry intervalu G((c,d] = g(d) — g(c) pro
[c,d] C [a,b] podobrym zplisobem, jako se buduje LebesgueovaanroZire-
nim obvyklé niry intervalu ¢([c,d] =d — c. Definice se pakiejmym roZifi na
pripad kdy f je ohran€eré a borelovsky r&itelna ag € BV |a, b] na ZAklact roz-
kladu funkd s kon&nou variat na rozdl dvou neklesagich funkd a rozkladu
f=fT— f~. Alternativii moznost je definovat LS —inted jako roZifen RS —
integialu Daniellovou metodou.

Na rozdl od KS—-integalu, LS—integal ma porékud &S tfidu integrova-
telnych funkd. Nezahrnuje nap integraci vzhledem k regulovgm funkdm. Na
druhou stranu, neomezuje se na integrdiespnterval. My smysl uvaovat o LS —
integraci ges libovolnou LS — ré&itelnou mnainu.

Vztah mezi LS—intedgilem a PS—integiem (a tedy i KS—integlem) je
dobfe charakterizo&n rasleduicim tvrzerim obsaerym v Saksoe monografii
(viz [36, Theorem VI (8.1)]).

Nechtg e BV[a,b], f:[a,b]— R a nechtexistuje integal (LS) f dg. Potom
(a,b)
existuje tak PS—integiél f;’f dg a plaf

b
/ fdg = (PS) /( 00+ 1(0) A%ol0) + £5)A760).

Odtud podle @ty o substituci (&ta 6.44) plyne i asleduici zajimawe tvrzen.

Je-li f ohranicerana|a,b], h:[a,b] — R Lebesgueovsky integrovatélnaa, b ]

t b b
ag(t)—g(a)+/ hdz pro t€[a,b], pak/fdg—/ f hdt, kde integél na

a
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156 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

pravé straré je Lebesguy.

DUSHNIKUV INTEGRAL A YOUNGUV INTEGRAL .
Zmérime-li definici zn&erych celeri v tom smyslu,ze budeme poadovat, aby
platilo

¢&j€(ojor,05) proj=1,2,...,v(o)

a dosaime-li tento modifikovaf pojem zn&enych céleri do definice RS —integr

It (viz definice 5.3), dostanent@ushnikiv ((§) nebo (o)) integialy. Je Zejmé,
b

Ze jestlze existuje intedal (a)/ f dg, pak existuje i Dushniliv (o)—integal

b
(D)/ f dg a maj stejnou hodnotu. Dushriil integél je dokonce stef obecly

jakoaKS—integaI, pokud jde iidu integrovatelfich funkd. Obeci@ se ¥ak jeho
hodnoty I8 od odpovdajicich hodnot KS —inte@idu. To je Zetelre z rasleduiciho
vztahu

/fdg+ /gddf £(6) g(a) - f(a) g(a)

ktery plaﬁ jakmile jeden z integ’arlfj na Ie\é stra@ ma smysl Dushniﬁw integléll je

e

funkce s hodnotami v Banachygsh prostorech a \gefll jeho vlastnosti natolikze
mohl na jejich akladé vybudovat teorii Volterroych — Stieltjiesoych integélnich
rovnic v Banachoych prostorech.

Definujeme-li naic

Sy (o, €)
(o)
=Y [floj-1)ATg(oj1) + £(&) l9(os)—g(oj-1)] + f(o;) A" g(o;)] ,

J=1

N

a dosate-li Sy (o, &) misto S(o, &) do definice 5.3, dostanemé@undv in-
b
tegral (Y)/ f dg. O tomto integélu a zejnéna o jeho(o) verzi je podrobg po-

jedrano v odstaveci I1.19 monografie T.H. Hildebrandta [13]. &dk)— Youndiv
integial je prakticky stejgd obecny jako KS —integal. Jsou dokonce amy kuri-
ozri priklady funkd, pro kteé existuje (o)—Youndiv integél a neexistuje
KS —integal (viz [42] nebo [22]). V fipadech zamawych pro aplikace, kdy ab
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funkce f, g jsou regulovaa nafa, b| a alesp@ jedna z nich ra nafa, b] kon&nou
variaci, oba intedaly

/abfdg a <aY>/abfdg

existuj a maj stejnou hodnotu. Upr&li se definice KS —integlu zZlzerim mno-
ziny zn&erych céleri (o, &) na ipady, kdy plait

a<&1<o01,0j-1<E<0j proj=2,...,v(o)—1, Oy(o)—1 <€u(a’) <b,
(viz [43]) bude & takowto modifikovary KS —integél ro&iferim i (o) — Youngo-
va integalu. Jira maznost modifikace definice KS —intédu byla uvedena v pci

[20].

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@éva maticoe funkce jsme ukzali v odstavci 6.8.
Analogicky, Ize postupovat i vifpad® abstraktich funkd, tj. funkd s hodnotami
v Banachoych prostorech. Je-K je Banacliv prostor a# (X) odpovidaijici Ba-
nachiv prostor spojigch linearrich opeatorti naX a

F:la,b] - 2(X), G:]a,b] - Z(X), g:[a,b] = X,

pak mizeme definovat KS —integly

b b b b
/ng7 /ng /dFG, /FdG.
b

Naﬁ./ dF g = I € X jestlize pro ka&dé ¢ > 0 existuje kalibré € ¢[a, b] takowy,
ze plata

v()
H > F() [9(o)) —gloj-1)] - IHX <e
j=1

pro kazde j—jemré zn&ere cled (o,&) intervalu [a,b]. Pojem variace Ize
snadno perést i na abstrakinfunkce. Pro funkcif :[a,b] — X a celeri o in-
tervalu [a, b] definujeme

v(o)
V(f,o)= Y |lf(o;) = flo;-1)lx a vai, f=sup{V(f,0):0€Za,b].
j=1
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Je tale Zejmé, jak definovat prostot ([a, b], X) regulovarych funkd s hodnotami
v X. Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj jestlize F € BV ([a,b], £(X)) a G€ G([a,b],Z(X)) plat i vétSina tvr-
zen znamych pro integraci skakrich funkd (viz [44], [47] a [33]). Jsou Bak i
vyjimky: Lemma 6.43 pldtpouze pokud ra prostorX koné&nou dimenzi. To zna-
meré m.j., Ze jsou jisé poize s feneseim nap. véty o substituci na abstraktn
integialy. V této striEné informaci stdjjeSté za zninku, Ze pokud nera prostorX
kone&nou dimenzi, ra smysl nisto variace uvzovat obeca sla¥i pojemsemiva-
riace, ktery se definuje takto:

Pro danou funkci#': [a,b] — L(X) a celeri o € Z[a, b] polozme nejprve

v(o)
VY(F,o) = sup {H Y [F(o;) = F(oj-1)] l“j”x} )
j=1

kde supremum se berégs \Bechny mané volby prvidi z; € X, j=1,2,...,v(0)
takowch, ze ||z;|| x < 1. PotomCislo

(Byvart F =sup{V’(z,0):0 € Z[a,b]}

se nagvasemivariacdunkce F' na[a,b] (viz nag. [14]). Zpravidla (ne ¥dy) je
mozno [Fedpoklady o konéné variaci zeslabit na kolaou semivariaci. Je amo,
ze ma-li X kon&nou dimensi, pak pojmy variace a semivariacé&l.

Poznamenejme $&, Ze integrace funkcs hodnotami v Hilbertogch resp. re-
flexivnich Banachoych prostorech ra uplatréri nag. v teorii hysterese (viz ndip
[23] nebo [24]).

Dlkazy podstat@acasti tvrzemuvederych v tto kapitole byly pevzaty z monografie [52].

Nékteg jsou pak modifikacemiltkazl analogickych tvrzen pro specalni pfipad g(z) =
ze Schwabikovy monografie [40].
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Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integialu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve weme jak se Stieltjesovy intégy uplati pfi repre-
sentaci spojitch linearrich funkcioralll na réktegch prostorech funkc Nejprve
pripomaime rékolik zakladrich pojnil.

7.1 Nékolik zakladnich pojmU z funkcionalni analyzy
(i) Necht X aY jsou linearri (vektorowe) prostory. Zobrazén

B:xeX, yeY —[(z,y) R
je bilinearni, jestlize plat

ﬂ X1 +9527y) = ﬁ(xlay) +ﬂ($25y) pro \éeChnazlaJ:Q GXv era

(
Bz, y) = AB(z,y) provsechnazeX, yeY, AeR,
ﬁ(%?/l + y?) = ﬁ('xayl) + ﬁ(%?/?) pro VéeChna.J,' EX) Y1,Y2 €Y7
Bz, Ay) = AB(z,y) provsechnazeX, yeY, AeR.

(ii) ProstoryX, Y tvori dualni par vzhledem k bilingrnimu zobrazeng, jestlize
plat

B(xz,y) =0 provsechnazreX — y =0,
B(xz,y) =0 provsechnay e X — = =0.

(i) Linearnm zobrazemm linearriho prostoruX do R fikamelinearni funk-
cionaly na X. Pro libovolrg linearri funkcioraly &, ¥ naX, AeR az X de-
finujeme

(P+T)(z) =P(x)+T(z) a (AP)(z)=AP(z).
Mnozina linearrich funkcioralli na prostoruX je zZ'ejmé vzhledem k takto za-

vederym opera@m také linearri prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich
funkcionalll na prostoruX je pfirozerg funkcioral 0: x € X - 0€R.)
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(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou: € X — ||z||x, pak linearri funkcioral ®
naX je spojity (vzhledem k topologii indukovanormou|.||x) prave tehdy, kdy
je ohrantery, tj. existujeCislo K € [0, c0) takow, Ze nerovnost®(z)| < K ||z|x
plat pro kazde z € X (viz [18, IV.1.2]). Prostor spojjtch linearrich funkciorald
na Banacho® prostoruX zna&ime X* a nazvamedualni (nebo €z adjungovag
prostor) k X. Pfedpisem

e X® = ||Pxx =sup{|P(x)|: zeX,||z|x < 1}.

je pfirozeré definovna norma n&X* a X* je vzhledem k &to norn¢ talé Ba-
nachiv prostor (viz [18, IV.2.1]). Pasiméme si &z, Ze zobrazen

reX, deX* - d(x)eR (7.2)
je bilinearr.

Dulezitou roli v teorii spojifch linearrich opeator hraje \eta Hahnova —Ba-
nachova, kterou zdefipomeneme v obecnosti poétaici pro nae Ucely. Diikaz
Ize najt ve vetSiné wtebnic funkcioalni analzy, viz nag [18, 1V.1.3].

7.1. Véta (HAHN —BANACH). Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho

podprostor. Potom pro Kaly spojity linearni funkcioral ® na Y existuje spoji
linearni funkcioral ® na X takow, ze

B(y) =d(y) proyeY a [P

xx = || Py~ - (7.2)

Znamym a witetnym diisledkem &ty Hahnovy — Banachovy jeasleduici tvr-
zeri (viz nagd. [18, IV.1.3]).

7.2. Disledek. Necht X je Banacliiv prostor aY c X je jeho podprostor. Potom
pro kazdy prvekz € X\ 'Y existuje spojif linearni funkcioral ® na X takow, ze

|®|x+ =1, ®(y)=0 proyeY a P(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y,z) = inf{|ly — z||x :y e Y}.
Pomod diisledku 7.2 snadno dakeme rasleduici tvrzeri.

7.3. Disledek. Je-li X Banaclilv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je
duéalni par vzhledem k bilin@rnimu zobrazein(7.1).
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Dlkaz. a) Jeli®d(x)=0 pro kazde x € X, znamea to, ze ® je nulowy
funkcioral, tj. ® =0 € X*.

b) Podle disledku 7.2 pro libovola x # 0 existuje funkcioal ® € X* takowy, ze
|®||x+=1 a ®(x)=|z|. (Poldtime Y ={0}.) Nemlize se tedy $tt, Ze by bylo
soltasre ¢(x) =0 pro kazde ® e X* ax #0. O

7.2 Spojité linearni funkcionaly na prostoru spojitych
funkci

Mezi vyznamre wsledky funkciomlni analyzy pafi representace spajith linear-

nich funkcioralll na réktefch ¢asto powivanych prostorech funkc Specalné

v pfipade prostoruCla,b] funkd spojitych na[a,b] se dolde uplati klasicky
(6)RS—integal.

7.4. Veta (RIESZ). @ je spojity linearni funkciorél na Cla,b] (® € (Cla,b])*)
pravé tehdy, kd¥ existuje funkce € BV|[a,b] tako\a, zep (a) =0 a

b
O(x) = (5)/ xdp pro kazdou funkciz € Cla,b] . (7.3)

Potom tak plat ||®||x- = var® p.

Dlkaz. a) Nechtr € Cla,b] apeBV|a,b]. Potom podle &ty 5.50 existuje
b

b
integial (6)/ r dp a podle lemmatu 5.9 pra*(d)/ T dp’ < (var’p) ||z||. Zob-

razen
b
¢, 1 x€Cla,b] — (5)/:chp€R

je tedy ohrarttery (tj. spojity) linearn funkcioral naCla, b], pficent
H‘I)pH(C[a,b])* < vargp. (7.4)

b) Bud dan libovolny spojity linearri funkcioral ® na Cla, b].

Necht M|a, b] zna&i mnazinu VSech funkcohranterych naja, b]. M[a,b] je
zfejmé Banachiv prostor vzhledem k operm a norné definovagim stejré jako
v Cla,b]. Dale je Zejmé, ze C|a, b] je uzavery podprostorM|a, b].

Ve zbyvaijici ¢asti tohoto dkazu budeme ziG#t X =M/a,b] aY =C|a, b].
Podle \ety 7.1 nmizeme funkcioal ® rozsifit na ceff prostor X, tj. existuje
funkcioral ® € X* takow, Ze plat (7.2).
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Polazme
p(a)=0 a p(t)=(x@y) Prote(a,b. (7.5)
Dokézemeze p € BV|a, b].

Bud dano cleri o € Z[a, b]. PolaZmem =v(o). Potom

m

V(p,o) = Ip(oj)—p(oj-1)l = ajlp(o;) —p(oj-1)],
j=1

kde a; =sign[p (o) —p(oj_1)] pro j=1,2,...,m. Vzhledem k definici (7.5)
tedy doshvame

V(p, ) = o (I)(X[a 01] + Z Oé] X[a oj]) (X[a,aj_l])]
7=2

= a1 (AIS(X[a,Jl]) + Z Qj (B(X(Ujflygj})
=2

= (AI;(OQ Xa,o1] + Z Qa; X(inl’aﬂ) = ‘P(h) ,
j=2

kde h(t) = o1 X[a,0(t) + Zajxc,] 1.0;)(t) Pro t€a,b]. Zfejme ||h[|=1 a
tedy

V(p, o) < [|®]x- = | ®]lv+ = |®lcap)- Prokade o € 2[a,b].
To ovsem znameh, ze

varg p < [®|lclap):- - (7.6)

Zbyva dolkazat ze plat (7.3) neboli® = ¢,,. Budte dany libovolra = € Cla, b]
ae>0. Protae funkcezx je stejnon@rreé spojits nafa, b], existujes >0 takowe,
ze plat

(t,se[a,b] a |t—sy<5) — Ja(t) —2(s)| < <.

Necht o € Z|a, b] je libovolné celeri takowe, Ze || < J. Pol&kmem =v (o).
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Snadno o&ime,ze |z(t) — zo(t)| <e pro kadé t € [a,b] neboli ||z — x| <e.
Dale,

To(t) = x(01) X[q (1) + Za} 0j) X(o;_1,0;)(t) Protefa,b].
j=2

Odtud, vzhledem k definici (7.5), dostaneme

(I)(xd') = ( X[a 01] =+ Z .%' Xa oj]> - CI)<X[a,aj,1]>]
j=2

=xz(o1) [ploc—1)— —i-zx )—p(oj-1)]

Jj=2

=Y @(05) [p(0j) =p(0j-1)] = Seap(o,€5)

i=1

b
kde &, = (01,09,...,0m). Protdze existuje integl (5)/ z dp, mlzeme zvolit
a

pcZ[a,b] an = §, tak, aby platilo

B0 ~(0) [ 2 dp| = [Suaslom) -0 / wdp| <.

Protaze mame tak ||z — z,|| < e, dostvame
b _ b
00) - 0) [ wdp| = [8(a) ~ (5) [ w )
~ ~ ~ b
< [8(a) ~ B(ap)| + [Bap) ~(0) [ ]
< [[@llx-[l2 = zpll +& < ([@llv~ +1) &
Vzhledem k tomuze € > 0 mlze byt libovolné mak, znamea to, Ze plat
b
O(z) = Pp(x) = (5)/ zdp pro zeCla,b].

Konetng, podle (7.4) a (7.6) je® || (c(an))+ = Vars p. O

Jak ukazuje asleduici véta, nei pfitazen ® € (Cla,b])* — p€BV]a,b]
urceno vztahem (7.3) jednozira.
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7.5. Lemma. Necht g € BV[a, b]. Potom plat
(5)/bf dg =0 pro kazdou funkcif € Cla,b] (7.7)
tehdy a jen tehdy, kayexistuje nefyse spdetra mn@ina W C (a, b) takoa, ze
g(t) = g(a) prot€la,b]\ W . (7.8)
DlUkaz. a)Pedpokhdejmeze plat (7.8). Pol@dme g©(t) = g(a) prot € [a,b]

a gB=g—g¢C. PotomgB(t)#0 prave tehdy, kdg tc W. (¢ je spojita tast
funkceg a g® je skokowatastyg.)

Necht f je libovolna funkce spoji nafa, b]. Potom Zejmé
b
(5)/ fdgC=o. (7.9)

Ukazeme ze plat také

(5)/bfng:0. (7.10)

Je-li W =0, pak (7.10) evidentd plaf. Necht W je jednobodo& mnaina, tj.
W ={w}, kde w € (a,b). Bud danoe > 0 a nechtd > 0 je tako\e, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<5) — |z(t) —a(s)| < e.
Pro libovolré zn&ere cBleri (o, &) € 7[a,b] takow, Ze |o| < §, pak mame

0 kdyzw ¢ o,
1S(0,8)| = §
|£(&) = f&)|lg(w)| <ellgll  kdyzw=0;.

Je-li W jednobodo@ mna@ina, pak (7.10) plat Snadno si rozmyshe, Ze odtud
plyne,ze (7.10) plati v pfipacg, Zze mnaina W je kon&na.

Predpokbdejme nyn Zze W je spdetra, W = {wy }. Podle \Ety 2.24 je

D lgP i) = (1A g (wp)[+]AF gB(wr)]) < oo,
k=1 k=1
Méjme danoe > 0. Potom existujeN € N takowg, ze
> lgBw) <e. (7.11)
k=N+1
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Rozlazme funkcigB na sodet g8 = h + h, kde

gB(t) kdyzte{wlvw27-"7wN}7
h(t) =
0 kdyz t € [a,b] \{wi,wa,...,wn}
a
~() gB(t) kdyz te{wp:k>N+1},
h(t) =
0 kdyz t€[a,b]\{wg:k>N+1}.

Podle gedchoz Casti je

b
(6)/fdh:0. (7.12)
Na druhou stranu, pro kdé zn&eré deleri (o, &) € 7]a,b] mame podle (7.11)
v(o)
[Spa8 (@:8)] = | D 1(&) rlory) — (1))
j=1
<20f D lgBepl <2|fle.
j=N+1

Odtud, vzhledem k (7.9) a (7.11), plyries plat (7.10) a (7.7).

b) Nechtplafi (7.7). Poldme f(t):(é)/tb(g(s) —g(a))ds pro t€la,b]. Po-

tom f € Cla,b] a podle ety o integraci per-parteséta 5.47) a &ty o substituci
(véta 5.42) je

b

b
(a) g(a) +(5) / o(t) (g(t) - g(a)) dt = (6) / (9(t) — g(a))’ dt

a

b b
0—(5/fdg—f(b)g(b)—f(a)g(a)—(5>/gdf

)
=~/
Kdyby bylo g(to) # g(a) v néjakem boe@ t, spojitosti funkceg, muselo by exis-

tovat A > 0 takowe, ze (g(t) — g(a))2 >0 prote (to—A, to+A). Potom bychom
ovSem néli také

b b to— A
8 [ fdg=( —g(a))?dt> (5 —g(a))*d
[ rdo=@ [ (o) -g@)*dr= @) [ " (o) ~a(w)* @t >0.
coz je ve sporu siedpokladem (7.7). Platedy (7.8). O
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b
7.6. Pozramka. Jestlze f € Cla, b], pak podle Lemmatu 7.5 int@r(é)/ fdg

se nezrani, zmérime-li hodnotyg(t¢) v nejwsSe sp@etré mnoha bodeche (a, b).
Specalné, nahratme-li funkci g funkd

0 pro t=a,
g(t) = { g(t+) —g(a) pro te(a,b),
g(b)—g(a) prot=b,

bude platit

b b
(5)/fdg:(5)/fd§ pro kazde f € Cla,b].

Odtud okaniité plyne,ze pro kady spojity linearn funkciordl & na prostoru
Cla, b] existuje pave jedna funkcep € BV [a, b] takowa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t€(a,b)

a (7.13)

b
<I>(a:):(5)/:13dp oro kazdk « € Cla, b].

Funkcep € BV|[a, b], které jsou zprava spo@tna(a, b) atakowe,zep (a) =0,
se nagvaji normalizovag funkce s kormou variaé a tvai uzaweny podprostor
v BV[a,b], ktery budeme zné&it NBV[a,b]. Prostory (Cla,b])* a NBV]a,b]
jsou podle ety 7.4 a lemmatu 7.5 isomoifrtj. zobrazen

$eX* — pe NBV]a, b] (7.14)

je vzajemreé jednoznéré. To by Zejmé neplatilo, kdybychonNBV [a, b] nahradili
prostoremBV|a, b] v8ech funkts kon€nou variatna [a,b]. Na druhou stranu,
NBV{a, b] Ize nahradit nap prostorem funkics kon€nou variatna [a, b], které
jsou spojié zleva na(a, b) a anuluj se v réjakem pevié darem boe c € [a, b].

Z nasleduiciho lemmatu vyplyneze je-li @ € (Cla, b])* ap € NBV]|a, b] je urce-
no vztahem (7.14), pak®||(cja))« = lPllev, . prostory (Cla, b])* a NBV(a, b]
jsou isometricky isomorfin

b
7.7. Lemma. Jestlze pc NBV|a,b] a ¢(z) = (5)/ zdp pro z € Cla,b], pak

a

19l (clap)+ = IpllBy =Vvar] p.
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b
Dlkaz. Podle &ty 5.50 alemmatu 5.9 pia‘t(é)/ zdp ’ < (vart p) ||z|| neboli

12]l(clap))* < lIPllBYV- (7.15)
Dokézeme ze existuje funkcer € Cla, b] takowa, ze
b
I#=1 a (5)/55dp_vargp. (7.16)
Bud dano libovolré £ > 0. Zvolme céleri o € Za, b] tak, aby bylo
V(p,o)>varlp—e (7.17)
pro kazdé jeho zjemén o. Polazme m =v(o). Vzhledem ke spojitosti funkce
p na (a,b) zprava niizeme pro kade j=1,2,...,m najit bod ¢; € (o;,0j11)
takowy, ze
9
p(t) —p (o) <. (7.18)
Polazme

1) = {sign (p (o01)—p (a)) kdyz t € [a, 01]
sign (p (0j+1) —p (tj)) kdyz te[tj,o541], 7€{1,2,...,m},

a dodefinujme funkck na intervalecht;, ;11| linearreé atak, aby byla spofitna
[a,b]. ZFejme je ||Z|| = 1. Navic

b m m—1 t
(5)/ zdp=|p(o1) —p(a)| + D _|p(oj1) —p(t;)| + 2(5)/ zdp
“ =1 j=1 7
Protaze je |Z(t)| < 1 pro t € [a, b], plyne odtud podle (7.18%e
b m m—1
‘(5)/ fdp) > |p(o1) —p(a)]+ Y |p(ojr1) —p ()] = D p(t;) —p(0)]
a j=1 J=1
m—1
=V(p,p)-2>  |p(t;) —p(0))] > V(p,p) —2¢,
j=1

kde p={a,ti,01,t2,02 ..., 0m—1,tm,b}. Podle (7.17) dostvame

b
‘(5)/Edp’ > V(p,p) —2¢ > varl p—3e.

Protaze ¢ miize byt libovolné kladre &islo, znamea to, Ze plat (7.16) a tudl
sup| | <1 |®(x)| > varb p. Odtud a z (7.15) plyne tvrzélemmatu. O

167



168 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALN{ ANAL YZE

7.8. \éta. Zobrazein ® € (Cla,b])* — p€ NBV|a, b], kde p je ureno vztahem
(7.13) je isometricl isomorfismus.

7.9. Pozramka. MUzeme tedy ztotinit (Cla, b])* s prostorenNBV|[a, b].

7.10. Cviteni. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCla, b] existuje pave jedna
funkcep € BV |[a, b] tako\a, Zze

p(b)=0, p(t—)=p(t) pro te(a,b)

b
O(x) = (5)/ xdp prokadk xe€Cla,b].

Ve \ete 7.8 Ize nahradit prostorNBV[a,b] prostorem funkiczleva spojigch na
(a,b) atakowch,zep (b) =0.

7.3 Spoijité linearni funkcionaly na prostorech integrova-
telnych resp. absolutré spojitych funkci

Dalsi dolfe zrameé representace spdgjith linearrich prostoéi vyuZivaji Lebesgue-
ova integalu :

Pro a€[l,00) ozn&me symbolemL®[a,b] prostor funkt = méfiteinych na
[a,b] a takovch, 2e/by:c|a dt < oo, pfiCenZ norma nal.%[a,b] je defino\ana
predpisem ‘

b l/a
lz||a = (/ || dt) pro x € LYa,b]

a rovnostx =y pro z,y € L%a,b] znamea, zZe z(t) =y(t) pro s.v.t € [a,b].
Jestlze poldime

o =

«

& jestlize a>1,
00 jestlize =1,
pak obeck tvar spojieho lineérriho funkcioralu nalL®[a, b] je dan gedpisem

® e (LYa,b])* < existujepcL® [a,b], takow,Ze

b
O(x) —/pxdt pro x € L%a,b],
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kde L°°[a, b] je prostor funkt esencalné (v podstat) omezeiich nala,b], tj.
funkd definovarych a n&itelnych nala, b] f:[a,b] — R atakowch,Zzesup ess|f| <}j
oo, kde sup ess|f]| je infimum mnainy vSech A € (0, co) takovych, Ze mnaina

{z €la,b]:|z(t)> A} ma nulovou niru.

Na prostoruACa, b] funkci absolut@ spojif/ch na intervalya, b | definujeme
normu gedpisem

I fllac = 1f @]+ f'lli pro fe€AC[a,b]
a AC[a,b] je pak Banachv prostor. Podle &ty 3.17 fedstaviij zobrazen

f€AC[a,b] — (f(a),f)€R x L|a,b]

(c,9) €ER x L'[a,b] — f(z): = c—i—/xg(t) dt € ACla, b]

vzajemré jednoznany vztah meziAC[a,b] aR xL![a, b]. Lze ukazat,ze obeck
spojity linearn funkcioral na prostoruACla, b] je dan Fedpisem
¢ e (ACla,b])" < existuf ¢cR a pelL™[a,b], takow,ze
b
®(x) =q f(a) —|—/pf’dt pro x € AC[a,b].

Dillkazy Wse uvedefch tvrzen a daki podrobnosti Ize nélzti ve \étSiné uteb-
nic funkcioralni analf/zy. VSeobecé dostupa je tale on-line verse plagskych
skript [3].

7.4 Spoijité linearni funkcionaly na prostorech regulova-
nych funkci
NaSim dlem je nyr odvozei obecrého tvaru spojitch linearrich funkcioraltl na

néktegch podprostorech prostor@ [a, b]. Pro za&atek si gipomdaime,Ze podle
Véty 6.26 je yraz

b

P, (z) = qz(a) +/ p d[z] (7.19)
definovan pro kadou funkciz € Gla, b] a kady par n=(p,q) € BV[a, b] x R.
Navic, pro k&dé n € BV[a,b] x R, pfedpis ((7.19)) definuje ohratery (a tedy
spojity) linearn funkcioral naGla, b).
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Snadno o&ime,ze gedpisem

n=(p,q) €EBV[a,b] xR — |In[lsvxr = |q| + [Ipllev

je definovana norma na prostodV{a,b] x R a BV|[a,b] x R je Banacliv pro-
stor vzhledem ké&to norné. Z formui uvederych v gfikladech 6.15 (vizéz prikla-
dy 6.41 resp. cvieri 6.42) tale snadno odvddhe rasleduici tvrzen.

7.11. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p, q) € BV[a,b] x R plati

¢77(1) =q,
) = kdyz 7 € [a,b),
n(X(rp) =P (7) o [a,b) (7.20)
Py (x(r) =0 kdyz 7 € (a,b),
@y (xp) =p(b).
(i) Pro libovolnou funkcix € Ga, b] plati
®,(r) =x(a)  kdyz p=0nala,b], ¢=1,
®,(x) =2(b)  kdyz p=1nala,b], ¢=1, (7.21)
@n(x):a:(r—) kdy2 P=Xla,r) na[aab]vTe(avaq:la .
@n(x):az(7+) kdy2 P = Xla,r] na[aab])TE[avb)v g=1. 0

Primym dlisledkem vzta ((7.20)), ((7.21)) a lemmatu 4.14 j@sieduici tvr-
zen.

7.12. Lemma.
(i) Jestlzen = (p,q) €eBV[a,b] xR a
@, (z) =0 prokazcez e Lin(l, X(r) 7 € [a,b), X[b]) ,
pakp (t)=0 nala,b] a ¢=0.
(i) Jestlzex € Gla,b] a
®,(x) =0 pro vsechny dvojicen = (p,q) € BV[a,b] xR,
pak
z(a) = z(a+) = z(7—) = z(7+) = 2(b—) = z(b) (7.22)

plati pro 7 € (a, b).
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O

7.13. Poziamka. VSimrnéme si,ze vzhledem kieimu vztahu v (7.20), tizeme
v tvrzer (i) pfedssleho lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb), T € [a,b), X[b])
mnazinami

Lin(l, X T € [a, D), X[b}) resp. LiH(L 3 Xir] T X(r4), T € [a, ), X[b]) :

Odtud okaniité plyne €z nasleduici tvrzeri, kde symbolyG | [a,b], GRr[a,b] a
Gregla, b] byly definovany v (4.3).

7.14. \Bta. Kazdy z rasledujcich parli prostof
(G’ L[av b]u BV[CL, b] X R)7 (Greg[aa b]’ BV[CL> b] X R)a (G R[a7 b}v BV[CL, b] X R)
tvori dualni par vzhledem k bilingrni formé

reX,neBVa,b] x R— &, (x). O

Na druhou stranu, ame talke

7.15. Lemma. Jestlze @ je linearni ohranicery funkciordl na G [a, b] a

i) kdyz ,b),
p(t) = (X(t.0) YT t € [a,b) (7.23)
P(xp)  kdyz t=b,

pakpeBVia,b] a

I (@) +|p (b)] +vargp < 2 [Pl ap);
(7.24)
kde [[®[/g7 (ap] = sup{|®(z)|: 2 € G L[a, b], [lzf| <1},
Dukaz. Prolibovolg cgleri o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a, b] alibovolny
vektor (co, c1, - - -, ¢y Cmr1) € R™H2 plati

’0010 (@) +cmi1p(0)+ Y _cjlp (o) —p (Uj—l)]’
j=1
m—1

_ ’«I)(co X(a,b] + Cmt1 X = D € X(oj—1.7] + Cm X((,m%b))‘ — |®(h)],
j=1
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kde

m—1
h = co X(ap) + Cm+1 X[p) — Z Cj X(oj_1,05] T Cm X(om_1,b) -
j=1

Snadno o&ime, ze bude-li|c;| <1 pro j=0,1,...,m+1, pak bude|a| <2.
Polazime-li tedy

co = signp(a), cmy1= signp (b), ¢; = sign(p (;) —p(0j-1))
proj=1,2,...,m, Ziskame vztah

p(a)[+[p () +V(p, o) <2| @]

G [ab] pro kazde o € @[a, b] .

Odtud & plyne,ze plati ((7.24)). Ol

Analogicky g'edchoimu lemmatu rame tale

7.16. Lemma. Necht @ je libovolny linearni ohranicery funkcioral na Gregla, b].
Polozme

D(X(ap)) kdyz t=a,
p(t) =< ®(EXE+xay) KoYz tE (a,b), (7.25)

Potomvard p < sup{|®(z)|: x € Gregla, b], ||z]| <1} < 00, §j. p€BV[a, b]).
Dlkaz. Necht® € Gjyyla,b], 0 ={00,01,...,0,} je cleri intervalu [a, b]
a nechtrealma €isla ¢;, j=1,2,...,m, jsou takowa, Ze je |¢;| <1 pro vechna
j=1,2,...,m. Potom

ZCJ p(oj-1)]

[(I) 5 X[o1] +X Jl,b]) (X(a,b])i| ( 26)
7.

+ Z Cj [ 2X[0'J] +X(O'J,b]) (QX[UJ-,1] +X(Uj,1,b])
Jj=

=2
T Cm [‘I’ (3 Xfon-1] + X(om- u@)} = ®(h),
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kde
h= [%X[al] +X(017b] — X(a, b]} +cm [X[b] X[om—-1] — X(Um—lyb]:|
m—1
+ Z € |:2X[JJ] +X(Uavb] X[oj—1] — (Uj717b]:|
7j=2

= [%X[al] —X(a,al}] —Cm [%X[anhl] +X(om71,b)}
+ ¢ [%X[UJ’} = X(oj-1.05] %X[Uj—ll}

= - [%X[o‘l] + X(a, al)} —Cm {%X[amfﬂ + X(“m*hb)}

m—1 m—1 m—1
1 1
— 3D G Xl =3 D G XMool — D G X(yorc)
7=2 7j=2 7j=2
m—1 m m
_ 1 1
= 3D 4Nl T3 DG o] — D% X (1)
j=1 j=2 J=1
m—1 m
cj+c;
- - Z 5 Xy 1 ZCJ' X(oj-1,05)
7=1 7=1
m—1
_l’_
— - Cl X(a,o‘l Z (CJ C]+l a'J] + Cj X(O’jfl,o‘j)) - Cm X(O’mfl,b) .
Jj=2

Z tohoto vypden snadno naldldnemeze
h(O’j*) = —c¢j, h(O-J+) = —Cj+1, h(O’j) = *%(Cj+6j+1) proj=1,2,....m
Cili h eSla,b]NGregla,b] alh(t)| <1 provsechnat € [a,b]. Vzhledem k (7.26)

tedy doshvame,ze nerovnost

sup{‘ ch [p(0;) —p(0j-1)] ‘ deil <1, 5=1,2,...,m}
< sup{|®(z)|: x € Gregla, b], [lz[| <1}
plati pro kezde celeri o = {09, 01,...,0.,} intervalu[a, b]. Zvolime-li nyri
¢; = sign [p (o) —p (Uj,l)] proj=1,2,...,m,
zjistimeze plat

V(p, o) < sup{|®(z)|:z € Gregla, b], ||z]| <1} < oo prokade o€ Z[a,b],
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tj. varg p <[|®l|goga,b) < 0o O

Prvrim hlaviim vysledkem &to kapitoly je @sleduici véta.
7.17. \eta. @ je linearni ohraniery funkciordal na G[a,b] (®€G7la,b])
prave tehdy, kd¥ existuje dvojice)= (p, q) € BV[a,b] x R tako, ze

b
O(x) = qx(a)—i—/ pdx proxeGla,b]. (7.27)

Nawic, zobrazen
neBVa,b] xR — &, €G] [a,b] (7.28)

je isomorfismus.

Dlkaz. Necht® je spojiy linearri funkciordl na G [a,b] a necht®, je
funkcioral definovag pfedpisem (7.19), kde = (p, q), ¢=®(1) a funkcep je
definova v (7.23). Podle lemmatu 7.25= (p, q) € BV|[a,b] x R a podle (7.20)
a (7.23) name

o(1) =g¢ = o,(1),
P(X(rp) =p(1) =Py(X(rp) Pro7Ela,b),
‘I’(X[b}) =p() = q’n(X[b]) .

Protaze podle lemmatu 4.14 je kea funkce zS[a,b] N G [a, b] linearn kombi-
nad funkd

1, X(7,b] TE [aab)a X[b]

plyne odtudze ®(x) = ®,(x) prok&de z € G [a,b] N S[a, b]. Konetré, protae
podle lemmatu 4.13 je mdma G  [a,b]NS|a,b] hustv G [a,b], plyne odtud,
ze plat

P(z) = O,(x) prokadexzeGa,b].

Podle \&ty 7.14 je (7.28) vaiemré jednoznané zobrazenBV]a,b] x R na
G1 [a,b]. Dale, podle ety 6.26 name

@ (2)| < (Ip(a)| +|p ()| + varip + ) |lz|| prokade z € G L[a,b]
atudz

19y]

Gy [ap] < [P (@) +1p (b)|+varip+lq| < 2 (|lpllev +1al) = 2 nllsv <k -
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Na druhou stranu, podle ((7.25)) a podle lemmatu 7.15 je

gl = [@(V)] <[ ¥yl (0]

Ipllsv < (Ip (@)l +[p (0)] + vargp) < 2[@yll63 ap)-
Souhrnem rame
%H‘I)nHGT_[a,b] < Inllevxr < 312yl 0,5
Cili, zobrazei
n€BVa,b] xR — &, €G] [a,b]
je isomorfismus. O

7.18. \kta. @ je linearni ohranitery funkciorl na Gregla,b] (® € Giegla, b))
pravé tehdy, kd¥ existuje dvojice) = (p, q) € BV[a,b] x R tako\a, Zze

b
®(x) =qz(a) +/ pdx pro z € Gyegla,b]. (7.29)

Nawic, zobrazen
nEBV[a,b] xR — &, € Gregla, b] (7.30)

je isomorfismus.

D i kaz. Fedpokhdejmeze ® € Gj4la, b], @, je funkcioral definovay vzta-
hem (7.19), kden=(p,q), ¢=®(1) a p je funkce definovaa vztahem (7.25).
Podle lemmatu 7.16 je = (p, q) € BV[a,b] x R a podle (7.20) a (7.25) ame

D(3Xr +X(rp) =P (T) =Cy(5X + X(rp)) Prokader € [a,b),
D (xp) =p) =P,(xp)-

Pomoé lemmatu 4.14 odtud odvaahe, ze plat
®(z) = ®,(z) proka&dez € Giegla, b] NS[a,b].

Podle lemmatu 4.13 je &em mndina Gregla,b] NS[a,b] hust v Gegla, b] a
tudiz dosvame konérg, ze plat ®(z) = ®,(z) pro Sechnar € Gregla, b].

Podob jako jsme doézali analogickou nerovnost aweru dikazu ety 7.17
dokazali bychom nyn ze plat také

31 ®ulleregos) < Inllevxr < 311Pyllezgos - O
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7.19. Cviceni. Postupem patitym v dilkazech @t 7.17 a 7.18 ukae, Ze take plaf
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na
Grla,b] = {z € G :x(t—) = z(t) prot € (a, b},

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] tako\, ze
b ~
B(z) = p (b) 2(b) —/ pdia] pro z€Gula,b].
(i) @ je linearni ohranicery funkcioral na

Grla,b] = {z €G :2(t+) = z(t) prot € [a,b)},

(viz (4.2)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV|[a, b] tako\, ze

b ~
D(x) :p(a)x(a)—i—/ pdz] pro x € Ggla,b].

7.5 Aplikace Stieltjesova integralu v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazrédme manosti pouiti KS—integalu v teorii distribug.
Distribuce zde budeme apat ve smyslu L. Schwartzefifomaime si nejprve
nékolik zakladrich pojnt a definic.

7.20. Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kadé k€ N U {0}
derivaci () k—teho¥adu spojitou naR a takovou,ze ¢¥)(t)=0 proteR \
(a,b) ozn&ime symbolen®|a, b]. Funkdm z D[a, b] fikametestovatfunkcena
[a,b].

Mnozina Dla, b] je linearn prostor vzhledem kijrozerym operagm <itan
a nasobenskabrem. Mndina®|a, b] se stane topologigkn vektoroym prosto-
rem, zavedeme-li nd topologii, ve kteé posloupnosfy,, } C D[a,b] konverguje
k o € D[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy

lim [p® —o®)| =0 prokade keNU{0}.
Typickymi priklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

oualt) = exp (tic + ﬁ) pro t € (c,d),
’ 0 pro teR\ (¢, d),

kde [c, d] mbze byt libovolny podinterval v(a, b).
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7.21. Definice.Spojite linearri funkcioraly na topologickm vektoroem prostoru
Dla, b] se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \Sech distributna [a, b] je tedy
dualnim prostorem kD|[a, b]. Znafime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ©*[a,b] a testovat funkci ¢ € ®[a,b], hodnotu
funkcioralu f na ¢ zn&ime symbolem(f, ).

b
7.22. Poziamka. Je-li f € L'[a,b], pak fedpisemy € Dla, b] —>/ f(t) p(t) dt
je definowana distribuce ‘

b
(f0) = / £(t) olt)

na [a,b], kterou budeme zr&it také symbolemf. Rikame, Ze distribucef je
urena funke f.

Nulovy prvek prostoru®*[a, b] je urten libovolnou réfitelnou funkd, ktera se
anuluje s.v. na intervalli, b]. Specalré, je-li f € Gla,b], pak f=0€ D*[a,b]
tehdy a jen tehdy, kdy f(t—) = f(s+) =0 pro Vsechnat € (a,b] a s € [a,b).
Tudiz, je-li f € Gyregla,b], pak f=0€D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f(t) =0
pro VSechna € [a, b]. Pro libovolre distribucef, g € ©*[a, b] rovnost f = g zna-
merg, ze f — g=0€D*[a,b]. Z vySe uvedeadho plyneze je-li g € L' [a, b], pak
existuje nejyse jedna funkcef € Gregla, b] takova, Zze f =g s.v. naja, b]. Dale,
pro realné funkcef, g:[a,b] — R plat rovnost f = g ve smyslu®*[a, b] tehdy a
jen tehdy, kdy f =g s.v. naja, b].

7.23. Definice.Pro danou distribucif € ©*[a, b], definujeme jgj (distributivri)
derivaci f’ predpisem

flipeDla,b] = (') =—(f.¢).
Podobm, pro kadeé k €N,
F®pedla,b] - (P, 0) = (-1)F(f, o).

7.24. Poziamka. Distributivni derivace absoluth spojifych funkd jsou ugeny
jejich klasickymi derivacemi.

7.25. Pozamka. Definujme

0 prot<o,
H(t)=44% prot=0,
1 prot>0.
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Necht 7 € (a,b) a h,(t)=H(t—7) pro t € [a,b]. Potom pouitim véty 6.34 a
s @ihlednutm k (6.10) a (6.14) dostaneme

b b
(i) = ~(hrs') = = [ B do = [ e = ().

Funkceh, se nagvaHeavisideova funkdgse stedem v bod 7) a jeji distributivri
derivaceh se zn&i ¢, a nagva seDiracovaj—distribuce(se stedem v boé 7).

7.26. \ta. Necht f € ©*[a,b]. Potom f’ je nuloa distribuce tehdy a jen tehdy,
kdyz existuje konstantac R tako\i, ze f(t) =c pro s.v.t € [a, b].
Dlkaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a ¢ €Dla,b], pak

b
(' 0) = —(e. ) = —c / o/(s) ds = —c(p(b) — pla) = 0.

Naopak, necht(f, »’) =0 pro kazdou ¢ € D[a, b]. Nechtje dana libovolra
testovacfunkce p € ®|a, b]|. Polazme

/ (p(s) —ap©(s)) ds pro tela,b],

p(t) =
0 pro teR\ [a,b],
kde
b
ao:/p(s)ds a @(t):M.
¢ /@a,b(s) ds

Potom

/ab@(s) ds=1.

Odtud snadno plynge ¢(a) = ¢(b) = 0 atale,ze p € D[a, b]. Dale,
@'(t)=plt) — a0 ©(t) pro tea,b].
Tudiz

0= (1) = o~ ([ o) 85) (£.0).

To znamea, Ze pro kadé p € D[a, b] plaf

= ([ 06 1.0) = [Cepto) .

kde c= (f,0) € R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic O
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7.27. Cviteri. Dokazte,Ze je-li k € N U {0}, pak f(¥) =0 e D*[a,b] tehdy a jen
tehdy, kdy existuj cg, c1,. .., cx_1 € R takowe, ze

f&)=cotecrt+---+cp tht pros.v.t € a,b].

Vaznym probEmem v teorii distribuicje jak definovat jejich satin. Nasle-
dujici dvé klasicle definice seytkaji jen specalnich typl distribud.

7.28. Definice.(i) jestlize f, g a f g € L'[a,b], pak

(fa.¢ / fgedt.
(i) jestlize f € ©*[a,b] a g ma nala,b] spojitt derivace libovolahofadu, pak

(fa.¢)=(fr9¢)-

Definice 7.28 zahrnuje séin f g, kde f € Gla,b] ag € BV|[a, b]. Nevztahuje
se ale nap na Fipady, kteé se objevujv nasleduici definici.

7.29. Definice.Jestlze f € G[a,b] a g € BV[a,b], pak definujeme

b

(f'g,0) =/<pg df (7.31)
b

(fg',9) Z/wfdg- (7.32)

7.30. Lemma. Nechit f € G[a,b] a g €BV]a, b] spiiuji

ATf(t) ATg(t) = A" f(t) A" g(t) prokazce t € (a,b), (7.33)
Potom

flg=F', kdeF(t)_/tgdf prot € [a,b] (7.34)
. a

fg' =G’ kdeG(t / fdg protela,b]. (7.35)
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D 0 k az. Pouitim véty o substituci (&ta 6.44) a &ty o integraci per-partes
(véta 6.34) pro libovolé ¢ € D[a, b] dostaneme

o= o [aarlew=-["( [ sar)ewar
=<(ngdf)C¢%

t.j. plati (7.34). Vztah (7.35) se dokazuje analogicky. Ol
7.31. Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV|[a,b] spiiuji (7.33), pak
(fo)=rfg+r'g

D U k az. Podle definice 7.23gty o integraci per-partes (viZta 6.34) a lem-
matu 7.30 dostvame

(fa),o)=—(fg,¢
/fgcp’dt—/ o(t) d[£(t) g(t) — F(a) g(a)]

= »(t) gdf+ fdg pgdf—+ [ ¢fdg
[reodl [[aare [[ras] = [asrs [

= (fg',0)+(f'g,0).
O

7.32. Poziamka. Necht f € G[a,b] a g € BV|[a, b]. Podninka (7.33) je pakizj-
meé splréna nap. v nasleduicich pfipadech:

(i) obé funkce jsou regair,
(i) alespa jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spoftna(a, b) a druka je zprava spojit na(a, b).

7.33. Cviteni. Dokazte, ze jestlze 7€ (a,b) a h, resp.d, jsou Heavisideova
funkce resp. Diracova distribuce sdestem v, pak h;d, = %67. (Navod:
Pouwijte cviteri 6.32.)
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Kapitola 8
Zobecréne linearni diferencialni
rovnice

8.1 Uvod

VSechny intedaly v této kapitole jsou KS—inte@ty, jejichz definice je roi-
fena ve smyslu odstavce 6.8 na matiedunkce (tj. funkce zobrazigj interval
[a,b] do prostoru matic). Jak jsmejiv odstavci 6.8 vysitlili, vS8echny viastnosti
KS —integalu i obou tyfi RS —integalu, kteé jsme doposud déizali pro skarri
funkce plat i pro funkce vektorog ¢i matico\e, pokud se v fislusnych formulich
nezneéri pofad v jaké se tam matica funkce objevj V dlikazech se tedy bu-
deme pro pdebre vlastnosti funktca integalli odvokvat na odpowaijici tvrzeri
pro skahrn funkce z kapitol 1 —6.

Nasleduici definice zaad prostory vektoroych resp. maticogch funkd, se
kterymi budeme véto kapitole pracovat.

8.1. Definice. (i) G([a,b],R™) je Banachiv prostor funke f: [a,b] — R™, kte-
ré jsou regulova@ nafa,b]. Norma naG([a,b],R™) je defino\ana jed-
pisem | /|| = sup; ¢ (o.5; | £ ()] Pro f € G([a,b], R"), kde |£(#)| je norma
vektoru f(t) v R™.

(i) BV([a,b],Z(R"™)) je Banackiv prostor funke F': [a,b] — .2 (R"), které
maji kon&nou variacna [a,b]. Norma naBV ([a, b], £ (R™)) je defino\a-
na gedpisem||F||gv = |F(a)| +var® F pro F € BV ([a,b], Z(R")). kde
var’ F se definuje jako v odstavci 6.8 [#(a)| je norma maticeF (a) v
Z(R™).

Podobi se defindjprostoryBV ([a,b],R™), C([a,b], £ (R™)) a C([a,b],R™) a
normy na nich.

Mnozinu funkd f:[a,b] — R"™ s deriva€ spojitou na intervalya, ] zna&ime
C'([a,b],R™). (Jako obvykle, definujem¢’(a) = f'(a+) a f'(b) = f'(b—) pro
feCl(la,b],R").)

Témateméto kapitoly budou rovnice tvaru
t

z(t) = x(to) + | dA]z+ f(t) - f(to) (8.1)

to
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182 ZOBECNENE LINEARN{ DIFERENCIALNT ROVNICE

kde tg € [a,b], A je n x n—maticowa funkce, f je n—vektoro\a funkce a hled-
me n—vektorovou funkciz vyhovuijici nasleduici definici:

8.2. Definice. Funkcez: [a,b] — R™ je FeSerim rovnice (8.1) na intervalia, b|
b
jestlize / d[A]x existuje arovnost (8.1) je sgna pro kddé t € [a, b].
Rovnice (8.1) se ngxa zobec@ré linearni diferencalni rovnice

8.3. Pozramka. Bud danoty € [a,b] a nechtz je feSen rovnice (8.1) nda, b].
Potom
to

z(a) = z(to) — [ d[A]z— f(a)+ f(to).
Odeteme-li tuto rovnost od (8.1), dostaneme
t
z(t) = z(a) + / d[A]z + f(t) — f(a). (8.2)

Podobm®@ bychom z (8.2) odvodili (8.1). Funkcec G ([a,b],R") je tedyFeSerim
rovnice (8.1) nda, b| prave tehdy, kdy sphuje rovnici (8.2) nda, b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivad pro studium zobea@rych diferencalnich rovnic jsou m.j.Ulohy s im-
pulsy. Viacé praktick/ch Gloh se toiz potkame s perturbacemi, jejizitoba fiso-
beri je sice zanedbateinv porovran s dobou cetho procesu, ktérale nicnéré
podstat@ ovlivni studovay proces. Zpravidla, vhogmm modelem pro popis ta-
kovychto proce8 jsou diferencalni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice,
jejichz fesen nemus byt hladlke, ba ani spojé.

Zdrojem moddl s impulsy je zejrana fyzika (nap popis hodinoych me-
chanisnil, oscilace elektromechaniggh sysémll, vyzaovan elektrickych resp.
magneticlch vin v prosted s rychle se réricimi parametry v dajch okam-
Zicich prudce zréri, pohybcastice v poli generovdém potendlem sousedenym
v jediném bod, stabilizace Kapicova kyvadla, opfani regulace metodou bang-
bang), ale ta& medi¢na (distribucedcCivych latek v Ele, strategie impul$vakci-
nace v epidemiologigkch modelech, studiunacinku hromadého d@kovari proti
spalntkam), populéni dynamika (modely s ryckimi zménami p@tu rektesch
populaéd) ¢i ekonomie (modely trhu, ktérFipousteji prudke zmény cen).

Nejjednodi&si idealizad impulsrich proced jsou procesy popséarinearnimi
diferencalnimi rovnicemi, na kte# v kon€ném pdtu pevié darych bodi plisot
linearn impulsy .
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Predpokbdejmeze

reN, r>1, a<n<...<7-<b,
PeC([a, 0], £(R"™)), q€C([a,b],R"), (8.3)
Bre Z(R™), dp,eR™ prok=1,2,...,r.

(Poznamenejmeéie v €to kapitole symboly typuB;, resp.d; znai také matice
resp. vektory. Komponenty vekidti matic se zde neobjey

Ozn&me
D:{Tl,rg,...,n}, To=a a Tr41=>b

a pro k&dou funkciz : [a,b] — R"™ definujme

x(t) = x(t) pro tea, ] )
a
(8.4)
o(Te-1+) kdyZ t=m 1,
wy)(t) = pro k=2,3,...,r+1.
x(t) kdyi te [kaluTk]
Linearn impulsri Gloha je pak tvéena linérri diferencélni rovnici
' = P(t)z+q(t) (8.5)
a linearrimi impulsrimi podninkami
A+$(Tk) = By, l’(Tk)—l-dk, k=1,2,...,r, (86)

pficent feSen jsou uena podle asleduici definice.

8.4. Definice. Reknemeze funkcez : [a,b] — R™ je FeSerim Glohy (8.5), (8.6),
jestlize

Tk € CY([rp_1,7:] prokadek=1,2,...,r+1 (8.7)
a z vyhovuje impulsim podninkam (8.6) a spluje diferencalni rovnost
2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro tefa,b]\D. (8.8)

8.5. Pozramka. Povsimréme sizefeSen Glohy (8.5), (8.6) pdt vzdy do prostoru
G([a,b],R™).
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184 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

Ukazeme nym Ze Glohu (8.5), (8.6) mizeme ekvivalent& preformulovat jako
zobecrnou linérri diferencalni rovnici tvaru (8.2).

Predpokhdejme zprvuze r=1 a nechtz:[a,b] —R" je FeSent impulsr
Ulohy (8.5), (8.6). Integracovnosti (8.8) dostaneme vztahy

t t
ac(t)::c(a)—i—/ des—i—/ qds pro t € la, 7],

t t
x(t):x(71+)+/ des—i—/ gds pro te(m,b],
T1 T

1

Dosazeim z podninek (8.6) (kdek =r=1) do druleho vztahu pak dostaneme
prot e (7,b]

t t
x(t) = x(m) + Bl$(7‘1)—|—d1+/ Pl’d8+/ qds
T1 T1

t t
:x(a)-i-/ des-l—le(ﬁ)—f—/ g ds+dy

t t
z(t) Zx(a)+/ Pads+x () (B x(ﬁ))+/ qas +X (7, p)(t) d1. (8.9)

Polazme
t t
A(t) = / Pds+x(e (B a f(t) = / 0 ds 4 X () ds

PotomA € BV ([a,b], Z(R"™)), f€BV([a,b],R™) a podle ¥ty o substituci 6.44
a formule (6.10) z fikladd 6.15 (ii) (viz ©z priklady 6.41) plait

t t
/ d[A]z :/ Pads+x(r,0(t) (Brz(m))
t
f6 - £0) = [ adstx a0 d

pro t€a,b] a x € G([a,b],R™). Dosazeim do (8.9) je zjisime, Ze x spluje
(8.2) naja, b].

Obracerg, jestlze x € G([a,b],R™) sphuje (8.2) naja,b], pak podle y3e
uveder@ho plat opét (8.9) nafa, b]. Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(;
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jako v (8.4), bude platit (8.7) a (8.8). Nimy podle Hakeovy &ty (viz ¥z cviceri
6.40) jex(t—) =z(t) pro kadé t € (a,b] a

r(4) = 2(a) + lim [ d[AJe+£(04) ~ f(a)
= 2(a) +/ d[A]z+ f(t) — fla) + ATA@) z(t) + AT f(2)
= 2(t) + X (t) (Bra(t)+d1) prokatde tela,b].

Specalngé, dosazeim ¢ =7, zjistime,ze z sphuje impulsh podninku (8.6), kde
k=r=1.

Uloha (8.5), (8.6) je tedy pre =1 ekvivalentr se zobecénou diferendlri
rovnici (8.2).

V obecrem gipac r € N, definujeme

t T
AW = [ Pds+ 3 X (0 By
@ k=1

a pro ¢ € [a, b]. (8.10)

t T
f(t) :/ qd8+ZX(Tk,b}(t) dp ,

k=1
Indukd snadno o&ime rasleduici tvrzeri.
8.6. \eta. Pfedpokhdejme(8.3) a (8.10) Potom impulsniloha (8.5), (8.6) je
ekvivalentinse zobec@nou diferendlni rovnid (??), tj. = : [a,b] — R" jefeSenm

Ulohy(8.5), (8.6)na intervalula, b] tehdy a jen tehdy, kdyefeSerim rovnice(??)
na intervalu|a, b]. O

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné nékolik zakladrich pojmii z funkcioralni anaiyzy, ktee
budeme naale potfebovat. Podrob&jsi informaci Ize ndif nag. ve veSiné utebnic
funkcioralni analzy (viz nag. [3], [18], [30], [35]). Zakladn prehled je obszen
také v Ovodri ¢asti monografie [49].

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobrazefi: X — Y (7' zobrazujeX
do Y) je spojity opeiator, jestlize

lim ||z, —z|x =0 = lim ||T(z,)—T (z)|ly =0,
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kde ||.||x je norma naX a |.||y je norma naY. Ope#tor 7: X — Y se nagva
linearni, jestlize plat

T(cixa+cax) =c1T(x1)+caT(x2) prox, 2 €X a c¢p,c2€R.
Dale, T je ohraniCery, jestlize existujefislo K € [0, oo) takow, ze plat
IT(x)|ly < K ||z||x prokade ze€X.

Je-li T linearn opeitor, gseme, jak je zvykem7 = misto T'(x). Je zramo,ze
linearn opedator T: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrantery.

Mnozinu ohrangéerych linearrich zobrazenprostoruX do prostoruY zna-
¢ime Z(X,Y). Na Z(X,Y) jsou Zejmym zplisobem zavedeny operadatari
opeiétorll a rasobenopeatord realnym Eislem a.# (X, Y) je pak Banachv pro-
stor vzhledem k norgé

ILl| #x vy = sup ILz|y prozeX.

T e
lzll-<1

Konetné,feknemeze L € ¥ (X,Y) je kompakti jestlize zobrazuje kedou mno-
Zinu ohrantenou vX na mnainu relativié kompakthv Y, tj. jestlize pro kadou
posloupnosi{x, } ohrantenou vX jeji obraz{L x,} CY obsahuje podposloup-
nost konvergentrv Y. Je zramo,ze ka&dy kompaktn linearri opesator je sogas-
né spojity.

V diikazech hlavith wsledkl této kapitoly vywiijeme rasleduici dvé tvr-
zen. Prvrl z nich je zobecaérim jedré z Fredholmoych vét zramych z teorie
integralnich rovnic. Jeho dkaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a
J.T. Schwartze [5], M. Schechtera [38] nebo ve skriptech J. $21K&Q].

8.7. Véta (FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X Banactilv prostor a
necht L je linearni kompaktihoperator zobraztiici X do sebe. Potom opatorova
rovnice

r—Lx=yg (8.11)
mafeSen pro kazce g € X tehdy a jen tehdy, kayrislusrd homogenhrovnice
x—Lx=0 (8.12)

ma pouze trivalni feSen =z =0¢c X. V takoem gipace jefeSeri rovnice(8.11)
urceno jednoznéne.
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Druhé tvrzen je zramo take z elemerdirni teorie matic. Bpomeaime si zde
jeho obecnou podobu@vzatou z monografie [51] (viz Lemma 4.1-C).

8.8. Lemma. Nechit X je Banaclfiv prostor, 7' € #(X) a || T ¢ x) < 1. Potom
existuje ohraritery inversn opefator [I —T'| ~! k opedtoru [I —T] aplati ne-
rovnost

R P e s

2x) T 1T ¢x)

8.4 ExistencereSeri zobecrénych linearnich diferencial-
nich rovnic

Studium zobecénych linearrich diferencalnich rovnic zaljime jednoducim po-
zorovarim vychazejcim ze zramych vlastnogtKS —integalu.

8.9. Veta. Nechttg € [a,b], A€BV([a,b], Z(R")) a f €G([a,b],R™). Potom
kazdefeSen z rovnice(8.1)na [a, b] je regulova® naa,b].

Dlkaz. Podle Saksova—Henstockova lemmatu (viz jéstediek 6.38) je prav
strana rovnice (8.1) funkce regulovnaa, b]. Odtud plyne tvrzenvéty. O

Vzhledem ke @t¢ 8.9 je tedy vhoda hledatfeSeri zobec@nych lin€arrich
diferencélnich rovnic ve tidé G([a, b], R™).

Analogiemi p&atenich tloh pro linéarn obytejré diferencalni rovnice jsou
zobecrre linearri diferencalni rovnice

t
x(t)=z+ [ d[A]z+ f(t)— f(to), (8.13)
to
na intervalufa, b], kde ¢ty € [a,b] a z € R™ je dary vektor. (Zejme je x(tp) ==
pro k&dou funkciz splhujici (8.13).)
Kazdé funkci € G([a,b],R™) a bodu ¢, € [a,b] pfifadme funkci 7, x
predpisem
t
(,x)(t) = | d[A]z protela,b]. (8.14)

to

Podle disledku 6.38 jsou funkcez;, = regulova® nala, b]. Zobrazein
y, x € G([a,b],R") — o,z €G([a,b],R")
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je Zrejme linearn a, dale, podle @ty 6.17 plait
||| < (vart A) ||z| pro kadez € G([a,b],R™).
Pro k&dé ¢ € [a,b] je tedy o, spojity linearri opeétor naG([a,b],R™), tj.
oty € £(G([a,b],R™)).
Dokézeme nyi, ze sodasre je gedpisem (8.14) defin@n spojiy linearr
ope#tor zobrazdgi G([a,b],R™) do BV([a,b],R™).

8.10. Lemma. Necht A € BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtfunkce o,z
je prox € G([a,b],R™) definoana vztahen(8.14) Potom.«,x € BV ([a,b], R™)
pro kazce x € G([a,b],R™) a zobrazen

r€G([a,b],R") — o, x € BV ([a,b],R")

je ohrantere.
DO kaz. Budo libovolné cBleri intervalu [a,b]. Podle ety 6.17 pro kade
z € G([a,b],R™) mame

0'
Z (,7) U] — () UJ )] = Z /
: O'

v(o)
< (varg/_, A)|jz|| = (var’ A) |
1

q

[
Il

d[A]x‘ < (var’ A) ||z .

(g)(a)] = |

to
Tudiz o,z € BV ([a,b],R™) a

[0z llmy = |(ho) ()| +vary (s,z) < 2 (var, A) ||z||.
pro k&zdé = € G([a,b],R™). O

Pomo¢ ope#toru «7;, z (8.14) mizeme pepsat pdatetni Ulohu (8.13) jako

ope’tovou rovnici

T — AT =g, kde g =z + f — f(to) -

Protaze nename k dispozici prosedky postauijici k diikazu kompaktnosti opar
toru o7 € Z(G([a,b],R™)), nenlizeme imo aplikovat Fredholmovuétu (-
ta 8.7) a musne postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici véte ukdZzeme po-
mod Hellyovy véty a Osgoodovy &ty, ze opeator <, generuje kompakirzob-
razen prostoruBV ([a, b],R™) do sebe.
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8.11. \ta. Nechtty € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)). PolozmeL z = o7, x pro
x € BV ([a,b],R™). Potom L je kompakthlinearni opetator naBV ([a, b], R™).
Dlkaz. Protde je||z| < |z|py pro ka&de z € BV ([a,b],R"), plyne z lem-
matu 8.107e L € .Z(BV ([a, b], R™)).

Dokézeme,ze pro kadou posloupnos{z,,} ohrantenou vBV ([a,b], R™)
jejiobraz{L z,} C BV ([a,b],R™) obsahuje podposloupnost, kige konvergent-
niv BV ([a,b],R™).

Necht jsou tedy posloupnostz,,} C BV[a,b] atislo C €[0,00) takow, ze
|zn|lBv < C < oo pro kadé n € N. Podle Hellyovy éty (veta 2.44) existajfun-
kce z € BV ([a,b],R™) a podposlouposfn;} C N takow, ze

|z||py <C a klim X, (t) = z(t) prokade tela,b].
Ozn&me zi(t) =z, (t) —z(t) aprokeN at e [a,b]. Potom

lzk(t)]|<2C a klim zk(t)=0 prokeN atecla,b].

d d
Vzhledem k tomuze \Sechny integ’ally/ d[A] z a/ divar; A] zi(s), keN,

existuj pro libovolra ¢, d € [a, b], véta 6.17 zartuje, Ze plat

/: d[A] 2

j—

v(o) v(o)

S (L a)(05) = (La)(og1) =Y

J=1 J=1

b
<Z/U y d[var; A] |z (s)| g/a d[var; A] |z (s)|

pro libovolma o € Z[a,b] a k€ N. Mame tedy

b
vart (L z,) g/ dvar A] |z(s)| pro keN.

Podle &ty 6.48 je o%em
b
lim [ d[var] A] |z(s)] =0

k—oo/,

a tudz take

lim var® (Lzp, —Lz) = lim var’ (L z;) =0.

k—oo k—oo

189



190 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN{ ROVNICE

Podobr@
klim |(L 2, (a) — Lz(a))| = klim |(L z)(a)| = hm ’ ’
< lim [var A] [zx(s)| =0.
k—oo Ji,
Véta je dolazana. m

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 8.7 a &ty 8.11.

8.12. \ta. Bud dano ¢, € [a, b]. Rovnice

x(t) — t d[A]z = g(t) (8.15)

méa pro kazdou funkcig € BV ([a, b],R™) FeSen na [a,b] prave tehdy, kdy pfi-
sluSrd homogenhrovnice
t
z(t)— | d[A]z=0 (8.16)
to
ma na [a,b] pouze trivalni FeSeri x=0. V takoem @Fipace je FeSer rovnice
(8.15)urceno jednoznané.
D & kaz. Rovnice (8.15) je ekvivalerits opeatorovou rovnic z — L z = g, kde
Lx=g,x proxzeBV([a,b],R™), tj.
t
(Lz)(t)= [ d[A]z pro ze€BV([a,b],R") a te]a,b].
to
Podle \ety 8.11 jeL linearn kompaktn opeétor naBV ([a, b], R™). K dokorteri
diikazu \ety vywijeme \étu 8.7. O

Predpokbdejme nyn zet € (to, b] a,ze funkcer € G([a, b], R™) spliuje (8.13}
na intervalulty, t). Zfejmeé je z(ty) = . Pomoé Hakeovy \ety (veta 6.39, vizéz
priklady 6.41) snadno @&ime,Ze plat

T

z(t—) =T+ lim d[A]z+ (f(t—) = f(to))

T—t— to

t

=z+ [ d[A]z+ f(t) - f(to) — lim [ d[A]z—A7f(t)

to Tt T

t

=T+ [ d[A]z+ f(t)— fto) — A A(t) a(t) — A~ f(t).

to
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Ma-li tedy funkcex splhovat (8.13) tak v boc ¢, mud hodnotaz(t) vyhovovat
rovnici

[I—AA®)] z(t) = z(t—)+ A f(1), (8.17)

kde I zn&i jednotkovou matici typun x n (viz 1.3 (xiv)). Odtud je Eejmé, Ze
k tomu, abyfeSen Glohy (8.13) na intervalda,t) bylo mazno jednoznénym
zplisobem prodlckit do bodut, bude stait, aby platilo

det [I — ATA(t)] #0. (8.18)

Ulohu (8.13) niizeme ogem tale grepsat ve tvaru

b
£(t) = x(b) - / d[A]z+ f(B) + f(t).

Podobi@ jako WSe mizeme tedy usoudit (rozmyslete si detailgg k tomu, aby
feSeri pocatetni Glohy (8.13) naintervalit, t] bylo mazno jednoznénym zplisoberj]
prodlowit do bodut, bude stait, aby platilo

[T+ ATA®)] 2(t) = z(t+) — AT f(2) (8.19)

det [I+A%A(t)] #0. (8.20)

MUzeme tedy dekavat,ze podninky (8.18) a (8.20) jsou podstaipro existenci
feSen Glohy (8.13).

Jednoduchoupravou vztah (8.17) a (8.19) dostanemaslieduici tvrzeri.
8.13. Lemma.Necht A € BV ([a,b], Z(R")) a g€ G([a,b],R™). Potom vztahy

A~z(t) = AA(®t) z(t) + A~ f(¢), }
(8.21)
Atx(s) = ATA(s) z(s) + AT f(s)
plati pro kazce feSen z Ulohy(8.13)na [a,b], t € (a,b] a s € [a, b). O

8.14. Lemma.Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a tg € [a, b]. Potom rovnicg8.15)
méa FeSeri pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kdy

det [T —ATA(t)] #0 prokazde ¢ € (o, b] (8.22)

det [I+A*A(s)] £0 prokazce s € [a, t) (8.23)
(Zde (to, b] =0 kdyZ to=>ba [a, to) =0 kdyZ to = a.)

V takoem @ipace jefeSen rovnice(8.15)urceno jednoznané.
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192 ZOBECNENE LINEARN{ DIFERENCIALNT ROVNICE

DOkaz. Podle &ty 8.12 stéi dokazat,ze rovnice (8.16) rapouze trivalni Feseni
nala,b] prave tehdy, kdy plaf (8.22).

a) Fedpokhdejmeze ty € [a,b) a z je feSeri rovnice (8.16) nda,b]. Podle
lemmatu 8.10 jer € BV ([a, b],R™). Zfejmé z(tp) = 0. Podle prvi z rovnic ve
(8.21) mame

A+$(t0) = A+A(t0) x(to) =0,

tj. z(to+)=0. Ozn@&me a(t) = var; A pro t € [to,b]. Funkcea je neklesdpi
na intervalu[ty, b]. Existuje tedy konénma limita a(tp+) a mizeme tedy zvolit
d € (0,b—tp) tak, aby platilo

1
0< a(to—i—d) —Oz(to—i—) < 5

Pro k&dé t € [to, to+d] odtud pomotvét 6.17 a 6.39 odvdthe nerovnosti

lz(t)| < [ dla]|z| = ATa(ty) z(tg) + lim da]|z]

to T—to+ -
t
= lim d[a]mg[a(t0+5)—a(t0+)]( sup \:t:(t)])
T—to+ T tE[to,to+0]

1
< - ( sup |x(t)|) .
2 tE[to,to-‘ré]

Tudiz (supte[to,to_i_(ﬂ \:c(t)]) <1 (supte[to’to_“;] \:c(t)]). To je ale md@né pouze
tehdy, kdy x =0 na[to, to + ¢].

Polazme t* = sup{r € (to,b]: =0 na [to, 7]. Zfejmeé je z =0 na [tp,t*) a
tudiz také x(t*—) =0. Dale, podle (8.21) @me
0= [I—A"A(t%)] z(t").

To je ale, vzhledem kfedpokladu (8.22), miné pouze tehdy, kdyx(t*) = 0.

Predpokhdejmeze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na Zzatku dika-
zu dolézali,Zze existujed € (0,b — ty) takow, Ze = je nulowe nalty, to + J], uka-
zali bychom nyi, Ze existujen € (0,b — t*) takowe,Ze = se anuluje nadt*, t* + n],
coz je ovsem, vzhledem k definici* nemang, tudz mus byt ¢* =b. Dokazali
jsme,ze k&défeSeri rovnice (8.16) je nulo& nalto, b].

Podob@ bychom pomdagofedpokladu (8.23) ddkeali, ze je-li ¢ € (a, b], pak
sefeSen « rovnice (8.16) anuluje taknaa, to].
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b) Predpokhdejmeze neplatnag. (8.22). Zejme je det [I — A~ A(t)] #0, jest-
lize je| A~ A(t)| < 1/2. Nadruhou stranu, podlgidledku 4.8, okiicerd nerovnost
|A™A(t)| > 1/2 plati pro nejyySe konéné mnoho bod ¢ € (o, b]. To znamea, ze
maticel — A~ A(t) neri requbrn pro nejyse konéné mnohot € (¢, b].

Mlzeme tedy zvolit* € (¢, b] takow, ze
det [I — ATA(t)] #0prote (to,t*) a det[I—ATA(t*)] =0.
Dale, ze akladl linearri algebry je zamo,ze potom existujel € R" takow, ze
[[—A~A(t*)] c#d prokade ceR". (8.24)
Definujme

0 kdyz t#£t*,
g(t) = . i
d kdyz t=t*.

Mame A~ g(t*) =d. Pfedpokbhdejme,ze rovnice (8.15) & na[a,b] feSen .

Potom podle prvicasti dikazu musbyt = =0 nala,t*) atedy tak x(t*—) =0.
Podle lemmatu 8.13 muplatit

[T— A=A 2(t7) = d.

To je ovsem ve sporu s tvrzém (8.24). Rovnice (8.15) tedy nerke nit FeSeri.

Neplai-li (8.23), pak analogicky najdeme batic [a, b] a funkci g takow, Ze
bude

[T+ ATA(t*)] ¢ # Atg(t*) prokade ceR",
coz vede opt ke sporu s lemmatem 8.13. O

8.15. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)) a tg € [a,b]. Potom pd&atetni Gloha
(8.13) m4 pro kadou funkcif € BV ([a,b],R™) a kazdy vektorz jednozn&né
urCeréfeSen tehdy a jen tehdy, kdyplaf (8.22)a (8.23)

Dlkaz. \Btaje disledkem &ty 8.12 a lemmatu 8.14, kde pdlme
g(t)=z+ f(t)— f(to) protea,bl. O
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194 ZOBECNENE LINEARN{ DIFERENCIALNT ROVNICE

8.5 Zobecréna Gronwallova nerovnost
a apriorni odhadyresSen

Dulezitou roli v teorii obytejnych diferencalnich rovnic (nap. pri diikazu jed-
noznd&nosti feSeri pocateéni Glohy nebo pi diikazech spojé Zavislosti fesen
na rektegych parametrech) hraje tvrZierktelé se nagva Gronwallovo lemma.
Pfipomaime si jeho zari. Dlkaz Ize ndf ve veiné webnic obygejnych dife-
rencilnich rovnic (viz nap. [25, Pomoca eta 4.3.1)).
8.16. Lemma(GRONWALL). Nechtfunkcew a p jsou spojie a neaporré na
[a,b], K >0 anecht

t

u(t)§K+/ (pu)ds pro tela,bl.

a

Potom

u(t) < Kexp(/ pds) pro t€la,b].

Pro nas bude podoBrdilezité zobec@ri Gronwallova lemmatu naffpad, kdy
se v fFislusnych integalnich nerovnostech vyskytuje Stieltfpsintegél.

8.17. \éta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Pfedpokhdejmeze funkce
u:[a,b] —[0,00) je ohrantera nala, b], funkceh : [a,b] — [0, c0) je neklesdfi
a zleva spoji na (a,b], K >0, L>0 anecht

u(t)§K+L/tudh pro t € a,b]. (8.25)
Potom
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro t€a,b]. (8.26)

Dlkaz. Nechts >0 aw(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prote [a,b]. Potom

/ w,dh = /-@/ exp (L [h(t) — h(a)]) dh(s)

_ ,g/at (i L [h(t) ~ h(@)]*) dh(s) pro t€a,b].

k!
k=0
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© rk
Protaze, jak zr:’amofadaz % [h(t) — h(a)]* konverguje stejnogrré nala, b],

k=0
mUzeme iehodit pdad operatintegrace a&tan. Powijeme-li nyri navic tvrzen

z prikladu 6.19, dostaneme tedy

[ undn= Z( - [ v -] anes)

> — h(a)]F+! K Wy
<o (PRI ) = £ e (eln) - hw) =
k=0 ’

pro t € [a,b]. To znamea, Ze funkcew, spluje pro kade x>0 ate€ [a,b] ne-
rovnost

t
w(t) > /<;+L/ w, dh. (8.27)

Bud danoe >0 apoldmex =K +¢ av. = u — w,. Odeterim nerovnost
(8.25) a (8.27) zjistne, ze plat

t
ve(t) < —5+/ vedh pro tea,b]. (8.28)

Specalné, v.(a) = —e < 0. Zbyvajici ¢ast dikazu bude Ppominat postup z dka-
zu lemmatu 8.14. Funkce i w, jsou evident& ohranteré na|a,b] pro kadée
k> 0. Tudiz také funkcev. je ohran€eré nafa,b]. Podle Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 rame

/tvgdh:ve(a) Ath(a)+ 511%14- tévedh
a - a+
< —e ATh(a) + [[ve]l [2(t) — h(a+)] < [Jvel| [A(t) — h(at)]

a tedy
t
0(t) < —e+ L / vedh < —e+ L |[v.| [b(t) — h(a+)] pro ¢ € [a,b].

Zvolmen > 0 tak, aby platiloL ||v.|| [a(t) — h(a+)] <e/2 prot € [a,a + n]. Pak
budev. <0 nala,a+n]. Ozn&me

= inf{r €la,b]:v. <0 nafa, 7]}.
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Vidime.zZe jet* > a av. <0 nala,t*). Opétnym powzitim Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 dostaneme z (8.28)

¢
ve(t) < —€+L/ ve dh
a t*—8

- _ * — * : < _
£+L<vg(t JAT)+ Jim | vgdh)_ e<0

=6
protaze A7h(t*) =0 a/ ve dh <0 pro kadé 6§ > 0.

Kdyby bylo t* < b, zopakovali bychomidcltazejci postup a ukzali,ze exis-
tuje n € (0,b—t*) takow, Zze v. < 0 na intervalufa, t* + 7], c0OZ je ve sporu s de-
finici ¢*. Tudiz t* =b, v. <0 naceém|a,b] a

u(t) <wy(t) =K exp (L (h(t)—h(a))) + € exp (L (h(t)—h(a))) prot € [a,b] .

Protaze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (8.26). Ol
8.18. Cviteni. Dokazte rasleduici variantu \éty (8.26)

Predpokbdejme ze funkceu : [a,b] — [0, 00) je ohranitera na [a, b], funkce
h:[a,b]—[0,00) je neklesdri a zprava spojé na[a,b), K >0, L>0 a

u(t)§K+L/budh pro t € [a, b]. (8.29)
t
Potom

u(t) < K exp (L[h(b) —h(t)]) pro t€a,b]. (8.30)

8.19. Poziamka. ObecréfSi verse zobedgreho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
zeny v monografch S. Schwabika [39] (viz ¥ta 1.40) a J. Kurzweila [26] (viz
kapitola 22).

V nasleduici vété vyuwzileme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozedUile-
Zitého odhadu préeSen pocatetni tlohy (8.13).

8.20. \kta. Necht ¢y € [a,b] a AeBV([a,b], Z(R")) spliiuji (8.22) a (8.23)
f€G([a,b],R™) a7 €R™ anechtz je feSen tlohy(8.13)na [a,b]. Potom
var® (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.31)

0<ca= max{ sup |[I — ATA®)] Y,

e (to b] (8.32)
sup |[I+ATA(t) ™! } < oo

t€la,to)
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[2(t)| < ca (|Z]+2]|f]|) exp (2cavari, A) prote [to,b],
(8.33)

[2(t)] < ca (|7 +2]|f]]) exp (2cavary® A) prote[a,to]

Dlkaz. a)Prolibovola cgleri o intervalu[a,b] mame

v(D)
> [a0) = flog) = 2(o5-1) + f(o,0)|
j=1
v(D) o; v(D) '
-y / d[A]x‘ < 3" [(vargi_, A) z|] = (varh A) ||z]| < co.
j=1 Y751 j=1

b) Nejprve si gimréme trivalniho faktu,ze neniize byt c4 <0. Prot € (a,b]
takowe, ze |[A~ A(t)| < 3 mame podle lemmatu 8.8

1

]

< 2.

Protaze mndina {t € [a, b]: |A~A(t)| > 3} je nejw3e konéna, plyne odtudze

0< sup |[[—ATAt) | <oo.
te(a,b]

Podobi@ bychom dokzali, ze je tale 0< sup |[I +ATA(t)]!| <oo. Plaf
t€la,b)
tedy (8.31).

c) Necht = je feSeni Glohy (8.13). Poléme B(a) = A(a) a B(t) = A(t—) pr
te(a,b]. Zfejmé (viz Bta 2.34) A-B € BV ([a,b],R™), A(t)—B(t)=A"A(t
prote (to,b],

0
)

vary (B—A)=>_ |AA(t)|<var} A
t € (to,b]

atudz var} B <2var} A. Dale, podle lemmatu 6.29 je

td[A—B]a: =A"A(t)xz(t) pro te (to,b].

to
Rovnice (8.13) se tedy redukuje na

[ — A~A®)]z(t) =T+ " [B]z+ f(t) — f(to) prote (to,b]

to
a odtud snadno odvaomie nerovnost
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t
lz(t)| < K+ L | |z|dh prote]a,b],
to

kde
K=ca(lz|+2||fll), L=ca a h(t)=vary B.

Funkceh je neklesdgi na [to, b]. Dale, protde B je zleva spojia na(tp,b], je
podle lemmatu 2.23 funkcé také zleva spoji na (to,b]. Podle zobecareho
Gronwallova lemmatu 8.17 dd@stame tedy konéné prvii nerovnost v (8.33).

Dillkaz drulé nerovnosti v (8.33) by sefippomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvieri 8.18 proved| podobi O

8.21. Cviceri. Za predpokladi véty 8.20 dokate podrob@ nerovnosti

0< sup |[I+ATA®)] | <oo
te(a,b)

[2(t)] < ca (|7 +2]|f]]) exp (2cavar® A) prote [a,to].

8.6 Spojita zavislostfeSen na parametrech

Necht ¢y € [a,b] a A€ BV ([a,b], Z(R™)) spiiuji (8.22)a (8.23), necht € R",
f€G([a,b],R™) anechtx jeTeSer Ulohy (8.13) nda, b]. Dale, nechty spliuje
na[a,b] rovnici
t
y(t) =y+ t d[A]y+g(t) —g(to) ,
kde g € G([a,b],R™) ay € R™. Potom
t
() —y(®) = (@-9)+ | d[A](z—y)+ (f(t) —g(t)) — (f(to) — g(t0))

to

prot e [a,b]. Podle ety 8.20 tedy rame
|z —y|| <ca (‘5—@‘ +2 Hf —g||) exp (QCAvarZ A) pro t€[a,b],

kde c4 € (0,00) je defino\ano v (8.32). Odtud jefejmeé, ze plat nasleduici tvr-
zen.

198



STIELTIESJV INTEGRAL 199

8.22. \kta. Nechtty €[a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)) sphuiji (8.22) a (8.23)
Dale, nechtf, fr € G([a,b],R™) a 7,7 € R™ pro k € N. Pfedpokhdejmeze

Jim [l = £ =0 (8.34)
a
Jlim T = 7. (8.35)

Necht z je FeSenr Glohy(8.13) a nechitpro k € N jsou z;, FeSenr rovnic
t
z(t) = Zp+ [ d[A]zgp+ fu(t) — fu(to)

to

na [a,b]. Potom

lim ka—xH =0. (8.36)

k—o0

Ve zbyvaijici casti odstavce se omezme pro jednoduchostfigagd ¢ = a, tj.
vySetujeme pa@ateni tlohu

t

x(t)::ﬂ—/ d[A]z+ f(t) — f(a) (8.37)

jako limitu potatenich Gloh
t

o) =Tt [ Aok felt) ~ fula). (8.38)
kde talé jadra A, zavid na parametrik € N. Tento Fipad je poekud sl@itejsi.
Nejprve dolzeme konvergeini vétu pro KS —integaly pro situaci, ktei nen po-
kryta vétami z kapitoly 5.

8.23. \eta. Necht f, fr € G([a,b],R™), A, Ax € BV ([a,b], Z(R™)) pro k € N.
Predpokbdejmeze plat (8.34)

khlgo |Ar — Al =0 (8.39)
a
o == sup var’ A; < co. (8.40)
keN
Potom

l%munfdmuozo
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Dlkaz. Buddanoe > 0. Podle ety 4.6 nizeme zvolit funkcip : [a, b] — R™
takovou ze k&da jeji komponenta je jednoduétskokowa funkce nda, b| a @fitom
| f — ¢|| <e. Dale, podle (8.34) a (8.39) lieme zvolitky € N tak, aby sodasré
platilo

Ife—fll<e a ||[Ax—Al| <e prok> k.

Proda® t € [a,b] a k> ko mame podle @t 6.17 a 6.24

[ atais- [ aay]

< ‘/atd[Ak](fk—90)‘+‘/[ltd[z4k—f4]%0‘+)/atd[f4](%0_f)‘
< (varh Ag) [fx — el +2 [ Ax — Al [ @llsy + (varh, A) [lp —z||

<o (s = FI+I1f = ell) + 214 — All llpllsy + (var, A) o — £
< (20z* +2||¢|lBy +varf; A) e=Ke,

kde K = (2" + 2 ||¢|lgv + vart A) € (0,00) nezvisd ani nak, ani nat. Tim
je véta dokazana. O

Dale, je teba dolazat rasleduici pomocre tvrzen.

8.24. Lemma. Necht A, Ay € BV ([a,b], Z(R™)) pro k € N. Dale, g'edpoké-
dejmeze plat (8.22)(kdety=a) a(8.39)

Potom existujek € N takowe,ze pro ke ¢ € (a,b] a kazde k > kg plati

det [T — A™Ag(t)] #0 (8.41)
a
sup |[I — A‘Ak(t)]_l‘ < 2cy4, (8.42)
te(ab]

kdecy € (0,0) je konstanta definovanv (8.32)
DUukaz. Oky (8.39) plat podle lemmatu 4.1lklim |A” A — A™ A| =0. Mlze-
me tedy zvolitk, € N tak, aby bylo

AT AR(t) — AT A(t)] < % pro t€la,b] a k>ko. (8.43)
CA
Nechtt € [a,b] a k> ko jsou dany. Snadno a¥ime,Ze plat rovnost

T—ATAL(t) = [T-ATA®)] [T - Ti(1)],
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kde
Ti(t) = [T-A~A(1)] ' (A~ Ap(t)—A~ A(1)).

Vzhledem k fedpokladu (8.22) je tud maticel — A~ Ak (t) regularn tehdy a jen
tehdy, kdy je reguérn matice I — Tj(t).

Podle (8.32) a (8.43) ame
Te(t)| = |[I-ATA(t)]~ HA A(t)-ATA(t)] < 5.

Lemma 8.8 tedy zaduje, ze maticeI T, (t) atudz také I—A~ Ag(t) jsou re-
gularri a, ze plat |[1 — T (t)]~ \ < 2. Odtud a z (8.40) plyne

-2 Au0) 7 < |1 Tew) [T A7 AW) | < 26

Dukaz je dokoien. O

Konetné miizeme zformulovat a délzat hlavinvétu tohoto odstavce.

8.25. \eta. Nechitto=a, A, Ay €BV([a,b], Z(R™)), f, fr€G([a,b],R"™),
z, T € R™ pro k € N. Déale, g'edpokhdejmeze plat (8.22) (8.34) (8.35) (8.39)
a (8.40) Nechtz je feSen Glohy(8.37)na [a, b].

Potom existujeky € N takow, ze pro kade k > ko mé rovnice(8.38)jediné
feSen x; na[a,b] a plat (8.36)
D Ukaz. Podle (8.22) amrovnice (8.37) jedi@feSer = na [a,b]. Dale podle
lemmatu 8.24, existujé, € N takowe, Ze (8.41) pldtpro k > kq. Tudiz, pro k&de
k > ko marovnice (8.38) jedi@feSen x; nala,b]. Polazme

wy = (2, — fx) — (= f) (8.44)

Potom
wi(t) = Wk, + /td[Ak]wk + hi(t) — hg(a) pro keN a tela,b],
kde wy, = (Zx — fi(a)) — (¥ - f(a)) @

/dAk— (z—f /dAk fk—/d . (8.45)

Chceme dofzat,ze

lim [l =o0. (8.46)
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Podle ety 8.20, lemmatu 8.24 a (8.40) je

lwi(t)] < 2ca (|Wk| + ||hi]]) exp (4caa®) pro t€|a,b]. (8.47)
Stadi tudiz dokazat,ze

klir§o|@k\ =0 a klirgo|hk\ = 0. (8.48)

Nejprve si pogimnéme,ze prvii vztah z (8.48) plyne okarité z gredpokladi
(8.34) and (8.35). Ble, podle ety 8.23 je

lim
k—oo

/atd[Ak] i /:d[A]fH 0. (8.49)

SoltasHe, podle ety 6.24 name

t
[ dlae= A1 - 1| <2040 Al o flo - pro t€ fa.b)

Protze (z — f) € BV ([a,b],R™) podle (8.31), plyne odtudikly (8.39),Zze plat
take

lim
k—oo

/at d[Ay, — A] (x—f)” ~0. (8.50)

Souhrnem, podle (8.45) a (8.49)—(8.50), dedme klim lhelloc = 0. Plaf tedy
(8.48) a vzhledem k (8.47) tudtalke (8.46).

Podle (8.44) jer;, —x = wy, + (f — f). Tvrzeri véty tudz plyne z (8.34) a
(8.46). O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémi linearrich obycejnych diferencalnich rovnic
je rovnice

t
z(t) =z(to)+ [ d[A]x. (8.51)
to
Necht A€BV([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechtplad (8.22) a (8.23). Potom
podle \ety 8.15 (kdef(t) = f(a) na[a,b]) ma rovnice (8.51) pro kede z € R"”
pravé jednoreSen x na[a,b] takowe, Zze x(tp) = z. Naopak, pro dadt, € [a, b]
mlzeme kddemureSeni z pfifadit hodnotuz () € R™. Je Zejmeé, Ze tento vztah
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mezifeSerimi rovnice (8.51) a vektorgum prostorem je vajemre jednoznany.

Snadno o@ime, Ze jsou-liz, y feSen rovnice (8.51) nda,b] a o, B € R™, pak
ax+ [y je takefeSen (8.51) nafa, b]. Tyto lvahy nizeme shrnout doasledu-
jiciho tvrzen.

8.26. \eta. Necht A e BV ([a,b], Z(R™)) a nechtplati (8.22)a (8.23) Potom
mnainareSeri rovnice(8.51)je linearni a tvai n—dimensioalni podprostor pro-
storu BV ([a, b],R™). O

Nyni ukdzeme,ze i pro zobecare linearni diferencalni rovnice existuje ob-
doba fundamestini matice.

8.27. Definice. Maticova funkce X : [a,b] — £ (R"™) se nagva fundamerélini
matice rovnicg8.51) na intervalya, b] jestlize sphuje rovnost

X(t):X(s)+/td[A]X pro t,s € [a,b] (8.52)

a det X (t) #0 pro alesp@ jednot € [a, b].

8.28. Lemma. Nectit A € BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b] a nechitplati (8.22)a
(8.23) Potom pro kadou maticiX € #(R™) existuje jednozriaeé urCera mati-
cova funkceX,, e BV ([a,b], £(R™)) tako\a, Zze plat

. t
Xe(t) =X+ [ d[A] Xy, pro teja,b]. (8.53)
to
Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&mek—ty sloupec maticeX jako 7. Mame
tedy 7y €R" prok=1,2,...,n a X = (1,%2,...,%,). Podle Bty 8.15 pro
kazdé k€ {1,2,...,n} existuje pave jedna funkcer; € BV ([a,b],R™) vyho-
vujici rovnici

t
zp(t) =z + | d[A]zr protea,b].
to

FunkceXy, (t) = (21(t), z2(t),...,zn(t)) (ti. maticové funkce se sloupciy, pro
k=1,2,...,n) vyhovuje tedy rovnici (8.53) a je Gena jednozrae. O

8.29. Poziamka. Specalné, jestlze je det X #0, pak je pro kdde s e [a,b]
maticova funkce X; urCera lemmatem 8.28 fundametti matid rovnice (8.51).

8.30. Lemma.Necht A € BV ([a, b], Z(R™)) a nechitplati (8.22)a (8.23) Potom
pro libovolnou fundameatni matici X rovnice(8.51)je

det X(t)#0 prokazce t<a,b]. (8.54)
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D lkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice (8.51) nda,b] a nechit
(8.54) nepldt Potom existujbody ¢y, t1 € [a,b] takowe, Ze

det X(tg) #0 a det X(t1)=0.

Z druhe rovnosti plyneze sloupcer (t1), z2(t2), . . ., z,(t1) matice X (¢;) jsou
linearré ZAvisk. Existuj tedy koeficientycy, c1, . .., c, € R takow,ze

n n
Z’Ck‘>0 a chxk(tl):o.
k=1 k=1

n

v v v

Pol&zme z(t) = » _ ¢, zx(t) pro t € [a,b]. Potoma je Ziejmeé feserim rovnice

k=1
(8.51) ax(t1) = 0. Dosazeim ¢t = t; do (8.51) a odéterim takto 4dskaré rov-

nosti od (8.51) zjidme, ze = splhuje rovnici
t

z(t)= [ d[A]x proteia,b].

t1

Protdze stejnou rovnici spluje i identicky nuloa funkce, plyne odtud podiegty
8.15,ze mus byt =0 na|a,b]. Tedy tale

x(to) = ch ka(to) =0 prote [a,b} s
k=1

coz ovdem, vzhledem kigdpokladim det X () #0 a Z lex| > 0, ned mozré.

k=1
O

Budeme pdebovat, aby fundamesiti matice X;, byla definoana naja, b|
pro kazdé ty € [a, b]. K tomu je nutno zei$it pfedpoklady (8.22) a (8.23) na

det [ —A~A(t)] #0 prokazde t € (a,b]
a (8.55)
det [I+ATA(s)] #0 prokade s€a,b).

Nasleduici véta je disledkem lemmat 8.28 a 8.30.
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8.31. \eta. Necht A e BV ([a,b], Z(R™)) sphuje (8.55) Potom existuje e
jedna matico@ funkceU : [a,b] X [a,b] — £ (R™) takow, ze plat

U(t,s) =1+ /t d[A(T)]U(7,s) pro t,s€la,b]xa,b]. (8.56)
Pro kazcé to € [a,b] je funkceU(.,to):t € [a,b] = U(t,tp) € R™ fundamerdini
matice rovnicg8.51)
FunkceU ma navic tyto vlastnosti:
(i) U(.,s)eBV([a,b],Z(R™)) prokazce s € [a,b],
(i) U(t,t)=1 prokakte]|a,b],
(i) det U(t,s)+#0 provSechna, s € [a,b].

Dlkaz. Prokade s € [a,b] existuje podle lemmatu 8.28 € jedna maticod
funkce X; € BV([a,b], Z(R™)) takowa, Ze plat

Xs(t) :I+/td[A]XS pro t € [a,b].

DefinujmeU (t, s) = X(t) prot, s € [a,b]. PotomU spluje (8.56) al/ (t,t) =1
prot e [a,b]. Odtud plyneze pro kadé ¢ € [a, b] je U(.,tp) fundamerélni ma-
tice rovnice (8.51) nda, b]. Konetné, podle lemmatu 8.30 jéet U(t, s) #0 pro
vsechnat, s € [a, b]. O

8.32. \Bta. Nechit A € BV([a, b], Z(R™)), to € [a,b], T € R", nechtplati (8.55)
a nechtmatico\a funkceU je ur€ena ¥tou8.31 Potomz : [a,b] — R" je feSeri
pocatecni Glohy

(1) :f—k/td[A}x (8.57)

na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

x(t)=U(t, to)x pro te€la,b]. (8.58)

t
DUkaz. a) Dosaitne-li (8.58)do [ d[A]x avywijeme-li (8.56), dostaneme

to

t t
d{A]z= | d[A(T)]|U(r,s)T = (U(t,t0) — 1)z = z(t) — T,
to to
tj. funkce z definovaid vztahem (8.58) jésSen rovnice (8.57).
b) Obracera implikace plyne z jednoziaostifesen rovnice (8.57) (viz @ta 8.15).
O
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8.33. Definice.Necht A € BV([a,b], Z(R™)) a nechtplat (8.55). Potom mati-
covou funkciU urcenou etou 8.31 nagvameCauchyova maticeovnice (8.51).

Cauchyova maticé/ je funkce dvou pror@énrych. Hipomdime rékte& ozna-
Ceri uzivara pro funkce dvou proénrych.

8.34. Ozn&eni. Necht F':[a,b] x [a,b]: #(R"™). Potom proda@r € [a,b] sym-
boly F(r,.) resp.F(.,7) zn&i funkce jedi@ proménre

F(r,.):s€la,b] — F(1,s) resp.F(.,7):t€[a,b] — F(t,T).
Podob@

F(r,s+) :6E161+F(T,8+5) a F(r,s—) :61i%1+F(T,5—5).

8.35. Disledek. Nechit A € BV ([a, b], Z(R™)), to € [a,b] a X € Z(R™). Dale,
nechtplati (8.55)a nechtU je Cauchyova matice rovnid8.51) Potom matico&
funkceX :[a,b] — Z(R™) splhuje rovnici

. t
Xt)y=X+ [ dA]X (8.59)
to
na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kdy
X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.60)

DUkaz. Prokady sloupeczy, k=1,2,...,n, maticow funkceX plafi podle
véty 8.32

xk(t) = U(t, to) Tk pro t¢,tp € [a, b],
kde z;, jsou sloupce matic&. Odtud tvrzenokantité plyne. .

8.36. \eta. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€8.51) Potom vztahy

U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s) (8.61)
(Ut,r) "t =U(r,t) (8.62)
plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, 7 z intervalu|a, b].
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Dlkaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podle (8.56)

U(t,s)z[+/ d[A(T)]U(7,s)
:I+/rd[A(T)]U(7',s)+/ d[A(T)]U(7,s)
—U(r,s)—l—/ d[A(7)]U(7,s).

Ozn&ime-li sloupce maticé/ symbolyug, k=1,2,...,n, zjistime,ze pro ka-
dek=1,2,...,nar,s€a,b] je funkcex(t) =ui(t, s) FeSerim rovnice

x(t) = ug(r, s)+/ d[A]z

ala,b]. Podle &ty 8.32 tudl plat
up(t,s) =U(t,r)ug(r,s) prok=1,2,...,n a t,s,r€la,b].

Odtud & vztah (8.61) okaité plyne.

b) Specalng, jestlze t = s, pak podle ety 8.31 dostvameU (¢, r) U(r,t) =1 pro
kazde r € [a,b]. Plaf tedy (8.62). O

8.37. Poziamka. Necht U je Cauchyova matice rovnice (8.51). Potom podigyv
8.36 je

U(t,s) =U(t,a)Ula,s) = U(t,a) (U(s,a))”! prot,sela,b].
Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(t,s) = X(t)(X(s))~! pro

t,s € [a,b]. Plipomaime,ze X je fundamerélni matice rovnice (8.51).

Ve zbyvajici Casti tohoto odstavci uvedemesfe rekolik dakich vlastnost
Cauchyovy matice rovnice (8.51).

8.38. \eta. Necht A € BV ([a, b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€.51) Potom plat

Ult+,s) = [T+ ATA@)| U(t,s)

(t—,s)=[I-A"A@)| U(t,s) pro t € (a,b], s€la,b],
) (8.63)

U(t,s+)=Ul(t,s) [I+ATA(s)] " pro t€(a,b], s€la,b),

Ult,s—) =Ul(t,s) [I - ATA(s)]

pro t € [a,b), s€[a,b],

' pro tela,b], s€(a,b].
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DUkaz. a) Prvidva vztahy odvoline jestlze do vztah (8.21) z lemmatu 8.13
dosadime postupé zax sloupce matico& funkceU.

b) Nechtt € [a,b], s€[a,b) ad e (b—s). Potom podle (8.56) Ame

U(t,s+0)—Ul(t,s) = +5d[A(’7’)]U(T,S+(S)—/ d[A(7)]U(T,s)

s+
= d[A(T)] (U(r,s+6) - U(r,s)) —/ d[A(T)]U(T,s)
s+0 s
Maticova funkceY (¢) =U(t, s+ 9) — U(t, s) tedy sphuje rovnici
Y(t) =Y+ t 5 d[A(7)]Y(r) pro t€a,b],
s+
kde

- 540
V- _/ d[A()] U (r,s).
Podle disledku 8.35 tuid mame
Ult,s+0)—U(t,s) =Y (t) = U(t,s+6)Y
s+0
= —U(t,s+6)/ d[A(T)| U(r,s).

Limitnim pfechodemy — 0+ pfi powziti Hakeovy ety 6.39 odtud dostaneme
Ut,s+)—U(t,s) = —U(t,s+) ATA(s) U(s,s) = —=U(t,s+) AT A(s).

neboli U(t,s) = U(t, s+) [I + AT A(s)]. Odtud okaniité plyne platnostretiho
vztahu z (8.63). Zfvajici rovnost bychom dadkzali analogicky. O

8.39. \eta. Necht A € BV ([a, b],.Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechitU je Cau-
chyova matice rovnic€8.51) Potom existujeV/ € (0, oco) takow, ze plat

U(t,s)|+varl U(.,s)+var’ U(t,.) <M prot,sela,b]. (8.64)

Dlkaz. a)Prdk=1,2,...,n ozn&me symbolene; k —1ty sloupec jednotkos
maticel. Potom|e;| =1 pro kazde k=1,2,...,n. Podle \éty 8.20 name

lug(t, )| < My:=ca exp (2cAval’2 A) <ocoprot,s€fa,b] a k=1,2,...,n,
kde c4 € (0, 00) je definovano v (8.32). Tuk

[U(t,s)] = max |ug(t,s)| < My prot,s€[a,b]. (8.65)

=1,2,....,n
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b) Nechtty, to, s € [a,b] at) <ty. Potom

lug (t2, s) — up(ts, s)| = ‘/ Jug(7,8)| < M, Var?fA
Pro libovolré s € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré céleri o intervalu [a,b] tedy
mame
V(ug(.,s),0) < M Zvaraj A= DMvar® A=: M, < oo
a proto
var U(.,s) < , max var’ ug(.,s) < My pro sela,b]. (8.66)
=1,4,..,n

c) Nechtt, s1, so € [a,b] a s1 < so. Potom

t S92 —uk(t 81)

/ d[A uk(T,SQ)—/td[A(T g (7, 1) / d[A(7) ] ug(r, 1)
/ d[A(7) Jug (T, s1) / d[A(7) ] (ur(7, s2) — up(7, 51)) ,

Funkcex(t) = ug(t, s2) — ug(t, s1) sphuje tedy naa, b] rovnici

/d ukTsl /d

Podle ety 8.32 tedy pro kade k. =1,2,...,n mame

ug(t, s2) —ug(t, s1) Ul(t, s2) / d[A(7T) Jug(T, 51)) prot € [a,b]
atudz |ug(t,s2) —ug(t,s1)| < Mivar? A pro k=1,2,...,n. Pro libovolré
tela,b], k=1,2,...,n alibovolré délen o mtervalu[a b] tedy mame

v(o)
V(up(t,.),0) < M7 ) varg A= Mvar) A=: Mz < oo
7j=1
a proto
varl U(t,.) < _max var® u(t,.)| < My pro tela,b]. (8.67)
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d) Podle (8.64)—(8.66) tvrzenéty plat pro M = M, + My + Mj. O

Pro funkce dvou proénnych je m@no definovat pojem variacekolika 1tiz-
nymi zplisoby. Pro as je zdimava definice Vitaliova.

8.40. Definice.Necht F': [a, b] x [a,b] — Z(R™). Pro dai cleri o, p intervalu
[a,b], j=1,2,...,v(0) ak=1,2,...,v(p) polozme

Ajr(F;0,p) = F(oj, pr)—F(0j-1, px) —F(0j, pr—1)+F(0j-1, pr—1) -
Potom velCina
v(F)=  sup ZZ‘A]kF0p|
,pE@[ab j=1 k=1
se nagva Vitaliova variacefunkce F' na intervaluja, b] x [a, b].

8.41. \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.55)a nechtU je Cau-
chyova matice rovnic€.51) Potomu(U) < co.

D Ukaz. Mejme dé libovolra cBleri o, p intervalu [a,b]. Podle &ty 8.36
(viz téZ pozramka 8.37 jeU (¢, s) =U(t,a) U(a, s) prot, s € [a,b]. Pro libovolra
ji=12,...,v(c) ak=1,2,...,v(p) tedy mame

As(F5,p)| = | [U(0;,0) = Uloj1,0)] Ula, pr)
— [U(O’j, a)—U(oj_1, a)] U(a, Pk—l)‘
S ‘ [U(O’j, a) — U(O’j_l, a,)} U(CL, pk)

+ ) [U(oj,a) = U(oj-1,0)] Ula, pk—l)‘
<var}, U(.,a) (|U(a, pr)| +|U(a, pr-1)[) < 2M?,

kde M < oo bylo ur€eno ve ete 8.39. Ol

8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nynk nehomogenipocatetni Gloze
t
z(t) =2+ d[A]xz+ f(t)— f(to) - (8.13)

to
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Budeme pedpokhdat,ze A€ BV ([a,b], Z(R™)) spihuje (8.55). Pro libovola
TeR™ a feBV([a,b],R™) existuje podle @ty 8.15 jedifeSen « Ulohy (8.13)
a totofeSeri ma koné€nou variaci nda, b]. VSichni \sak tigime, Ze toto tvrzen
Ize roZifit i na obec’j§ pripad f € G([a,b],R™). To je realizoano rasleduici
vétou, ktea zahrnuje i vygdferi feSen Glohy (8.13) ve tvaru ppominajicim for-
muli variace konstanzname z teorie obgejnych diferencalnich rovnic.

8.42. \kta. Nechtt € [a,b] a A€BV([a,b], Z(R™)) sphuji (8.55)a nechtU
je Cauchyova matice rovni€8.51)urCera vetou8.31.

Potom rovnicg8.57)mé pro kazce = € R" a kazce f € G([a,b],R") jediné
feSen z na [a,b]. TotofeSeri je dano formui

t

2(t) = U(t, o) T+ f(t) — f(to) — | ds[U(t,5)] (f(s) — f(t0)) }(8.68)

to
pro t € [a,b].

Je Zejme, Ze pro podrobip diikaz je nut@ néco \Bdét o integalnich opeato-
rech typu

%:re€G(a,b],R") — y(t) = /t ds[K (t,s)]x(s), (8.69)

kde funkce K ma stejié vlastnosti jako Cauchyova maticéguSne homogenn
rovnice a symbol ¢ nazn&uje,Ze integrujeme funkce pramnré s a ¢ je zde pa-
rametr. Vzhledem k vlastnostem funk&epopsagm v pfedelé kapitole je vieét,
Ze pro kadou funkciz € G([a,b],R"™) je jeji obrazy = % = dokfe definovan na
celem intervalufa, b]. (Jde \zdy o integraci funkce regulovarvzhledem k funkci s
koneinou variat.) Bohuzel, vlastnosti opétorl tvaru (8.70) nejsouitak na prvi
pohled Zejmé. Navc, abychom doézali, Ze funkcezx je feSerim Glohy (8.13),
poffebujeme urét grehodit pdad integrace ve dvojem integalu

[ dtam( 41091 (76~ 1),

tak, aby bylo mano vywit vztah (8.56) definigi funkci U. K tomu je nutré
mit k dispozici apaiit uma@nujici zactazen s dvojrymi integraly. Ten se opra
téZ o pojem variace funkadvou pron&nrych zavedef v definici 8.40. Toto ge
se v potebrém rozsahu zido tohoto textu nevejde. Nebudu zde tedy it po-
drobreé dikazy a jenom se pokim aspd priblizit jejich hlavri mySlenky. \BtSinou
neri obfizné doplnit vynecha@ detaily na aklace znalosti postujp z predeslych
kapitol. Podrobnostiykajici se variace funkcdvou prong&nrych a integalnich
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ope&tort urtenych takowmito funkcemi Ize ndf zejmeéna v kapitole Ill monogra-

fie [13] a v odstavci 1.6 a kapitole Il monografie [49]. Formule variace konstant pro
f€BV([a,b],R™) je dokazana v [49, 111.2] nebo v [39, Theorem 6.17], rato v

[52, Proposition 4.4.3] je dd@kana prof regulovanou.

Omeime se nyhna @ipadty = a, tj. hledamerteSen Glohy (8.37). Mikaz je
rozcelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

U(t,s) kdyz a<s <b,
K(t.s) = (t,s) kdyz
U(t,t) kdyz a<t<s<b.
Ziejmeé var K (t,.)<var’ U(t,.) prokade tc [a,b], var® K(.,s)<var’U(.,s)
pro kazde s € [a,b] a v(K) <v(U). Existuje tedy konstanta € (0, c0) takowa,
ze
v(K)+var® K(t,.)+var’ K(.,s) <x<oo prot,sela,b].

Je Zejmeé, Ze pro kadé x € G([a,b],R™) je dolfe definovana naja, b] funkce

b
y:t€la,b] —>/ ds[K (t,s)]x(s), (8.70)

/d (t,s)] /d (t,s)]x(s)

Podle [49, Theorem 1.6.18] je vary <v(K) ||z|| < cc.
Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat

b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz te€[a,b), (8.71)

b
:/ d [K(t—,s) ] o(s) kdy? ¢ € (a,b]. (8.72)
Podle [49, Lemma |.6.14]) mySechny funkce
K(t+,.) a K(s—,0),t € [a,)), s € (a,b]
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kon&nou variaci nda, b| a tudz jsou integaly na praych strach v (8.71) dofe
definovany. ProtdeZe z je nala, b] stejnonérra limita jednoducfich skokoych
funkdi, sta&i dokazat,ze rovnosti (8.71) plapro kazdou funkce typu

Xla,r] X[rp]s T € [a’a b] (873)

Je=linaf. x = x|, kde 7 € [a,b], pak pro kddé t € [a,b] mame (viz (6.17))
y(t) = K(t,7+) — K(t,a) atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) kdyz t€[a,b)

y(t—) = K({t—,7+) — K(t—,a) kdyz te(a,b].

Na druhou stranu, ame

b
[ IR 90 = Ko, 74) — K(t+0) ka2 1€ ),

b
/ A, (K (1~ ) Xjar) = K(t—7+) — K(t—a) kdyZ t€(a,b],

tj. plati (8.73). Podobé bychom oili platnost relat (8.71) pro funkce tvaru: =
X[rp]s T € [a,b] atimtedy i pro kadou funkciz € G([a,b], R"™).

Vidime tedy,ze funkcez(t) definovai formul (8.68) je regulovaa nala, b]
pro kadou funkci f € G([a,b], R™) a kazdy vektor z € R".

Ve tfefim kroku se ukze, Zze za néich edpoklad je pro ka&de ¢ € [a,b] a
kazdou funkci f € G([a,b],R™) pravdiva relace Fubiniova typu

A ([ A K8 (£5) - F(a)
- / g [ / "d[A() ] K (r, s>] (f(s)— f(a)).

V diikazu tohoto kroku se @p vywije stejnonérma aproximace regulov@oh
funkd jednoduckmi skokovwmi funkcemi, vzorce z pkladll 6.15 a konvergani
vlastnosti KS —intedalu. Navc je ovsem nutno tal polit vlastnosti opedtort

b
tvaru f € G([a,b],R") _>/ K(t,s)d[f(s)].
Na zAawer dosaimne (8.68), tj.

2(t) = U(t,a) T+ f(t) — f(a) — / d[K(t,5)] (F(5) — £(to)).
213
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do mtegalu/d x a, vzhledem k definici funkcé’, dostaneme

/d w—/d T,am/dAs £(5) = f(a))
o[ awcm

93—/ d;[U(t, s) — f(a))
=z(t) —z(0) —

Funkcez je tedyfeSern Ulohy (8.37) nda, b]. Jeho jednozrinost plyne z jedno-
zn&nosti nuloehoteseri prislusré homogenirovnice. Timto je dikaz \ety 8.42
dokorten.

Jestlze je funkce A zpojita zleva na intervalua,b], pak je m@no vzorec
(8.68) porekud zjednodsit definujeme-liX (¢) =U(t,a) prot € [a,b] a

7 a<
Y (s) = U(a,s+) quz a<s<b, (8.74)
U(a,b) kdyz s=b.

8.43. Disledek. Nechttg=a a A € BV ([a,b], Z(R"™)) je zleva spoji na[a,b)
a sphuje podrinky (8.23) Necht U je Cauchyova matice rovnid®.51) uréera
vétou8.31, X (t)=U(t,a) proprote[a,b] aY je definovaa predpisenm(8.74)
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Potom rovnicg8.37)ma pro kazce = € R™ a kazdou funkcif € G([a,b],R™)
zleva spojitou nga, b] jedinéfeSen x na [a, b]. TotofeSen je dano formul

(1) —X(t)E+X(t)(/tYdf) pro t € [a, b]. (8.75)

a

DUkaz. NechtzeR" a necht f € G([a,b],R"™) je zleva spojia na (a,b].
Podle \ty 8.42 narovnice (8.37) jedigresen = nala, b]. Formuli (8.68) niizemd
pfepsat ve tvaru

o) = X7+ (70 - f) + X0 [ dlx )~ @),

kde X~ 1(s)=U(a,s). Mame X 1(s) = —Y(s) - ATX1(s) pro s€]a,b).
Podle lemmatu 6.33 je pro keé ¢ € [a, b]

/d[X—l]( /d —ATXTNE) (f(t)—f(a)).

Prot@ze X je zleva spojié na(a,b] aY je zprava spojé nala, b), integrad per-
partes (eta 6.34) dostaneme

o(t) = X7+ (£(0) - @) +XO) ([ dX6)) (5) - £(@))

:X(t)%—l—(f(t)—f(a))—i—X(t)/tYdf.

+X () ATXTH) (f(H) — fa) = X (@) Y (1) (f(t) — f(a)]

Konetné, protae

X ATXTHE) (F(t) = fa)) =X @O Y (1) (f(t) - f(a)
1

dostivame (8.75). O

Diky vété 8.42 resp. jénu disledku 8.43 je i mazné sUspechem vgetovat
nag. okrajo\é Ulohy, ve kteych se hled funkce, kted sphuje na intervalua, b|
rovnici (8.57) a naic i néjaké dodaténé podmnky, nag. dvoubodoe podninky
M z(a)+ N z(b) =0, kde M, N € Z(R"). To je ale & jina historie, kte& se do
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tohoto textu, steja jakofada dadich €mat, jako jsou souvislosti s funkciaime—
diferencalnimi rovnicemi, dynamicikmi sysémy na t.zvcasoych Skalach ¢ime
scale$, aplikace nailohy s impulsy a d&l, uz opravdu nevejde. Jako ddbvou
literaturu k €to kapitole Ize dopogit nag. monografie [14], [26], [39], [52] nebo
Clanky [1],[8], [9], [34], [45], [46],
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