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6.9 Souvislost s dalš́ımi typy integŕalů . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

7 Aplikace Stieltjesova integŕalu ve funkcionálnı́ analýze 159
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Předmluva

Tento text je v̌enov́an teorii Stieltjesova integrálu a ňekteŕym jeho aplikaćım.

**********************************************************

1.2 Křivkov é integrály

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL PRVNÍHO DRUHU.
Necht’ ϕ je spojit́e zobrazeńı uzav̌reńeho a ohranǐceńeho intervalu[a, b ] do

třı́rozměrńeho vektorov́eho prostoruR3. Množina bod̊u

ϕ(t)= (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t))∈R3,

kde t prob́ıhá interval [a, b ], se naźyvá cestav R3 definovańa na intervalu[a, b ]
a znǎćıme ji taḱe symbolemϕ. Délkou cestyϕ rozuḿıme d́elku ǩrivky definovańe
grafem{ϕ(t) : t∈ [a, b ]} funkceϕ a znǎćıme ji symbolemΛ(ϕ; [a, b ]).

Bud’ ϕ cesta vR3 definovańa na intervalu[a, b ], jejı́ž délka je koněcná.
P̌redpokĺadejme d́ale, že zobrazeńı ϕ : [a, b ]→R3 je prost́e. P̌redstavme si,̌ze ϕ
je dŕat af(x)∈R je jeho hustota v boďe x. Hmotačásti dŕatu odpov́ıdaj́ıćı inter-
valu [c, d ]⊂ [a, b ] je tedy p̌ribli žně vyjáďrenač́ıslem f(ϕ(ξ)) Λ(ϕ; [c, d ]). kde ξ
je nějaḱy bod intervalu[c, d ].

Necht’ σj , j =0, 1, . . . ,m, jsou body intervalu[a, b ] takov́e, že

a=σ0 <σ1 < . . . <σm = b .

Množinu bod̊u {σ0, σ1, . . . , σm} s ťemito vlastnostmi budeme nazývat ďeleńı
intervalu [a, b ] a znǎcit σ. Dále, v kǎzdém intervalu[σj−1, σj ], j =1, 2, . . . , m,
vyberme ňejaḱy bod ξj . Tento bod budeme nazývat znǎcka intervalu[σj−1, σj ],
vektor (ξ1, ξ2, . . . , ξm)∈Rm je vektor znǎcek ďeleńı σ a znǎćıme ho symbo-
lem ξ.
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6 ÚVOD

Polǒzmev(t)=Λ(ϕ; [a, t]) pro t∈ [a, b ]. Potom soǔcet

m∑

j=1

f(ϕ(ξj)) [v(σj)− v(σj−1)]

aproximuje hmotu celého dŕatu. Je p̌rirozeńe ǒceḱavat, že tato aproximace bude
tı́m p̌resňejš́ı, č́ım bude ďeleńı jemňejš́ı, tj. č́ım v́ıce bod̊u bude obsahovat. Vede-
li takový limitnı́ proces k jednoznǎcně uřceńe limitńı veličině, bude tato veličina
rovna hmoťe ceĺeho dŕatu a budeme ji znǎcit

∫

ϕ
f ds nebo taḱe

∫ b

a
f(ϕ) dv .

Prvńı symbol se naźyvá křivkový integŕal prvńıho druhu funkce f pod́el cesty
ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltjesova integŕalu
skaĺarńı funkcef(ϕ) vzhledem ke skalárńı funkci v(t)= Λ(ϕ; [a, t]).

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL DRUHÉHO DRUHU.
Mějme hmotńy bod, kteŕy se pohybuje po cestě ϕ a v okam̌ziku t∈ [a, b ] se

nach́aźı v boďe ϕ(t). Dále necht’

f : x∈ϕ⊂R3 → f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x))∈R3

je silové vektorov́e pole vR3. Potomf(ϕ(t))∈R3 je vektor śıly, která na tento
hmotńy bod p̊usob́ı v časet.

Necht’ σ = {σ0, σ1, . . . , σm} je děleńı intervalu [a, b ] a ξ =(ξ1, ξ2, . . . , ξm)
je vektor jeho znǎcek. Potom skalárńı soǔcin

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(αj)−ϕ(αj−1)

]
=

3∑

k=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(σj)−ϕk(σj−1)

]

představuje pŕaci, kterou vykońa śıla f(ϕ(ξj)), posune-li se ńǎs hmotńy bod z bo-
du ϕ(αj−1) do boduϕ(αj). Soǔcet

m∑

j=1

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(αj)−ϕ(αj−1)

]
=

3∑

k=1

m∑

j=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(αj)−ϕk(αj−1)

]
.

tedy aproximuje pŕaci, kterou vykońa silov́e polef při přesunu dańeho hmotńeho
bodu po cesťe ϕ od okam̌ziku t = a do okam̌ziku t= b. Jestlǐze se hodnoty těchto
soǔctů budou p̌ri zjemňováńı děleńı σ ” libovolně bĺıžit” k nějaḱe jednoznǎcně
určeńe limitńı hodnoťe, bude tato hodnota rovna velikosti práce, kterou vykońa
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 7

silové polef při přesunu dańeho hmotńeho bodu po cestě ϕ od okam̌ziku t= a
do okam̌ziku t= b. Budeme ji znǎcit

∫

ϕ
f nebo taḱe

∫ b

a
f(ϕ) dϕ =

3∑

k=1

∫ b

a
fk(ϕ) dϕk .

Prvńı symbol se naźyvákřivkový integŕal druhého druhuvektorov́e funkcef pod́el
cesty ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltjesova in-
tegrálu (složeńe) vektorov́e funkcef(ϕ) : [a, b ]→R3 vzhledem k vektorov́e funk-
ci ϕ : [a, b ]→R3.

************************************************************

1.3 Úmluvy a oznǎceńı

(i) N je mnǒzina p̌rirozeńych č́ısel (mezi ňež nezahrnujeme nulu).R je mno-
žina réalných č́ısel, Rm je prostor réalných m– vektor̊u (m– tic réalných
č́ısel). Je-lix∈Rm, jeho i–tý prvek znǎćıme xi. Ṕıšemex=

(
xi

)
i=1,...,m

nebo, nehroźı-li nedorozum̌eńı, x=
(
xi

)
. Norma vRm je definov́ana p̌red-

pisem

x =
(
xi

)
i=1,...,m

∈Rm → |x| =
∑

i=1m|xi| .

(ii) {x∈A : B(x)} znǎćı, jak je zvykem, mnǒzinu v̌sech prvk̊u x mnǒziny A,
kteŕe vyhovuj́ı podḿınceB(x).

Pro dańe mnǒziny P, Q symbolemP \Q znǎćıme mnǒzinu

P \Q = {x∈P : x /∈Q} .

Jak je zvykemP ⊂Q znameńa, že P je podmnǒzina mnǒziny Q (každý
prvek mnǒziny P je též prvkem mnǒziny Q).

Nehroźı-li nedorozum̌eńı, pak v p̌rı́paďe nekoněcných či koněcných (tj. nej-
výše spǒcetńych) posloupnostı́ ṕıšeme{xn} mı́sto {xn ∈R :n∈N} resp.
{xn ∈R :n =1, 2, . . . , m}. Řekneme,̌ze posloupnost{xk} je prost́a jestli-
že se v ńı žádńy prvek neopakuje(xk 6=xn jestliže k 6=n).

(iii) Je-li−∞<a< b <∞, pak [a, b ] znǎćı uzav̌rený interval {t∈R : a≤ t≤ b}
a (a, b) je otev̌rený interval {t∈R : a < t < b}. P̌rı́slǔsńe polouzav̌rené
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8 ÚVOD

(resp.polootev̌rené intervaly znǎćıme [a, b) a (a, b]. Ve všech ťechto p̌rı́pa-
dech naźyváme bodya, b krajńı body intervalu. Jestliže a= b∈R řı́káme,
že interval[a, b ] degenerujena jednobodovou množinu a ṕıšeme[a, b ]= [a].
Je-li I interval (uzav̌reńy resp. otev̌reńy resp. polootev̌reńy) s krajńımi body
a, b znǎćıme symbolem|I| = |b− a| jeho d́elku (|[a]| = 0 ).

(iv) Pro dańe A∈R znǎćıme A+ = max(A, 0) a A−= max(−A, 0). (P̌ripo-
měnme,že plat́ı A+ +A−= |A| a A+−A−=A pro kǎzdé A∈R.) Dále,

sign(A) =





1 když A> 0 ,

−1 když A< 0 ,

0 když A=0 .

(v) Pro danou mnǒzinu M ⊂R symbolemχM znǎćıme jej́ı charakteristickou
funkci, tj. funkci R→{0, 1} definovanou p̌redpisem

χM (t) =

{
1 pro t∈M ,

0 pro t /∈M .

(vi) Supremum (resp. infimum) množiny M znǎćıme sup M (resp. inf M).
Pokudm = sup M ∈M (m = inf M ∈M) (tj. m je maximum (resp. mi-
nimum) mnǒziny M ), ṕıšeme t́ež m= max M (resp.m= min M).) Je-li
M mnǒzina v̌sech hodnotF (x) nějaḱeho zobrazeńı F, kde prom̌enńa x
prob́ıhá mnǒzinu B (M = {F (x) :x∈B}), ṕıšeme t́ež sup

x∈A
F (x). Po-

dobńe pravidlo plat́ı i pro infimum resp. maximum resp. minimum.

(vii) Zápis f : [a, b ]→R znameńa, že funkce f je definov́ana pro kǎzdé
x∈ [a, b ] a kǎzdá jej́ı hodnotaf(x) je (koněcné) réalné č́ıslo. Pro libovolńe
funkcef : [a, b ]→R a g : [a, b ]→R a réalné č́ıslo λ definujeme

f + g : x∈ [a, b ] → f(x)+ g(x) a λ f :x∈ [a, b ] → λ f(x) .

(viii) Pro libovolnou funkcif : [a, b ]→R znǎćıme

‖f‖ = sup
x∈ [a,b ]

|f(x)| .

(Neńı-li funkce f ohranǐceńa na intervalu[a, b ], pak ov̌sem‖f‖=∞.)

8



STIELTJESŮV INTEGRÁL 9

(ix) Je-li {xn} nekoněcná posloupnost réalných č́ısel, kteŕa má limitu

lim
n→∞xn = A∈R ∪{−∞}∪{−∞},

ṕıšeme t́ež zkŕaceňe xn→A.

Podobňe, jestlǐze posloupnost funkcı́ {fn} konverguje k funkcif stejno-
měrňe na intervalu[a, b ], tj. lim

n→∞ ‖fn− f‖=0, ṕıšeme t́ež fn ⇒ f na

[a, b ].

(x) Jestlǐze f : [a, b ]→R, t∈ [a, b) a s∈ (a, b] a jestlǐze existuj́ı koněcné jed-
nostranńe limity lim

τ→t+
f(τ) a lim

τ→s− f(τ), pak znǎćıme

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ), f(s−) = lim
τ→s− f(τ) ,

∆+f(t) = f(t+)− f(t), ∆−f(s) = f(s)− f(s−) ,

∆f(x) = f(x+)− f(x−) pro x∈ (a, b) .

Zpravidla poǔźıváme ńasleduj́ıćı úmluvu

f(a−) = f(a), f(b+) = f(b), ∆−f(a) = ∆+f(b) = 0 .

(xi) C[a, b ] je prostor réalných funkćı spojitých na intervalu[a, b ] s normou
definovanou p̌rrdpisem

‖f‖ = sup
x∈ [a,b ]

|f(x)| pro f ∈C[a, b ] .

definuje normu naC[a, b ].

L1 [a, b ] je prostor réalných funkćı lebesgueovsky integrovatelných na inter-
valu [a, b ] s rovnost́ı

f = g ∈L1 [a, b ] ⇐⇒ f(x)= g(x) pro s.v.x∈ [a, b ]

a normou definovanou předpisem

‖f‖1 =
∫ b

a
|f(x)| dx pro f ∈L1 [a, b ] .

Prostor vektorov́ych funkćı zobrazuj́ıćıch interval [a, b ] do Banachova pro-
storu Y a spojit́ych na [a, b ] znǎćıme C([a, b ],Y), Podobńy význam ḿa
symbolL1([a, b ],Y) i analogicḱe symboly pro dalš́ı prostory funkćı, kteŕe
v textu zavedeme.

9



10 ÚVOD

(xii) Je-li M podmnǒzina Banachova prostoruX, pak symbolemM znǎćıme jej́ı
uzávěr v prostoruX. Dále, Lin(M) je mnǒzina v̌sech koněcných linéarńıch

kombinaćı prvků M, tj. mnǒzina v̌sech prvk̊u x∈M tvaru x =
m∑

j=1

cj xj ,

kde m∈N, c1, c2, . . . , cm ∈R a x1, x2, . . . , xm ∈M.

(xiii) Množinu v̌sech spojit́ych linéarńıch zobrazeńı Banachova prostoruX do Ba-
nachova prostoruY znǎćıme L (X,Y ). Je-li X=Y, ṕıšeme jednodǔseji
L (X) mı́sto L (X,X). Specíalně, L (Rm,Rn) je prostor réalných matic
typu m×n neboli m×n–matic.

(xiv) Je-li A∈L (Rm,Rn), pak jej́ı element vi–témřádku aj –tém sloupci zna-
č́ıme ai,j . ṔıšemeA=

(
ai,j

)
i=1,...,m
j=1,...,n

. Pro kǎzdé n znǎćıme symbolemI

jednotkovou matici typun×n, tj.

I =
(
ei,j

)
i=1,...,n
j=1,...,n

, kdeei,j =

{
1 když i= j ,

0 když i 6= j .

Norma vL (Rm,Rn) je definov́ana p̌redpisem

|A| = max
j=1,...,m

n∑

i=1

|ai,j | pro A =
(
ai,j

)
i=1,...,m
j=1,...,n

∈L(Rm,Rn) .

Specíalně prox∈Rn = L (Rn,R) máme|x|=
n∑

i=1

|xi|, což souhlaśı s bo-

dem (i). D́ale, |A|= sup
{|Ax| : |x| ≤ 1

}
, tj. takto zavedeńa norma matice

souhlaśı s opeŕatorovou normou vL (Rm,Rn) (vzhledem k norm̌e v Rn

z bodu (i)).

(xv) V omezeńe ḿıře, lěc p̌rece jen se to ob̌cas zd́a b́yt výhodńe ǎz nutńe, poǔźı-
váme standardnı́ logické symboly. Nap̌r.

”∀ ε> 0 ∃ δ > 0 : (A∧B) =⇒ C ”

znameńa

”pro každé ε> 0 existujeδ > 0 takov́e, že plat́ı-li současňe A i B pak plat́ı
také C ” .

10



Kapitola 2

Funkce s koněcnou variaćı

V této kapitole definujeme variaci funkce a odvodı́me źakladńı vlastnosti ťrı́dy
funkćı, kteŕe maj́ı koněcnou variaci na dańem uzav̌reńem a koněcném intervalu.
Funkce s koněcnou variaćı jsou ǔzitečné v ceĺe řaďe fyzikálńıch a technicḱych
probĺemů, v teorii pravďepodobnosti, teorii Fourierových řad, v diferencíalńıch
rovnićıch rovnićıch a v daľśıch oblastech matematiky.

2.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

2.1. Definice.Necht’ −∞<a < b<∞. Koněcnou mnǒzinu bod̊u σ = {σ0, σ1, . . . , σm}
intervalu [a, b ] nazvemeděleńım intervalu[a, b ], jestliže plat́ı

a=σ0 <σ1 < . . . <σm = b.

Množinu v̌sech ďeleńı intervalu [a, b ] znǎćıme D [a, b ].

Je-li σ ∈D [a, b ], pak, nebude-li uvedeno jinak, budeme jeho elementy značit
σj , ν(σ) je pǒcet podinterval̊u [σj−1, σj ] generovańych mnǒzinou σ a |σ| je
délka nejdeľśıho z ťechto podintervalů, tj.

σν(σ) = b a |σ|= max
j =1,2,...,ν(σ)

(σj −σj−1) pro σ ∈D [a, b ] .

Jestlǐze σ′⊃σ, pakřı́káme,že σ′ je zjemňeńı σ.

2.2. Definice.Pro danou funkcif : [a, b ]→R a ďeleńı σ intervalu [a, b ] definu-
jeme

V (f, σ) =
ν(σ)∑

j=1

|f(σj)− f(σj−1)| (2.1)

a

varba f = sup
σ ∈D [a,b ]

V (f, σ) . (2.2)

Je-li a = b, definujeme varba f = varaa f =0. Veličinu varba f naźyvámevariace
funkcef na intervalu[a, b ]. Je-li varba f <∞, řı́káme,že funkcef má koněcnou
variaci na [a, b ]. Množinu funkćı s koněcnou variaćı na [a, b ] znǎćımeBV[a, b ].

11



12 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Geometricḱy význam pojmu variace ńam p̌riblı́ž́ı následuj́ıćı tvrzeńı, zpra-
vidla naźyvańe DRUHÁ JORDANOVA VĚTA. Dřı́ve něz ho budeme formulovat,
připoměnme, jak se definuje délka ǩrivky, která je zad́ana jako graf spojit́e funkce
f na intervalu[a, b ] :

Pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] je soǔcet

λ(σ, f) :=
ν(σ)∑

j=1

√(
σj −σj−1

)2 +
(
f(σj)− f(σj−1)

)2
.

roven d́elce lomeńe ǩrivky proložeńe body [σj , f(σj)], j =1, 2, . . . ,m, lež́ıćımi
na grafu funkcef. Délka grafuΛ(f ; [a, b ]) funkce f na intervalu[a, b ] se pak
definuje jako

Λ(f ; [a, b ]) = sup
σ ∈D [a,b ]

λ(σ, f) .

2.3. Věta (DRUHÁ JORDANOVA VĚTA). Necht’ f je spojit́a na [a, b ]. Potom ḿa
jejı́ graf na intervalu [a, b ] koněcnou d́elku pŕavě tehdy, kdy̌z f má koněcnou
variaci na intervalu[a, b ].
D ů k a z . Poǔzijeme nerovnosti

|β| ≤
√

α2 +β2 ≤ |α|+ |β| , (2.3)

kteŕe plat́ı pro libovolńa réalná č́ısla α, β. (Odvod́ıme je odmocňeńım triviálńıch
nerovnost́ı β2 ≤ α2 +β2 ≤ (|α|+ |β|)2 .) Pro libovolńe ďeleńı σ ∈D [a, b ] má-
me podle (2.3)

V (f, σ) =
ν(σ)∑

j=1

|f(σj)− f(σj−1)|

≤
ν(σ)∑

j=1

√(
σj −σj−1

)2 +
(
f(σj)− f(σj−1)

)2 = λ(σ, f)

≤
ν(σ)∑

j=1

[(
σj −σj−1

)
+

∣∣f(σj)− f(σj−1)
∣∣
]

= (b− a)+ V (f, σ)

neboli

V (f, σ) ≤ λ(σ, f) ≤ V (f,σ)+ (b− a) .

12



STIELTJESŮV INTEGRÁL 13

P̌rechodem k supremu dostaneme nerovnosti

varba f ≤ Λ(f, [a, b ]) ≤ varba f +(b− a) ,

ze kteŕych tvrzeńı věty okam̌zitě plyne.

2.4 . P̌r ı́klad. Bud’ f funkce spojit́a na intervalu[a, b ] a takov́a, že pro kǎzdé
x∈ (a, b) plat́ı |f ′(x)| ≤M <∞, kde M neźaviśı na x.

Podle v̌ety o sťredńı hodnoťe tedy plat́ı |f(y)− f(x)| ≤M |y−x| pro v̌sechna
x, y ∈ [a, b] takov́e, že x 6= y. Pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy ḿame

V (f, σ) ≤ M

ν(σ)∑

j=1

[
σj −σj−1

]
= M [b− a] .

Vidı́me,žekǎzd́a funkce spojit́a na intervalu[a, b ], která má na jeho vniťrku (a, b)
ohranǐcenou derivaci, ḿa koněcnou variaci.

Jestlǐze nav́ıc |f ′| je riemannovsky integrovatelná na intervalu[a, b ] (nap̌r. f ′

je spojit́a na(a, b)), pak m̊užeme variaci funkcef na intervalu[a, b ] určit. Plat́ı
totiž

varba f = (R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx , (2.4)

kde na prav́e straňe je Riemann̊uv integŕal. Důkaz tohoto tvrzeńı pochopitelňe
předpokĺad́a znalost Riemannova integrálu.

Bud’ dáno ε> 0. P̌redpoklad o existenci a konečné hodnoťe Riemannova in-

tegŕalu (R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx znameńa, že existujeδ > 0 takov́e, že

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

|f ′(ξj)| (σj −σj−1)−(R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx

∣∣∣ <
ε

2
(2.5)

plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] takov́e, že |σ|<ε a kǎzdý výběr bod̊u ξj

takov́ych, že

ξj ∈ [σj−1, σj ] pro j =1, 2, . . . , ν(σ) . (2.6)

Na druhou stranu, podle definice variace existujeσ ∈D [a, b ] takov́e, že |σ|<ε a

varba f ≥ V (f, σ) > varba f − ε

2
. (2.7)

13



14 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Podle v̌ety o sťredńı hodnoťe existuj́ı body ξj , j = 1, 2, . . . , ν(σ), splňuj́ıćı (2.6) a
takov́e, že

V (f, σ) =
ν(σ)∑

j=1

|f ′(ξj)| (σj −σj−1) .

Odtud podle (2.5) a (2.7) dostáváme,že plat́ı

∣∣∣varba f − (R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx

∣∣∣

≤ |varba f−V (f, σ)|+
∣∣∣

ν(σ)∑

j=1

|f ′(ξj)| (σj−σj−1)−(R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx

∣∣∣

<
ε

2
+

ε

2
= ε .

Podle definice Riemannova integrálu to znameńa, že plat́ı (2.4).

2.5. Cvǐceńı. (i) Dokǎzte,že pro libovolnou spojitou funkcif plat́ı
((

varba f
)2 +(b− a)2

)1/2
≤Λ(f, [a, b ])≤ varba f +(b− a).

(ii) Určete varba f a odhadňete d́elku grafu funkcef, jestliže

a) f(x)= sin2 x pro x∈ [0, π],
b) f(x) =x3− 3 x+4 pro x∈ [0, 2],
c) f(x)= cos x+x sin x pro x∈ [0, 2π] .

2.6 . Pozńamka. Z definice 2.2 je žrejmé, že pro kǎzdou funkci f : [a, b ]→R
je varba f ≥ 0. Dále, je-li d́ano libovolńe ďeleńı ρ∈D [a, b ], pak plat́ı

varba f = sup
σ⊃ρ

V (f,σ). (2.8)

To plyne z ňekolika element́arńıch pozorov́ańı: Zaprv́e, protǒze

{V (f, σ) : σ ∈D [a, b ] a σ⊃ρ}⊂{V (f, σ) : σ ∈D [a, b ]},

muśı být sup
σ⊃ρ

V (f, σ)≤ varba f.

Dále, d́ıky trojúhelńıkové nerovnosti pro libovolńa dv̌e ďeleńı σ, σ′ intervalu
[a, b ] takov́a, že σ′⊃σ a funkci f : [a, b ]→R mámeV (f, σ)≤V (f, σ′).

14
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Koněcně, je-li σ ∈D [a, b ] libovolné a σ′=σ ∪ρ, pak σ′⊃ρ a tedy
V (f,σ)≤V (f, σ′). To znameńa, že pro kǎzdé d∈{V (f, σ) :σ ∈D [a, b ]} exis-
tuje d ′ ∈{V (f, σ) : σ ∈D [a, b ] a σ⊃ρ} takov́e, že d≤ d ′ a tedy

varba f ≤ sup
σ⊃ρ

V (f, σ).

Plat́ı tedy (2.8).

2.7. Cvǐceńı. Dokǎzte ńasleduj́ıćı vlastnosti variace a funkcı́ s koněcnou variaćı.

(i) Je-li [c, d] ⊂ [a, b ], pak pro kǎzdou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

|f(d)− f(c)| ≤ vardc f ≤ varba f .

(ii) Funkcef : [a, b ]→R má koněcnou variaci na[a, b ] právě tehdy, kdy̌z exis-
tuje takov́a neklesaj́ıćı funkceϕ na [a, b ], že

|f(x)− f(y)| ≤ ϕ(x)−ϕ(y) pro x, y ∈ [a, b ], y≤x .

(iii) varba f = d∈R
⇐⇒

(
∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] : σ⊃σε =⇒ d− ε≤V (f, σ)≤ d

)
.

(iv) varba f =∞ ⇐⇒ (∀K > 0 ∃σK ∈D [a, b ] : V (f, DK)≥K
)
.

(v) Jestlǐze pro funkcif : [a, b ]→R existujeL∈R takov́e, že

|f(x)− f(y)| ≤ L |x− y| plat́ı pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] ,

pak varba f ≤L (b− a).

(V takovém p̌rı́paďe řı́káme,že f splňuje Lipschitzovu podḿınku na [a, b ]
nebo t́ež, že jelipschitzovsḱa na [a, b ].)

2.8. P̌r ı́klad. Necht’

f(x) =

{
0 prox=0 ,

x sin(
π

x
) prox∈ (0, 2] .

Všimňeme si,že f(x)= 0 právě kdy̌z x=0 nebox=
1
k

pro ňejaḱe k∈N a pro

x∈ (0, 2] plat́ı

f(x) =





x právě kdy̌z x = yk =
2

4 k +1
, k∈N ∪{0} ,

−x právě kdy̌z x = zk =
2

4 k− 1
, k∈N .

15



16 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Pro dańe n∈N a ďeleńı σn = {0, yn, zn, . . . , y1, z1, 2} dostaneme

V (f, σn) = |f(0)− f(yn)|+
n∑

k=1

|f(yk−1)− f(zk)|+
n∑

k=1

|f(yk)− f(zk)|

=
n∑

k=1

(
yk−1 + zk

)
+ yn +

n∑

k=1

(
yk + zk

)

= y0 +2
n∑

k=1

(
yk + zk

)
= 2 +4

n∑

k=1

8 k

16 k2− 1
≥ 2

(
1+

n∑

k=1

1
k

)
.

Je zńamo,že
∞∑

k=1

1
k

=∞. Tud́ıž lim
n→∞V (f, σn) = ∞ a var20 f = ∞.

Snadno uřćıme variaci monotonńıch funkćı.

2.9. Věta. Pro kǎzdou funkcif monotonńı na [a, b ] plat́ı

varba f = |f(b)− f(a)| .

D ů k a z . Je-lif nerostoućı na [a, b ] a σ ∈D [a, b ], pak

V (f, σ) =
m∑

j=1

[
f(σj−1)− f(σj)

]

=
[
f(a)− f(σ1)

]
+

[
f(σ1)− f(σ2)

]
+ . . .

+ [f(σm−2)− f(σm−1)
]
+ [f(σm−2)− f(b)

]

= f(a)− f(b) ,

tj. varb
a f = f(a)− f(b)=

∣∣f(b)− f(a)
∣∣.

Podobňe bychom uḱazali,že je-li f neklesaj́ıćı na [a, b ], pak

varba f = f(b)− f(a)=
∣∣f(b)− f(a)

∣∣.

2.10. P̌r ı́klady. (i) P̌rı́kladem jednoduch́e funkce, kteŕa neḿa ohranǐcenou de-
rivaci na intervalu[0, 1] (a tud́ıž tvrzeńı z p̌rı́kladu 2.4 (i) nezarǔcuje,že ḿa
koněcnou variaci na[0, 1] ) je f(x) =

√
x. Protǒze je alef rostoućı, tak

podle v̌ety 2.9, plat́ı var10 f =
√

1.

16
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(ii) Koněcnou variaci mohou ḿıt i funkce podstatňe nespojit́e, jak ukazuje p̌rı́-
klad

f(x) =





0 je-li x=0 ,

1
k

je-li x∈ (0, 1] a x∈ ( 1
k+1 , 1

k ] pro ňejaḱe k∈N .

Tato funkce je žrejmě definovańa a neklesajı́ćı na intervalu [0, 1]. Podle
věty 2.9 je tedy var10 f =1.

2.11. V̌eta. Pro kǎzd́e c∈ [a, b ] a kǎzdou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

varba f = varca f + varbc f .

D ů k a z . Bud’ te d́any funkcef : [a, b ]→R a bodc∈ [a, b ]. Pokudc= a nebo
c = b, je tvrzeńı věty triviálńı. Necht’ tedy c∈ (a, b).

Necht’ σ̃ = {a, c, b} a necht’ σ je libovolné ďeleńı intervalu [a, b ] takov́e, že
σ⊃ σ̃. Pak nutňe c∈σ. Děleńı σ lze tud́ıž rozďelit na ďeleńı σ′ intervalu [a, c]
a ďeleńı σ′′ intervalu [c, b], tj. σ =σ′ ∪σ′′, kde σ′ ∈D [a, c ] a σ′′ ∈D [c, b ].
Zřejmě pak taḱe plat́ı

V (f, σ) = V (f, σ′)+ V (f, σ′′) . (2.9)

Podle pozńamky 2.6 dost́aváme tedy

varba f = sup
σ⊃ eσ

V (f, σ) ≤ varca f + varbc f .

Na druhou stranu pro každá dv̌e ďeleńı σ′ ∈D [a, c] a σ′′ ∈D [c, b] je jejich sjed-
noceńı σ =σ′ ∪σ′′ děleńım intervalu[a, b ] a plat́ı opět (2.9). Odtud plyne,̌ze

varca f + varbc f = sup
σ′ ∈D [a,c ]

V (f, σ′) + sup
σ′′ ∈D [c,b ]

V (f, σ′′) ≤ varba f .

Tı́m je d̊ukaz v̌ety hotov.

2.12. P̌r ı́klad. Bud’ dánon∈N. Vyšeťrujme funkci

fn(x) =

{
0 pro0≤x≤ 1

n ,

x sin(
π

x
) pro 1

n ≤x≤ 2 .

Jej́ı derivace

f ′n(x) =

{
0 pro0≤x < 1

n ,

sin(
π

x
)− π

x
cos (

π

x
) pro 1

n >x≤ 2

17



18 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

je ohranǐceńa na(0, 1
n) a na( 1

n , 2). Zřejmě je var1/n
0 fn =0. Podle p̌rı́kladu 2.4 (i)

je dále var21/n fn <∞. Věta 2.11 tedy implikuje,̌ze je taḱe var10fn <∞ pro
každé n∈N.

Na mnǒzině BV[a, b ] jsou p̌rirozeńym zp̊usobem definov́any operace šćıtáńı
a ńasobeńı skaĺarem (vizúmluvy a oznǎceńı 1.3 (x)). Funkci identicky nulovou na
[a, b ] nazveme nulov́ym prvkem mnǒziny BV[a, b ]. Následuj́ıćı tvrzeńı je žrejmé.

2.13. Lemma. Pro libovolńe dv̌e funkcef1, f2 : [a, b ]→R a reálné č́ıslo c plat́ı

varba (f1 + f2) ≤ varba f1 + varba f2 a varba (c f1) = |c| varba f1 . (2.10)

Dále, varba f =0, tehdy a jen tehdy, když f je konstantńı na [a, b ].

(Stǎćı si totiž uvědomit,že pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ] plat́ı

V (f1 + f2, σ)≤V (f1,σ)+ V (f2, σ) a V (c f,σ)= |c|V (f, σ)

a, d́ale,že je-li varba f =0, muśı pro kǎzdé x∈ (a, b] platit |f(x)− f(a)|=0.)

2.14. V̌eta. f ∈BV[a, b ] tehdy a jen tehdy, když existuj́ı funkcef1 a f2 neklesaj́ıćı
na [a, b ] a takov́e, že plat́ı f(x) = f1(x)− f2(x) pro kǎzd́e x∈ [a, b ].
D ů k a z . Jestlǐze f1 a f2 jsou neklesajı́ćı na [a, b ] a f = f1− f2, pak podle
věty 2.9 maj́ı f1 i f2 koněcnou variaci na[a, b ] a podle (2.10) je taḱe varba f <∞.

Stǎćı tedy doḱazat,že pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] existuj́ı funkcef1 a f2

neklesaj́ıćı na [a, b ] a takov́e, že f = f1− f2.

Necht’ tedy f ∈BV[a, b ]. Polǒzme

f1(x) = varxa f a f2(x) = f1(x)− f(x) pro x∈ [a, b ] .

Necht’ x, y ∈ [a, b ] a y≥x. Potom, podle v̌ety 2.11 jef1(y) = f1(x)+ varyx f a
protǒze variace je v̌zdy neźaporńa, znameńa to, že funkcef1 je neklesaj́ıćı na
[a, b ]. Dále, podle v̌ety 2.11 ḿame

f2(y) = f1(x)+ varyx f − f(y)

a

f2(y)− f2(x) = varyx f − (f(y)− f(x)) ≥ 0

(viz cvičeńı 2.7 (i)). To znameńa,že funkcef2 je taḱe neklesajı́ćı na [a, b ] a d̊ukaz
je hotov.

18
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2.15. Cvǐceńı. Necht’ f ∈BV[a, b ]. Dokǎzte,že ob̌e funkce

p (x) =





0 pro x= a ,

sup
σ ∈D [a,x]

ν(σ)∑

j=1

(
f(σj)− f(σj−1)

)+
pro x∈ (a, b]

a

n(x) =





0 pro x= a ,

sup
σ ∈D [a,x]

ν(σ)∑

j=1

(
f(σj)− f(σj−1)

)−
pro x∈ (a, b]

jsou neklesajı́ćı a neźaporńe na[a, b ] a plat́ı

f(x) = f(a)+ p (x)− n(x) a varxaf = p (x) + n(x) prox∈ [a, b ] .

2.16. D̊usledek. Pro kǎzdou funkcif s koněcnou variaćı na [a, b ] a pro v̌sechna
t∈ [a, b) a s∈ (a, b] existuj́ı koněcné limity

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ) a f(s−) = lim
τ→s− f(τ)

( tj. f může ḿıt v [a, b ] pouze nespojitosti prvnı́ho druhu) .

D ů k a z . Podle v̌ety 2.14 m̊užeme p̌redpokĺadat,že f je neklesaj́ıćı na [a, b ].
Pro kǎzdé x∈ [a, b ] je f(a)≤ f(x)≤ f(b) a tud́ıž plat́ı také

f(a) ≤ sup
x∈ [a,s)

f(x) ≤ f(b) pro kǎzdé s∈ (a, b ]

a

f(a) ≤ inf
x∈ (t,b])

f(x) ≤ f(b) pro kǎzdé t∈ [a, b )

Ukážeme,̌ze

f(t+) = inf
x∈ (t,b])

f(x) jestliže t∈ [a, b) (2.11)

Oznǎcmed = inf
x∈ (t,b])

f(x) a zvolme libovolńe ε> 0. Potom podle definice infima

existuje t ′ ∈ (d, b ] takov́e, že je d≤ f(t ′) <d+ ε. Vzhledem k monot́onnosti
funkce f odtud plyne,̌ze nerovnostd≤ f(x)< d+ ε plat́ı pro kǎzdé x∈ (t, t ′ ].
Dokázali jsme tedy vztah (2.11).

Podobňe bychom uḱazali,že plat́ı také

f(s−) = sup
x∈ [a,s)])

f(x) jestliže s∈ (a, b ] . (2.12)
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2.2 Prostor funkcı́ s koněcnou variaćı

Podle lemmatu 2.13 každá linéarńı kombinace funkćı s koněcnou variaćı má taḱe
koněcnou variaci. Z toho plyne,̌ze mnǒzinaBV [a, b ] je lineárńı prostor. Uḱažeme,
že p̌ri vhodňe zvoleńe norm̌e seBV[a, b ] stane linéarńım normovańym prostorem.

2.17. V̌eta. BV [a, b ] je lineárńı normovańy prostor vzhledem k norm̌e definovańe
předpisem

‖f‖BV = |f(a)|+ varba f pro f ∈BV[a, b ] . (2.13)

D ů k a z . BV[a, b ] je lineárńı prostor podle lemmatu 2.13. Dále, pro kǎzdou
funkci f : [a, b ]→R a kǎzdé x∈ [a, b ] plat́ı

|f(x)| ≤ |f(a)|+ |f(x)− f(a)| ≤ |f(a)|+ varba f pro x∈ [a, b ] .

(Rozmyslete si prǒc tomu tak je.) Tud́ıž

‖f‖ ≤ ‖f‖BV < ∞ prof ∈BV . (2.14)

Podle lemmatu 2.13 relace

‖f + g‖BV ≤ ‖f‖BV + ‖g‖BV a ‖c f‖BV = |c| ‖f‖BV

plat́ı pro v̌sechny funkcef, g ∈BV[a, b ] a kǎzdé réalné č́ıslo c∈R.

Koněcně, jestlǐze ‖f‖BV = 0, muśı být f(a)= 0 a varba f =0 Podle lem-
matu 2.13 je tedyf(x) ≡ f(a)= 0 na [a, b ], tj. f je nulov́y prvekBV[a, b ].

Dokázali jsme tedy,̌ze rovnost (2.13) definuje normu naBV[a, b ].

2.18. Pozńamka. Nerovnost (2.14) implikuje,̌ze kǎzdá funkce, kteŕa má ohrani-
čenou variaci na[a, b ] je taḱe ohranǐceńa na[a, b ].

Následuj́ıćı tvrzeńı usnaďnuje poǔzitı́ metod funkciońalńı anaĺyzy p̌ri práci
s funkcemi s koněcnou variaćı.

2.19. V̌eta. BV[a, b ] je Banach̊uv prostor.

D ů k a z . Podle v̌ety 2.17 jeBV[a, b ] lineárńı normovańy prostor vzhledem k
normě

f ∈BV[a, b ] → ‖f‖BV = |f(a)|+ varba f .
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Zbývá tedy doḱazat,že BV[a, b ] je úplný, tj. že kǎzdá posloupnost cauchyovská
v BV[a, b ] má v BV[a, b ] limitu. Předpokĺadejme tedy,̌ze posloupnost{fn} ⊂
BV[a, b ] je cauchyovsḱa v BV[a, b ]. Potom plat́ı

∀ ε > 0 ∃nε :

n,m ≥nε =⇒ |fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn− fm‖BV < ε prox∈ [a, b ] .

}
(2.15)

a) Podle (2.15) je pro každé x∈ [a, b ] posloupnost réalných č́ısel {fn(x)} cau-
chyovsḱa. Pro kǎzdé x∈ [a, b ] tedy existuje koněcná limita

lim
n→∞ fn(x) = f(x) .

b) Necht’ je dáno libovolńe ε> 0 a necht’ nε ∈N je uřceno podḿınkou (2.15).
Potom pro kǎzdé x∈ [a, b ] máme taḱe

|f(x)− fnε(x)| = lim
n→∞ |fn(x)− fnε(x)| ≤ ε

a tud́ıž pro kǎzdé n≥nε a kǎzdé x∈ [a, b ] plat́ı

|f(x)− fn(x)| ≤ |f(x)− fnε(x)|+ |fnε(x)− fn(x)| < 2 ε.

To ov̌sem znameńa, že

lim
n→∞ ‖f − fn‖ = 0

neboli posloupnost{fn} konverguje kf stejnom̌erňe na[a, b ].

c) Podle (2.15) existujen1 ∈N takov́e, že

varba fn ≤ ‖fn‖BV ≤ ‖fn1‖BV +1 pron≥n1 .

Čı́selńa posloupnost{varba fn} je tedy ohranǐceńa. Podle Bolzanovy–Weierstraßo-
vy věty z ńı lze vybrat podposloupnost{varba fnk

: k∈N}, pro kterou plat́ı

lim
k→∞

varba fnk
= d < ∞,

tj.

∀ ε> 0 ∃ kε ∈N :
(
k≥ kε aσ ∈D [a, b ] =⇒ V (fnk

, σ) < d + ε
)

a

∀ ε> 0 ∀σ ∈D [a, b ] : V (f,σ) = lim
k→∞

V (fnk
, σ) ≤ d+ ε .
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22 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Odtud ov̌sem ǔz plyne,že je

varba f = sup
σ ∈D [a,b ]

V (f, σ) ≤ d < ∞, tj. f ∈BV[a, b ] .

d) Podle ((2.15)) tedy pro každé ε> 0 existujenε ∈N takov́e. že

n, m≥nε =⇒ V (fn− fm, σ)≤ varba (fn− fm) <ε proσ ∈D [a, b ] .

Tud́ıž, je-li m≥nε, pak pro kǎzdé σ ∈D [a, b ] plat́ı

V (f − fm, σ) = lim
n→∞ V (fn− fm, σ)≤ ε neboli varba (f − fm) ≤ ε .

To ov̌sem znameńa, že lim
m→∞ ‖f − fm‖BV = 0, což zb́yvalo jěsťe doḱazat.

2.3 Konečná variace a spojitost

Podle d̊usledku 2.16 mohou ḿıt funkce s koněcnou variaćı nespojitosti pouze prv-
ńıho druhu. Pod́ıvejme se nyńı trochu podrobňeji vlastnosti funkćı s koněcnou va-
riaćı souvisej́ıćı se spojitost́ı.

2.20. V̌eta. Každ́a funkcef ∈BV[a, b ] má nejv́yše spǒcetňe mnoho bod̊u nespoji-
tosti na intervalu[a, b ].
D ů k a z plyne z d̊usledku 2.16 a z ńasleduj́ıćıho lemmatu.

2.21. Lemma.Necht’ J ⊂R je otev̌rený interval,f : J →R a M je mnǒzina bod̊u
nespojitosti 1. druhu funkcef v J. PotomM je nejv́yše spǒcetńa.

D ů k a z . Oznǎcme

M+ = {x∈ J : f(x+) 6= f(x)}, M−= {x∈ J : f(x−) 6= f(x)}
a

M+
1 = {x∈M+ : f(x) <f(x+)}, M+

2 = {x∈M+ : f(x) >f(x+)} .

Potom jeM =M+ ∪M− a M+ =M+
1 ∪M2

+. Uspǒrádejme mnǒzinu P racio-
nálńıch č́ısel tak, aby platiloP= {rk}. (Uvědomte si v̌sak,že mnǒzinu P nelze
uspǒrádat ”podle velikosti”, tj. tak aby platilork <rk+1 pro kǎzdé k∈N.)
Necht’ r znǎćı zobrazeńı, kteŕe kǎzdému x∈M+

1 přiřad́ı prvńı (při dańem uspo-
řád́ańı mnǒziny P ) raciońalńı č́ıslo, kteŕe lěźı v intervalu (f(x), f(x+)). P̌resňeji
řečeno,

r(x)= rj ⇐⇒ rj ∈ (f(x), f(x+)) a{r1, r2, . . ., rj−1}∩ (f(x), f(x+))= ∅ .
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Dále, pro kǎzdé q ∈P oznǎcme symbolemr−1(q) jeho vzor p̌ri zobrazeńı r, tj.

r−1(q) = {x∈M+
1 : r(x)= q} .

Máme

M+
1 =

⋃

q ∈P
r−1(q) .

Ukážeme-li tedy,̌ze kǎzdá mnǒzina r−1(q), q ∈P, je spǒcetńa, budeme ḿıt sou-
časňe taḱe doḱaźano,že i mnǒzina M+

1 je spǒcetńa.
Necht’ je tedy d́ano libovolńe q ∈P. Vzhledem k definici mnǒziny M+

1 a zob-
razeńı r, pro kǎzdé x∈ r−1(q) existujeδ(x) > 0 takov́e, že

x< y < x+δ(x) =⇒ f(y) >r(x) .

Jsou-lix1, x2 ∈ r−1(q) takov́e, že x1<x2 a r(x1)= r(x2)= q, pak muśı platit

(x1, x1 + δ(x1)) ∩ (x2, x2 + δ(x2)) = ∅ .

Vskutku, kdyby bylox1 <x2 <x1 + δ(x1), bylo by t́ež (vzhledem k definiciδ )

q = r(x1) <f(x2) <r(x2) = q ,

což neńı možné. Syst́em interval̊u
{
(x, x + δ(x)), x∈ r−1(q)

}
je tedy disjunktńı.

Každému x∈ r−1(q) lze tedy p̌riřadit jedińe raciońalńı č́ıslo r∈ (x, x + δ(x)) a
tı́m definovat prost́e zobrazeńı r−1(q) do P. To znameńa, že pro kǎzdé q ∈P je
mnǒzina r−1(q) spǒcetńa.

b) Protǒze M+
2 = {x∈ J : − f(x) < − f(x+)}, můžeme poǔźıt část a) tohoto

důkazu k d̊ukazu spǒcetnosti mnǒziny M2
+.

c) Koněcně, M−= {x∈ J : f(−x) 6= f(−x+)}, takže podlěcást́ı a)–b) tohoto d̊u-
kazu je taḱe M− spǒcetńa mnǒzina.

2.22. Cvǐceńı. P̌resv̌eďcete se,̌ze d̊ukaz lemmatu 2.21 v sobě obsahuje t́ež důkaz
tvrzeńı: Každ́y disjunktńı syst́em interval̊u v R je spǒcetńy.

Necht’ f ∈BV[a, b ] a

v(x) = varxaf pro x∈ [a, b ] . (2.16)

Podle d̊ukazu v̌ety 2.14 v́ıme,že funkcev a v− f jsou definov́any a neklesajı́ćı
na [a, b ]. Ukážeme nyńı, že funkcev ”kopı́ruje” spojitost funkcef.
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24 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

2.23. Lemma.Necht’ f ∈BV[a, b ] a v : [a, b ]→R je definov́ana vztahem(2.16).
Potom jef spojitá v boďe x∈ [a, b) zprava pŕavě tehdy, kdy̌z je v tomto boďe
spojitá zprava i funkcev. Podobňe, f je spojit́a v boďe x∈ (a, b] zleva pŕavě
tekdy, kdy̌z je v tomto boďe spojit́a zleva i funkcev.

D ů k a z . a) Necht’ x∈ (a, b] a f(x−) = f(x). Bud’ dáno ε> 0. Zvolme δ > 0
tak, aby platilo

|f(x)− f(t)| < ε

2
pro kǎzdé t∈ (x− δ, x] .

Zvolme ďeleńı σ ∈D [a, x] tak, aby platilo

v(x)−V (f, σ) <
ε

2
a σm−1 ∈ (x− δ, x).

Máme|f(x)− f(σm−1)| < ε

2
a tedy

v(x)−
m−1∑

j=1

|f(σj)− f(σj−1)| < |f(x)− f(σm−1)|+ ε

2
< ε .

Odtud snadno odvodı́me,že plat́ı v(x)− v(σm−1) <ε. Protǒze v je neklesaj́ıćı na
[a, b ], dost́aváme d́ale

v(x)− v(t) < ε pro kǎzdé t∈ (σm−1, x] .

Tı́m je doḱaźana spojitost zleva funkcev.

b) Podobňe doḱažeme,̌ze funkcev je spojit́a zprava v kǎzdém boďe x∈ [a, b), ve
kteŕem je zprava spojitá funkcef.

c) Pravdivost zb́yvaj́ıćıch implikaćı plyne okam̌zitě z nerovnostı́

|f(x)− f(y)| ≤ |v(x)− v(y)|

platńych pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] (viz cvičeńı 2.7 (i)).

Z následuj́ıćıho tvrzeńı vyplyne, že soǔcet absolutńıch hodnot skok̊u funkce
s koněcnou variaćı je vždy koněcný.

2.24. V̌eta. Necht’ f ∈BV[a, b ] a necht’ W = {sk} je prost́a posloupnost bod̊u
z intervalu(a, b). Potom

|∆+f(a)|+
∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)
+ |∆−f(b)| ≤ varba f. (2.17)

24
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D ů k a z . a) P̌redpokĺadejme nejprve,̌ze f je neklesaj́ıćı. Potom

|∆+f(a)|+
∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)
+ |∆−f(b)|

= ∆+f(a) +
∞∑

k=1

∆f(sk)+∆−f(b) .

Necht’ n∈N a σ0, σ1, . . . , σn+1, jsou body intervalu[a, b ] takov́e, že

a=σ0 <σ1 < . . . <σn < σn+1 = b

a {
σk : k = 0, . . . n+1

}
= {a} ∪ {sk : k =1, . . ., n}∪ {b} .

Zvolme d́ale tk, k =1, 2, . . ., n+ 1, tak, aby platilo

a < t1 < σ1 < t2 < σ2 < · · · < σn < tn+1 < b .

Potom je

0 ≤ ∆+f(a) ≤ f(t1)− f(a), 0 ≤ ∆−f(b) ≤ f(b)− f(tn+1)

a

0 ≤ ∆f(σk) ≤ f(tk+1)− f(tk) pro k =1, 2, . . . , n .

Tud́ıž

∆+f(a)+
n∑

k=1

∆f(sk)+ ∆−f(b) = ∆+f(a)+
n∑

k=1

∆f(σk) +∆−f(b)

≤ (
f(t1)− f(a)

)
+

n∑

k=1

(
f(tk+1)− f(tk)

)
+

(
f(b)− f(tk+1)

)

= f(b)− f(a) .

Pro libovolńe n∈N tedy ḿame

∆+f(a)+
n∑

k=0

∆f(sk)+ ∆−f(b) ≤ f(b)− f(a) = varba f.

Nerovnost ((2.17)) tedy platı́ pro kǎzdou funkcif neklesaj́ıćı na [a, b ].
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26 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

b) Nyńı necht’ f je libovolná funkce s koněcnou variaćı na [a, b ] a necht’ funkce
p a n jsou definov́any jako ve cvǐceńı 2.15. Potomf = f(a)+ p− n,

∆+f(t) = ∆+p(t)−∆+n(t), ∆−f(t) = ∆−p(s)−∆−n(s)
|∆+f(t)| = ∆+p(t)+ ∆+n(t) a |∆−f(t)| = ∆−p(s)+∆−n(s)

pro t∈ (a, b], s∈ [a, b). Podle prvńı části d̊ukazu ḿame

∆+p(a)+
∞∑

k=1

(
∆+p(sk)+ ∆−p(sk)

)
+∆−p(b) ≤ p(b)

a

∆+n(a)+
∞∑

k=1

(
∆+n(sk)+ ∆−n(sk)

)
+∆−n(b) ≤ n(b) .

Sěcteme-li tyto nerovnosti, dostaneme

|∆+f(a)|+
n∑

k=0

(
|∆+f(sk)|+|∆− f(sk)|

)
+ |∆−f(b)| ≤ p(b)+ n(b) = varba f .

2.25. Pozńamka. Necht’ f : [a, b ]→R má koněcnou variaci a necht’ mnǒzina W
jejı́ch bod̊u nespojitosti v(a, b) je nekoněcná. Podle v̌ety 2.20 existuje vźajemňe
jednoznǎcné zobrazeńı k∈N→ sk ∈W takov́e, že W = {sk}. Takov́ych zobra-
zeńı je ov̌sem nekoněcně mnoho. Podle v̌ety 2.24 je v̌sakřada

∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)

(absolutňe) konvergentńı a jej́ı soǔcet neźaviśı na volb̌e uspǒrád́ańı mnǒziny W.

Protǒze prox∈ (a, b) je
(
|∆+f(x)|+ |∆−f(x)|

)
6=0 pouze tehdy, kdy̌z x∈W,

má tedy smysl definovat

∑

x∈ (a,b)

(
|∆+f(x)|+ |∆−f(x)|

)
=

∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)
, (2.18)

kde {sk} je libovolná prost́a posloupnost bod̊u z (a, b) takov́a, že W = {sk}. Po-
dobňe, budeme t́ež pśat

∑

x∈ [a,b)

|∆+f(x)| = |∆+f(a)|+
∞∑

k=1

|∆+f(sk)|

a
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∑

x∈ (a,b]

|∆−f(x)| =
∞∑

k=1

|∆+f(sk)|+ |∆−f(b)|.

Větu 2.24 m̊užeme nyńı přeformulovat do ńasleduj́ıćı podoby.

2.26. D̊usledek. Pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] plat́ı

∑

x∈ [a,b)

|∆+f(x)|+
∑

x∈ (a,b]

|∆−f(x)| ≤ varba f . (2.19)

2.4 Derivace funkćı s koněcnou variaćı

Nyńı se budeme v̌enovat vlastnostem funkcı́ s koněcnou variaćı vzhledem k deri-
vováńı. Nejprve p̌ripoměnme pojem mnǒzin s nulovou ḿırou.

2.27. Definice.Množina M ⊂R mánulovou ḿıru (µ(M)= 0), když ke kǎzdému
ε> 0 existuje nejv́yše spǒcetńy syst́em otev̌reńych interval̊u Ij , j ∈N, takov́y, že
je

M ⊂
∞⋃

j=1

Ij a
∞∑

j=1

|Ij | < ε .

Řekneme,̌ze ňejaḱa vlastnost platı́ skoro v̌sude(s.v.) na intervalu[a, b ], jestliže
existuje mnǒzina M ⊂ [a, b ] nulové ḿıry takov́a, že tato vlastnost platı́ pro kǎzdé
x∈ [a, b ] \M.

2.28. Cvǐceńı. Dokǎzte,že plat́ı:

( i) Každ́a spǒcetńa mnǒzina S⊂R má nulovou ḿıru.

(ii) Sjednoceńı spǒcetňe mnoha mnǒzin nulov́e ḿıry má nulovou ḿıru.

2.29. V̌eta (LEBESGUEOVA VĚTA O DERIVACI FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ).
Každ́a funkcef ∈BV[a, b ] má vlastńı derivaci f ′(x) pro s.v.x∈ [a, b ].

Důkaz v̌ety 2.29 je rozśahlý, technicky komplikovańy a do znǎcné ḿıry zá-
vislý na pojmech, kteŕe se do tohoto textu nevejdou. Pro důkaz odkazujeme na
učebnice, kteŕe obsahujı́ důkladńy přehled t́eto t́ematiky (viz nap̌r. [17, věta 84],
[18, věta VI.1.2], [31, Theorems 22.5].

2.30. Pozńamka. Je dokonce zńamo (viz v̌eta 3.10),̌ze derivace funkćı s koněcnou
variaćı jsou lebesgueovsky integrovatelné. ALE !!!! Obecňe neplat́ı pro kǎzdou
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funkci f ∈BV[a, b ] zdánlivě p̌rirozeńa rovnost

f(x)− f(a) =
∫ x

a
f ′(t) dt .

Existuj́ı totiž funkcef ∈BV[a, b ] nekonstantńı na [a, b ] a takov́e, že f ′=0 s.v.
na [a, b ].

2.31. Definice.Funkcef ∈BV[a, b ] se naźyvá singuĺarńı, jestliže f ′(x)= 0 pro
s.v. x∈ [a, b ].

2.5 Skokové funkce

Nejjednodǔšśım p̌rı́kladem nekonstantnı́ch singuĺarńıch funkćı jsou funkce typu
f(x) = χ[a,c](x), kde c∈ (a, b). Jejich zobecňeńım jsou ťrı́dy jednoduch́ych sko-
kov́ych funkćı (anglicky step functions) resp.skokov́ych funkćı (anglicky break
functions).

2.32. Definice.Funkcef : [a, b ]→R je jednoduch́a (té̌z koněcná) skokov́a funkce
na [a, b ], jestliže existuje ďeleńı σ ∈D [a, b ] takov́e, že na kǎzdém jeho d́ılč́ım
otev̌reńem intervalu(σj−1, σj) je f konstantńı. Množinu jednoduch́ych skoko-
vých funkćı na intervalu[a, b ] znǎćıme S[a, b ].

Funkcef : [a, b ]→R je skokov́a funkce na[a, b ], jestliže bud’ to f ∈S[a, b ]
nebo existuj́ı c, c0, d∈R, prost́a posloupnost{sk}⊂ (a, b ) a posloupnosti{ck}⊂R
a {dk}⊂R takov́e, že plat́ı

∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|) < ∞ (2.20)

a

f(x)= c+ c0 χ(a,b ](x) +
∞∑

k=1

(
ck χ(sk,b ](x)+ dk χ[sk,b ](x)

)
+ dχ[b](x)

prox∈ [a, b ] .





(2.21)

Množinu skokov́ych funkćı na intervalu[a, b ] znǎćımeB[a, b ].

2.33. Cvǐceńı. Dokǎzte,že plat́ı:

(i) f ∈S[a, b ] právě tehdy, kdy̌z existuj́ı m∈N, c, c0, d∈R, mnǒziny

{ck : k = 1, 2, . . . , m}⊂R, {dk : k =1, 2, . . . , m}⊂R
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a prost́a mnǒzina {sk : k = 1, 2, . . . , m}⊂ (a, b ) takov́e, že plat́ı

f(x) = c + c0 χ(a,b ](x)+
m∑

k=1

(
ck χ(sk,b](x)+ dk χ[sk,b](x)

)
+ d χ[b]

pro x∈ [a, b ].

(ii) f ∈B[a, b ] právě tehdy kdy̌z bud’ to f ∈S[a, b ] nebo existujı́ c∈R, po-
sloupnosti{ck}⊂R, {dk}⊂R a prost́a posloupnost{sk}⊂ [a, b ] takov́e,
že plat́ı (2.20) a

f(x) = c +
∑

a≤sk< x

ck +
∑

a<sk≤x

dk pro x∈ [a, b ] , (2.22)

kde soǔctov́e symboly majı́ smysl zavedený v pozńamce 2.25(tj. v prvńı sum̌e
se šćıtá p̌res v̌sechny indexyk pro kteŕe sk ∈ (a, x] a ve druh́e se šćıtá p̌res
všechny indexyk pro kteŕe sk ∈ [a, x)). (POZOR na jemńe rozd́ıly mezi
posloupnostmi{sk}, {ck}, {dk} zde a v definici 2.32.)

(iii) Pro kǎzdou funkcif ∈B[a, b ] tvaru (2.22)plat́ı

f(x−) = c+
∑

a≤sk<x

ck +
∑

a<sk<x

dk jestliže x∈ (a, b]

a

f(x+) = c+
∑

a≤sk≤x

ck +
∑

a<sk≤x

dk jestliže x∈ [a, b) .

(Jak bude vypadat vyjáďreńı jednostranńych limit funkćı z B[a, b ] vyjdeme-
li z tvaru (2.21)?)

2.34. V̌eta. Pro kǎzdou skokovou funkcif ∈B[a, b ] plat́ı

varba f = |∆+f(a)|+
∑

x∈ (a,b)

(
|∆+f(x)|+ |∆−f(x)|

)
+ |∆−f(b)| < ∞ . (2.23)

Specíalně, S[a, b ]⊂B[a, b ]⊂BV[a, b ].
D ů k a z . Je-li f ∈S[a, b ], je tvrzeńı věty žrejmé. P̌redpokĺadejme, tedy̌ze
f ∈B[a, b ] \S[a, b ] je vyjáďrena ve tvaru (2.22) ze cvičeńı 2.33 (ii).

a) Pro libovolńa x, y ∈ [a, b ], x< y, máme

|f(y)− f(x)| ≤
∑

x≤sk<y

|ck|+
∑

x<sk≤y

|dk| .
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Pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy plat́ı

V (f, σ) ≤
m∑

j=1

( ∑

σj−1<sk≤σj

|ck|+
∑

σj−1≤sk<σj

|dk|
)
≤

∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|
)
.

Odtud plyne podle (2.20),̌ze

varba f ≤
∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|
)

< ∞ , (2.24)

tj. f ∈BV[a, b ].

b) Na druhou stranu, podle cvičeńı 2.33 (iii) snadno odvod́ıme,že plat́ı

∆+f(sk) = ck a ∆−f(sk) = dk pro kǎzdék∈N . (2.25)

Můžeme tedy poǔźıt také d̊usledek 2.26, podle kterého plat́ı obŕaceńa nerovnost

∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|
) ≤ varba f

a uzav̌rı́t tak d̊ukaz v̌ety.

2.35. V̌eta. Každ́a skokov́a funkce na[a, b ] je singuĺarńı na [a, b ].
D ů k a z . Necht’ f ∈B[a, b ] \S[a, b ], c∈R, posloupnosti{ck}⊂R a {dk}⊂R
a prost́a posloupnostW = {sk}⊂ [a, b ], jsou takov́e, že plat́ı (2.20) a (2.22).
Definujme

v(x) =
∑

a<wk≤x

|ck|+
∑

a≤wk<x

|dk| prox∈ [a, b ] .

Potom je

v(x) =
∞∑

k=1

vk(x) prox∈ [a, b ] ,

kde

vk(x) =





0 když a≤x< sk,

|ck| když x= sk,

|ck|+ |dk| když sk <x≤ b .
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Každá funkcevk je neklesaj́ıćı na [a, b ] a v′k(x)= 0 pro x 6= sk. Máme tedy

v′(x) =
∞∑

k=1

v′k(x) = 0 pro x /∈W, tj. pro s.v. x∈ [a, b ] .

Protǒze pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] takov́a, že x 6= y, zřejmě plat́ı

∣∣∣f(x)− f(y)
x− y

∣∣∣ ≤
∣∣∣v(x)− v(y)

x− y

∣∣∣ ,

plyne odsud,̌ze taḱe f ′(x)= 0 pro x /∈W.

V přı́paďe, že f ∈S[a, b ], je tvrzeńı věty evidentńı.

2.36. Pozńamka. P̌rı́klad funkce, kteŕa je spojit́a, neklesajı́ćı a singuĺarńı na dańem
intervalu, je uveden v [16, V.9, cvičeńı 4].

2.6 Jordanův rozklad funkce s koněcnou variaćı

2.37. V̌eta. Každou funkcif ∈BV[a, b ] lze vyj́aďrit jako soǔcet f = f1 + f2 na
[a, b ], kdef1 ∈BV[a, b ]∩C[a, b ] a f2 ∈B[a, b ].

Je-li f = f̃1 + f̃2, kde f̃1 ∈C[a, b ]∩BV[a, b ] a f̃2 ∈B[a, b ], jiný takov́y

rozklad, potom jsou funkcef1− f̃1 a f2− f̃2 konstantńı na [a, b ].
D ů k a z . a) Oznǎcme symbolemW mnǒzinu bod̊u nespojitosti funkcef, tj.
W = {sk ∈ [a, b ] : k∈K}, kde K= {1, 2, . . . , m} neboK=N. Definujme

f2(x) =
∑

a<sk≤x

∆−f(sk)+
∑

a≤sk<x

∆+f(sk) pro x∈ [a, b ] . (2.26)

Potom podle d̊usledku 2.26 platı́
∑

x∈ [a,b)

|∆+f(x)|+
∑

x∈ (a,b]

|∆−f(x)| ≤ varba f

a podle definice 2.32 je tedyf2 ∈B[a, b ]. Analogicky jako ve cvǐceńı 2.33 (iii)
(viz též (2.25)) dostaneme

f2(t+) =
∑

a<sk≤t

∆−f(sk) +
∑

a≤sk≤t

∆+f(sk) pro t∈ [a, b)

a

f2(s−) =
∑

a<sk<s

∆−f(sk) +
∑

a≤sk<s

∆+f(sk)) pro s∈ (a, b ]

31
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Snadno tedy ov̌ěrı́me,že

∆+f2(t) = ∆+f(t) pro t∈ [a, b) .

∆−f2(s) = ∆−f(s) pros∈ (a, b ] .



 (2.27)

Tud́ıž

(
(f(t+)− f2(t+)

)− (
f(t)− f2(t)

)
= ∆+f(t)−∆+f2(t) = 0

a (
f(s)− f2(s)

)− (
f(s−)− f2(s−)

)
= ∆−f(s)−∆−f2(s) = 0 .

Funkcef1 = f − f2 je tedy spojit́a na[a, b ] a f = f1 + f2 na [a, b ].

b) Necht’ f = f̃1 + f̃2, kde f̃1 ∈C[a, b ]∩BV[a, b ] a f̃2 ∈B[a, b ]. Potom

(
f(t+)− f̃2(t+)

)− (
f(t)− f̃2(t)

)
= ∆+f(t)−∆+f̃2(t) = 0

a (
f(s)− f̃2(s)

)− (
f(s−)− f̃2(s−)

)
= ∆−f(s)−∆−f̃2(s) = 0

plat́ı pro v̌sechnat∈ [a, b) a s∈ [a, b). Vzhledem k (2.27) dostáváme,že plat́ı

∆+f̃2(t)=∆+f2(t)=∆+f(t) a ∆−f̃2(s)= ∆−f2(s)= ∆−f(s)

pro t∈ [a, b), s∈ (a, b]. Odtud podle definice 2.32 (viz cvičeńı 2.33 (ii), (2.22) a
(2.25)) plyne,̌ze

f̃2(x) = c +
∑

a<sk≤x

∆−f(sk)+
∑

a≤sk<x

∆+f(sk) pro x∈ [a, b ] ,

kde c∈R může b́yt libovolné. Rozd́ıl f2− f̃2 = f2(a)− f̃2(a) je tedy konstantńı
na [a, b ].

2.38. Pozńamka. Podle v̌ety 2.37 lze kǎzdou funkci s koněcnou variaćı rozložit
na soǔcet funkce spojit́e a funkce skokov́e. Takov́y rozklad se naźyvá Jordan̊uv
rozkladfunkce s koněcnou variaćı.

2.39. Definice.Každou funkcif2 přiřazenou kf podle v̌ety 2.37 naźyvámesko-
kov́a část funkce f. Rozd́ıl f − f2 naźyvámespojitá část funkce f. Skokovou
resp. spojitoǔcást funkcef znǎćıme obvyklef B resp.f C.

Následuj́ıćı lemátko se ńam bude hodit v kapitole 5.
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2.40. Lemma. Necht’ f ∈BV[a, b ], W = {wk} je jej́ı mnǒzina bod̊u nespojitosti
v intervalu [a, b ]. Pro n∈N a x∈ [a, b ] definujme

f B(x) =
∑

a<wk≤x

∆−f(wk)+
∑

a≤wk<x

∆+f(wk)

a

f B
n (x) =

∑

a<wk≤x

k≤n

∆−f(wk)+
∑

a≤wk<x

k≤n

∆+f(wk) .

Potom jef B
n ∈S[a, b ] pro kǎzd́e n∈N a plat́ı

lim
n→∞ varba (f B− f B

n ) = 0 . (2.28)

D ů k a z . Žrejmě je f B
n ∈S[a, b ] pro kǎzdé n∈N. V přı́paďe, že mnǒzina W

je koněcná, je f B
n = f B na [a, b ] pro dostatěcně velḱa n a tvrzeńı lemmatu je

trivi álńı. P̌redpokĺadejme tedy,̌ze W je nekoněcná. Potom

f B− f B
n =

∑

a<wk≤x

k>n

∆−f(wk) +
∑

a≤wk<x

k>n

∆+f(wk)

a podle v̌ety 2.34 dostaneme

varba (f B− f B
n ) ≤

∑

a<wk≤x

k>n

|∆−f(wk)|+
∑

a≤wk<x

k>n

|∆+f(wk)| . (2.29)

Podle d̊usledku 2.26 je v́yraz na prav́e straňe nerovnosti (2.29) zbytek absolutně
konvergentńı řady, kteŕy ovšem konverguje k0 při n→∞. Plat́ı tud́ıž (2.28).

2.41. P̌r ı́klad. Vrat’me se jěsťe k funkćım

fn(x) =





0 pro0≤x≤ 1
n ,

x sin(
π

x
) pro 1

n ≤x≤ 2
pro n∈N

a

f(x) =





0 prox=0 ,

x sin(
π

x
) prox> 0 .

Z přı́kladu 2.12 v́ıme, že var20 fn <∞ pro kǎzdé n∈N. Snadno ov̌ěrı́me, že
{fn} konverguje kf stejnom̌erňe na [0, 2]) a p̌ritom podle p̌rı́kladu 2.8f neḿa
koněcnou variaci na[0, 2].
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2.7 Bodová konvergence

Podle p̌rı́kladu 2.41 stejnom̌erńa konvergence posloupnosti funkcı́ s koněcnou va-
riaćı nemuśı stǎcit k tomu, aby jej́ı limita měla taḱe koněcnou variaci. Z ńasleduj́ıćı
věty v̌sak uvid́ıme, že stejnom̌erńa ohranǐcenost variaćı člen̊u dańe posloupnosti
už zarǔćı, že dokonce jejı́ bodov́a limita koněcnou variaćı má. (Pomoćı argument̊u
poǔzitých v p̌rı́kladu 2.8 ov̌ěrte, že pro posloupnost{fn} z p̌rı́kladů 2.12 a 2.41
plat́ı, že limn→∞ var20 fn =∞. neḿa stejnom̌erňe ohranǐceńe variace.)

2.42. V̌eta. Necht’ pro funkci f : [a, b ]→R existuje posloupnost funkcı́ {fn} ta-
kov́a, že

varba fn ≤ κ < ∞ pro n∈N, a lim
n→∞ fn(x) = f(x) pro x∈ [a, b ] .

Potom je taḱe varba f ≤κ.

D ů k a z . Pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ] plat́ı

V (f, σ) = lim
n→∞V (fn, σ) ≤ κ

a tud́ıž je taḱe varba f ≤κ.

2.43. Cvǐceńı. Necht’

g(x) =





2−k když x= 1
k+1 pro ňejaḱek∈N ,

0 pro ostatńı x∈ [0, 1] ,

Dokǎzte,že f ∈BV[0, 1].

Nyńı zformulujeme a doḱažeme Hellyovu v̌etu, kteŕa bude ǔzitečná nap̌r. pro
důkaz tot́alńı spojitosti ňekteŕych opeŕator̊u definovańych na prostoruBV[a, b ].
Hellyova v̌eta řı́ká, že z kǎzdé posloupnosti funkcı́ se stejnom̌erňe ohranǐcenou
variaćı lze vybrat posloupnost bodově konverguj́ıćı k funkci s koněcnou variaćı.

2.44. V̌eta (HELLYOVA V ĚTA O VÝBĚRU). Necht’ {fn}⊂BV[a, b ], κ ∈R,

|fn(a)| ≤ κ a varba fn ≤ κ pro v̌sechnan∈N .

Potom existujı́ funkcef ∈BV[a, b ] a podposloupnost{fnk
: k∈N} posloupnosti

{fn} takov́e, že plat́ı

|f(a)| ≤ κ, varba f ≤ κ a lim
k→∞

fnk
(x) = f(x) na [a, b ] .
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V důkazu vyǔzijeme ńasleduj́ıćı dvě tvrzeńı.

Tvrzenı́ 1. Necht’

|fn(x)| ≤ M < ∞ na [a, b ] pro všechnan∈N .

Potom pro kǎzdou spǒcetnou mnǒzinu P ⊂ [a, b ] posloupnost{fn} obsahuje pod-
posloupnost{fnk

: k∈N} takovou,̌ze

lim
k→∞

fnk
(p)∈R pro všechnap∈P.

D ů k a z . Necht’ P = {pk}. Máme |fn(pk)| ≤M <∞ pro v̌sechnan, k∈N.
Podle Bolzanovy – Weierstraßovy věty pak existuj́ı posloupnost{nk,1 : k∈N} a
q1 ∈R tak, že

lim
k→∞

fnk,1
(p1) = q1.

Podobňe existuj́ı {fnk,2
: k∈N}⊂{fnk,1

: k∈N} a q2 ∈R takov́e, že

lim
k→∞

fnk,2
(p2) = q2 ∈R , přičem̌z taḱe lim

k→∞
fnk,2

(p1) = q1 ∈R .

Takto pro kǎzdé j ∈N najdeme posloupnosti

{fnk,j
: k∈N} ⊂ {fnk,j−1

: k∈N}

a č́ısla qj ∈R takov́e, že plat́ı

lim
k→∞

fnk,`
(p `) = q ` : k∈N}∈R pro kǎzdé `∈{1, 2, . . . , j} .

Polǒzmefnk
= fnk,k

pro k∈N. Potom

lim
k→∞

fnk
(pj) = qj ∈R pro j ∈N .

Tvrzenı́ 2. Předpokĺadejme,že všechny funkcefn, n∈N, jsou neklesajı́ćı na
[a, b ] a že existujeM ∈ (0,∞) takov́e, že ||fn|| ≤M pro kǎzd́e n∈N. Potom
existuj́ı podposloupnost{fnk

: k∈N} posloupnosti{fn} a funkcef : [a, b ]→R
neklesaj́ıćı na [a, b ] takov́e, že plat́ı

lim
k→∞

fnk
(x) = f(x) pro x∈ [a, b ] .
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D ů k a z . Budǐz P=(P∩(a, b))∪[a]∪[b] mnǒzina raciońalńıch č́ısel z intervalu
(a, b) doplňeńa o bodya, b. Množina P je spǒcetńa a [a, b ] \P ⊂ (a, b). Podle
tvrzeńı 1 existuj́ı podposloupnost{nk}⊂N a zobrazeńı ϕ :P →R takov́e, že

lim
k→∞

fnk
(p) = ϕ(p) pro p∈P .

Zřejmě ϕ(p ′)≤ϕ(p ′′) pro v̌sechnap ′, p ′′ ∈P takov́a, že p ′≤ p ′′. Dále, defi-
nujme

ϕ(x) = sup
p∈P ∩ [a,x)

ϕ(p) prox∈ (a, b) \P .

Potomϕ je definovańa a neklesajı́ćı na [a, b ] a

ϕ(x)= lim
p→x−
p∈P

ϕ(p) prox∈ (a, b) \P .

Ukážeme,̌ze v kǎzdém boďe x0 ∈ (a, b), ve kteŕem je funkceϕ spojit́a plat́ı

lim
k→∞

fnk
(x0) = ϕ(x0) . (2.30)

Vskutku, necht’ je dánoε> 0. Potom existujeδε > 0 takov́e, že

x0− δε <x <x0 + δε =⇒ ϕ(x0)− ε< ϕ(x)< ϕ(x0) + ε .

Zvolı́me-li r′ ∈P ∩ (x0− δε, x0) a r′′ ∈P ∩ (x0, x0 + δε), bude platit

ϕ(x0)− ε < ϕ(r′) ≤ ϕ(x0) ≤ ϕ(r′′) < ϕ(x0)+ ε .

Dále, zvolmekε tak, aby bylo

ϕ(r′)− ε < fnk
(r′) < ϕ(r′)+ ε

a

ϕ(r′′)− ε < fnk
(r′′) < ϕ(r′′)+ ε

pro kǎzdé k≥ kε. Potom, pro kǎzdé k≥ kε dostaneme taḱe

ϕ(x0)− 2 ε < ϕ(r′)− ε < fnk
(r′) ≤ fnk

(x0)

≤ fnk
(r′′) < ϕ(r′′)+ ε < ϕ(x0)+ 2 ε

čili platı́ ((2.30)).
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Dokázali jsme tedy,̌ze znǎćı-li Q mnǒzinu bod̊u nespojitosti funkceϕ v (a, b),
pak

lim
k→∞

fnk
(x) = ϕ(x) pro x∈ [a, b ] \Q .

Podle v̌ety 2.20 je mnǒzinaQ spǒcetńa. Můžeme tedy poǔźıt ješťe jednou tvrzeńı 1
a doḱazat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnk `
: `∈N} ⊂ {fnk

: k∈N} ,

kteŕa má limitu ψ(x)∈R pro kǎzdé x∈Q. Definujeme-li tedy

f(x) =

{
ϕ(x) když x∈ [a, b ] \Q ,

ψ(x) když x∈Q ,

bude

lim
`→∞

fnk `
(x) = f(x) prox∈ [a, b ]

a protǒze funkce, kteŕa je na intervalu[a, b ] bodovou limitou posloupnosti funkcı́
neklesaj́ıćıch na[a, b ], je taḱe neklesajı́ćı, tvrzeńı 2 je doḱaźano.

Důkaz věty 2.44.

Pro kǎzdé n∈N a x∈ [a, b ] položme

gn(x) = varxa fn a hn(x) = gn(x)− fn(x) .

Mámefn = gn−hn a v̌sechny funkcegn, hn jsou neklesajı́ćı na [a, b ] (viz Cvi-
čeńı 2.15). D́ale,

‖gn‖ ≤ varba fn ≤ κ a ‖hn‖ ≤ ‖fn‖+ ‖gn‖ ≤ 2κ pron∈N.

Podle tvrzeńı 2 existuj́ı funkceg, h∈BV[a, b ] a posloupnost{nk}⊂N takov́e,že

lim
k→∞

gnk
(x) = g(x) a lim

k→∞
hnk

(x) = h(x) pro kǎzdéx∈ [a, b ] .

Oznǎcmef = g−h. Potom je

lim
k→∞

fnk
(x) = lim

k→∞
(
gnk

(x)−hnk
(x)

)
= g(x)−h(x) = f(x)

pro kǎzdé x∈ [a, b ]. Zřejmě je |f(a)| ≤κ. Koněcně, podle v̌ety 2.42 je taḱe
varba f ≤κ. Tı́m je d̊ukaz dokoňcen.
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Výklad v t́eto kapitole se oṕıral o monografie V. Jarnı́ka Diferencíalńı počet II [16,
Kapitola V] a Integrálńı počet II [17, Kapitola V] a d́ale o odstavec II.6 v monografii
T.H.HildebrandtaTheory of Integration[13] a o kapitolu XIII v monografiiŠ. Schwabika
Integrace v R(Kurzweilova teorie) [40], viz též kapitolu VI.2 v monografi A. N. Kolmo-
gorova a S. V. FominaZáklady teorie funkćı a funkciońalńı anaĺyzy. V těchto monografíıch
lze t́ež naĺezti i někteŕe daľśı podrobnosti.
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Kapitola 3

Absolutně spojité funkce

Specíalńım p̌rı́padem funkćı s koněcnou variaćı jsou funkce absolutňe spojit́e, kteŕe
úzce souviśı s Lebesgueovou teoriı́ integŕalu a jsou dob̌re zńamy z Carath́eodo-
ryovy teorie oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic. Integŕaly, kteŕe se v t́eto kapitole
vyskytuj́ı, jsou integŕaly Lebesgueovy,

3.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

3.1. Definice.Funkcef : [a, b ]→R je absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ], jestli-
že ke kǎzdémuε> 0 existujeδ > 0 takov́e,že pro kǎzdý koněcný syst́em interval̊u
{[aj , bj ] : j = 1, 2, , . . . , m} splňuj́ıćı

a≤ a1 < b1≤ a2 <b2. . . < bm− 1≤ am < bm≤ b a
m∑

j=1

(bj − aj) <δ (3.1)

plat́ı

m∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε . (3.2)

Množinu funkćı absolutňe spojit́ych na[a, b ] znǎćımeAC[a, b ].

3.2. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı:
Každ́a lipschitzovsḱa funkce na intervalu[a, b ] ( viz cvičeńı 2.7 (iv)) je na

tomto intervalu absolutňe spojit́a. Specíalně, je-li derivacef ′ funkcef spojitá na
[a, b] 1 , pak f je absolutňe spojit́a na [a, b ].

3.3. Věta. Je-li f absolutňe spojit́a na [a, b ] a [c, d ]⊂ [a, b ], pak jef absolutňe
spojitá i na [c, d ].

Je-li a < c < b a f je absolutňe spojit́a na [a, c ] i [c, b ], pak je f absolutňe
spojitá na [a, b ].

1tj. f ′ je spojit́a na(a, b), existuj́ı koněcné limity f ′(a+)= lim
t→a+

f ′(t), f ′(b−)= lim
t→b−

f ′(t)

a f ′(a)=f ′(a+) a f ′(b)=f ′(b−)
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40 ABSOLUTNĚ SPOJIT́E FUNKCE

D ů k a z . Prvńı tvrzeńı je evidentńı.

P̌redpokĺadejme,̌ze f ∈AC[a, c ] a f ∈AC[c, b ] a bud’ dánoε> 0. Můžeme
zvolit δ > 0 tak, aby platilo

m∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| < ε

2

pro kǎzdý syst́em interval̊u {[αj , βj ] : j = 1, 2, , . . . , m} takov́y, že

a≤α1 <β1≤α2 <β2. . . < βm−1≤αm <βm≤ c a
m∑

j=1

(βj −αj) <δ (3.3)

a soǔcasňe

p∑

j=1

|f(δj)− f(γj)| < ε

2

pro kǎzdý syst́em interval̊u {[γj , δj ] : j = 1, 2, , . . . , p} takov́y, že

c≤ γ1 <δ1≤ γ2 <δ2. . . < δp−1≤ γp <δp≤ b a
p∑

j=1

(δj − γj) <δ . (3.4)

Nyńı, mějme syst́em interval̊u {[aj , bj ] : j = 1, 2, , . . . , n} takov́y, že

a≤ a1 <b1≤ a2 <b2. . . < bn−1≤ an < bn≤ b a
n∑

j=1

(bj − aj) <δ . (3.5)

Sḿıme p̌redpokĺadat,že c nelěźı v žádńem z interval̊u (aj , bj), j =1, 2, . . . , n.
(Kdyby totiž bylo c∈ (ak, bk) pro ňejaḱe k∈{1, 2, . . . , n}, , rozďelili bychom
[ak, bk] na sjednoceńı [ak, c]∪ [c, bk] a nov́y syst́em by op̌et spľnoval (3.5)) M̊uže-
me tedy rozďelit dańy syst́em {[aj , bj ] : j = 1, 2, , . . . , n} na syst́emy

{[αj , βj ] : j = 1, 2, , . . . , m} a {[γj , δj ] : j = 1, 2, , . . . , p}

splńuj́ıćı (3.3) a (3.4). Soǔcet
n∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| se tedy rozpad́a na dva soǔcty,

z nicȟz kǎzdý je meňśı něz
ε

2
. Tud́ıž

n∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε.
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3.4 . P̌r ı́klad. Podle cvǐceńı 3.2 je kǎzdá funkce, kteŕa má spojitou derivaci na
[a, b ], absolutňe spojit́a na[a, b ]. Jednoduch́ym p̌rı́kladem absolutňe spojit́e funk-
ce na[a, b ] , kteŕa neḿa spojitou derivaci na(a, b), je nap̌r. funkce

f(x) =





x− a prox∈ [a,
a+ b

2
] ,

b−x prox∈ [
a+ b

2
, b ] ,

kteŕa je žrejmě absolutňe spojit́a na intervalech[a, a + b
2 ] a [a + b

2 , b ] a tedy podle
věty 3.3 taḱe na[a, b ].

3.5. Pozńamka. Jestlǐze f : [a, b ]→R, K⊂N a jestlǐze pro kǎzdé ε> 0 existuje
δ > 0 takov́e, že

∑

j∈K
|f(βj)− f(αj)| < ε (3.6)

plat́ı pro kǎzdý (nikoliv nutně koněcný) syst́em interval̊u {[αj , βj ]⊂ [a, b ] : j ∈K},
splňuj́ıćı

(αj , βj) ∩ (αk, βk) = ∅ pro j 6= k a
∑

j ∈K
(βj −αj) < δ , (3.7)

pak je funkcef : [a, b ]→R samožrejmě absolutňe spojit́a na[a, b ].

V následuj́ıćım lemmatu uḱažeme,že plat́ı i obráceńa implikace. Pozname-
nejme jěsťe, že podle lemmatu 2.21 je každý syst́em interval̊u spľnuj́ıćı (3.7) nej-
výše spǒcetńy.

3.6. Lemma. Je-li f ∈AC[a, b ], pak pro kǎzd́e ε > 0 existujeδ > 0 takov́e, že
(3.6)plat́ı pro libovolńy (p̌rı́padňe nekoněcný) syst́em podinterval̊u intervalu [a, b ]

{[αj , βj ]⊂ [a, b ] : j ∈K}

splňuj́ıćı (3.7).

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze f ∈AC[a, b ]. Zřejmě stǎćı dokázat tvrzeńı lem-
matu pro p̌rı́pad, že K=N. Necht’ je dáno ε > 0 a necht’ δ > 0 je uřceno defi-
nićı 3.1. Necht’ {[αj , βj ] : j ∈N} je syst́em podinterval̊u v [a, b ] splňuj́ıćı (3.7).
Potom pro kǎzdé m∈N máme

m∑

j=1

(βj −αj) < δ a tedy
m∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| < ε

2
.
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42 ABSOLUTNĚ SPOJIT́E FUNKCE

Odtud

∞∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| = lim
m→∞

m∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| ≤ ε

2
< ε .

Tı́m je d̊ukaz dokoňcen.

3.7. Věta. Každ́a funkce absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ] má na tomto inter-
valu koněcnou variaci.

D ů k a z . Necht’ f ∈AC. Zvolme δ > 0 tak, aby platilo

m∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < 1

pro kǎzdý koněcný syst́em interval̊u {[aj , bj ] : j =1, 2, , . . . , m} splňuj́ıćı (3.1).
Dále, zvolme ďeleńı {x0, x1, . . . , xk} intervalu [a, b ] tak, aby platilo

0 < xi−xi−1 < δ pro kǎzdé i =1, 2, . . . , k .

Potom pro kǎzdé i =1, 2, . . . , k a kǎzdé ďeleńı σi = {αi
0, α

i
1, . . . , α

i
mi
} intervalu

[xi−1, xi] máme

mi∑

j=1

(αi
j −αi

j−1) = xi−xi−1 < δ

a tud́ıž (podle v̌ety 2.11)

varba f =
k∑

i=1

varxi
xi−1

f =
k∑

i=1

sup
σi ∈D [xi−1,xi]

V (f, σi) ≤ k < ∞ .

3.8. Věta. Jestlǐzef, g ∈AC[a, b ], pak taḱe

|f | , f + g, f g, max{f, g}, min{f, g}∈AC[a, b ] .

Je-li nav́ıc |f(x)|> 0 na [a, b ], pak taḱe
1
f
∈AC[a, b ].

D ů k a z . Necht’ f, g ∈AC[a, b ].

a) Pro libovolńa x, y ∈ [a, b ] plat́ı |f(x)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)|. Tud́ıž

|f(x)− f(y)| ≥ ∣∣|f(x)| − |f(y)|∣∣
a
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m∑

j=1

∣∣|f(βj)| − |f(αj)|
∣∣ ≤

m∑

j=1

|f(βj)− f(αj)| .

Odtud okam̌zitě plyne,že taḱe |f | ∈AC[a, b ].

b) Druh́e a ťret́ı tvrzeńı, tj. f + g ∈AC[a, b ] a f g ∈AC[a, b ], plynou z nerovnostı́

|(f(x)+ g(x))− (f(y)+ g(y))| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
a

|f(x) g(x)− f(y) g(y)| ≤ ‖f‖ |g(x)− g(y)|+ ‖g‖ |f(x)− f(y)| .
c) Protǒze pro libovolńe x∈ [a, b ] máme

max{f(x), g(x)} =
1
2
(
f(x)+ g(x)+ |f(x)− g(x)|

)

a

min{f(x), g(x)} =
1
2
(
f(x)+ g(x)− |f(x)− g(x)|

)
,

plat́ı v důsledku a) a b) taḱe

max{f, g}∈AC[a, b ] a min{f, g}∈AC[a, b ] .

d) Koněcně, je-li nav́ıc |f(x)|> 0 pro x∈ [a, b ], pak existujeµ> 0 takov́e, že
|f(x)| ≥µ plat́ı pro x∈ [a, b ] a tud́ıž taḱe

∣∣∣ 1
f(x)

− 1
f(y)

∣∣∣ ≤ |f(x)− f(y)|
µ2

.

Nyńı už je snadńe uḱazat,že
1
f
∈AC[a, b ].

3.9. Věta. Funkcef : [a, b ]→R je absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ] právě teh-
dy, kdy̌z existuj́ı funkcef1 a f2 neklesaj́ıćı a absolutňe spojit́e na [a, b ] a takov́e,
žef = f1− f2 na intervalu[a, b ].
D ů k a z . a) Necht’ f = f1− f2 na [a, b ], kde f1, f2 jsou absolutňe spojit́e a
neklesaj́ıćı na [a, b ]. Pak podle v̌ety 3.8 je taḱe f absolutňe spojit́a na[a, b ].

b) Necht’ f ∈AC[a, b ]. Podle v̌et 3.7 a 2.14 existujı́ funkcef1, f2 neklesaj́ıćı
na [a, b ] takov́e, že f = f1− f2. Podle d̊ukazu v̌ety 2.14 m̊užeme polǒzit

f1(x) = varxa f a f2(x)= f1(x)− f(x) prox∈ [a, b ].

Vzhledem k v̌eťe 3.8 stǎćı dokázat,že f1 je absolutňe spojit́a na[a, b ]. P̌redpokĺa-
dejme,že je d́anoε> 0 a necht’ δ > 0 je takov́e, že

m∑

j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε

2
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44 ABSOLUTNĚ SPOJIT́E FUNKCE

plat́ı pro kǎzdý syst́em interval̊u {[aj , bj ] : j = 1, 2, , . . . ,m} splňuj́ıćı (3.1).

Necht’ [αj , βj ], j=1, 2, . . . , n, je libovolný syst́em interval̊u spľnuj́ıćı (3.3),
kde m =n. Pro kǎzdé j =1, 2, . . . , n zvolme ďeleńı σj = {σj

0, σ
j
1, . . ., σ

j
nj} in-

tervalu [αj , βj ]. Potom

n∑

j=1

nj∑

i=1

(
σj

i −σj
i−1

)
=

n∑

j=1

[
βj −αj

]
< δ

a tud́ıž

n∑

j=1

V (f, σj) <
ε

2
=

n∑

j=1

nj∑

i=1

∣∣f(σj
i )− f(σj

i−1

∣∣ .

Odtud ǔz plyne,že

n∑

j=1

(
f1(βj)− f1(αj)

)
=

n∑

j=1

var
βj
αjf =

n∑

j=1

(
sup

σj∈D [αj ,βj ]

V (f, σj)
)
≤ ε

2
< ε .

Tı́m je d̊ukaz v̌ety dokoňcen.

3.2 Absolutně spojité funkce a Lebesgue̊uv integrál

P̌ripoměnme, že podle v̌ety 2.29 kǎzdá funkce s koněcnou variaćı na intervalu
[a, b ] má pro s.v.x∈ [a, b ] koněcnou derivacif ′(x). Podle v̌ety 3.7 ḿa tedy
stejnou vlastnost i kǎzdá funkce, kteŕa je absolutňe spojit́a na [a, b ]. Ve zb́yvaj́ıćı
části t́eto kapitoly p̌ripomeneme ňekteŕe daľśı základńı vlastnosti derivaćı funkćı
absolutňe spojit́ych a souvislost mezi absolutnı́ spojitost́ı a neuřcitým Lebesgu-
eov́ym integŕalem. V p̌rı́padech, kdy se d̊ukazy nebo jejicȟcásti oṕıraj́ı o teorii
mı́ry v rozsahu p̌resahuj́ıćım rámec tohoto textu, d̊ukazy resp. jejich p̌rı́slušńe části
neuv́ad́ıme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. Integrálem se v tomto
odstavci rozuḿı integŕal Stieltjes̊uv.

Podle ńasleduj́ıćı věty jsou derivace funkcı́ s koněcnou variaćı (a tedy t́ım sṕıše
i funkćı absolutňe spojit́ych) lebesgueovsky integrovatelné. Jej́ı důkaz podstatňe
využ́ıvá řady poznatk̊u teorie ḿıry a Lebesgueovy integrace, které se nevejdou do
tohoto textu. Próuplný důkaz tedy odkazujeme na přı́slǔsnou literaturu (viz nap̌r.
[17, věta 91], [18, v̌eta VI.4.1], resp. [31, Theorem 22.7].

3.10 . V̌eta. Má-li funkce f : [a, b ]→R koněcnou variaci na [a, b ], pak je jej́ı
derivacef ′ lebesgueovsky integrovatelná na [a, b ].
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Je-li nav́ıc f neklesaj́ıćı na [a, b ], pak plat́ı nerovnost

0 ≤
∫ b

a
f ′(x) dx ≤ f(b)− f(a) , (3.8)

Nyńı ukážeme,̌ze neuřcitý integŕal integrovatelńe funkce je absolutňe spojit́y.

3.11. V̌eta. Jestlǐze g ∈L1 [a, b ] a f(x)=
∫ x

a
g d t pro x∈ [a, b ] , pak je funkce

f absolutňe spojit́a na intervalu[a, b ].
D ů k a z . Necht’ g ∈L1 [a, b ]. Bud’ dánoε> 0. Potom existujeδ > 0 takov́e, že

m∑

j=1

∫ bj

aj

∣∣g(x)
∣∣ dx < ε

plat́ı pro kǎzdý syst́em interval̊u {[aj , bj ]⊂ [a, b ] : j =1, 2, . . . , m} splňuj́ıćı (3.1)
(viz nap̌r. [18, věta V.5.5] nebo [17, v̌eta 51] - tato vlastnost se obvykle nazývá
absolutńı spojitost Lebesgueova integrálu).

Máme tedy

m∑

j=1

∣∣f(bj)− f(aj)
∣∣=

m∑

j=1

∣∣∣
∫ bj

aj

g d t
∣∣∣≤

m∑

j=1

∫ bj

aj

g dx< ε .

To znameńa, že f ∈AC[a, b ].

3.12. Cvǐceńı. Dokǎzte, že funkcef(x)=
√
|x| je absolutňe spojit́a na intervalu

[−1, 1], přičem̌z f neńı lipschitzovsḱa na[−1, 1]. (Návod: f je na[−1, 1] neuřci-
tým Lebesgueov́ym integŕalem lebesgueovsky integrovatelné funkce a soǔcasňe
f ′(0−)=−∞ a f ′(0+)=∞.)

Dalš́ı tvrzeńı se t́yká derivov́ańı neuřcitých integŕalů integrovatelńych funkćı.

3.13. V̌eta. Jestlǐzeg ∈L1 [a, b ] a

f(x) =
∫ x

a
g d t pro x∈ [a, b ] ,

potomf ′(x) = g(x) pro s.v.x∈ [a, b ].
D ů k a z se oṕırá o řadu v́ysledk̊u teorie ḿıry, kteŕe nejsou do tohoto textu
zǎrazeny. Odkazujeme tedy̌cteńǎre na d̊ukazy nap̌r. v [18, věta VI.3.1] nebo [31,
Theorem 23.4].
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Necht’ je dána funkceg ∈L1 [a, b ]. Podle v̌et 3.11 a 3.13) je jejı́ neuřcitý Lebe-
sgue̊uv integŕal f absolutňe spojit́y na [a, b ] a plat́ı f ′= f s.v. na[a, b ]. Chceme
ukázat,že f je absolutňe spojit́a na [a, b ] tehdy a jen tehdy,f je neuřcitý in-
tegŕalem ňejaḱe lebesgueovsky integrovatelné funkce. Pro d̊ukaz takov́eho tvrzeńı
je klı́čové ńasleduj́ıćı tvrzeńı známé jako Rieszovo lemma.

3.14. Lemma(RIESZ). Necht’ f ∈C[a, b ] a

E = {x∈ (a, b) : ∃ ξ ∈ (x, b] takov́e, žef(ξ) >f(x)} .

Potom je mnǒzina E otev̌rená a je sjednoceńım nejv́yše spǒcetńeho syst́emu po
dvou disjunktńıch otev̌rených interval̊u (ak, bk), při čem̌z pro kǎzd́y z nich plat́ı
f(ak)≤ f(bk).
D ů k a z je zalǒzen m.j. na zńamém faktu,že kǎzdá nepŕazdńa otev̌reńa mnǒzina
je sjednoceńım nejv́yše spǒcetńeho syst́emu po dvou disjunktńıch otev̌reńych in-
terval̊u (viz nap̌r. [16, věta 69]). Podrobńy důkaz Rieszova lemmatu lze nalézti
nap̌r. v monografii [18] v odstavci VI.1.2 v̌enovańem d̊ukazu Lebesgueovy věty
o derivaci funkce s koněcnou variaćı (nǎse v̌eta 2.29).

3.15. Pozńamka. Zobecňeńı Rieszova lemmatu na přı́pad, kdy funkcef může b́yt
jen regulovańa, bylo doḱazano v [40, lemma XIII.3.5].

3.16. Lemma. Jestlǐze f ∈AC[a, b ] je neklesaj́ıćı na [a, b ] a f ′(x) = 0 pro s.v.
x∈ [a, b ], pak f je konstantńı na [a, b ].
D ů k a z . Vzhledem ke své monot́onnosti funkcef zobrazuje interval[a, b ] na
interval [f(a), f(b) ]. Dokážeme,̌ze f(a)= f(b).

Necht’ je dánoε> 0 a necht’ δ > 0 přı́sluš́ı k tomutoε podle lemmatu 3.6.
Oznǎcme Z mnǒzinu v̌sechx∈ [a, b ] pro kteŕe plat́ı f ′(x)= 0. Podle p̌red-

pokladu ḿa jej́ı doplňek [a, b ] \Z nulovou ḿıru (µ([a, b ] \Z)= 0). To znameńa,
že existuje koněcný nebo spǒcetńy syst́em {(σj , βj) : j ∈K} splňuj́ıćı (3.7) a

[a, b ] \Z ⊂
⋃

j ∈K
(σj , βj) .

Obrazf([a, b ] \Z) mnǒziny [a, b ] \Z je tedy obsǎzen ve sjednocenı́ otev̌reńych
interval̊u {(f(σj), f(βj)) : j ∈K. Protǒze podle lemmatu 3.6 platı́ (3.6), plyne od-
tud, že mnǒzina f([a, b ] \Z) má nulovou ḿıru, tj.

µ(f([a, b ] \Z)) = 0 . (3.9)

Nyńı, necht’ x∈Z. Potom jef ′(x)= 0. Pro dańe ε tedy existuje∆> 0 takov́e,
že

f(t)− f(x)
t−x

< ε pro kǎzdé t takov́e, že 0< |t−x|<∆ .
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Odtud plyne,̌ze

ε x− f(x) < ε t− f(t) plat́ı pro kǎzdé t∈ (x, x +∆) .

Podle Rieszova lemmatu které poǔzijeme na funkciε x− f(x) na ḿısťe f(x),
je tedy mnǒzina Z obsǎzena ve sjednocenı́ koněcného nebo spǒcetńeho syst́emu
disjunktńıch interval̊u {(ak, bk)⊂[a, b ] : k∈K}, přičem̌z plat́ı

ε ak− f(ak) ≤ ε bk− f(bk) pro kǎzdé k∈K
neboli

f(bk)− f(ak) ≤ ε (bk− ak) pro kǎzdék∈K
a tud́ıž

∑

k∈M

[
f(bk)− f(ak)

] ≤ ε
∑

k∈M

[
bk− ak

] ≤ ε (b− a) .

Odtud ǔz vid́ıme,že mnǒzina f(Z) má taḱe nulovou ḿıru, tj.

µ(f(Z)) = 0 . (3.10)

Podle (3.9) a (3.10) ḿa interval [f(a), f(b)] = f(Z)∪ (f([a, b ] \ f(Z)) nulo-
vou d́elku, tj. (vzhledem k monotónnosti funkcef ) mámef(a)= f(x)= f(b) pro
každé x∈ (a, b).

3.17. V̌eta. Funkcef : [a, b ]→R je absolutňe spojit́a na [a, b ] právě tehdy, kdy̌z

f(x)− f(a) =
∫ x

a
g(t) dt pro x∈ [a, b ] (3.11)

pro nějakou funkcig ∈L1 [a, b ]. Potom jef ′ = g s.v. na[a, b ].
D ů k a z . a) Necht’ g ∈L1 [a, b ] a

f(x) = f(a)+
∫ x

a
g(t) dt pro x∈ [a, b ] .

Potom podle v̌ety 3.11 jef absolutňe spojit́a na[a, b ] a podle v̌ety 3.13 jef ′= g
s.v. na[a, b ].

b) P̌redpokĺadejme zprvu,̌ze funkcef ∈AC[a, b ] je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Podle
vět 3.7 a 3.10 jef ′ ∈L1 [a, b ]. Polǒzme

h(x) =
∫ x

a
f ′ d t, a g(x) = f(x)−h(x) pro x∈ [a, b ] .
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Ukážeme,že taḱe funkceg je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Vskutku, podle v̌ety 3.10 pro
libovolné bodyx, y ∈ [a, b ] takov́e, že x≤ y, máme

g(y)− g(x) =
(
f(y)−h(y)

)− (
f(x)−h(x)

)

=
(
f(y)− f(x)

)−
∫ y

x
f ′ d t ≥ 0

Dále, podle v̌ety 3.11 je funkceh absolutňe spojit́a na[a, b ] a podle v̌ety 3.13
je h ′= f ′ s.v. na[a, b ]. To znameńa, že g ′=(f −h) ′=0 s.v. na[a, b ]. Podle
lemmatu 3.16 je proto funkceg konstantńı na [a, b ]. Máme tedy

g(x) = f(x)−h(x) = f(a)−h(a) = f(a) pro x∈ [a, b ]

neboli

f(x) = f(a) +h(x) = f(a)+
∫ x

a
f ′ d t pro x∈ [a, b ]

a tud́ıž (3.11) plat́ı pro kǎzdou funkcif ∈AC[a, b ], kteŕa je neklesajı́ćı na [a, b ].

V obecńem p̌rı́paďe f ∈AC[a, b ] existuj́ı podle v̌ety 3.9 funkcef1, f2 abso-
lutně spojit́e na [a, b ], neklesaj́ıćı na [a, b ] a takov́e, že f = f1− f2 na [a, b ].
Máme tedy

f(x) = f1(x)− f2(x) =
(
f1(a)+

∫ x

a
f ′1 d t

)
−

(
f2(a)+

∫ x

a
f ′2 d t

)

= f(a) +
∫ x

a
f ′ d t pro x∈ [a, b ] .

Důkaz je dokoňcen.

3.18. Cvǐceńı. (i) Dokǎzte ńasleduj́ıćı dvě tvrzeńı:

a) Jestlǐzef ∈AC[a, b ], pak jef ′=0 s.v. na[a, b ] tehdy a jen tehdy, když
f je konstantńı na [a, b ]. (Srovnejte s pozńamkou 2.30 .)

a

b) Pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] a kǎzd́e x∈ [a, b ] plat́ı

f AC(x)− f AC(a) =
∫ x

a
f ′ dt .

(ii) Je zńamo,že je-li f absolutňe spojit́a na [a, b ] a v(x)= varba f, pak plat́ı
v′ = |f ′| s.v. na[a, b ] (viz [17, Věta 118]). Na źaklaďe tohoto faktu dokǎzte,

že varba f =
∫ b

a
|f ′| dx pro kǎzdou funkcif absolutňe spojitou na[a, b ].
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3.3 Lebesgue̊uv rozklad funkc ı́ s koněcnou variaćı

Vı́me již (viz věta 2.37 a pozńamka 2.38),̌ze kǎzdou funkci s koněcnou variaćı na
[a, b ] můžeme rozlǒzit na soǔcet funkce spojit́e a funkce skokov́e resp. na rozd́ıl
dvou funkćı neklesaj́ıćıch na[a, b ] (viz věta 2.14). Daľśı možnost rozkladu funkćı
s koněcnou variaćı nab́ıźı následuj́ıćı věta.

3.19. V̌eta (LEBESGUE̊UV ROZKLAD FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ). Pro kǎz-
dou funkcif ∈BV[a, b ] existuj́ı absolutňe spojit́a funkcef AC, singuĺarńı spojitá
funkcef SC a skokov́a funkcef B takov́e, že

f = f AC + f SC+ f B na [a, b ] .

Jestlǐzef = f1 + f2 + f3, kde funkcef1 je absolutňe spojit́a na [a, b ], funkce
f2 je singuĺarńı a spojit́a na [a, b ] a funkcef3 je skokov́a funkce na[a, b ], pak
jsou funkcef AC− f1, f SC− f2 a f B− f3 konstantńı na [a, b ].
D ů k a z . a) Podle v̌ety 2.37 existuje skoková funkce f B takov́a, že funkce
f C = f − f B je spojit́a na[a, b ]. Polǒzme

f AC(x) =
∫ x

a
f ′(t) dt a f SC(x) = f C(x)− f AC(x) prox∈ [a, b ] .

Podle v̌ety 2.35 je(f B) ′=0 s.v. na[a, b ] a podle v̌ety 3.13 ḿame(f AC) ′ = f ′

s.v. na[a, b ]. To znameńa, že

(f SC) ′= f ′− (f AC) ′− (f B) ′=0 s.v. na[a, b ].

b) Necht’ f = f1+f2+f3, kde f1 ∈AC[a, b ], f2 je singuĺarńı a spojit́a na [a, b ]
a f3 ∈B[a, b ]. Podle v̌ety 2.37 jsou rozd́ıly

(
f AC + f SC

)− (
f1 + f2

)
a f B− f3

konstantńı na [a, b ]. Muśı být tedy konstantńı na [a, b ] i rozd́ıl

f AC− f1 = −(
(f AC + f SC)− (f1 + f2)

)− (
f B− f3

)
.

Tı́m jsme dokoňcili důkaz.

3.20. Definice.Jestlǐze f ∈BV[a, b ], pak funkcef AC resp.f SC resp.f B z věty
3.19 naźyvámeabsolutňe spojit́a část resp.spojitá singuĺarńı část resp.skokov́a
částfunkcef.

Kapitolu uzav̌reme jěsťe jedńım dopľnkem ke v̌eťe 3.19.

3.21. V̌eta. Je-li f ∈AC[a, b ] neklesaj́ıćı na [a, b ], pak jsou neklesajı́ćı na [a, b ]
i funkcef AC, f SC, a f B z v̌ety 3.19 .
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D ů k a z . Necht’ f ∈AC[a, b ] je neklesaj́ıćı na [a, b ] a funkce f AC,
f SCf B jsou p̌riřazeny funkcif podle v̌ety 3.19. Dále, necht’ {wk} je mnǒzina
bod̊u nespojitosti funkcef a x, y je libovolná dvojice bod̊u z [a, b ] takov́a, že
x≤ y.

Protǒze f je neklesaj́ıćı na [a, b ], máme

∆+f(t) ≥ 0 a ∆−f(s) ≥ 0 pro t∈ [a, b), s∈ (a, b]

a proto

f B(y)− f B(x) =
∑

x < wk ≤ y

∆−f(wk) +
∑

x≤wk < y

∆+f(wk) ≥ 0 .

Skokov́a částf B funkcef je tedy neklesajı́ćı na [a, b ].

Oznǎcme d́ale symbolemg spojitoučást funkcef, tj. g = f−f B. Podle D̊u-
sledku 2.26 ḿame

f B(y)− f B(x) ≤ varyxf = f(y)− f(x)

a tud́ıž

g(y)− g(x) =
(
f(y)− f(x)

)− (
f B(y)− f B(x)

) ≥ 0 .

Spojit́a část funkcef je tedy neklesajı́ćı na [a, b ].

Pro s.v.x∈ [a, b ] je

f ′(x) = lim
y→x

f(y)− f(x)
x− y

∈R .

Protǒze je f neklesaj́ıćı na [a, b ], plat́ı f ′(x)≥ 0 pro s.v.x∈ [a, b ]. Podle V̌e-
ty 3.17 tedy dostaneme

f AC(y)− f AC(x) =
∫ y

x
f ′(t) d t ≥ 0 jakmile x, y ∈ [a, b ] a x≤ y .

To znameńa, že f AC je neklesaj́ıćı na [a, b ].

Podle v̌ety 2.35 je(f B) ′=0 s.v. na[a, b ] a v d̊ukazu v̌ety 3.19 bylo uḱaźano,
že taḱe (f SC) ′=0 s.v. na[a, b ]. Tud́ıž

g ′ = f ′− (f SC) ′− (f B) ′= f ′ s.v. na[a, b ].
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Odtud poǔzitı́m (3.8) a v̌ety 3.17 odvod́ıme,že plat́ı

g(y)− g(x) ≥
∫ y

x
g ′(t) d t =

∫ y

x
f ′(t) d t = f AC(y)− f AC(x)

neboli

f SC(y)− f SC(x) =
(
g(y)− f AC(y)

)− (
g(x)− f AC(x)

)

=
(
g(y)− g(x)

)− (
f AC(y)− f AC(x)

) ≥ 0 .

Spojit́a singuĺarńı část f SC funkce f je tedy taḱe neklesajı́ćı na [a, b ]. Tı́m je
důkaz dokoňcen.

Dalš́ı podrobnosti o funkćıch absolutňe spojit́ych lze naĺezti v monografíıch V. JarńıkaDi-
ferencíalńı početII [16, v.9], Integrálńı početII [17, v.5], A.N. Kolmogorova a S.V. Fomina
Základy teorie funkćı a funkciońalńı anaĺyzy[18, Sec. 33.2] ǎS. SchwabikaIntegrace vR
(Kurzweilova teorie) [40, XIII.4] a ve skriptech [31] J. Lukěse a J. MaĺehoMeasure and
Integral.
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Kapitola 4

Regulovańe funkce

4.1. Definice.Funkcef : [a, b ]→R se naźyvá regulovańa na [a, b ], jestliže pro
každé t∈ (a, b] a kǎzdé s∈ [a, b) existuj́ı koněcné limity

f(t−) = lim
τ→t− f(τ) a f(s+) = lim

τ→s+
f(τ) ,

tj. má-li funkcef na intervalu[a, b ] nespojitosti nejv́yše1. druhu. Množinu funkćı
regulovańych na[a, b ] znǎćımeG[a, b ].

4.2. Pozńamka. Zřejmě BV[a, b ]∪C[a, b ]⊂G[a, b ], přičem̌z

G[a, b ] \C[a, b ] 6= ∅ a G[a, b ] \BV[a, b ] 6= ∅ .

Následuj́ıćı tvrzeńı plyne okam̌zitě z lemmatu 2.21.

4.3. Věta. Každ́a funkce regulovańa na [a, b ] má na [a, b ] nejv́yše spǒcetňe mnoho
bod̊u nespojitosti.

4.4. Věta. Jestlǐze posloupnost{fn} regulovańych funkćı konverguje stejnom̌erně
na intervalu[a, b ] k funkcif, potomf ∈G[a, b ].
D ů k a z . Necht’ x∈ [a, b), necht’ {xk}⊂ (x, b] je libovolná posloupnost taková,
že xk >x pro v̌sechnak∈N a xk→x pro k→∞. Necht’ je dáno libovolńe
ε> 0. Zvolme n0 ∈N a k0 ∈N tak, aby platilo

‖f − fn0‖ <
ε

3
a |fn0(xk)− fn0(x `)| < ε

3
pro v̌sechnak, `≥ k0 .

Potom budeme ḿıt pro v̌sechnak, `≥ k0

|f(xk)− f(x `)|
≤ |f(xk)− fn0(xk)|+ |fn0(xk)− fn0(x `)|+ |f(x `)− fn0(x `)| < ε ,

tj. existuje koněcná limita f(x+) = lim
k→∞

f(xk). Podobňe bychom uḱazali,že pro

každé x∈ (a, b] existuje koněcná limita f(x−).
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4.5. Definice.Pro libovolnou funkcif : [a, b ]→R, otev̌reńy interval (α, β)⊂ [a, b ]
a ďeleńı σ ∈D [a, b ] definujeme

ω(α,β)(f) = sup
x′,x′′ ∈ J

|f(x′)− f(x′′)| a ωD(f) = max
i=1,2,...,m

ω(σi−1,σi)(f).

4.6. Věta. Následuj́ıćı tři tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(i) f ∈G[a, b ].

(ii) Existuje posloupnost{fn} ⊂ S[a, b ] (jednoduch́ych skokov́ych funkćı), kte-
rá konverguje stenom̌erně k f na [a, b ].

(iii) Pro kǎzd́e ε> 0 existuje ďeleńı σ ∈D [a, b ] takov́e, žeωD(f) <ε.

D ů k a z . a) Implikace (ii)=⇒ (i) je dokáźana v̌etou 4.4.

b) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (i) a necht’ je dáno libovolńe ε> 0. Potom pro kǎzdé
x∈ [a, b ] existujeδ(x) > 0 takov́e, že plat́ı

x− δ(x) >a pro v̌sechnax∈ (a, b], x + δ(x) <b pro v̌sechnax∈ [a, b)

a

ω(a,a + δ(a))(f) < ε, ω(b− δ(b),b)(f) < ε ,

ω(x− δ(x),x)(f) < ε, ω(x,x + δ(x))(f) < ε pro v̌sechnax∈ (a, b) .

}
(4.1)

Intervaly

[a, a+ δ(a)), (x− δ(x), x+ δ(x)), x∈ (a, b), (b− δ(b), b ]

tvořı́ otev̌reńe pokryt́ı intervalu[a, b ], ze kteŕeho lze podle Vitaliovy v̌ety (viz nap̌r.
[16, věta 81]) vybrat pokrytı́ koněcné, tj. koněcný syst́em interval̊u

[a, a+ δ(a)), (xi− δ(xi), xi + δ(xi)) , i =1, 2, . . . ,m− 1, (b− δ(b), b],

takov́y, že

[a, a+ δ(a))∪
m⋃

j=1

(xi− δ(xi), xi + δ(xi))∪ (b− δ(b), b] ⊃ [a, b ] ,

Soǔcasňe, vzhledem k (4.1), platı́

ω(xi−δ(xi),xi)(f) <ε a ω(xi,xi+δ(xi))(f)< ε pro v̌sechnai = 1, 2, . . . m−1 .
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Oznǎcmex0 = a a xm = b a necht’

σ =
{

x0, σ1, x1, . . . σm− 1, xm− 1, σm, xm

}
,

kde

σi ∈ (xi− δ(xi), xi−1 + δ(xi−1))∩ (xi−1, xi), i= 1, 2, . . . , m− 1 .

Potom

ω(a,σ1)(f) ≤ ω(a,a+δ(a))(f) < ε, ω(σm,b)(f) ≤ ω(b−δ(b),b)(f) < ε

a

ω(σi,xi)(f) ≤ ω(xi−δ(xi),xi)(f) < ε, ω(xi,σi+1)(f) ≤ ω(xi,xi+δ(xi))(f) < ε

pro kǎzdé i = 1, 2, . . . , m− 1, tj.

ωD(f) < ε .

c) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (iii). Necht’ je dánoε> 0 a necht’

σ = {σ0, σ1, . . . , σm} ∈D [a, b ]

je děleńı [a, b ] takov́e, že ωD(f) < ε. Pro kǎzdé i∈{1, 2, . . . , m} zvolme libo-
volně ξi ∈ (σi−1, σi) a definujme

gε(x) =

{
f(σi) pro x = σi ,

f(ξi) pro x∈ (σi−1, σi) .

Pro kǎzdé x∈ [a, b ] máme |f(x)− gε(x)|< ε a tud́ıž taḱe ‖f − gε‖<ε. Jestlǐze
tedy pro kǎzdé n∈N definujemefn = g1/n, budefn ∈S[a, b ] pro kǎzdé n∈N a
fn ⇒ f na [a, b ] pro n→∞.

4.7. Důsledek. Každ́a funkce regulovańa na [a, b ] je na [a, b ] ohranǐceńa.

D ů k a z . Podle tvrzeńı (iii) z v ěty 4.6 existuje ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm}
intervalu [a, b ] takov́e, že

|f(x)| ≤ |f(
σj−1 +σj

2
)|+1 pro x∈ (σj−1, σj), j ∈{1, 2, . . . , m}.

Odtud plyne,̌ze |f(x)| ≤ M pro v̌sechnax∈ [a, b ], kde

M = max
{
|f(a)|, |f(

σj−1 +σj

2
)|+1, |f(σj)| : j =1, 2, . . . ,m

}
< ∞ .
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4.8. Důsledek. Pro kǎzd́e ε> 0 existuje nejv́yše koněcně mnohox∈ [a, b ] tako-
vých,že plat́ı

|∆+f(x)| > ε nebo |∆−f(x)| > ε .

D ů k a z . Podle tvrzeńı (iii) z v ěty 4.6 ke kǎzdému ε> 0 můžeme naj́ıt děleńı
σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] takov́e, že

|f(x)− f(y)|<ε pro x, y ∈ (σj−1, σj), j ∈{1, 2, . . . ,m}.

Specíalně, |∆+f(x)|= |f(x+)− f(x)| ≤ ε a |∆−f(x)|= |f(x)− f(x−)| ≤ ε
pro v̌sechnax∈ [a, b ] \σ. Plat́ı tedy tvrzeńı tohoto d̊usledku.

4.9. Věta. G[a, b ] je Banach̊uv prostor vzhledem k norm̌e

‖f‖G = ‖f‖ = sup
x∈ [a,b ]

|f(x)| .

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze posloupnost{fn}⊂G[a, b ] je cauchyovsḱa v pro-
storuG[a, b ]. Jako včástech a) a b) d̊ukazu v̌ety 2.19 m̊užeme doḱazat,že existuje
funkcef : [a, b ]→R takov́a,že lim

n→∞ ‖fn− f‖=0. Podle v̌ety 4.4 jef ∈G[a, b ]
a t́ım je věta doḱaźana.
4.10. Pozńamky.

(i) Podle definice 2.32f ∈S[a, b ] právě tehdy, kdy̌z existuje ďeleńı σ inter-
valu [a, b ] takov́e, že f je konstantńı na kǎzdém podintervalu(σj−1, σj).
Každá funkce zS[a, b ] je koněcná linéarńı kombinace funkćı tvaru χ(α,β)

a χ[τ ], kde (α, β) může b́yt libovolný podinterval v [a, b ] a τ může b́yt
libovolný bod z [a, b ]. Plat́ı ovšem χ(α,β) = χ(α,b]−χ[β,b] pro libovolńa
α, β ∈ [a, b ], α < β a χ[τ ] = χ[τ,b]−χ(τ,b] pro kǎzdé τ ∈ [a, b ).

Tud́ıž f ∈S[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z f je koněcná linéarńı kombinace
charakteristicḱych funkćı interval̊u [τ, b], (τ, b], τ ∈ [a, b], a charakteris-
tické funkce jednobodov́eho intervalu[b], tj.

S[a, b ] = Lin
(
χ[τ,b], χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

kde (Lin (M) znǎćı lineárńı obal mnǒziny M. Podobňe bychom uḱazali,
že je taḱe

S[a, b ] = Lin
(
χ[a,τ ], χ[a,τ)], τ ∈ (a, b], χ[a]

)
,
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(ii) Množina S[a, b ] je podle tvrzeńı (ii) v ěty 4.6 hust́a v G[a, b ], tj.

S[a, b ] = G[a, b ], kde S[a, b ] znǎćı uzávěr S[a, b ] v G[a, b ].

4.11. Lemma. Necht’ {fn}⊂G[a, b ] a fn ⇒ f na [a, b ]. Potom plat́ı té̌z

fn(x−) ⇒ f(x−) a fn(x+)⇒ f(x+) na [a, b ] ,

kdef(a−)= f(a), f(b+)= f(b) a fk(a−)= fk(a), fk(b+)= fk(b) pro k∈N.

D ů k a z . Pron∈N položme

f̃n(x) =

{
fn(x+) když x∈ [a, b) ,

fn(b) když x= b

a

f̃(x) =

{
f(x+) když x∈ [a, b) ,

f(b) když x= b .

Necht’ je dáno ε> 0. Existuje nε ∈N takov́e, že je |fn(t)− f(t)|<ε pro kǎzdé
n≥nε a kǎzdé t∈ [a, b ]. Odtud ov̌sem limitńım p̌rechodemt→x+ dostaneme,
že taḱe pro kǎzdé x∈ [a, b) a kǎzdé n≥nε plat́ı

|f̃n(x)− f̃(x)| = lim
t→x+

|fn(t)− f(t)| ≤ ε ,

tj.

lim
n→∞ ‖f̃n− f̃‖ = 0 nebolifn(x+)⇒ f(x+) na[a, b ] .

Podobňe bychom uḱazali,že plat́ı i fn(x−) ⇒ f(x−) na [a, b ].

Ve zb́yvaj́ıćı části kapitoly uvedeme ňekolik tvrzeńı, kteŕe budou pozďeji (zej-
ména v kapitoĺach 6 a 7) ǔzitečné. Nejprve shrneme důsledky lemmatu 4.11 pro
někteŕe d̊uležité podmnǒziny prostoruG[a, b ].

4.12. D̊usledky. Mnǒziny

G L [a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) = f(x) na (a, b)} ,

G̃ L [a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) = f(x) na (a, b]},
G R[a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x+) = f(x) na (a, b)},
G̃ R[a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) = f(x) na [a, b)},
Greg[a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) + f(x+) = 2 f(x) na (a, b)}





(4.2)

jsou uzav̌rené vG[a, b ] a tud́ıž jsou to taḱe Banachovy prostory vzhledem k ope-
raćım a norm̌e indukovańym zG[a, b ].
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4.13. Lemma.

G L [a, b ] ∩ S[a, b ] = G L [a, b ], G̃L[a, b ] ∩ S[a, b ] = G̃L[a, b ],

GR[a, b ] ∩ S[a, b ] = GR[a, b ], G̃R[a, b ] ∩ S[a, b ] = G̃R[a, b ],

Greg[a, b ] ∩ S[a, b ] = Greg[a, b ].

D ů k a z . Doḱažeme pouze prvnı́ a posledńı tvrzeńı. Zbývaj́ıćı vztahy se doḱažou
analogicky.

a) Necht’ f ∈G L [a, b ] a ε> 0. Podle v̌ety 4.6 (ii) existujeϕ∈S[a, b ] takov́e, že

|f(x)−ϕ(x)| ≤ ‖f −ϕ‖ < ε pro x∈ [a, b ] . (4.3)

Dále, pro kǎzdé x∈ (a, b) existujeδ(x) > 0 takov́e, že x− δ(x) >a a

|f(x)− f(t)| = |f(x−)− f(t)| < ε pro t∈ (x− δ(x), x) .

Pro kǎzdé x∈ (a, b) a t∈ (x− δ(x), x] tedy ḿame

|ϕ(x)−ϕ(t)| ≤ |ϕ(x)− f(x)|+ |f(x)− f(t)|+ |f(t)−ϕ(t)| < 3 ε ,

tj.

|ϕ(x)−ϕ(x−)| ≤ 3 ε.

Polǒzme

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) pro x= a nebox= b ,

ϕ(x−) pro x∈ (a, b) .

Potomϕ̃∈G L [a, b ]∩S[a, b ],

|f(x)− ϕ̃(x)| = |f(x)−ϕ(x)| < ε když x= a nebox= b

a

|f(x)− ϕ̃(x)|
≤ |f(x)−ϕ(x)|+ |ϕ(x)−ϕ(x−)| < 4 ε když x∈ (a, b) .

Odtud ǔz plyne,že mnǒzinaG L [a, b ]∩S[a, b ] je hust́a v G L [a, b ].
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b) Necht’ f ∈Greg[a, b ]. Necht’ je dáno ε> 0 a funkceϕ∈S[a, b ] je takov́a, že
plat́ı ((4.3)). Potom muśı být také

|f(x−)−ϕ(x−)| ≤ ε prox∈ [a, b) ,
a

|f(x+)−ϕ(x+)| ≤ ε prox∈ (a, b] .



 (4.4)

Polǒzme

ϕ̃(x) =





ϕ(a) když x = a ,

1
2

(
ϕ(x+)+ϕ(x−)

)
když x ∈ (a, b) ,

ϕ(b) když x = b .

(4.5)

Potomϕ̃∈S[a, b ]∩Greg[a, b ]. Dále, vzhledem k ((4.4)) a ((4.5)),

|f(x)− ϕ̃(x)| = ∣∣1
2 [f(x+)+ f(x−)]− 1

2 [ϕ(x+)+ϕ(x−)]
∣∣

≤ 1
2

(∣∣f(x+)−ϕ(x+)
∣∣+

∣∣f(x−)−ϕ(x−)
∣∣
)
≤ ε

když x∈ (a, b). Koněcně, podle (4.3) a (4.5) ḿame

|f(x)− ϕ̃(x)| = |f(x)−ϕ(x)| < ε když x= a nebox= b .

Odtud ǔz plyne,že plat́ı Greg[a, b ]∩S[a, b ] =Greg[a, b ].

4.14. Lemma.

G L [a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

G̃ L [a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
χ[a,τ ], τ ∈ (a, b ]

)
,

G R[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ[a], χ[τ,b], τ ∈ [a, b)

)
,

G̃ R[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
χ[τ,b], τ ∈ [a, b)

)
,

Greg[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ(a,b],

1
2

χ[τ ] +χ(τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
,

G̃reg[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1,

1
2

χ[τ ] +χ(τ,b], τ ∈ (a, b)
)

.

D ů k a z . Prvńı tvrzeńı je obsǎzeno v pozńamce 4.10 (i). Doḱažeme jěsťe nap̌r.
předposledńı z uvedeńych relaćı.

Necht’ tedy f ∈S[a, b ]∩Greg[a, b ]. Potom existuj́ı

m∈N, c0, c1, . . ., cm+1 ∈R a σ =
{
σ0, σ1, . . . , σm

}∈D [a, b ]
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takov́e, že

f(x) =





c0 když x= a,

cj když x∈ (σj−1, σj) pro ňejaḱe j =1, 2, . . . , m ,

cj + cj+1

2 když x=σj pro ňejaḱe j = 1, 2, . . . ,m−1 ,

cm+1 když x= b,

tj.

f(x) = c0 χ[a](x)+
m∑

j=1

cj χ(σj−1,σj)(x)

+
1
2

( m−1∑

j=1

(
cj + cj+1

)
χ[σj ](x)

)
+ cm+1χ[b](x) pro x∈ [a, b ] .





(4.6)

Pravou stranu vztahu ((4.6)) můžeme upravit takto

f = c0 χ[a,b ]− c0 χ(a,b] +
m∑

j=1

cj χ(σj−1,b]−
m−1∑

j=1

cj χ[σj ,b]− cm χ[b]

+ 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ] + 1
2

m−1∑

j=1

cj+1 χ[σj ] + cm+1 χ[b]

= c0 χ[a,b ]− c0 χ(a,b] +
m∑

j=1

cj χ(σj−1,b]−
m−1∑

j=1

cj (χ(σj ,b] +χ[σj ])

+ 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ] + 1
2

m−1∑

j=1

cj+1 χ[σj ] +(cm+1− cm) χ[b]

= c0 χ[a,b ]− c0 χ(a,b] +
m−1∑

j=0

cj+1 χ(σj ,b]−
m−1∑

j=1

cj χ(σj ,b]

− 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ] + 1
2

m−1∑

j=1

cj+1 χ[σj ] +(cm+1− cm) χ[b]

= c0χ[a,b ] +(c1− c0)χ(a,b] +
m−1∑

j=1

(cj+1− cj)
(
χ(σj ,b] + 1

2χ[σj ]

)

+ (cm+1− cm) χ[b]

= d0χ[a,b ] + d1 χ(a,b] +
m∑

j=2

dj

(
χ(σj ,b] + 1

2χ[σj ]

)
+ dm+1 χ[b] ,
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kde

d0 = c0, dj = cj − cj−1 pro j =1, 2, . . . , m+1 . (4.7)

Dokázali jsme tedy,̌ze

f ∈Lin
(
1, χ(a,b],

1
2

χ[τ ] +χ[τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
.

Protǒze vztahy ((4.7)) definujı́ vzájemňe jednoznǎcnou korespondenci mezi vek-
tory

(c0, c1, . . . , cm, cm+1) a (d0, d1, . . . , dm, dm+1) ,

znameńa to,že plat́ı

Greg[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ(a,b], χ[τ ], χ[τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
.

Dalš́ı podrobnosti t́ykaj́ıćı se regulovańych funkćı lze naj́ıt zejména v monografiiVolterra
Stieltjes-Integral Equations[14, sec.3] Ch. Ḧoniga. Užitečné specíalńı dodatky (nap̌r.
charakterizace prekompaktnı́ch mnǒzin v prostoruG[a, b ], zobecňeńı Hellyovy
věty o v́yběru) jsou obsǎzeny taḱe v pŕaci D. Frǎnkové [6].
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Kapitola 5

Riemannův-Stieljesův integrál

Odpov̌ed’ na ňekteŕe úlohy zḿıněńe v úvodńı kapitole d́avá integŕal Riemann̊uv –
Stieltjes̊uv, kteŕy je p̌rirozeńym zobecňeńım zńamého integŕalu Riemannova.

5.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

P̌ripoměnme (viz definice 2.1),̌ze koněcnou mnǒzinu σ=
{
σ0, σ1, . . . , σν(σ)

}
bo-

dů intervalu[a, b ] naźyvámeděleńım intervalu[a, b ], jestliže plat́ı

a=σ0 <σ1 < . . . <σν(σ) = b .

Množinu v̌sech ďeleńı intervalu [a, b ] znǎćıme D [a, b ] a

|σ|= max
j = 1,2,...,ν(σ)

(σj −σj−1)

a řı́káme,že σ′ je zjemňeńı σ jestlie σ′⊃σ.

5.1. Definice.Dvojici (σ, ξ)∈D [a, b ]×Rν(σ) nazvemeznǎceńym ďeleńım inter-
valu [a, b ], jestliže plat́ı

σj−1≤ ξj ≤σj pro v̌sechnaj =1, 2, . . . , ν(σ) .

T [a, b ] je mnǒzina v̌sech znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ]. Řı́káme taḱe,že ξj je
znǎckapodintervalu[σj−1, σj ] a ξ je vektor znǎcek.

Pro dańe ďeleńı σ ∈D [a, b ] znǎćıme symbolemτ(σ) mnǒzinu v̌sechξ ∈Rν(σ)

takov́ych, že (σ, ξ)∈T [a, b ].

Abychom zabŕanili záměňe s elementy mnǒzin ρ,σ, . . . či vektor̊u ξ, η, . . . , bu-
deme posloupnosti děleńı resp. znǎceńych ďeleńı zapisovat jako nap̌r. {σn} resp.
(ρn, ηn). Záměna s mocninami zde nehrozı́.

5.2. Definice.Pro dańe funkcef, g : [a, b ]→R a znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu
[a, b ] definujeme

Sf∆ g(σ, ξ; [a, b ]) :=
ν(σ)∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] .

Nebude-li hrozit nedorozum̌eńı, budeme pśat kŕatceS(σ, ξ; [a, b ]) resp.S(σ, ξ)
mı́sto Sf∆ g(σ, ξ; [a, b ]).
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5.3. Definice.Necht’ f, g : [a, b ]→R.

(i) Řekneme,̌ze existujeRiemann̊uv – Stieltjes̊uv (δ) integrál (krátce(δ)RS – inte-
grál) funkcef vzhledem k funkcig

(δ)
∫ b

a
f(x) d[g(x)]

(
znǎćıme t́ež (δ)

∫ b

a
f dg

)

a má hodnotuI ∈R, jestliže

∀ ε> 0 ∃ δ > 0 :
(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a |σ|<δ

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I| < ε .



 (5.1)

(ii) Řekneme,̌ze existujeRiemann̊uv– Stieltjes̊uv (σ) integrál (krátce(σ)RS – in-
tegŕal) funkcef vzhledem k funkcig

(σ)
∫ b

a
f(x) d[g(x)]

(
znǎćıme t́ež (σ)

∫ b

a
f dg

)

a má hodnotuI ∈R, jestliže

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :
(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I| < ε .



 (5.2)

(iii) Jestliže c∈ [a, b ] a funkcef, g jsou definov́any v boďe c, klademe

(δ)
∫ c

c
f dg=(σ)

∫ c

c
f dg=0.

Existuje-li integŕal (δ)f dg, pak definujeme(δ)
∫ a

b
f dg = −(δ)

∫ b

a
f dg a existu-

je-li integŕal (σ)
∫ b

a
f dg, definujeme(σ)

∫ a

b
f dg = −(σ)

∫ b

a
f dg.

5.4. Pozńamka. Pojem(δ)RS – integŕalu odpov́ıdá p̊uvodńı Stieltjesov̌e definici,
zat́ımco (σ)RS – integŕal bývá ňekdy naźyván t́ež Moore̊uv–Pollard̊uv integŕal.

Klasický Riemann̊uv integŕal je specíalńım p̌rı́padem(δ)RS – integŕalu pokud
g(x)≡x pro x∈ [a, b ].

Vyskytne-li se v ňekteŕych tvrzeńıch pojem RS – integrál, bez rozlǐseńı zda se
jedńa o (δ)RS – integŕal či o (σ)RS – integŕal, bude to znamenat,že dańe tvrzeńı
plat́ı pro oba pojmy. V takov́ych a daľśıch p̌rı́padech, kdy nehrozı́ nedorozum̌eńı,
také nep̌ripojujeme symboly(δ) či (σ) k symbol̊um integŕalů. Funkcef v in-

tegŕalu
∫ b

a
f dg se naźyvá integrand, zat́ımco funkceg se naźyvá integrátor.
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Z definice 5.3 usoud́ıme,že (δ)RS – integŕal je specíalńım p̌rı́padem(σ)RS –
integŕalu.

5.5. Věta. Je-li (δ)
∫ b

a
f dg = I ∈R, pak plat́ı také (σ)

∫ b

a
f dg = I.

D ů k a z . Pro kǎzdá dv̌e ďeleńı σ′,σ′′ ∈D [a, b ] takov́a, že σ′′ je zjemňeńı σ′,
plat́ı |σ′′| ≤ |σ′|. Věta je tedy p̌rı́mým důsledkem definice 5.3.

5.6. Pozńamka. Budiž dáno libovolńe δ0 > 0. Potom v definici 5.1 (i) m̊užeme
podḿınku (5.1) nahradit ńasleduj́ıćı trochu zeslabenou podmı́nkou

∀ ε> 0 ∃ δ ∈ (0, δ0) :(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a |σ|<δ

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I| < ε .

}
(5.1’)

Podobňe, je-li d́ano σ0 ∈D [a, b ], můžeme v definici 5.3 (ii) podḿınku (5.2) na-
hradit podḿınkou

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :

σε⊃σ0 a
(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒ |S(σ, ξ)− I|<ε .

}
(5.2’)

5.7. Cvǐceńı. Rozmyslete si podrobně prǒc plat́ı tvrzeńı uvedeńa v pozńamce 5.6.

5.8. P̌r ı́klad. Necht’ a= − 1, b =1 a

f(x) =

{
0 když x≤ 0,

1 když x > 0
a g(x) =

{
1 když x< 0,

1 když x≥ 0.

Polǒzmeσ0 = {−1, 0, 1}. Potom pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [−1, 1], kteŕe je zjemňeńım
σ0 (a tedy0∈σ ), a kǎzdé ξ∈ τ(σ) máme

S(σ, ξ) = f(ξk) [g(0)− g(σk−1)]+ f(ξk+1) [g(σk+2)− g(0)] = 0,

kde0 = σk, ξk ∈ [σk−1, 0], ξk+1 ∈ [0, σk+1] a tud́ıž f(ξk) = 0 a g(σk+2)− g(0)= 0.

Vzhledem ke druh́e části pozńamky 5.6, vid́ıme,že (σ)
∫ 1

−1
f dg = 0.

Na druhou stranu, pro každé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [−1, 1] takov́e,
že 0 /∈σ, tj. σk−1 < 0<σk pro ňejaḱe k∈N, plat́ı

S(σ, ξ) = f(ξk) [g(σk)− g(σk−1)] = −f(ξk) = −
{

0 když ξk+1≤ 0,

1 když ξk+1 > 0 .

Odtud je žrejmé, že (δ)
∫ 1

−1
f dg nem̊uže existovat.
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Následuj́ıćı dvě lemmata platı́ pro oba typy RS – integrálů a jsou p̌rı́mými dů-
sledky definice 5.3. Jejich důkazy ponech́avámečteńǎri jako cvičeńı.

5.9. Lemma. (i) Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a
f dg, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖f‖ varba g .

(ii) Jestlǐze nav́ıc existuje taḱe integŕal
∫ b

a
f(x) d

[
varxa g

]
, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f(x) dg(x)

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)| d[

varxa g] ≤ ‖f‖ varba g .

5.10. Pozńamka. Uvidı́me pozďeji (viz důsledek 5.39),̌ze pro oba typy RS – in-

tegŕalů plat́ı, že z existence integrálu
∫ b

a
f dg už plyne, že taḱe integŕal

∫ b

a
f(x) d

[
varxa g

]
existuje.

5.11. Lemma. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b ]→R a necht’ existuj́ı integrály :

∫ b

a
f1 dg,

∫ b

a
f2 dg,

∫ b

a
f dg1 a

∫ b

a
f2 dg2.

Potom pro libovolńa c1, c2 ∈R plat́ı
∫ b

a
(c1 f1 + c2 f2) dg = c1

∫ b

a
f1 dg + c2

∫ b

a
f2 dg,

a ∫ b

a
f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a
f dg1 + c2

∫ b

a
f dg2 .

5.12. Cvǐceńı. (i) Dokǎzte lemmata 5.9 a 5.11.

Dokǎzte,že ńasleduj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro oba typy RS – integrálů:

(ii) Jestlǐze g : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı na [a, b ] a f : [a, b ]→R je takov́a, že

existuje integŕal
∫ b

a
f dg, pak

(
inf

x∈ [a,b ]
f(x)

)
[g(b)− g(a)] ≤

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
(

sup
x∈ [a,b ]

f(x)
)

[g(b)− g(a)] .
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(iii) definice 5.2 je korektnı́ v tom smyslu,̌ze uřcuje hodnotu integŕalu jedno-
znǎcně. Jinakřečeno, jestlǐze I1 ∈R a I2 ∈R splňuj́ı (5.1) (s I1 resp. I2

na ḿısťe I), pak muśı být I1 = I2 (a podobňe pro(5.2)) .

Oba pojmy RS – integrálu p̌redstavuj́ı jakési zobecňeńe limity posloupnosti in-
tegŕalńıch soǔctů S(σ, ξ) vzhledem k znǎceńym děleńım. Nep̌rekvaṕı tedy, že
plat́ı následuj́ıćı existeňcńı tvrzeńı analogicḱa klasicḱe Bolzanov̌e – Cauchyov̌e
podḿınce.

5.13. V̌eta (BOLZANOVA – CAUCHYOVA PODMÍNKA ).

Pro dańe funkcef, g : [a, b ]→R existuje(δ)
∫ b

a
f dg právě tehdy, kdy̌z je splňena

následuj́ıćı podḿınka

∀ ε> 0 ∃ δε > 0 :(
(σ, ξ), (σ̃, ξ̃)∈T [a, b ], |σ|<δε a |σ̃|<δε

)

=⇒ |S(σ, ξ)−S(σ̃, ξ̃)|<ε.





(5.3)

Podobňe, (σ)
∫ b

a
f dg ∈R právě tehdy, kdy̌z

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :(
(σ, ξ), (σ̃, ξ̃)∈T [a, b ], σ⊃σε a σ̃⊃σε

)

=⇒ |S(σ, ξ)−S(σ̃, ξ̃)| < ε.





(5.4)

D ů k a z . Nutnost splňeńı uvedeńych podḿınek pro existenci p̌rı́slǔsńych in-
tegŕalů je žrejmá z definice 5.3.

Dokážeme,̌ze podḿınka (5.4) zarǔcuje existenci integrálu (σ)
∫ b

a
f dg. Necht’

tedy plat́ı (5.4). Potom existuje posloupnost{(σk, ξk)} znǎceńych ďeleńı intervalu
[a, b ] takov́a, že

|S(σ, ξ)−S(σk, ξk)| < 1
k pro kǎzdéσ⊃σk a ξ∈ τ(σ) (5.5)

a p̌ritom soǔcasňe

σk⊂σ` a |S(σk, ξk)−S(σ`, ξ`)| < 1
k

pro kǎzdék∈N a `≥ k . (5.6)

Posloupnost{S(σk, ξk)} je cauchyovsḱa posloupnost réalných č́ısel a existuje
tedy réalné č́ıslo I ∈R takov́e, že

lim
k→∞

S(σk, ξk) = I .
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Nyńı, necht’ je dánoε> 0. Zvolme kε tak, aby bylo soǔcasňe

1
kε

<
ε

2
a |S(σkε , ξkε)− I| < ε

2
. (5.7)

Potom, d́ıky (5.5) a (5.7), odvod́ıme,že

|S(σ, ξ)− I| ≤ |S(σ, ξ)−S(σkε , ξkε)|+ |S(σkε , ξkε)− I| < ε

plat́ı pro kǎzdé σ⊃σkε a ξ∈ τ(σ). To znameńa, že

I = (σ)
∫ b

a
f dg .

Implikace (5.3)=⇒ (δ)
∫ b

a
f dg ∈R by se dokazovala podobně a ponech́avá

sečteńǎri jako cvičeńı.

5.14. Cvǐceńı. (i) Dokǎzte v̌etu 5.13 pro(δ)RS – integŕaly.

(ii) Dokǎzte,že podḿınky (5.3) resp. (5.4) jsou ekvivalentnı́ s podḿınkami :

∀ ε> 0 ∃ δε > 0 :
(
(σ′, ξ ′), (σ′′, ξ ′′)∈T [a, b ], |σ′|<δε, σ′′⊃σ′

)

=⇒ |S(σ′, ξ ′)−S(σ′′, ξ ′′)|<ε





(5.3’)

resp.

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :
(
(σ′, ξ ′), (σ′′, ξ ′′)∈T [a, b ], σ′′⊃σ′⊃σε

)

=⇒ |S(σ′, ξ ′)−S(σ′′, ξ ′′)| < ε .





(5.4’)

(Návod: necht’ σ, ρ∈D [a, b ] a σ′=σ ∪ρ, potomσ′ ∈D [a, b ], σ′⊃σ, σ′⊃ρ
a

∣∣S(σ, ξ)−S(ρ, η)
∣∣ ≤ ∣∣S(σ, ξ)−S(σ′, ξ′)

∣∣+
∣∣S(σ′, ξ′)−S(ρ, η)

∣∣

pro libovolńa ξ∈ τ(σ), η ∈ τ(ρ) a ξ′ ∈ τ(σ′) .)

Následuj́ıćı věta je p̌rı́mým důsledkem v̌ety 5.13. Plat́ı ve stejńem zňeńı pro
oba typy RS – integrálů.
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5.15. V̌eta. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a
f dg a jestlǐze [c, d] ⊂ [a, b ], pak existuje

také integŕal
∫ d

c
f dg.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,že (σ)
∫ b

a
f dg ∈R. Podle v̌ety 5.13 existuje ďeleńı

σε ∈D [a, b ] takov́e, že

|S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| < ε (5.8)

plat́ı pro v̌sechna znǎceńa ďeleńı (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈T [a, b ] takov́a, že σ⊃σε a
σ′⊃σε. Vzhledem k tvrzeńı obsǎzeńem ve cvǐceńı 5.12 (iv), m̊užeme p̌redpokĺa-
dat,že {c, d}⊂σε a můžeme tedy rozlǒzit σε tak, že bude

σε =ρ− ∪ρε ∪ρ+, kdeρ− ∈D [a, c], ρε ∈D [c, d], ρ+ ∈D [d, b] .

Nyńı, necht’ ρ,ρ ′ ∈D [c, d], ρ⊃ρε, ρ ′⊃ρε a (ρ, η), (ρ ′, η′)∈T [c, d]. Defi-
nujme

σ =ρ− ∪ρ∪ρ+, η = (η−, η,η+) a σ′=ρ− ∪ρ ′ ∪ρ+, (η−, η′, η+) ,

kde η−, η+ jsou takov́e vektory,že (ρ−, η−)∈T [a, c] a (ρ+, η+)∈T [d, b].
Zřejmě je (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈T [a, b ],

σ⊃σε, σ′⊃σε, S(σ, ξ) = S(ρ, η) a S(σ′, ξ ′) = S(ρ ′,η ′) .

Podle (5.8) tedy ḿame

|S(ρ, η)−S(ρ ′, η ′)| = |S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| < ε

a odtud podle v̌ety 5.13 plyne existence integrálu (σ)
∫ d

c
f dg.

Důkaz tvrzeńı věty pro (δ)RS – integŕal se provede analogicky a je ponechán
čteńǎri jako cvičeńı.

5.16. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı věty 5.15 pro(δ)RS – integŕaly.

Také ńasleduj́ıćı tvrzeńı plat́ı ve stejńe podob̌e pro oba typy RS – integrálu.

5.17. V̌eta. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a
f dg a c∈ [a, b ], pak existuj́ı také in-

tegrály
∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg

69
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a plat́ı
∫ b

a
f dg =

∫ c

a
f dg +

∫ b

c
f dg .

D ů k a z . Je-lic = a neboc = b, je tvrzeńı věty triviálńı. Necht’ je tedyc∈ (a, b).

Dále, p̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg. Potom existence integrálů

(σ)
∫ c

a
f dg a (σ)

∫ b

c
f dg je zarǔcena v̌etou 5.15.

Necht’ ε> 0. Zvolme znǎceńa ďeleńı (σ′, ξ ′)∈T [a, c] a (σ′′, ξ ′′)∈T [c, b]
tak, aby platilo

∣∣∣S(σ′, ξ ′)−
∫ c

a
f dg

∣∣∣ +
∣∣∣S(σ′′, ξ ′′)−

∫ b

c
f dg

∣∣∣

+
∣∣∣S(σ, ξ)−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε ,

kde σ =σ′ ∪ σ′′ ∈D [a, b ] a ξ =(ξ ′, ξ ′′)∈ τ(σ) .





(5.9)

Zřejmě plat́ı S(σ, ξ) = S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′). Tud́ıž

∣∣∣
∫ b

a
f dg−

∫ c

a
f dg−

∫ b

c
f dg

∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ b

a
f dg−S(σ, ξ)

∣∣∣ +
∣∣∣S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)−S(σ′′, ξ ′′)

∣∣∣

+
∣∣∣S(σ′, ξ ′)−

∫ c

a
f dg

∣∣∣+
∣∣∣S(σ′′, ξ ′′)−

∫ b

c
f dg

∣∣∣ < ε .

Protǒze ε > 0 bylo libovolné, d̊ukaz je dokoňcen.

5.18. Cvǐceńı. Rozmyslete si prǒc z existence integrálů
∫ b

a
f dg,

∫ c

a
f dg,

∫ b

c
f dg

plyne existence značeńych ďeleńı (σ′, ξ ′)∈T [a, c] a (σ′′, ξ ′′)∈T [c, b] tako-
vých, že plat́ı (5.9).

Důkaz implikace obŕaceńe ke tvrzeńı věty 5.17 je pro(σ)RS – integŕal pom̌er-
ně lehḱy:
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5.19. V̌eta. Jestlǐzec∈ [a, b ] a jestlǐze existuj́ı integrály

I1 = (σ)
∫ c

a
f dg a I2 = (σ)

∫ b

c
f dg,

pak existuje taḱe integŕal I =(σ)
∫ b

a
f dg a plat́ı I = I1 + I2.

D ů k a z . Bud’ dáno ε> 0. Zvolme ďeleńı σ′ε ∈D [a, c] a σ′′ε ∈D [c, b] tak, aby
platilo

∣∣S(σ′, ξ ′)− I1

∣∣ < ε pro (σ′, ξ ′)∈T [a, c] takov́e, žeσ′⊃σ′ε
a ∣∣S(σ′′, ξ ′′)− I2

∣∣ < ε pro (σ′′, ξ ′′)∈T [c, b] takov́e, žeσ′′⊃σ′′ε .

Nyńı, necht’ σε =σ′ε ∪ σ′′ε . Protǒze c∈σε, každé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu
[a, b ] splňuj́ıćı σ⊃σε můžeme rozďelit

σ = σ′ ∪σ′′ a ξ = (ξ ′, ξ ′′)

tak, že bude platit

(σ′, ξ ′)∈T [a, c], (σ′′, ξ ′′)∈T [c, b], σ′⊃σ′ε a σ′′⊃σ′′ε .

Nav́ıc, je

S(σ, ξ) = S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′).

Vzhledem k definiciσ′ε a σ′′ε tedy pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [a, b ], kde σ⊃σε,
máme

∣∣S(σ, ξ)− (I1 + I2)
∣∣ ≤ ∣∣S(σ′, ξ ′)− I1

∣∣ +
∣∣S(σ′′, ξ ′′)− I2

∣∣ < 2 ε ,

tj. dokázali jsme tvrzeńı věty.

5.20. Pozńamka. Aby mohlo platit analogicḱe tvrzeńı také pro(δ)RS – integŕal je
třeba p̌ridat p̌redpoklad o pseudoaditivitě funkćı f, g v boďe c, viz cvičeńı 5.31.

Pro existenci(δ)RS – integŕalu máme taḱe ńasleduj́ıćı přirozenou a ĺepe ov̌ěri-
telnou nutnou a postačuj́ıćı podḿınku.

5.21. V̌eta. Pro dańe funkcef, g : [a, b ]→R integrál (δ)
∫ b

a
f dg existuje pŕavě

tehdy, kdy̌z pro kǎzdou posloupnost{(σn, ξn)}⊂T [a, b ] znǎceńych ďeleńı in-
tervalu [a, b ] takovou,̌ze lim

n→∞ |σ
n|=0, má posloupnost{S(σn, ξn)} koněcnou

limitu.
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D ů k a z . Nutnost uvedené podḿınky je žrejmá. Zb́yvá doḱazat jej́ı postǎcitelnost.

P̌redpokĺadejme tedy,̌ze limita lim
n→∞S(σn, ξn) existuje (a je koněcná) pro

každou posloupnost{(σn, ξn)}⊂T [a, b ] takovou,že lim
n→∞ |σ

n|=0.

Necht’ existuj́ı dvě posloupnosti znǎceńych ďeleńı {(σn, ξn)}⊂T [a, b ] a

{(σ̃n, ξ̃
n
)}⊂T [a, b ] takov́e, že limn→∞ |σn|= limn→∞ |σ̃n|=0 a

lim
n→∞S(σn, ξn) = I ∈R a lim

n→∞S(σ̃n, ξ̃
n
) = Ĩ ∈R .

Sestavme nyńı novou posloupnost

{S(ρn, ηn)} =
{

S(σ1, ξ1), S(σ̃1, ξ̃
1
), S(σ2, ξ2), S(σ̃2, ξ̃

2
), . . .

}

Podle nǎseho p̌redpokladu ḿa taḱe posloupnost
{
S(ρn,ηn)

}
koněcnou limitu

J ∈R a, protǒze obsahuje ob̌e posloupnosti

{S(σn, ξn)} a {S(σ̃n, ξ̃
n
)} ,

muśı platit I = Ĩ =J. To znameńa, že hodnota limity

I = lim
n→∞S(σn, ξn)

neźaviśı na volb̌e posloupnosti{(σn, ξn)} znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ] pro
kterou plat́ı lim

n→∞ |σ
n|=0.

Nyńı, necht’ {(σn, ξn)}⊂T [a, b ] je libovolná posloupnost taková, že

lim
n→∞ |σ

n|=0, lim
n→∞S(σn, ξn) = I ∈R

a necht’

(δ)
∫ b

a
f dg 6= I.

Potom existujẽε > 0 takov́e, že pro kǎzdé k∈N lze naj́ıt (σnk , ξnk)∈T [a, b ]
pro ňež plat́ı

|σnk | < 1
k

a |S(σnk , ξnk)− I| > ε̃ .

To znameńa, že jsme nǎsli podposloupnost{(σnk , ξnk) : k∈N}⊂T [a, b ] po-
sloupnosti{(σn, ξn)} pro kterou neplatı́ lim

k→∞
S(σnk , ξnk)= I. To je ale spor

s nǎśım p̌redpokladem. Ḿame tedy

(δ)
∫ b

a
f dg = I .

Tı́m je d̊ukaz v̌ety dokoňcen.
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5.22. Pozńamka. (i) Necht’ f ∈G[a, b ], x0 ∈ (a, b), c, d∈R a g(x)= c pro
x∈ [a, x0), g(x0)= (c + d)/2, g(x)= d pro x∈ (x0, d]. Dále, necht’ f : [a, b ]→R
má jednostranńe limity f(x0−), f(x0+)∈R.

Pro n∈N uvǎzujme posloupnost ďeleńı {σn} intervalu [a, b ] takov́ych, že
pro kǎzdé n∈N existujekn, pro kteŕe plat́ı σn

kn−1<x0 <σn
kn

. Dále, necht’ vektory
znǎcek θn, ηn a ζn jsou takov́e, že pro kǎzdé n∈N plat́ı

(σn, θn), (σn, η n), (σn, ζn)∈T [a, b ],
θn
kn

= x0, σn
kn−1 ≤ ηn

kn
< x0 a x0 < ζn

kn
≤ σn

k .

Máme

S(σn, θn)=f(x0) (d−c), S(σn, ηn)=f(ηn
kn

)(d−c), S(σn, ζn)= f(ζn
kn

)(d−c)

pro n∈N a tedy

lim
n→∞S(σn, θn) = f(x0) (d− c), lim

n→∞S(σn, ηn) = f(x0−) (d− c) ,

lim
n→∞S(σn, ζn)) = f(x0+) (d− c) ,

Odtud plyne,̌ze k tomu, aby kǎzdá posloupnostS(σn, ξn) takov́a, že

(σn, ξn)∈T [a, b ] a |σn|→ 0,

konvergovala pron→∞ k nějaḱe koněcné (a jednoznǎcně uřceńe) hodnoťe I, je
nutńe, aby platilo

bud’ g(x0−)= c= g(x0)= d = g(x0+) nebo f(x0−)= f(x0)= f(x0+) .

Vzhledem ke v̌eťe 5.21 lze tedy ǒceḱavat, že pro existenci integrálu (δ)
∫ b

a
f dg

bude nutńe, aby funkcef a g nem̌ely žádńy spolěcný bod nespojitosti.

(ii) Nynı́, necht’ σ0 ∈D [a, b ] je libovolné ďeleńı obsahuj́ıćı x0. Pro kǎzdé jeho
zjemňeńı σ potom existujek = k(σ) takov́e, že x0 =σk. Máme

S(σ, ξ) =





(f(ξk−1)+ f(ξk)
d− c

2
jestliže ξk−1 < x0 <ξk ,

(f(x0)+ f(ξk))
d− c

2
jestliže ξk−1 =x0 <ξk ,

(f(ξk−1)+ f(x0))
d− c

2
jestliže ξk−1 < x0 = ξk ,

f(x0) (d− c) jestliže ξk−1 =x0 = ξk ,
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Bude-li tedy funkcef regulovańa na [a, b ], bude mnǒzinaQ hromadńych bod̊u
mnǒziny

{
S(σ, ξ) : (σ, ξ)∈T [a, b ] aσ⊃σ0

}
nejvýšečtyřbodov́a :

Q =
{

(f(x0−)+ f(x0+))
d− c

2
, (f(x0)+ f(x0+))

d− c

2
,

(f(x0−)+ f(x0))
d− c

2
, 2 f(x0)

d− c

2

}
.

Pro existenci integrálu (σ)
∫ b

a
f dg je ov̌sem p̌rinejmeňśım nutńe, aby se mnǒzina

Q redukovala na jednobodovou množinu. Snadno se nahlédne,že toto nastane
právě tehdy, kdy̌z pro funkcef a g bude platit soǔcasňe

∆+f(x0) ∆+g(x))= 0 a ∆−f(x0)∆−g(x0)= 0 .

5.2 Podḿınka pseudoaditivity a jejı́ důsledky

Podrobňeji vyjasnit vźajemńy vztah mezi(δ)RS a(σ)RS – integŕalem umǒzńı po-
jempseudoaditivity.

5.23 . Definice. Řekneme,̌ze funkcef, g : [a, b ]→R splňuj́ı v boďe x∈ (a, b),
podḿınku pseudoaditivity, jestliže

Pro kǎzdéε> 0 existujeδε > 0 takov́e, že je-li

δ ′, δ ′′ ∈ (0, δε), ξ ∈ [x−δ ′, x+δ ′′], ξ ′ ∈ [x−δ ′, x] a ξ ′′ ∈ [x, x+δ ′′]

pak plat́ı

∣∣f(ξ) [g(x+ δ ′′)− g(x−δ ′)]− f(ξ ′) [g(x)− g(x−δ ′)]

− f(ξ ′′) [g(x+ δ ′′)− g(x)]
∣∣ <ε .





(PA)

5.24. Pozńamka. Poǔzitı́ podḿınky (PA) může b́yt někdy pohodlňejš́ı, pokud ji
přeformulujeme do ńasleduj́ıćı ekvivalentńı podoby.

Pro kǎzdéε> 0 existujeδε > 0 takov́e, že je-li

x′ ∈ (x− δε, x), x′′ ∈ (x, x + δε), ξ ∈ [x′, x′′], ξ ′ ∈ [x′, x] a ξ ′′ ∈ [x, x′′]

pak plat́ı

∣∣f(ξ) [g(x′′)−g(x′)]−f(ξ ′) [g(x)−g(x′)]− f(ξ ′′) [g(x′′)−g(x)]
∣∣<ε .




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5.25. P̌r ı́klad. Necht’

f(x) =

{
0 když x≤ 0,

1 když x > 0
a g(x) =

{
1 když x≤ 0,

1 když x> 0

a x′< 0<x′′, ξ ∈ [x′, x′′], ξ′ ∈ [x′, 0] a ξ′′ ∈ [0, x′′]. Potom
∣∣f(ξ) [g(x′′)− g(x′)]− f(ξ′) [g(0)− g(x′)]− f(ξ′′) [g(x′′)− g(0)]

∣∣
=

∣∣f(ξ)− f(ξ′′)
∣∣ = 1

vždy, kdy̌z budeξ≤ 0 a ξ′′> 0. Vidı́me,že funkcef, g nespľnuj́ı podḿınku (PA)
v boďe 0.

5.26. Lemma.Jestlǐze funkcef, g : [a, b ]→R splňuj́ı v boďe x∈ (a, b) podḿınku
pseudoaditivity, pak aspoň jedna z funkćı f, g je v boďe x spojitá.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkcı́ f, g spojitá v boďe x a druh́a je ohrani-
čeńa na jeho okoĺı, pak funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity v bodě x.

D ů k a z . a) Necht’ f, g splňuj́ı podḿınku (PA) pseudoaditivity v boďe x. Dosa-
dı́me-li ξ = ξ ′, dostaneme

∀ ε> 0 ∃ δε > 0 :(
x′ ∈ (x− δε, x), x′′ ∈ (x, x + δε), ξ ′ ∈ [x′, x], ξ ′′ ∈ [x, x′′]

)

=⇒ ∣∣f(ξ ′)− f(ξ ′′)
∣∣ ∣∣g(x′′)−g(x)

∣∣ < ε .

Odtud je žrejmé, že neńı-li funkce g v boďe x spojit́a zprava, muśı být v boďe x
spojit́a funkcef. Podobňe, polǒźıme-li v (PA) ξ = ξ ′′ a δ ′ = δ ′′, dokážeme,že
neńı-li g spojit́a zleva vx, muśı být f spojit́a v x.

b) Necht’

x∈ (a, b), δ > 0, x′ ∈ (x− δ, x), x′′ ∈ (x, x + δ),
ξ ∈ [x′, x′′], ξ ′ ∈ [x′, x] a ξ ′′ ∈ [x, x′′].

Potom
∣∣f(ξ) [g(x′′)− g(x′)]− f(ξ ′) [g(x)− g(x′)]− f(ξ ′′) [g(x′′)− g(x)]

∣∣

=
∣∣(f(ξ)−f(ξ ′)

) (
g(x)−g(x′)

)
+

(
f(ξ ′′)−f(ξ)

) (
g(x′′)−g(x)

)∣∣

≤ ∣∣f(ξ)− f(ξ ′)
∣∣ ∣∣g(x)− g(x′)

∣∣+
∣∣f(ξ ′′)− f(ξ)

∣∣ ∣∣g(x′′)− g(x)
∣∣

≤ (|f(ξ)− f(x)|+ |f(x)− f(ξ ′)|) ∣∣g(x)− g(x′)
∣∣

+
(|f(ξ ′′)− f(x)|+ |f(x)− f(ξ)|) ∣∣g(x′′)− g(x)

∣∣ .
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Odtud ǔz plyne,že plat́ı i druhé tvrzeńı lemmatu.

Následuj́ıćı tvrzeńı je důsledkem v̌ety 5.13 a lemmatu 5.26.

5.27. V̌eta. Necht’ f, g : [a, b ]→R a necht’ existuje integŕal (δ)
∫ b

a
f dg. Potom

v kǎzd́em boďe x∈ (a, b) je alespǒn jedna z funkćı f, g spojitá.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze (δ)
∫ b

a
f dg ∈R. Vzhledem k lemmatu 5.26 nynı́

stǎćı dokázat,že dvojicef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity v kǎzdém boďe
x∈ (a, b).

P̌redpokĺadejme tedy,̌ze neplat́ı (PA), tj. existujeε> 0 takov́e, že pro kǎzdé
δ > 0 lze naj́ıt

x′ ∈ (x− δ, x), x′′ ∈ (x, x + δ), η ∈ [x′, x′′], η′ ∈ [x′, x] aη′′ ∈ [x, x′′]

takov́e, že

∣∣f(η) [g(x′′)− g(x′)]− f(η′) [g(x)−g(x′)]− f(η′′) [g(x′′)− g(x)]
∣∣ ≥ ε . (5.10)

Bud’ dáno libovolńe δ > 0. Necht’ (σ, ξ)∈D [a, b ] je takov́e,že |σ|<δ a pro
nějaḱe k∈{1, 2, . . . ,m} je σk−1 =x′<x <x′′=σk a ξk = η. Definujme

σ̃ =σ ∪{x} a ξ̃ = (ξ1, . . . , ξk−1, η
′, η′′, ξk+1, . . . , ξm) .

Podle (5.10) tedy ḿame

|S(σ, ξ)−S(σ̃, ξ̃)| = ∣∣f(ξk) [g(σk)− g(σk−1)]

− f(η′) [g(x)−g(σk−1)]− f(η′′) [g(σk)− g(x)]
∣∣

=
∣∣f(η)[g(x′′)−g(x′)]−f(η′) [g(x)−g(x′)]−f(η′′)[g(x′′)−g(x)]

∣∣

≥ ε .

To znameńa,že neńı splňena podḿınka (5.3’) a tud́ıž podle v̌ety 5.13 a cvǐceńı 5.14

neexistuje integŕal (δ)
∫ b

a
f dg.

Vı́me, že (δ)RS – integŕal je specíalńım p̌rı́padem(σ)RS – integŕalu (viz vě-
ta 5.5). Na druhou stranu, jak ukáže ńasleduj́ıćı věta, pojem pseudoaditivity nám
poskytuje mǒznost objasnit i vazbu mezi těmito integŕaly v opǎcném sm̌eru.

76
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5.28. V̌eta. Necht’ f, g: [a, b ]→R. Potom integŕal (δ)
∫ b

a
f dg existuje pŕavě tehdy,

kdy̌z existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg a funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity

v kǎzd́em boďe x∈ (a, b).

D ů k a z . P̌redpokĺadejme nejprve,̌ze existuje(δ)
∫ b

a
f dg. Podle v̌ety 5.5 po-

tom existuje i (σ)
∫ b

a
f dg a má stejnou hodnotu. D́ale, podle v̌ety 5.27 funkce

f, g muśı splňovat podḿınku pseudoaditivity v kǎzdém boďe x∈ (a, b). Stǎćı tedy

dokázat, že kdy̌z existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg a funkce f, g splňuj́ı podḿınku

pseudoaditivity v kǎzdém boďe x∈ (a, b), pak existuje i integŕal (δ)
∫ b

a
f dg.

P̌redpokĺadejme tedy,̌ze (σ)
∫ b

a
f dg = I ∈R a funkcef, g splňuj́ı podḿınku

pseudoaditivity v kǎzdém boďe x∈ (a, b). Necht’ je dáno ε> 0 a necht’ děleńı
σε = {s0, s1, . . . , sr}∈D [a, b ] je takov́e, že plat́ı

|S(ρ, η)− I| < ε jakmile ρ⊃σε a η ∈ τ(ρ) . (5.11)

Oznǎcme

δ∗ := min{si−si−1 : i=1, 2, . . . , r} . (5.12)

Protǒze funkcef, g splňuj́ı podḿınku pseudoaditivity na(a, b) , nutňe existuje
δε ∈ (0, δ∗) takov́e, že pro kǎzdé i =1, 2, . . . , r plat́ı

∣∣f(ξ) [g(s′′i )− g(s′i)]

−f(ξ ′) [g(si)− g(s′i)]−f(ξ ′′) [g(s′′i )− g(si)]
∣∣ <

ε

r

pro v̌sechnai∈{1, 2, . . . , r−1} ,

s′i ∈ (si− δε, si), s′′i ∈ (si, si + δε) ,

ξ ∈ [s′i, s
′′
i ], ξ ′ ∈ [s′i, si], ξ ′′ ∈ [si, s

′′
i ] .





(5.13)

Necht’ (σ, ξ)∈T [a, b ], σ = {σ1, σ2, . . . , σm} a |σ|<δε.

Podle (5.12) je pro kǎzdé j ∈{1, 2, . . . , m} mnǒzina (σj−1, σj)∩σε bud’ jed-
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nobodov́a nebo pŕazdńa. Necht’

U1 je mnǒzina ťechj ∈{1, 2, . . . ,m} pro kteŕa (σj−1, σj)∩σε=∅,
U2 = {1, 2, . . . , m} \U1 .

Potom pro kǎzdé j ∈U2 existuje pŕavě jedno i(j)∈{1, 2, . . . , r} takov́e, že
si(j) ∈ (σj−1, σj). Pǒcet prvk̊u mnǒziny U2 tedy neńı věťśı něz r.

Polǒzme nyńı ρ = σ ∪σε. Potom

|ρ| < δε < δ∗. (5.14)

a pro kǎzdé j ∈U1 existuje pŕavě jednok(j)∈{1, 2, . . . , ν(ρ)} takov́e, že

[ρk(j)−1, ρk(j)] = [σj−1, σj ] . (5.15)

Pokudj ∈U2, pak existuje pŕavě jedno`(j)∈{1, 2, . . . , ν(ρ)− 1} takov́e, že

ρ`(j)−1 = σj−1, ρ`(j) = si(j), ρ`(j)+1 = σj+1 . (5.16)

Zvolme vektorη tak, aby bylo(ρ,η) ∈ T [a, b ] a

ηk(j) = ξj když j ∈U1 (5.17)

a porovnejme integrálńı soǔcty S(σ, ξ) a S(ρ,η). Máme

S(σ, ξ) =
∑

j∈U1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]+
∑

j∈U2

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] .

Necht’ V1 = {k(j) : j ∈U1} a V2 = {1, 2, . . . , ν(ρ)} \V1. Pak podle (5.15)–(5.17)

S(ρ,η) =
∑

k∈V1

f(ηk) [g(ρk)− g(ρk−1)]+
∑

k∈V2

f(ηk) [g(ρk)− g(ρk−1)]

=
∑

j∈U1

f(ηk(j)) [g(ρk(j))− g(ρk(j)−1)]+
∑

k∈V2

f(ηk) [g(ρk)− g(ρk−1)]

=
∑

j∈U1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

+
∑

j∈U2

[
f(η`(j))[g(ρ`(j))−g(ρ`(j)−1)]+f(η`(j)+1) [g(ρ`(j)+1)−g(ρ`(j))

]

=
∑

j∈U1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

+
∑

j∈U2

[
f(η`(j)) [g(si(j))− g(sj−1)]+ f(η`(j)+1) [g(σj+1)− g(βi(j))

]
.
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Tud́ıž

S(σ, ξ)−S(ρ, η) =
∑

j∈U2

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

−
∑

j∈U2

[
f(η`(j))[g(si(j))−g(σj−1)]+f(η`(j)+1)[g(σj+1)−g(si(j))]

]
,

tj.

∣∣S(σ, ξ)−S(ρ,η)
∣∣ ≤

∑

j∈U2

∣∣Wj

∣∣,

kde

Wj = f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]

− f(η`(j)) [g(si(j))− g(σj−1)]− f(η`(j)+1) [g(σj+1)− g(si(j))] .

P̌ripoměnme,že vzhledem k (5.14) a (5.16) máme

[σj−1, σj ]⊂ (si(j)− δε, si(j) + δε), ξj ∈ [si(j)−δε, si(j)+δε] ,

η`(j) ∈ [si(j)−δε, si(j)], η`(j)+1 ∈ [si(j), si(j)+δε] .

Podle (5.13) je tedy|Wj |< ε

r
pro kǎzdé j ∈U2 a tud́ıž (taḱe d́ıky tomu,že pǒcet

element̊u mnǒziny U2 neńı věťśı něz r ) dost́aváme,že

∣∣S(σ, ξ)−S(ρ,η)
∣∣ ≤

∑

j∈U2

∣∣Wj

∣∣ < ε .

Koněcně, vzhledem k (5.11) a k vzhledem k definiciρ, dost́aváme

∣∣S(σ, ξ)− I
∣∣ ≤ ∣∣S(σ, ξ)−S(ρ, η)

∣∣ +
∣∣S(ρ, η)− I

∣∣ < 2 ε .

Dokázali jsme tedy,̌ze (δ)
∫ b

a
f dg = I.

5.29. D̊usledek. Necht’ (σ)
∫ b

a
f dg = I ∈R a necht’ v kǎzd́em boďe intervalu(a, b)

je alespǒn jedna z funkćı f, g : [a, b ]→R spojitá a druh́a je ohranǐceńa na jeho

okoĺı. Potom je taḱe (δ)
∫ b

a
f dg = I.
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D ů k a z . Podle lemmatu 5.26 splňuj́ı funkce f, g podḿınku pseudoadivity v

každém boďe x∈ (a, b) a tud́ıž podle v̌ety 5.28 existuje taḱe (δ)
∫ b

a
f dg a plat́ı

(δ)
∫ b

a
f dg = (σ)

∫ b

a
f dg .

5.30. Pozńamka. Specíalně, jestlǐze g(x)≡x (tj. pro Riemann̊uv integŕal), jsou

definice integŕalů (δ)
∫ b

a
f(x) dx a (σ)

∫ b

a
f(x) dx ekvivalentńı.

5.31. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı:

Necht’ c∈ [a, b ], (δ)
∫ c

a
f dg = I1 ∈R a (δ)

∫ b

c
f dg = I2 ∈R a necht’ f, g spl-

ňuj́ı podḿınku pseudoaditivity vc. Potom integŕal I =(δ)
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı

I = I1 + I2.

(Návod: vyǔzijte věty 5.19 a 5.28.)

5.3 Absolutnı́ integrovatelnost

Nyńı poťrebujeme dalš́ı pomocńy pojem.

5.32. Definice.Necht’ −∞<c <d <∞ a f, g : [c, d]→R. Potom definujeme

Sf∆ g[c, d ] =
{|Sf∆ g(ρ, η)−Sf∆ g(ρ ′, η ′)| : (ρ, η), (ρ ′, η ′)∈T [c.d]

}

a

ω (Sf∆ g; [c, d ]) = sup Sf∆ g[c, d ) . (5.18)

Plat́ı následuj́ıćı modifikace Bolzanov́ych – Cauchyov́ych podḿınek.

5.33. V̌eta. Necht’ f, g : [a, b ]→R. Potom :

(i) Integrál (δ)
∫ b

a
f dg existuje tehdy a jen tehdy, když plat́ı

∀ ε > 0 ∃ δε > 0 :
(
σ ∈D [a, b ] a |σ|<δε

)
=⇒

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε .





(5.19)
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(i) Integrál (σ)
∫ b

a
f dg existuje tehdy a jen tehdy, když plat́ı

∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] :
(
σ ∈D [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε .





(5.20)

D ů k a z . a) Uḱažeme,že podḿınka (5.19) je ekvivalentńı s Bolzanovou –
Cauchyovou podḿınkou pro existenci(δ)RS – integŕalu.

α ) P̌redpokĺadejme,že plat́ı (5.3). Necht’ ε̃ > 0 je dáno, ε= ε̃/2 a necht’ δε je
určeno podḿınkou (5.3). M̌ejme ďeleńı σ intervalu [a, b ] takov́e, že |σ|<δε.
Oznǎcme m= ν(σ) a pro kǎzdé j ∈{1, 2, . . . , m} vyberme znǎceńa ďeleńı

(σj , ξj), (σ̃j , ξ̃
j
)∈T [σj−1, σj ] tak, aby platilo

0 ≤ ω (Sf∆ g, [σj−1, σj ]) < Sf∆ g(σj , ξj)−Sf∆ g(σ̃
j , ξ̃

j
) +

ε

m
. (5.21)

Definujme

ρ=
m⋃

j=1

σj , ρ̃=
m⋃

j=1

σ̃j , η =(ξ1, ξ2, . . . , ξm) a η̃ =(ξ̃
1
, ξ̃

2
, . . . , ξ̃

m
) .

Potom

(ρ, η)∈T [a, b ], (ρ̃, η̃)∈T [a, b ], |ρ|<δε a |ρ̃|< δε .

Tud́ıž podle (5.3) a (5.21) dostáváme

0 ≤
m∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ])

<
m∑

j=1

[
Sf∆ g(σj , ξj)−Sf∆ g(σ̃

j , ξ̃
j
)+

ε

m

]

= Sf∆ g(ρ, η)−Sf∆ g(ρ̃, η̃)+ ε < 2 ε = ε̃ .

Protǒze ε̃ > 0 mohlo b́yt libovolné, plyne odtud,̌ze podḿınka (5.19) je splňena.

β ) Pro d̊ukaz obŕaceńe implikace p̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (5.19). Doḱažeme,že
potom je splňena podḿınka (5.3’).
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Bud’ dánoε> 0. Necht’ δε je uřceno podḿınkou (5.19). D́ale, m̌ejme znǎceńe
děleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] takov́e, že |σ|<δε, Oznǎcmem = ν(σ). Necht’

σ̃ =
m⋃

j=1

σj , ξ̃ =(ξ1, ξ2, . . . , ξm),

kde

(σj , ξj)∈T [σj−1, σj ] pro j ∈{1, 2, . . . , m} .

Potomσ̃⊃σ. Dı́ky předpokladu (5.19) a s přihlédnut́ım k (5.18) dostaneme

|Sf∆ g(σ, ξ)−Sf∆ g(σ̃, ξ̃)|

≤
m∑

j=1

∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−Sf∆ g(σj ,ηj)
∣∣

≤
m∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε .

Plat́ı tedy (5.3’).

b) Analogicky by se doḱazala ekvivalence podḿınky (5.20) s Bolzanovou – Cau-
chyovou podḿınkou pro existenci(σ)RS – integŕalu. Podrobńy důkaz je ponech́an
čteńǎri jako cvičeńı.

5.34. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı věty 5.33 pro(σ)RS – integŕaly.

5.35. Lemma. Necht’ f, g : [a, b ]→R a [c, d ]⊂ [a, b ]. Potom

ω[c,d ](f) |g(d)− g(c)| ≤ ω (Sf∆ g; [c, d ]) ≤ ω[c,d ](f) vardc g . (5.22)

D ů k a z . a) Necht’ σ =ρ= {c, d}, ξ, η ∈ [c, d ] a ξ =(ξ), η = (η). Potom
(σ, ξ), (ρ,η)∈T [c, d ] a |f(ξ)− f(η)| |g(d)− g(c)| ∈Sf∆ g([c, d ]) a tud́ıž

ω[c,d](f) |g(d)− g(c)| ≤ sup Sf∆ g[c, d ) = ω (Sf∆ g; [c, d ]) .

b) Na druhou stranu, jestliže (ρ, η), (τ ,θ)∈T [c, d ] a polǒźıme-li σ =ρ ∪ τ ,
bude σ ∈D [c, d ] a

∣∣Sf∆ g(ρ, η)−Sf∆ g(τ , θ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

(
f(η′j)− f(θ′j)

)
[g(σj)− g(σj−1)]

∣∣∣ ,
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kde η′j = ηk když [σj−1, σj ]⊂ [ρk−1, ρk] a θ ′j = θk když [σj−1, σj ]⊂ [τk−1, τk].
Odtud dost́aváme d́ale

∣∣Sf∆ g(ρ, η)−Sf∆ g(τ ,θ)
∣∣ ≤

ν(σ)∑

j=1

∣∣f(η′j)− f(θ′j)
∣∣ ∣∣g(σj)− g(σj−1)

∣∣

≤ ω[c,d ](f)V (g,σ)

neboli

ω (Sf∆ g; [c, d ]) = sup Sf∆ g[c, d ) ≤ ω[c,d ](f) vardc g .

Dokázali jsme platnost nerovnostı́ (5.22).

5.36. Pozńamka. Je-li vardc g = ∞, pak je ov̌sem druh́a z nerovnostı́ v (5.22)
trivi álńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı poskytuje daľśı nutnou a postǎcuj́ıćı podḿınku pro existenci
obou typ̊u RS – integŕalů.

5.37. V̌eta. Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ] a v(x)= varxa g pro x∈ [a, b ]. Po-

tom integŕal
∫ b

a
f dg existuje tehdy a jen tehdy, když existuje integŕal

∫ b

a
f dv.

D ů k a z . a) Pro kǎzdý interval [c, d ]⊂ [a, b ] máme vardc v = v(d)− v(c). Tud́ıž
podle lemmatu 5.35 musı́ platit

ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
v(σj)− v(σj−1)

]
=

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ])

pro libovolńe ďeleńı σ ∈D [a, b ]. Podle lemmatu 5.35 tedy dále dost́aváme

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ g; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f) var
σj
σj−1 g

=
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
v(σj)− v(σj−1)

]
=

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ]) ,

tj. nerovnost

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ g; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ])
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plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ]. Pomoćı věty 5.33 nyńı už snadno doḱažeme,

že z existence integrálu
∫ b

a
f dv plyne existence integrálu

∫ b

a
f dg (a to pro oba

typy RS – integŕalu).

b) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg.

Bud’ dáno ε> 0. Potom podle v̌ety 5.33 existuje ďeleńı σε ∈D [a, b ] takov́e,
že

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) < ε (5.23)

plat́ı pro kǎzdé jeho zjemňeńı σ⊃σε. Zřejmě můžeme t́ež p̌redpokĺadat,že taḱe

0 ≤ varba g−V (g, σ) < ε (5.24)

plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ takov́e, že σ⊃σε. (Zdůvodňete!)

Podle lemmatu 5.35 ḿame

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f) var
σj
σj−1 g

a, d́ale, podle (5.24) a (5.23)

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf ∆ v; [σj−1, σj ]) ≤
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
g(σj)− g(σj−1)

]

+
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f)
(
var

σj
σj−1 g− [g(σj)− g(σj−1)]

)

< ε + ω[a,b ](f)
(
varba g−V (g, σ)

)
< ε (1 +ω[a,b ](f)) .

Podle v̌ety 5.33 m̊užeme tedy uzav̌rı́t, že existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dv.

c) Zbývá doḱazat implikaci (δ)
∫ b

a
f dg ∈R =⇒ (δ)

∫ b

a
f dv ∈R.

Necht’ tedy existuje integŕal (δ)
∫ b

a
f dg. Potom podle v̌et 5.5 a 5.27 existuje

(σ)
∫ b

a
f dg a funkcef, g nemaj́ı spolěcný bod nespojitosti v(a, b). Dále, podle
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lemmatu 2.23 taḱe funkcef, v nemaj́ı spolěcný bod nespojitosti v(a, b). Koněcně,

protǒze podlečásti b) tohoto d̊ukazu existuje integrál (σ)
∫ b

a
f dv, existence in-

tegŕalu (δ)
∫ b

a
f dv plyne z d̊usledku 5.29. (Protǒze g ∈BV[a, b ], je g ohranǐceńa

na [a, b ].)

5.38. V̌eta. Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ] a existuje integŕal
∫ b

a
f dg. Potom

existuje taḱe integŕal
∫ b

a
|f | dg.

D ů k a z . Podle v̌ety 2.14 a lemmatu 5.11 se můžeme omezit na p̌rı́pad,že g
je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Potom je vardc g = g(d)− g(c) pro libovolńa c, d∈ [a, b ]
takov́a, že c le d. Podle lemmatu 5.35 tedy pro libovolné ďeleńı σ ∈D [a, b ] plat́ı

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) =
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
g(σj)− g(σj−1)

]

a
ν(σ)∑

j=1

ω (S|f |∆ g; [σj−1, σj ]) =
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](|f |)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
.

Na druhou stranu, zřejmě
∣∣|f(x)| − |f(y)|∣∣ ≤ |f(x)− f(y)| pro libovolńa x, y ∈ [a, b ] .

Máme tedyω[c,d ](|f |) ≤ ω[c,d ](f) pro libovolńy interval [c, d ]⊂ [a, b ]. Tud́ıž

ν(σ)∑

j=1

ω (S|f |∆ g; [σj−1, σj ]) =
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](|f |)
[
g(σj)− g(σj−1)

]

≤
ν(σ)∑

j=1

ω[σj−1,σj ](f)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
=

ν(σ)∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) .

Důkaz lemmatu nyńı plyne okam̌zitě z v̌ety 5.33.

P̌rı́mým důsledkem lemmatu 5.9 a vět 5.37 a 5.38 je ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

5.39. D̊usledek. Necht’ f : [a, b ]→R, g ∈BV[a, b ], v(x)= varxa g pro x∈ [a, b ]

a necht’ existuje integŕal
∫ b

a
f dg. Potom existuje taḱe integŕal

∫ b

a
|f | dv a plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f | dv ≤ ‖f‖ varba g .
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5.4 Substituce

Všechna tvrzeńı tohoto odstavce platı́ ve stejńem zňeńı pro oba typy RS – integrálu

Začneme daľśım důsledkem definice 5.32.

5.40. Lemma.Jestlǐze
∫ b

a
f dg ∈R a (σ, ξ) je libovolńe znǎceńe ďeleńı intervalu

[a, b ], pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg−S(σ, ξ)

∣∣∣ ≤
ν(σ)∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) . (5.25)

D ů k a z . Oznǎcme m= ν(σ). Bud’ dáno ε > 0. Neźavisle na tom o jaḱy typ
RS – integŕalu se jedńa můžeme zvolit znǎceńe ďeleńı (σ̃, ξ̃)∈T [a, b ] tak, aby
bylo σ̃⊃σ a

∣∣∣
∫ b

a
f dg−S(σ̃, ξ̃)

∣∣∣ < ε .

Protǒze σ̃ je zjemňeńım σ, můžeme ho rozďelit tak, že bude

σ̃ =
m⋃

j=1

σ̃j , kdeσ̃j ∈D [σj−1, σm ] pro j =1, 2, . . . , m .

Podobňe ξ̃ =(ξ̃
1
, ξ̃

2
, . . . , ξ̃

j
), kde ξ̃

j
jsou réalné vektory takov́e, že

(σ̃j , ξ̃
j
)∈T [σj−1, σj ] pro j =1, 2, . . . , m .

Máme tedy

∣∣∣
∫ b

a
f dg−S(σ, ξ)

∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ b

a
f dg−S(σ̃, ξ̃)

∣∣∣ +
∣∣∣S(σ̃, ξ̃)−S(σ, ξ)

∣∣∣

< ε+
m∑

j=1

∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−S(σ̃j , ξ̃
j
)
∣∣
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< ε +
m∑

j=1

ω (Sf∆ g; [σj−1, σj ]) .

Protǒze ε> 0 bylo libovolné, znameńa to,že plat́ı (5.25).

5.41. D̊usledek.Jestlǐze
∫ b

a
f dg ∈R a [c, d]⊂ [a, b ], pak pro kǎzd́e ξ ∈ [c, d] plat́ı

∣∣∣
∫ d

c
f dg− f(ξ) [g(d)− g(c)]

∣∣∣ ≤ ω (Sf∆ g; [c, d ]) .

Následuj́ıćı specíalńı forma v̌ety o substituci je taḱe d̊usledkem lemmatu 5.40.

5.42. V̌eta (SUBSTITUCE). Necht’ f, g, h : [a, b ]→R, při čem̌z f je ohranǐceńa

na intervalu[a, b ] a
∫ b

a
g dh∈R. Potom jeden z integrálů

∫ b

a
f d

[ ∫ x

a
g dh

]
a

∫ b

a
f g dh

existuje (ḿa koněcnou hodnotu) pŕavě tehdy, kdy̌z existuje i ten druh́y. V takov́em
přı́paďe pak plat́ı

∫ b

a
f d

[ ∫ x

a
g dh

]
=

∫ b

a
f g dh . (5.26)

D ů k a z . Nejprve si pov̌simňeme,že z existence integrálu
∫ b

a
g dh∈R plyne,že

w(x) :=
∫ x

a
g dh∈R pro kǎzdéx∈ [a, b ]

(viz věta 5.15). Funkcew je tedy definovańa na ceĺem intervalu[a, b ] a zobrazuje
interval [a, b ] do R.

Pro libovolńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] máme

|Sfg∆ h(σ, ξ)−Sf∆ w(σ, ξ)|

=
∣∣∣

ν(σ)∑

j=1

f(ξj) g(ξj) [h(σj)− h(σj−1)]−
ν(σ)∑

j=1

f(ξj) [w(σj)− w(σj−1)]
∣∣∣

≤
ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)|
∣∣∣g(ξj) [h(σj)− h(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

g dh
∣∣∣

87
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≤ ‖f‖



ν(σ)∑

j=1

∣∣∣g(ξj) [h(σj)− h(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

g dh
∣∣∣

 .

Podle d̊usledku 5.41 dostáváme d́ale

∣∣Sfg∆ h(σ, ξ)−Sf∆ w(σ, ξ)
∣∣ ≤ ‖f‖

ν(σ)∑

j=1

ω (Sg∆ h; [σj−1, σj ]) .

Odtud podle v̌ety 5.33 ǔz plyne relace (5.26). (P̌resv̌eďcete se,̌ze d̊ukaz opravdu
uḿıte dokoňcit.)

5.43. D̊usledek. Je-li f ohranǐceńa na[a, b ], h : [a, b ]→R je riemannovsky inte-

grovatelńa na[a, b ] a g(x) =
∫ x

a
h(t) dt, pak jeden z integrálů

∫ b

a
f dg a

∫ b

a
f(x) h(x) dx

existuje pŕavě tehdy, kdy̌z existuje i ten druh́y. V takov́em p̌rı́paďe pak plat́ı

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f(x) h(x) dx .

5.44. V̌eta (DRUHÁ O SUBSTITUCI). Předpokĺadejme,̌ze funkceφ : [α, β]→R je
ryze monotonńı a spojit́a na [α, β] a zobrazuje[α, β] na interval [a, b ]. Potom pro
libovolné funkcef, g : [a, b ]→R plat́ı

existuje-li
∫ b

a
f(x) dg(x), existuje taḱe

∫ β

α
f(φ(x)) dg(φ(x))

a

±
∫ β

α
f(φ(x)) dg(φ(x)) =

∫ b

a
f(x) dg(x) , (5.27)

kde ”+” plat ı́, je-li φ rostoućı a ”-” plat ı́, je-li φ klesaj́ıćı.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme nap̌r., že φ je klesaj́ıćı. Potomα =φ(b) a β =φ(a).
Pro dańe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ), intervalu [α, β] položme

ρν(σ)−j = φ(σj) pro j =0, 1, . . . , ν(σ), ην(σ)−j = φ(ξj) pro j =1, 2, . . . , ν(σ) .

Potom (ρ, η), ρ= {ρ0, ρ1, . . . , ρν(σ)}, η =(η1, η2, . . . , ην(σ) je znǎceńe ďeleńı
intervalu [a, b ]. Ṕıšemeρ = φ(σ) a η = φ(ξ). Zřejmě, je-li σ⊃σ′, pak je
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také φ(σ)⊃φ(σ′). Podobňe, protǒze φ je stejnom̌erňe spojit́a na [α, β], plat́ı
|φ(σ)|→ 0 jakmile |σ|→ 0. Nav́ıc

ν(σ)∑

j=1

f(φ(ξj))
[
g(φ(σj))− g(φ(σj−1)

]
= −

ν(ρ)∑

i=1

f(ηj)
[
g(φ(ρj))− g(φ(ρj−1)

]

plat́ı pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [α, β]. Ted’ už zajist́e kǎzdý čteńǎr, kteŕy pozorňe pro-
studoval v̌eťsinu d̊ukaz̊u této kapitoly, samostatně dokoňćı důkaz rovnosti (5.27)
pro oba integŕaly (včetňe p̌rı́padu,že φ je nrostoućı).

Dalš́ı variantou v̌ety o substituci je ńasleduj́ıćı věta. Jej́ı důkaz m̊užeme pone-
chatčteńǎri jako cvičeńı.

5.45. V̌eta. Necht’ funkceφ : [a, b ]→ [φ(a), φ(b)] je rostoućı a spojit́a na [a, b ],
ψ : [φ(a), φ(b)]→ [a, b] je inversńı k φ a necht’ f : [a, b ]→R. Pak existuje-li jeden
z integŕalů

(σ)
∫ b

a
f(x) dx, (σ)

∫ φ(b)

φ(a)
f(ψ(x)) dψ(x) ,

existuje i ten druh́y a plat́ı rovnost

(σ)
∫ b

a
f(x) dx = (σ)

∫ φ(b)

φ(a)
f(ψ(x)) dψ(x) ,

5.46. Cvǐceńı. Dokǎzte v̌etu 5.45. Zformulujte a dokažte analogicḱe tvrzeńı pro
(δ)RS – integŕaly.

5.5 Integrace per-partes

Následuj́ıćı tvrzeńı je zobecňeńım věty o integraci per-partes pro Riemannův in-
tegŕal. Plat́ı ve stejńem zňeńı pro oba typy RS – integrálu.

5.47. V̌eta (V ĚTA O INTEGRACI PER-PARTES). Existuje-li jeden z integŕalů

∫ b

a
f dg,

∫ b

a
g df ,

existuje i druh́y a plat́ı

∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df = f(b) g(b)− f(a) g(a) . (5.28)
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D ů k a z . a) Bud’ dáno libovolńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ). P̌reorganizov́ańım člen̊u
v soǔctu Sf∆ g(σ, ξ) dostaneme

Sf∆ g(σ, ξ) = f(ξ1) [g(σ1)− g(a)] + f(ξ2) [g(σ2)− g(σ1)]

+ · · ·+ f(ξm) [g(b)− g(σm− 1)]

= −f(a) g(a)− [f(ξ1)− f(a)] g(a)− [f(ξ2)− f(σ1)] g(σ1)

−[f(σ1)− f(ξ1)] g(σ1)− · · · − [f(ξm)− f(σm− 1)] g(σm− 1)

−[f(σm− 1)− f(ξm− 1)] g(σm− 1)

−[f(b)− f(ξm)] g(b) + f(b) g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)− Sg∆f (σ′, ξ ′)

neboli

Sf∆ g(σ, ξ) = f(b) g(b)− f(a) g(a)− Sg∆f (σ′, ξ ′) (5.29)

kde

σ′ = {a, ξ1, σ1, ξ2, σ2, . . . , σm− 1, ξm, b} ,

ξ ′ = (a, σ1, σ1, σ2, σ2, . . . , σm− 1, σm− 1, b) ,

(σ′, ξ ′)∈T [a, b ] a σ′ je zjemňeńım σ. (Stane-li se,̌ze ξj =σj−1 resp.ξj =σj

pro ňejaḱe j, muśıme ov̌sem tyto bodyξj v σ′ a ξ ′ vynechat.)

b) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
g df.

Bud’ dánoε> 0. Zvolme ďeleńı σε ∈D [a, b ] tak, aby pro kǎzdé jeho zjemňe-
ńı σ′ a v̌sechna p̌rı́slušńa znǎceńa ďeleńı (σ′, ξ ′)∈T [a, b ] platilo

∣∣∣Sg∆f (σ′, ξ ′)−(σ)
∫ b

a
g df

∣∣∣ < ε .

Podle (5.29) pro kǎzdé σ⊃σε a p̌rı́slušńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) plat́ı

Sf∆ g(σ, ξ)− f(b) g(b)+ f(a) g(a) + (σ)
∫ b

a
g df

= (σ)
∫ b

a
g df −Sg∆f (σ′, ξ ′) ,
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kde σ′⊃σ⊃σε a tud́ıž

∣∣∣Sf∆ g(σ, ξ)− f(b) g(b)+ f(a) g(a)+ (σ)
∫ b

a
g df

∣∣∣

=
∣∣∣(σ)

∫ b

a
g df −Sg∆f (σ′, ξ ′)

∣∣∣ < ε .

Odtud plyne existence integrálu (σ)
∫ b

a
f dg a relace (5.28). To,̌ze z existence

integŕalu (σ)
∫ b

a
f dg plyne existence integrálu (σ)

∫ b

a
g df a plat́ı rovnost (5.28)

by se dokazovalo analogicky.

c) Tvrzeńı věty pro(δ)RS – integŕaly plyne ze vztahu (5.29) podobně jako v druh́e
části d̊ukazu pro(σ)RS – integŕaly a detailńı důkaz m̊užeme nechaťcteńǎri jako
cvičeńı.

5.48. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı věty 5.47 pro(δ)RS – integŕaly.

5.6 Stejnoměrná konvergence a existence integrálu

Až na v̌etu 5.51, v̌sechna tvrzeńı tohoto odstavce platı́ ve stejńem zňeńı pro oba
typy RS – integŕalu.

5.49. V̌eta. Necht’ g ∈BV[a, b ], f : [a, b ]→R je ohranǐceńa a necht’ posloupnost

funkćı fn : [a, b ]→R, n∈N, je takov́a, že
∫ b

a
fn dg ∈R pro všechnan∈N a

lim
n→∞ ‖fn− f‖ = 0 . (5.30)

Potom existuje taḱe integŕal
∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg . (5.31)

D ů k a z . a) Necht’ je dáno ε> 0. Vzhledem k p̌redpokladu ((5.30)) m̊užeme
zvolit nε ∈N tak, aby platilo

n≥nε =⇒
(
‖fn− f‖<

ε

varba g

)
a

(
‖fn‖< ‖f‖+ 1

)
. (5.32)
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Dále, za nǎsich p̌redpoklad̊u je podle lemmatu 5.9

∣∣
∫ b

a
fn dg

∣∣ ≤ ‖fn‖ varba g ≤ (‖f‖+1) varba g

pro n≥nε. Můžeme tedy vybrat podposloupnost{nk}⊂N} a I ∈R tak, aby
platilo

lim
k→∞

∫ b

a
fnk

dg = I .

Specíalně, existujekε ∈N takov́e, že

nkε ≥nε a
(
k≥ kε =⇒

∣∣∣
∫ b

a
fnk

dg− I
∣∣∣ < ε

)
. (5.33)

Dále, necht’ σε je takov́e ďeleńı intervalu [a, b ], že

(
(σ, ξ)∈T [a, b ] a σ⊃σε

)
=⇒

∣∣∣Sfnkε
∆ g(σ, ξ)−

∫ b

a
fnkε

dg
∣∣∣ < ε . (5.34)

Protǒze je nkε ≥nε (viz ((5.33))), plyne z (5.32),̌ze pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı
(σ, ξ), kde σ je zjemňeńım σε, plat́ı

∣∣S(σ, ξ)−Sfnkε
∆ g(σ, ξ)

∣∣ ≤ ‖f − fnkε
‖ varba g < ε .

Vzhledem k (5.33)–(5.34) tedy dostáváme

∣∣S(σ, ξ)−I
∣∣ ≤ ∣∣S(σ, ξ)−Sfnkε

∆ g(σ, ξ)
∣∣+

∣∣∣Sfnkε
∆ g(σ, ξ)−

∫ b

a
fnkε

dg
∣∣∣

+
∣∣∣
∫ b

a
fnkε

dg−I
∣∣∣ < 3 ε .

Odtud okam̌zitě plyne,že plat́ı
∫ b

a
f dg = I.

Koněcně, protǒze podle lemmatu 5.9 ḿame

∣∣
∫ b

a
fn dg−

∫ b

a
f dg

∣∣ ≤ ‖fn− f‖ (varba g) ,

rovnost (5.31) nyńı plyne z p̌redpokladu (5.30). D̊ukaz byl proveden pro(σ)RS –
integŕal.

b) Modifikace d̊ukazu pro(δ)RS – integŕal je žrejmá.
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5.50. V̌eta. Necht’ f ∈C[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Potom existujı́ oba integŕaly

∫ b

a
f dg a

∫ b

a
g df .

D ů k a z . Vzhledem ke v̌et́am 2.14, 5.5 a 5.47 stač́ı dokázat existenci integrálu

(δ)
∫ b

a
f dg pro p̌rı́pad,že f je spojit́a na[a, b ] a g neklesaj́ıćı na [a, b ].

Necht’ je tedyf spojit́a na[a, b ], g neklesaj́ıćı na [a, b ] a ε> 0 je dáno.

Je-li g(b)= g(a), pak je g je nutňe konstantńı na [a, b ] a tud́ıž (δ)
∫ b

a
f dg =0.

Bez újmy na obecnosti m̊užeme tedy p̌redpokĺadat,že g(b)− g(a)> 0. Dále vy-
užijeme toho,̌ze kǎzdá funkce spojit́a na kompaktńım intervalu je na tomto inter-
valu taḱe stejnom̌erňe spojit́a. Existuje tedyδε > 0 takov́e, že

|f(x)− f(y)|< ε

g(b)− g(a)

pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] takov́a, že|x− y|<δε .





(5.35)

Dokážeme,že pro libovolńa dv̌e znǎceńa ďeleńı (σ, ξ) , (σ′, ξ ′) intervalu [a, b ]
takov́a, že |σ| < δε a σ′⊃σ plat́ı |S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| < ε. Podle v̌ety 5.13 to
už bude znamenat,že existuje(δ)

∫ b
af dg.

Necht’ ν(σ)= m. Oznǎcme prvky ďeleńı σ′ a slǒzky vektoruξ ′ tak, že bude

σ′ =
{
σ0, σ

1
1, . . ., σ

1
n1−1, σ1, σ

2
1, . . . , σm−1, σ

m
1 , . . . , σm

nm−1, σm

}

ξ ′ =
(
ξ1
1 , . . . , ξ1

n1
, ξ2

1 , . . . , ξm
1 , . . . , ξm

nm

)
.

Potom

S(σ, ξ) =
m∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] =
m∑

j=1

f(ξj)
nj∑

i=1

[g(αj
i )− g(αj

i−1)]

a

|S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| ≤
m∑

j=1

nj∑

i=1

|f(ξj)− f(ξj
i )| [g(αj

i )− g(αj
i−1)] .

Protǒze

|ξj − ξj
i |< |σ|<δε pro v̌sechnaj ∈{1, 2, . . ., m} a i∈{1, 2, . . ., nj} ,
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odvod́ıme pomoćı nerovnosti (5.35) vztah

|S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| < ε

g(b)− g(a)

m∑

j=1

nj∑

i=1

[g(αj
i )− g(αj

i−1)]

=
ε

g(b)− g(a)
[g(b)− g(a)] = ε .

Důkaz se dokoňćı pomoćı cvičeńı 5.18.

5.51. V̌eta. (i) Jestlǐze f ∈BV[a, b ] je zleva spojit́a na intervalu (a, b ], pak
pro kǎzdou funkcig ∈G[a, b ] zprava spojitou na intervalu[a, b) existuj́ı
oba integŕaly

(σ)
∫ b

a
f dg a (σ)

∫ b

a
g df .

(ii) Jestlǐze f ∈BV[a, b ] je zprava spojit́a na intervalu[a, b), pak pro kǎzdou
funkci g ∈G[a, b ] zleva spojitou na intervalu(a, b) existuj́ı oba integŕaly

(σ)
∫ b

a
f dg a (σ)

∫ b

a
g df .

D ů k a z . D́ıky věťe o integraci per-partes (věta 5.47) stǎćı v obou p̌rı́padech

dokázat existenci integrálu (σ)
∫ b

a
g df.

Necht’ g ∈G[a, b ] je zprava spojit́a na intervalu[a, b), tj. g ∈ G̃ R[a, b ] (viz

(4.2)). Podle lemmat 4.13 a 4.14 máme

G̃R[a, b ] = G̃R[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
χ[τ,b], τ ∈ [a, b)

)
.

Podle lemmatu 5.11 a věty 5.49 tedy stǎćı dokázat,že integŕal (σ)
∫ b

a
g df exis-

tuje jestlǐze g = χ[a,τ ] pro ňejaḱe τ ∈ (a, b].

Zřejmě je (σ)
∫ τ

a
g df = f(τ)− f(a) a pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [τ, b] máme

S(σ, ξ) =

{
0 je-li ξ1 >τ ,

f(σ1)− f(τ) je-li ξ1 = τ .
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Dı́ky spojitosti funkcef v boďe τ zprava m̊užeme tedy k dańemuε> 0 vždy naj́ıt
děleńı σε takov́e, že bude

|S(σ, ξ)| < ε pro v̌sechna(σ, ξ)∈T [τ, b] takov́a, žeσ⊃σε , tj.

(σ)
∫ b

τ
g df = 0 a (σ)

∫ b

a
g df = f(τ)− f(a) .

Plat́ı tedy tvrzeńı (i). Druhé tvrzeńı by se dokazovalo podobně.

5.52. Cvǐceńı. (i) Pro oba typy RS – integrálu dokǎzte:

Jestlǐze f : [a, b ]→R má koněcnou variaci na[a, b ] a je spojit́a na [a, b ],

pak integŕal
∫ b

a
f dg existuje pro kǎzdou funkcig regulovanou na[a, b ].

(ii) Proved’ te podrobńy důkaz tvrzeńı (ii) v ěty 5.51.

5.53. Pozńamka. P̌ripoměnme jěsťe bez d̊ukazu jeden ze zńamých zaj́ımav́ych
existeňcńıch výsledk̊u. Důkaz ńalěźı L.C. Youngovi, jednomu z klasik̊u teorie in-
tegrace, a lze ho najı́t v jeho pŕaci [54] z roku 1936.

Jestlǐze funkcef : [a, b ]→R a g : [a, b ]→R splňuj́ı podḿınky

|f(x)− f(y)| ≤ K |x− y|α a |g(x)− g(y)| ≤ L |x− y|β pro x, y ∈ [a, b ] ,

kde K, L∈ [0,∞), α, β ∈ (0,∞), α +β > 1, pak existuje integŕal (δ)
∫ b

a
f dg.

5.7 Bodová konvergence

Důkaz v̌ety o konvergenci posloupnosti integrálů
∫ b

a
fn dg, ve kteŕe by nebyla

nutńa stejnom̌erńa konvergencefn ⇒ f nám usnadńı zavedeńı Darbouxov́ych
horńıch a dolńıch integŕalů.

5.54. Definice.Necht’ g : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı na [a, b ]. Pro libovolńe ďeleńı
σ intervalu [a, b ] a funkci f : [a, b ]→R položme

Sf∆ g(σ) =
ν(σ)∑

j=1

(
sup

x∈ [σj−1,σj ]
f(x)

)
[g(σj)− g(σj−1)]

a
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S f∆ g(σ) =
ν(σ)∑

j=1

(
inf

x∈ [σj−1,σj ]
f(x)

)
[g(σj)− g(σj−1)]

a definujme

∫ b

a
f dg = inf

{
Sf∆ g(σ) :σ ∈D [a, b ]

}

a ∫ b

a
f dg = sup

{
S f∆ g(σ) :σ ∈D [a, b ]

}
.

Veličiny
∫ b

a
f dg resp.

∫ b

a
f dg naźyváme horńı resp. dolńı integrál f vzhledem

ke g.

5.55. Lemma.Necht’ g : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı na [a, b ] a f : [a, b ]→R. Potom
plat́ı

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f dg = I ∈R (5.36)

právě tehdy, kdy̌z

(σ)
∫ b

a
f dg = I .

D ů k a z . a) Protǒze g je neklesaj́ıćı, plyne p̌rı́mo z definice 5.54,̌ze

S f∆ g(σ)≤Sf∆ g(σ, ξ) ≤ Sf∆ g(σ) proσ ∈D [a, b ] aξ∈ τ(σ) ,

a

σ̃ ⊃ σ =⇒
(
S f∆ g(σ̃) ≥ S f∆ g(σ) a Sf∆ g(σ̃) ≤ Sf∆ g(σ)

)
.

Pomoćı těchto źakladńıch fakt̊u neńı obt́ıžné ov̌ěrit (proved’ te !), že plat́ı-li (5.36),
pak pro kǎzdé k ∈ N existuje ďeleńı σk ∈D [a, b ] takov́e, že nerovnosti

I − 1
k

< S f∆ g(σk) ≤ Sf∆ g(σk, ξk) ≤ Sf∆ g(σk) < I +
1
k

.

plat́ı pro kǎzdé ξk ∈ τ(σk). Pro dańe ε> 0 zvolmekε >
1
ε

a polǒzmeσε =σkε .

Potom bude pro kǎzdé σ⊃σε a ξ∈ τ(σ) platit

I − ε < S(σkε) ≤ S(σ) ≤ S(σ, ξ) ≤ S(σ) ≤ S(σkε) < I + ε .

96
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Odtud plyne rovnost(σ)
∫ b

a
f dg = I.

b) P̌redpokĺadejme nyńı, že existuje(σ)
∫ b

a
f dg.

Bud’ dánoε > 0. Podle v̌ety 5.13 existuje ďeleńı σ takov́e, že nerovnost

∣∣Sf∆ g(σ, ξ)−Sf∆ g(σ,η)
∣∣ <

ε

2

neboli

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

(
f(ξj)− f(ηj)

) [
g(σj)− g(σj−1)

]∣∣∣ <
ε

2

plat́ı pro jaḱakoliv ξ, η ∈ τ(σ). P̌rechodem k suprem̊um a infim̊um na kǎzdém
intervalu [σj−1, σj ] źıskáme nerovnost

0 ≤ Sf∆ g(σ)− S f∆ g(σ)

=
∣∣∣

ν(σ)∑

j=1

(
sup

x∈ [σj−1,σj ]
f(x)− inf

x∈ [σj−1,σj ]
f(x)

) [
g(σj)− g(σj−1)

]∣∣∣

≤ ε

2
< ε .

Odtud a s pomoćı zřejmých nerovnostı́

∫ b

a
f dg ≤ S f∆ g(σ) ≤ Sf∆ g(σ) ≤

∫ b

a
f dg

dost́aváme

∫ b

a
f dg ≤ Sf∆ g(σ) < S f∆ g(σ)+ ε ≤

∫ b

a
f dg + ε

a tud́ıž

0 ≤
∫ b

a
f dg−

∫ b

a
f dg < ε .

Protǒze ε> 0 bylo libovolné, znameńa to,že plat́ı (5.36).
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5.56. Pozńamka. Jestlǐze
∫ b

a
f dg=

∫ b

a
f dg = I ∈R, bývá jejich spolěcná hodnota

I naźyvánaDarboux̊uv – Stieltjes̊uv integŕal. Lemma 5.55̌rı́ká, že tento integŕal je
ekvivalentńı se (σ)RS – integŕalem.

Nyńı dokážeme dv̌e hlavńı věty tohoto odstavce: Osgoodovu větu o domino-
vańe konvergenci a Hellyovu v̌etu o konvergenci. Ob̌e tyto v̌ety plat́ı ve stejńem
zněńı pro oba typy RS – integrálů.

5.57 . V̌eta (OSGOODOVA KONVERGEŇCNÍ V ĚTA). Předpokĺadejme,že funkce
f : [a, b ]→R a posloupnost{fn} funkćı definovańych na[a, b ] splňuj́ı

lim
n→∞ fn(x) = f(x) a |fn(x)| ≤M <∞ pro x∈ [a, b ] a n∈N . (5.37)

Dále, necht’ funkceg ∈BV[a, b ] je takov́a, že integŕaly
∫ b

a
f dg a

∫ b

a
fn dg exis-

tujı́ pro libovolńe n∈N. Potom

lim
n→∞

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f dg . (5.38)

D ů k a z . a) Podle d̊usledku 5.39 integrál
∫ b

a
|fn(x)− f(x)| d [varxa g] existuje

pro kǎzdé n∈N a plat́ı nerovnost

∣∣∣
∫ b

a
fn(x) dg(x)−

∫ b

a
f(x) dg(x)

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|fn(x)− f(x)| d [varxa g] . (5.39)

Stǎćı tedy doḱazat, tvrzeńı věty je pravdiv́e, kdy̌z funkcefn jsou neźaporńe, f =0
a g je neklesaj́ıćı. K tomu budeme potřebovat ńasleduj́ıćı tvrzeńı z teorie mnǒzin
známé jako Arzel̀aovo lemma. Jeho důkaz lze naĺezti nap̌r. v [13, lemma II.15.8].

Lemma. (ARZELÀ). Necht’
{ {Jk,j} : k∈N, j ∈Uk

}
je posloupnost konečných

mnǒzin podinterval̊u [a, b ] takov́ych,že

∑

j ∈Uk

|Jk,j | > C > 0 pro kǎzd́e k∈N .

Potom existujı́ posloupnosti index̊u {k`} a {j`} takov́e, že j` ∈Uk`
pro kǎzd́e

`∈N a
⋂

`∈N
Jk`,j`

6= ∅.
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b) P̌redpokĺadejme tedy,̌ze g je neklesaj́ıćı na [a, b ] a {fn} je posloupnost funkcı́
definovańych na[a, b ] a takov́ych, že

lim
n→∞ fn(x) = 0 a 0≤ fn(x)≤M <∞ pro x∈ [a, b ] a n∈N .

Dokážeme,̌ze muśı platit

lim
n→∞

∫ b

a
f dg = 0 . (5.40)

Důkaz provedeme sporem. Necht’ tedy neplat́ı (5.40). Potom existujı́ ε> 0 a po-
sloupnost{nk} takov́e, že

∫ b

a
fnk

dg > ε pro v̌sechnak∈N .

Vzhledem k definici 5.54 to znamená, že pro kǎzdé k∈N existujeσk ∈D [a, b ]
takov́e že S k(σk) >ε, kde znǎćıme S k(σk)= S fnk

∆ g(σk). Polǒzme jěsťe

mk = ν(σk) a ϕk,j = inf
x∈ [σk

j−1,σk
j ]

fnk
(x) pro k∈N a j ∈{1, 2, . . . ,mk}.

Pro dańe η > 0 oznǎcme Uk mnǒzina index̊u j takov́ych, že ϕk,j >η, zat́ımco
Vk = {1, 2, . . . , mk} \Uk. Zřejmě

M
∑

j ∈Uk

[g(σk
j )− g(σk

j−1)]+η
∑

j ∈Vk

[g(σk
j )− g(σk

j−1)] > ε

neboli

M
∑

j ∈Uk

[g(σk
j )− g(σk

j−1)] > ε− η [g(b)− g(a)] .

Pro η =
ε

2 [g(b)− g(a)]
dostaneme

∑

j ∈Uk

[g(σk
j )− g(σj−1)] >

ε

2M
> 0

neboli

∑

j ∈Uk

∣∣Jk,j

∣∣ >
ε

2M
> 0, kde Jk,j = [g(σk

j−1), g(σk
j ) ] pro j ∈Uk .
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Podle Arzel̀aova lemmatu tedy existujı́ bod y0 a posloupnosti{k`} a {j`} takov́e,
že j` ∈Uk`

pro kǎzdé `∈N a y0 ∈
⋂

`∈N
Jk`,j`

neboli

y0 ∈ [g(σk`
j`−1), g(σk`

j`
) ], kde j` ∈Uk`

pro kǎzdé `∈N.

Protǒze g je neklesaj́ıćı na [a, b ], existuje pŕavě jeden bodx0 ∈ [a, b ] takov́y, že

y0 ∈ [g(x0−), g(x0+) ], x0 ∈ [σk`
j`−1, σ

k`
j`

] a j` ∈Uk`
pro kǎzdé `∈N.

Podle definice mnǒzin Uk to znameńa, že fnk`
(x0)> η pro kǎzdé `∈N. To ale

neńı možné vzhledem k p̌redpokladu lim
n→∞ fn(x) = 0. Plat́ı tedy (5.39).

c) Podlečásti b) d̊ukazu ḿame

lim
n→∞

∫ b

a
|fn(x)− f(x)| d [varxa g] = 0

a tud́ıž ze vztahu (5.39) bezprostředňe vyplývá, že plat́ı také

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f | dg .

Tı́m je d̊ukaz dokoňcen.

Dalš́ı věta o konvergenci posloupnosti integrálů
{∫ b

a
f dgn

}
je sv́ym zp̊uso-

bem symetricḱa ke v̌eťe Osgoodov̌e.

5.58. V̌eta (HELLYOVA V ĚTA O KONVERGENCI). Necht’ funkceg : [a, b ]→R a
posloupnost{gn}⊂BV[a, b ] jsou takov́e, že

lim
n→∞ gn(x) = g(x) pro x∈ [a, b ] a varba gn ≤ γ < ∞.

Potom varba g≤ γ a lim
n→∞

∫ b

a
f dgn =

∫ b

a
f dg plat́ı pro kǎzdou funkcif spojitou

na [a, b ].
D ů k a z . a) Pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ] a kǎzdé n∈N máme

V (gn,σ)≤ varba gn≤ γ .

Proto taḱe

V (g, σ) = lim
n→∞ V (gn,σ) ≤ γ
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a tud́ıž varba g≤ γ.

b) Všechny integŕaly
∫ b

a
f dgn, n∈N, a

∫ b

a
f dg existuj́ı podle v̌ety 5.50.

Bud’ dáno ε> 0. Ze spojitosti funkcef na [a, b ] plyne, že existuje ďeleńı
σ = {σ0, σ1, . . . , σm}∈D takov́e, že pro kǎzdé j ∈ {1, 2, . . . , m} plat́ı

|f(x)− f(y)| < ε

3 γ
pro v̌sechnyx, y ∈ [σj−1, σj ] . (5.41)

Pro kǎzdé n∈N máme
m∑

j=1

(∫ σj

σj−1

f(x) dgn(x)− f(σj)
∫ σj

σj−1

dgn(x)
)

=
m∑

j=1

∫ σj

σj−1

(
f(x)− f(σj)

)
dgn(x) ,

tj.
∫ b

a
f(x) dgn(x)−

m∑

j=1

f(σj) [gn(σj)− gn(σj−1)]

=
m∑

j=1

∫ σj

σj−1

(
f(x)− f(σj)

)
dgn(x) .

Pomoćı (5.41) a lemmatu 5.9 tedy dostaneme

∣∣∣
∫ b

a
f(x) dgn(x)− Sf ∆gn(σ, ξ)

∣∣∣

≤ ε

3 γ

m∑

j=1

∣∣[gn(σj)− gn(σj−1)]
∣∣ ≤ ε

3 γ
γ =

ε

3
.

Podobňe odvod́ıme i analogickou nerovnost s funkcı́ g na ḿısťe gn, tj.

∣∣∣
∫ b

a
f(x) d[g(x)]− Sf ∆g(σ, ξ)

∣∣∣ <
ε

3
.

Protǒze gn(x)→ g(x) pro kǎzdé x∈ [a, b ], snadno ov̌ěrı́me taḱe rovnost

lim
n→∞

∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)−Sf ∆g(σ, ξ)
∣∣ = 0 .

Existuje tedyn0 ∈N takov́e, že
∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)−Sf ∆g(σ, ξ)

∣∣ <
ε

3
pron≥n0 .
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Pomoćı posledńıch ťrı́ nerovnost́ı koněcně uzav̌reme d̊ukaz:

∣∣∣
∫ b

a
f dgn −

∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫ σj

σj−1

f dgn − Sf ∆gn(σ, ξ)
∣∣∣

+
∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)−Sf ∆gn(σ, ξ)

∣∣ +
∣∣∣Sf ∆gn(σ, ξ)−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε .

5.8 Dalš́ı věty o existenci integŕalu

5.59 . V̌eta. Jestlǐze integŕal
∫ b

a
f dg existuje pro kǎzdou funkcif spojitou na

[a, b ], pak g má koněcnou variaci na[a, b ].

Důkaz se oṕırá o ńasleduj́ıćı dvě pomocńa tvrzeńı.

Tvrzenı́ 1. Je-li an≥ 0 pro všechnan∈N a
∞∑

n=1

an =∞, pak existuje po-

sloupnost{cn} takov́a, že plat́ı

cn > 0 pro v̌sechnan∈N, lim
n→∞ cn = 0 a

∞∑

n=1

cn an = ∞ . (5.42)

D ů k a z . Oznǎćıme-li sn =
n∑

k=1

ak pro n∈N, bude posloupnost{sn} nekle-

saj́ıćı a

lim
n→∞ sn = ∞ . (5.43)

Specíalně, pro dostatěcně velḱa n (n≥n0) budesn > 0. Můžeme tud́ıž definovat

cn =





1 pro n < n0 ,

1
sn

pro n≥n0 .

Zřejmě je cn > 0 pro kǎzdé n∈N a limn→∞ cn = 0. Na druhou stranu, pro
libovolná m,n∈N, m >n≥n0 máme

m∑

k=n

ck ak =
m∑

k=n

ak

sk
≥

∑m
k=n ak

sm
= 1− sn−1

sm
.
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Vzhledem k (5.43), pro kǎzdé n∈N existujemn > n takov́e, že je
sn−1

smn

<
1
2
, tj.

mn∑

k=n

ck ak >
1
2

.

To ov̌sem znameńa, že muśı platit ((5.42)).

Tvrzenı́ 2. Necht’ g : [a, b ]→R, x0 ∈ (a, b] a

varx0
x g = ∞ pro kǎzd́e x∈ [a, x0) . (5.44)

Potom existuje rostoucı́ posloupnost{xk} bod̊u v (0, x0) takov́a, že

lim
k→∞

xk = x0 a
∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| = ∞. (5.45)

D ů k a z . α) P̌redpokĺadejme nejprve,̌ze je

sup{|g(x)| :x∈ [y, x0]} = ∞ pro v̌sechnay ∈ [a, x0) . (5.46)

Všimňeme si,̌ze pro libovolńe y ∈ [a, x0) je

sup{|g(x)| :x∈ [y, x0]} = ∞ ⇐⇒ sup{|g(x)| : x∈ (y, x0)} = ∞ .

(Kdyby bylo sup{|g(x)| : x∈ [y, x0]}=∞, musel by existovat bodx∈ (y, x0) ta-
kový, že

|g(x)| ≥ max{|g(y)|, |g(x0)|}.)

(P̌ripoměnme si,že hodnotyg(x) jsou koněcné pro kǎzdé x∈ [a, b ].) Vzhledem k
(5.46) m̊užeme vybrat bodyxk ∈ (y, x0), k∈N, tak, aby bylo

|g(x1)| > 1, xk > max{xk−1, x0− 1
k}

a

|g(xk)| > |g(xk−1)|+1 prok =2, 3, . . . .

Zřejmě {xk} je rostoućı, lim
k→∞

xk = x0 a

∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥
∞∑

k=1

(|g(xk+1)| − |g(xk)|
)

>
∞∑

k=1

1 = ∞ .
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Posloupnost{xk} je neklesaj́ıćı a spľnuje (5.45).

β) Necht’ (5.46) neplat́ı. Potom existujey1 ∈ [a, x0) takov́e, že

0 ≤ g∗ := sup{|g(x)| :x∈ [y1, x0]} < ∞. (5.47)

Bezújmy na obecnosti m̊užeme p̌redpokĺadaty1 >x0− 1. Podle (5.44) ḿame taḱe

varx0
y1

g =∞ .

Existuje tedy ďeleńı σ1 = {σ1
0, σ

1
1, . . . , σ

1
m1
} intervalu [y1, x0] takov́e, že

V (g, σ1) > 1+2 g∗.

Vzhledem k (5.47) tedy ḿame

m1−1∑

j=1

|g(σ1
j )− g(σ1

j−1)|

> 1+ 2 g∗− |g(x0)| − |g(σ1
m1−1)| ≥ 1+ 2 g∗− 2 g∗ = 1 .

Polǒzme

x1 = y1, xk =σ1
k−1 prok =2, . . . , m1,

y2 = max{xm1−1, x0− 1
2
} a r1 =m1− 1.

Máme op̌et

varx0
y2

g =∞.

Existuje tedyσ2 = {σ2
0, σ

2
1, . . . , σ

2
m2
}∈D [y2, x0] pro ňež

V (g, σ2) > 1+2 g∗.

Tud́ıž, podle (5.47), dostaneme

m2−1∑

j=1

|g(σ2
j )− g(σ2

j−1)| ≥ 1+ 2 g∗− |g(x0)| − |g(σ2
m2−1)| ≥ 1 .

Polǒzme r2 =m1 +m2− 1, xk = σ2
k−r1

pro k = r1 +1, r1 + 2, . . ., r2, a
y3 = max{xr2 , x0− 1

3}. (Všimňeme si,̌ze xr1+1 = y2 =σ2
0.)

104
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Nyńı, necht’ n∈N, n > 2 a ri, yi, i =1, 2, . . . , n−1 a xk, k =1, 2, . . . rn−1,
jsou takov́e, že xri−1+1 = yi−1, xk ∈ (yi−1, yi] pro k = ri−1+2, . . . , ri a

yi = max{xri−1 , x0− 1
i },

ri−1∑

k=ri−1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥ 1

pro i=1, 2, . . . , n− 1. Polǒzme yn = max{xrn−1 , x0− 1
n}. Opět varx0

yn
g =∞ a

v důsledku nerovnostı́ (5.47) existuje taḱe σn ∈D [yn, x0], takov́e, že

mn−1∑

j=1

|g(σn
j )− g(σn

j−1)| ≥ 1 ,

kde mn = ν(bsigman). Polǒźıme-li

rn = rn−1 +mn− 1 a xk = σn
k−rn−1

prok = rn−1 +1, . . ., rn ,

bude platit

rn−1∑

k=rn−1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥ 1 a xk≥ yn≥x0 − 1
n prok = rn−1, . . . , rn .

Indukćı jsme tedy zkonstruovali rostoucı́ posloupnosti{rn}, {yn} a {xk} takov́e,
že

yn ∈ (x0− 1
n , x0),

rn−1∑

k=rn−1

|g(xk+1)− g(xk)| ≥ 1 pro n∈N

a xk≥ yn≥x0− 1
n pro k≥ rn−1. Odtud plyne,̌ze

∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| =
∞∑

n=1

( rn−1∑

j=rn−1

|g(xj+1)− g(xj)|
) ≥

∞∑

n=1

1 = ∞

a lim
k→∞

xk = lim
n→∞ yn =x0. Dokázali jsme tedy,̌ze posloupnost{xk} je rostoućı

a spľnuje (5.45).

D ů k a z věty 5.59.

Vzhledem k v̌eťe 5.5 se m̊užeme omezit na(σ)– integŕal.
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P̌redpokĺadejme,že varba g =∞. Dı́ky Vitaliově věťe o koněcném pokryt́ı a
věťe 2.11 v́ıme,že funkceg : [a, b ]→R má koněcnou variaci na[a, b ] právě tehdy,
když plat́ı

∀x∈ (a, b] ∃ δ1 ∈ (0, x− a) : varxx− δ1
g < ∞

a

∀x∈ (a, b] ∃ δ2 ∈ (0, b−x) : varx + δ2
x g < ∞ .





(5.48)

P̌redpoklad,̌ze varba g =∞ znameńa,že existujex0 ∈ [a, b ] takov́e,že prox=x0

neńı splňena jedna z podḿınek (5.48). Necht’ tedy nap̌r. x0 ∈ (a, b] a necht’ pro
každé x∈ [a, x0) plat́ı (5.44). Podle tvrzeńı 2 tedy existuje rostoucı́ posloupnost
{xk} bod̊u v (0, x0) takov́a, že

lim
k→∞

xk = x0 a
∞∑

k=1

|g(xk+1)− g(xk)| = ∞.

Dále, podle tvrzeńı 1 existuje posloupnost{ck} kladńych č́ısel takov́a, že plat́ı

lim
k→∞

ck = 0 a
∞∑

k=1

ck |g(xk)− g(xk−1)| = ∞.

Polǒzme

f(x) =





0 pro x ≤ x1 resp.x ≥ x0 resp.x∈{xk}∞k=1 ,

ck sign(g(xk)− g(xk−1)) pro x= ξk : =
xk + xk−1

2

a ve zb́yvaj́ıćıch bodech intervalu[a, b ] dodefinujme funkcif lineárňe. Takto de-
finovańa funkcef : [a, b ]→R je žrejmě spojit́a na[a, b ] a p̌ritom pro ńı plat́ı

∞∑

k=1

f(ξk) [g(xk+1)− g(xk)] = ∞ .

Specíalně, pro kǎzdé M > 0 existujeNM ∈N takov́e, že

NM∑

k=1

f(ξk) [g(xk+1)− g(xk)] > M.

Pro dańe M > 0, oznǎcme

σM = {a, x1, x2, . . ., xNM
, x0, b}, ξM =(a, ξ1, ξ2, . . ., ξNM

, x0, b).
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Potom je(σM , ξM )∈T [a, b ] a

S(σM , ξM ) =
NM∑

k=1

f(ξk) [g(xk+1)− g(xk)] > M .

(P̌ripoměnme si,že f(a)= f(x1)= f(x0)= f(b)= 0.)

To ale znameńa, že integŕal (σ)
∫ b

a
f dg nem̊uže ḿıt koněcnou hodnotu.

Neńı-li splněna druh́a z podḿınek v (5.48), tj. existujex0 ∈ [a, b) takov́e, že a
varxx0

g =∞ pro kǎzdé x∈ [x0, b), je ťreba ḿısto tvrzeńı 2 poǔźıt jeho vhodnou
úpravu.

5.60. Cvǐceńı. Zformulujte a dokǎzte analogii tvrzeńı 2 poťrebnou k dokoňceńı
důkazu v̌ety 5.59.

5.61. V̌eta. Necht’ f ∈G[a, b ] a necht’ integrál
∫ b

a
f dg existuje pro kǎzdou koněc-

nou skokovou funkcig. Potomf je spojit́a na [a, b ].
D ů k a z . Op̌et se m̊užeme omezit na(σ)RS – integŕal. Necht’ x0 ∈ (a, b),
c, d∈R, c + d 6=0 a necht’ funkce g : [a, b ]→R je definov́ana podobňe jako
v Pozńamce 5.22, tj.

g(x) = c χ[a,x0)(x)+
c + d

2
χ[x0](x)+ dχ(x0,b](x) pro x∈ [a, b ] .

Podle pozńamky 5.22 m̊uže integŕal (σ)
∫ b

a
f dg existovat pouze tehdy, když

f(x0−) = f(x0)= f(x0+). Podobňe bychom doḱazali, že f muśı být spojit́a
i v bodě a zprava a v boďe b zleva.

5.9 Věty o sťrednı́ hodnotě

Věty tohoto odstavce platı́ ve stejńem zňeńı pro oba typy RS – integrálu.

5.62. V̌eta (O STŘEDNÍ HODNOTĚ). Je-li f spojitá na [a, b ] a g neklesaj́ıćı na
[a, b ], pak existujex0 ∈ [a, b ] takov́e, že

∫ b

a
f dg = f(x0) [g(b)− g(a)] . (5.49)
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D ů k a z . v̌eta 5.50 zarǔcuje existenci integrálu
∫ b

a
f dg v obou smyslech. Protože

je g neklesaj́ıćı na [a, b ], pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] plat́ı

m [g(b)− g(a)] ≤ S(σ, ξ) ≤ M [g(b)− g(a)] ,

kde m = infx∈ [a,b ] f(x) a M = supx∈ [a,b ] f(x). Podobňe jako p̌ri důkazu lem-
matu 5.9 plyne odtud,̌ze plat́ı také

m [g(b)− g(a)] ≤
∫ b

a
f dg ≤ M [g(b)− g(a)] ,

Dále, protǒze f je spojit́a, nab́yvá v̌sech hodnot z intervalu[m,M ]. Specíalně,
existujex0 ∈ [a, b ] takov́e, že plat́ı (5.49).

5.63. V̌eta (DRUHÁ O STŘEDNÍ HODNOTĚ). Je-li f spojitá na [a, b ] a g nekle-
saj́ıćı na [a, b ], pak existujex0 ∈ [a, b ] takov́e, že

∫ b

a
f dg = g(a)

∫ x0

a
f(x) dx+ g(b)

∫ b

x0

f(x) dx . (5.50)

D ů k a z . Funkcef je riemannovsky integrovatelná na[a, b ]. Oznǎcme

h(x) =
∫ x

a
f(t) dt prox∈ [a, b ].

Potom podle v̌ety o substituci (v̌eta 5.42, viz t́ež důsledek 5.43), v̌ety o integraci
per-partes (v̌eta 5.47) a v̌ety o sťredńı hodnoťe (věta 5.62) existujex0 ∈ [a, b ] ta-
kové, že plat́ı

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
g dh = h(b) g(b)−

∫ b

a
h dg

=
(∫ b

a
f dx

)
g(b)−

(∫ x0

a
f dx

)
[g(b)− g(a)]

= g(a)
∫ x0

a
f(x) dx + g(b)

∫ b

x0

f(x) dx ,

tj. plat́ı (5.50).
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5.10 Dalš́ı integrály Stieltjesova typu

Bud’ te d́any funkcef, g : [a, b ]→R a ďeleńı σ intervalu [a, b ]. Polǒzme

SM (σ) =
ν(σ)∑

j=1

f(σj)+ f(σj−1)
2

[g(σj)− g(σj−1)] ,

SCL(σ) =
ν(σ)∑

j=1

f(σj−1) [g(σj)− g(σj−1)] ,

SCR(σ) =
ν(σ)∑

j=1

f(σj) [g(σj)− g(σj−1)] .

Dosad́ıme-li do definice 5.3SM (σ) resp.SCL(σ) resp.SCR(σ) mı́sto S(σ, ξ)
dostaneme pǒraďe integŕaly sťredńı resp.levý Cauchẙuv resp.pravý Cauchẙuv.
Podle zp̊usobu limitńıho procesu se ovšem rozlǐsuj́ı (δ) nebo (σ) varianty. Je
zřejmé,že v̌sechny zobečnuj́ı přı́slǔsńe RS – integŕaly, pokud jde o ťrı́dy integrova-
telných funkćı. Ne v̌zdy v̌sak z̊ustanou zachov́any v̌sechny vlastnosti RS – integ-
rálů. Nap̌r. pro sťredńı integŕal neplat́ı obdoba v̌ety 5.42 o substituci.

Vı́ce podrobnostı́ lze naj́ıt v odstavci II.19 monografie [13] T.H. Hildebrandta.

5.11 Cvičeńı na závěr

Neńı-li uvedeno jinak, v ńasleduj́ıćıch cvǐceńıch proved’ te diskusi o existenci, přı́-
padňe uřcete hodnotu, pro každý typ Stieltjesova integrálu z t́eto kapitoly, tj pro
integŕaly (δ)RS, (δ)RS, sťredńı, levý Cauchẙuv a prav́y Cauchẙuv.

• (i) Necht’ g(x)= sin x pro x∈ [0, π]. Určete hodnotu integrálu
∫ π

0
x dg .

• (ii) Necht’ g(x) = exp(|x|) pro x∈ [−1, 1]. Určete hodnotu integrálu

(δ)
∫ 1

−1
x dg .

• (iii) Necht’ g(x)=





0 pro x∈ [0, 1
2) ,

c pro x= 1
2 ,

d pro x∈ (1
2 , 1] .

Zkoumejte existenci a hodnotu in-

tegŕalu
∫ 1

0
f dg pro růzńe funkcef v závislosti nac, d.
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• (iv) Necht’ f(x)=

{
0 pro x< 0 ,

1 pro x≥ 0 ,
f(x)=

{
0 pro x≤ 0 ,

1 pro x> 0 ,

Zkoumejte existenci a hodnotu integrálů

∫ 1

−1
g df,

∫ 0

−1
g df,

∫ 1

0
g df,

∫ 1

−1
g dg,

∫ 0

−1
g dg,

∫ 1

0
g dg .

• (v) Necht’ g(x)=





0 pro x= − 1 ,

1 pro x∈ (−1, 2) ,

−1 pro x∈ (1
2 , 1] .

Určete hodnotu integrálu
∫ 3

1
x dg.

• (vi) Necht’ g(x)=





x pro x∈ [0, 1
2 ] ,

1
x pro x∈ (1

2 , 1] .

Určete hodnotu integrálu (δ)
∫ 1

0
x2 dg.

V této kapitole jsměcerpali z kapitoly II Hildebrandtovy monografie [13], ve které je
možno naj́ıt i dalš́ı informace.
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Kapitola 6

Kurzweil ův-Stieltjesův integrál

Riemann̊uv – Stieltjes̊uv integŕal má široké uplatňeńı všude, kde je mǒzno omezit
se na situace, kdy integrand a integrátor nemaj́ı spolěcné body nespojitosti (nebo,
v přı́paďe (σ)RS – integŕalu, neexistuj́ı body, ve kteŕych by ob̌e funkce m̌ely ne-
spojitost na stejńe straňe). Pro ňekteŕe aplikace (nap̌r. v teorii hysterese a z nı́
poch́azej́ıćıch variǎcńıch nerovnostech, viz [2], [23] a [24]) je však žádoućı mı́t
k dispozici integŕal Stieltjesova typu, který si nevynucujězádńa omezeńı na spoji-
tost integrovańych a integruj́ıćıch funkćı. Ukazuje se,̌ze integŕal, kteŕy této poťreb̌e
nejlépe vyhovuje je integrál, kteŕy budeme naźyvat Kurzweil̊uv – Stieltjes̊uv. Jeho
výhodnost nespǒćıvá jen v jeho obecnosti, ale též i v relativńı jednoduchosti jeho
definice i odvozeńı jeho vlastnostı́. Navzdory ťemto p̌rednostem mu v monogra-
fické literatǔre nebylo doposud v̌enov́ano tolik pozornosti jakou by si zasloužil.
Pokud je mi zńamo, strǔcné pojedńańı o tomto integŕalu lze naj́ıt v kapitole 24
Schechterovy monografie [37] z roku 1997 (tam je nazýván Henstock̊uv – Stieltje-
sův integŕal). Podrobňeji se t́ımto integŕalem zab́yvá McLeodova monografie [32]
z roku 1980, kde je nazýván gauge integral(”gauge”=”kalibr”). Jaroslav Kur-
zweil poǔzil tento integŕal již v roce 1958 (viz [28]) jako speciálńı přı́pad zo-
becňeńeho nelinéarńıho integŕalu, kteŕy definoval ve sv́e fundament́alńı práci [27]
z roku 1957, p̌ri vyšeťrováńı spojit́e źavislosti řěseńı nelinéarńıch diferencíalńıch
rovnic obsahujı́ćıch Diracovu distribuci. B̌ehem sedmdesátých let minuĺeho sto-
let́ı byl ji ž terḿın Kurzweilův – Stieltjes̊uv integŕal (nebo Perron̊uv – Stieljes̊uv in-
tegŕal podle Kurzweilovy definice) b̌ežně poǔźıván v praćıch zab́yvaj́ıćıch se zo-
becňeńymi lineárńımi diferencíalńımi rovnicemi (viz nap̌r. [41] nebo [49] a pŕace
tam citovańe).

Cı́lem t́eto kapitoly je p̌redlǒzit co nejuceleňejš́ı teorii Kurzweilova – Stieltje-
sova integŕalu.

6.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

6.1. Definice.Každá kladńa funkceδ : [a, b ]→ (0,∞) se naźyvá kalibr na inter-
valu [a, b ]. Množinu kalibr̊u na [a, b ] znǎćıme G [a, b ].

Je-li δ kalibr na [a, b ], řekneme,̌ze znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] je
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δ– jemńe, jestliže plat́ı

[σj−1, σj ]⊂ (ξj − δ(ξj), ξj + δ(ξj)) pro v̌sechnaj =1, 2, . . . , ν(σ) .

A (δ; [a, b ]) znǎćı mnǒzinu v̌sechδ– jemńych znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ].
Nehroźı-li nedorozum̌eńı, poǔźıváme kraťśı znǎceńı A (δ).

Mějme funkcef, g : [a, b ]→R a znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ]. Potom de-
finujeme jako v kapitole 5 integrálńı soǔcet

S(σ, ξ)
(

= Sf∆ g(σ, ξ) = Sf∆ g(σ, ξ; [a, b ])
)

=
ν(σ)∑

j=1

f(ξj)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
.

6.2. Definice(KURZWEIL). Necht’ f, g : [a, b ]→R a I ∈R. Řekneme,̌ze exis-

tuje Kurzweil̊uv – Stieltjes̊uv integŕal (KS – integŕal)
∫ b

a
f(x) dg(x) a má hodnotu

I ∈R, jestliže

∀ ε> 0 ∃ δε ∈G [a, b ] :
(
(σ, ξ)∈A (δε)

)
=⇒

∣∣∣I −S(σ, ξ)
∣∣∣ < ε . (6.1)

Jestlǐze g(x)≡x, pak ḿısto o KS – integŕalu mluv́ıme o KH – integŕalu (Kurz-

weilův – Henstock̊uv integŕal) a znǎćıme
∫ b

a
f(x) dx resp.

∫ b

a
f dx.

Budeme vyǔźıvat t́ež zkŕaceńe znǎceńı

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f(x) dg(x) .

Existuje-li integŕal
∫ b

a
f dg, klademe

∫ a

b
f dg =−

∫ b

a
f dg. Dále,

∫ a

a
f dg = 0.

Tato definice je korektńı dı́ky následuj́ıćım dvěma lemmat̊um.

6.3 . Lemma (COUSIN). Pro kǎzd́y kalibr δ ∈G [a, b ] je mnǒzina A (δ) všech
δ– jemńych znǎceńych ďeleńı intervalu [a, b ] nepŕazdńa.

D ů k a z . M̌ejme kalibrδ ∈G [a, b ]. Oznǎcme M mnǒzinu v̌sechc∈ (a, b] pro
něž je mnǒzina A (δ; [a, c]) nepŕazdńa.

Necht’ c = min{a + δ(a), b}, σ = {a, c} a ξ =(a). Protǒze je δ(a) > 0, má-
me c∈ (a, b] a (σ, ξ)∈A (δ; [a, c]), tj. c∈M. Množina M je tedy nepŕazdńa a
proto d= supM >−∞.
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Ukážeme d́ale,že d lež́ı v mnǒzině M. Protǒze je δ(d) > 0, plyne z definice
suprema,̌ze existujec∈ (d− δ(d), d]∩M. Tud́ıž existuje taḱe δ– jemńe znǎceńe
děleńı (σ′, ξ ′) intervalu [a, c]. Necht’ c< d. (V opǎcném p̌rı́paďe je triviálně
d = c∈M. ) Polǒzmeσ =σ′ ∪{d} a ξ =(ξ ′, d). Potom(σ, ξ)∈T [a, d] a pro-
tože je [c, d]∈ (d− δ(d), d + δ(d)), znameńa to taḱe, že (σ, ξ)∈A (δ; [a, d]), tj.
d∈M.

Je-li d = b, jsme s d̊ukazem hotovi. P̌redpokĺadejme,̌ze jed< b. Zvolme libo-
volně (σ′′, ξ ′′)∈T [a, d] a γ ∈ (d, d + δ(d))∩ (d, b). (Takov́e γ existuje, protǒze
je δ(d) > 0.) Máme tedy[d, γ]⊂(d−δ(d), d+δ(d)) a proto

(
(σ′′ ∪{γ}), (ξ ′′, d)

)
je δ– jemńe znǎceńe ďeleńı intervalu [a, γ], tj. γ ∈M. Protǒze je γ > d dost́avá-
me tak spor s definicı́ d= supM. Plat́ı tedy d= supM = b a d̊ukaz lemmatu je
dokoňcen.

6.4. Lemma. Hodnota integŕalu
∫ b

a
f dg je podḿınkou(6.1)určena jednoznǎcně.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze existuj́ı I1, I2 ∈R, I1 6= I2, takov́e, že plat́ı (6.1),
kam dosad́ıme I = Ii, i=1, 2. Polǒzme ε̃= 1

2 (I1− I2). Pak existuj́ı kalibry δ1 a
δ2 tak, že

|S(σ, ξ)− I1| < ε̃ pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ1), (6.2)

a

|S(σ, ξ)− I2| < ε̃ pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ2) (6.3)

Polǒzmeδ(x)= min{δ1(x), δ2(x)} pro x∈ [a, b ]. Potom je žrejmě δ také kalibr
a plat́ı A (δ)⊂A (δ1)∩A (δ2). To znameńa, že plat́ı soǔcasňe (6.2) i (6.3). Tud́ıž

2 ε̃ = |I1− I2| = |I1−S(σ, ξ)+ S(D(ξ)− I2|
≤ |I1−S(σ, ξ)|+ |S(σ, ξ)− I2| < 2 ε̃.

Protǒze toto neńı možné, muśı být I1 = I2.

Nebude-li uvedeno jinak, bude ḿıt v následuj́ıćım textu symbol integrálu vždy
smysl KS – integŕalu.

6.5. Pozńamka. Necht’ δ, δ0 ∈G [a, b ] a δ≤ δ0 na [a, b ]. Potom jeA (δ)⊂A (δ0).
Je-li tedy splňena ňejaḱa podḿınka pro v̌sechna(σ, ξ)∈A (δ0), tı́m sṕıše je splňe-
na i pro v̌sechna(σ, ξ)∈A (δ). Tud́ıž, máme-li d́an kalibr δ0 ∈G [a, b ], můžeme
se v definici 6.2 omezit na kalibryδε, pro kteŕe je δε ≤ δ0 na [a, b ].

Také pro existenci KS – integrálu plat́ı podḿınka Bolzanova – Cauchyova typu.
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6.6 . Věta (BOLZANOVA – CAUCHYOVA PODMÍNKA ). Necht’ f, g : [a, b ]→R.

Potom integŕal
∫ b

a
f dg existuje pŕavě tehdy, kdy̌z plat́ı

∀ ε > 0 ∃ δε ∈G [a, b ] :
(
(σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε)

)
=⇒

∣∣∣S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)
∣∣∣ < ε .



 (6.4)

D ů k a z . a) Existuje-li integŕal
∫ b

a
f dg = I ∈R, pak, podle definice 6.2,

pro kǎzdé ε> 0 existuje kalibrδε ∈G [a, b ] takov́y, že je |S(σ, ξ)− I|< ε
2 pro

všechna(σ, ξ)∈A (δε). Pro kǎzdou dvojici (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε) tedy ḿame

|S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| ≤ |S(σ, ξ)− I|+ |S(σ′, ξ ′)− I| < ε ,

tj. plat́ı (6.4).

b) P̌redpokĺadejme nyńı, že je splňena podḿınka (6.4). Bud’ dáno ε> 0. Podle
((6.4)) můžeme zvolit kalibrδε tak, aby |S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)| < ε/2 platilo pro
každou dvojici (σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε).

Oznǎcme M mnǒzinu réalných č́ısel m pro ňež existuje kalibrδm ∈G [a, b ]
takov́y, že nerovnostS(σ, ξ)≥m je splňena pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δm).

Dokážeme, mnǒzina M je nepŕazdńa, shora ohraničeńa a sup M =
∫ b

a
f dg.

Zafixujme (ρ,η)∈A (δε). Podle (6.4) plat́ı

S(ρ, η)− ε

2
< S(σ, ξ) < S(ρ,η)+

ε

2
pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε). (6.5)

To znameńa, že (−∞, S(ρ, η)− ε
2)⊂M a tedyM 6= ∅.

Pro kǎzdé m∈M a x∈ [a, b ] definujmeδ̃m(x)= min{δm(x), δε(x)} Potom
pro kǎzdé m∈M a kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ̃m)⊂A (δε) plat́ı nerovnosti

m ≤ S(σ, ξ) < S(ρ,η)+
ε

2
, tj. M ⊂ (−∞, S(ρ, η)+

ε

2
) .

Množina M je tedy shora ohraničeńa a

S(ρ, η)− ε

2
≤ supM ≤ S(ρ, η)+

ε

2
.

Odtud podle ((6.5)) odvodı́me koněcně, že plat́ı

|S(σ, ξ)− supM | ≤ |S(σ, ξ)−S(ρ, η)|+ |S(ρ, η)− supM | < ε

pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε), tj. supM =
∫ b

a
f dg.
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6.7. Pozńamka. Podobňe jako v p̌rı́paďe RS – integŕalů (viz cvičeńı 5.14) m̊užeme
podḿınku (6.4) zeslabit ńasleduj́ıćım zp̊usobem

∀ ε> 0 ∃ δε ∈G [a, b ] :(
(σ, ξ), (σ′, ξ ′)∈A (δε), σ′⊃σ

)
=⇒

∣∣∣S(σ, ξ)−S(σ′, ξ ′)
∣∣∣ < ε .

KS – integŕal má obvykĺe linéarńı vlastnosti :

6.8. Věta. Necht’ f, f1, f2, g, g1, g2 : [a, b ]→R a necht’ existuj́ı integrály
∫ b

a
f1 dg,

∫ b

a
f2 dg,

∫ b

a
f dg1 a

∫ b

a
f dg2 .

Potom pro libovolńa c1, c2 ∈R plat́ı
∫ b

a
(c1 f1 + c2 f2) dg = c1

∫ b

a
f1 dg + c2

∫ b

a
f2 dg ,

a ∫ b

a
f d[c1 g1 + c2 g2] = c1

∫ b

a
f dg1 + c2

∫ b

a
f dg2 .

D ů k a z . Ukǎzme si nap̌r. důkaz prvńıho tvrzeńı.

Bud’ dánoε> 0. Podle p̌redpokladu existujı́ kalibry δ1 ∈G [a, b ] a δ2 ∈G [a, b ]
takov́e, že plat́ı

(σ, ξ)∈A (δi) =⇒
∣∣∣Sfi∆g(σ, ξ)]−

∫ b

a
fi dg

∣∣∣ < ε pro i = 1, 2 .

Pro x∈ [a, b ] položme δε(x)= min{δ1(x), δ2(x)}. Oznǎcme h= c1 f1 + c2 f2.
Protǒze pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε) plat́ı

Sh∆g(σ, ξ) =
ν(σ)∑

j=1

(c1 f1(ξj)+ c2 f2(ξj)) [g(σj)− g(σj−1)]

= c1 Sf1∆g(σ, ξ)+ c2 Sf2∆g(σ, ξ) ,

dost́aváme
∣∣∣Sh∆g(σ, ξ)− c1

∫ b

a
f1 dg− c2

∫ b

a
f2 dg

∣∣∣

≤ |c1|
∣∣∣Sf1∆g(σ, ξ)−

∫ b

a
f1 dg

∣∣∣ + |c2|
∣∣∣Sf2∆g(σ, ξ)−

∫ b

a
f2 dg

∣∣∣

< (|c1|+ |c2|) ε .
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Odtud ǔz nǎse tvrzeńı bezprosťredňe plyne.

Druhé tvrzeńı věty by se dokazovalo obdobně a d̊ukaz lze ponechatčteńǎri jako
cvičeńı.

6.9. Věta. Jestlǐze existuje integŕal
∫ b

a
f dg a jestlǐze [c, d] ⊂ [a, b ], pak existuje

také integŕal
∫ d

c
f dg.

D ů k a z je analogicḱy důkazu v̌ety 5.15 a lze ho p̌renechaťcteńǎri jako cvičeńı.

6.10. Cvǐceńı. Dokǎzte druh́e tvrzeńı věty 6.8 a v̌etu 6.9.

6.11. V̌eta. Necht’ f, g : [a, b ]→R a c∈ [a, b ]. Integrál
∫ b

a
f dg existuje pŕavě

tehdy, kdy̌z existuj́ı oba integŕaly
∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg. V takov́em p̌rı́paďe pak

plat́ı rovnost
∫ b

a
f dg =

∫ c

a
f dg +

∫ b

c
f dg .

D ů k a z . a) Existuje-li integŕal
∫ b

a
f dg, pak podle v̌ety 6.9 existuj́ı také oba

integŕaly
∫ c

a
f dg a

∫ b

c
f dg.

b) Necht’
∫ c

a
f dg = I1 a

∫ b

c
f dg = I2 .

Bud’ dánoε> 0. Zvolme kalibryδ ′ε ∈G [a, c] a δ ′′ε ∈G [c, b] tak, aby pro v̌sechna
znǎceńa δ ′ε – jemńa ďeleńı (σ′, ξ ′) intervalu [a, c] a v̌sechnaδ ′′ε – jemńa ďeleńı
(σ′′, ξ ′′) intervalu [c, b] platilo

|S(σ′, ξ ′)− I1| < ε

2
a |S(σ′′, ξ ′′)− I2| < ε

2
. (6.6)

Definujme nyńı kalibr δε na [a, b ] předpisem

δε(x) =





min
{
δ ′ε(x), 1

4 (c−x)
}

když x∈ [a, c) ,

min {δ ′ε(c), δ ′′ε(c)} když x= c ,

min
{
δ ′′ε(x), 1

4 (x− c)
}

když x∈ (c, b] .
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Potom,

x+ δε(x) ≤ x+
1
4
(c−x) < c je-li x< c ,

a

x− δε(x) ≥ x− 1
4
(c−x) > c je-li x> c .

Pro žádńe x 6= c tedy nem̊uže platit c∈ [x− δε(x), x + δε(x)]. Pro kǎzdé
δε – jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] muśı tud́ıž existovat index
k∈{1, 2, . . . , ν(σ)} takov́y, že ξk = c. Nav́ıc, bezújmy na obecnosti m̊užeme
předpokĺadat,že plat́ı

σk−1 < σk = ξk = c = ξk+1 < σk+1 .

(Kdyby bylo σk−1 <c = ξk <σk, upravili bychom p̌rı́slǔsńy člen v soǔctu S(σ, ξ)
následuj́ıćım způsobem :

f(c) [g(σk)− g(σk−1)] = f(c) [g(σk)− g(c)]+ f(c) [g(c)− g(σk−1)] .)

Existuj́ı tedy (σ′, ξ ′)∈T [a, c] a (σ′′, ξ ′′)∈T [c, b] takov́e, že

σ = σ′ ∪σ′′, ξ = (ξ ′, ξ ′′) ,

(σ′, ξ ′)∈A (δε; [a, c])⊂A (δ ′ε; [a, c]),

(σ′′, ξ ′′)∈A (δε; [c, b])⊂A (δ ′′ε ; [c, b])

a

S(σ, ξ) = S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′) .

Vezmeme-li vúvahu taḱe ((6.6)), vid́ıme,že plat́ı

|S(σ, ξ)− (I1 + I2)| = |S(σ′, ξ ′) + S(σ′′, ξ ′′)− (I1 + I2)|
≤ |S(σ′, ξ ′)− I1|+ |S(σ′′, ξ ′′)− I2| < ε

pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε; [a, b ]) neboli
∫ b

a
f dg = I1 + I2.

6.12 . Pozńamka. Jestlǐze existuje integŕal (δ)
∫ b

a
f dg, pak existuje taḱe KS –

integŕal
∫ b

a
f dg a má tut́ež hodnotu. Je-li totǐz (δ)

∫ b

a
f dg = I ∈R, pak pro kǎzdé
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ε> 0 existuje∆ε > 0 takov́e,že |S(σ, ξ)− I|<ε plat́ı pro v̌sechna znǎceńa ďele-
ńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] takov́a,že |σ|<∆ε. Potomδε(x)≡∆ε, je kalibr s vlast-

nostmi zarǔcuj́ıćımi rovnost
∫ b

a
f dg = I.

Na druhou stranu, jestliže existuje integŕal
∫ b

a
f dg = I, přičem̌z pro kǎzdé ε> 0

lze naj́ıt kalibr δε ∈G [a, b ] takov́y, že plat́ı inf{δε(x) :x∈ [a, b ]} > 0 a

|S(σ, ξ)− I| < ε pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ) ,

pak taḱe (δ)
∫ b

a
f dg = I. Polǒźıme-li totiž ∆ε= inf{δε(x) :x∈ [a, b ]}, bude platit

|S(σ, ξ)− I| < ε pro kǎzdé (σ, ξ)∈T ([a, b ]) takov́e, že|σ|<∆ε .

Následuj́ıćı věta popisuje vztah(σ)RS – integŕalu a KS – integŕalu.

6.13. V̌eta. Jestlǐze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg, pak existuje taḱe KS– integŕal

∫ b

a
f dg a plat́ı

∫ b

a
f dg =(σ)

∫ b

a
f dg.

D ů k a z . Oznǎcme I =(σ)
∫ b

a
f dg. Bud’ dáno ε> 0 a necht’ σε ∈D [a, b ] je

děleńı intervalu [a, b ], vyhovuj́ıćı definici (σ)RS – integŕalu. Oznǎcme jeho body
tak, že budeσε = {s0, s1, . . . , sm} a definujme

δε(x) =





1
4 min{|x− sj | : j = 0, 1, . . . , m} když x /∈σε ,

1 když x∈σε .

Budiž (σ, ξ) libovolné δε – jemńe ďeleńı intervalu [a, b ]. Analogicḱymi úvahami
jako v d̊ukazu v̌ety 6.11 zjist́ıme,že muśı být

σε ⊂ {ξ1, ξ2, . . . , ξν(σ)} . (6.7)

Dále,

S(σ, ξ) =
ν(σ)∑

j=1

[
f(ξj) [g(σj)− g(ξj)]+ f(ξj) [g(ξj)− g(σj−1)]

]

= S(σ′, ξ ′) ,





(6.8)
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kde σ′= {σ0, ξ1, σ1, ξ2, . . . , ξν(σ), σν(σ)}, ξ ′=(ξ1, ξ1, ξ2, ξ2, . . . , ξν(σ), ξν(σ)).
(Stane-li se,̌ze pro ňejaḱe k je σk−1 = ξk neboξk =σk, je ťreba takov́e intervaly
[σk−1, ξk] nebo[ξk, σk] a p̌rı́slǔsńe znǎcky v (σ′, ξ ′) vynechat.)

Podle ((6.7)) jeσε⊂{ξ1, ξ2, . . . , ξν(σ)} ⊂ σ′. Vzhledem k nerovnosti (6.8)
odtud plyne,̌ze

|S(σ, ξ)− I| = |S(σ′, ξ ′)− I| < ε

a podle definice 6.2 to znamená, že
∫ b

a
f dg = I.

6.14 . P̌r ı́klady. Všimňeme si ňekteŕych specificḱych vlastnost́ı KH – integŕalu.
KH – integŕal je žrejmě zobecňeńım klasicḱeho Riemannova integrálu.

(i) Necht’ f(x) = 0 na [a, b ] \W, kde W je spǒcetńa podmnǒzina [a, b ],
W = {wk}. Bud’ dáno libovolńe ε> 0. Definujme

δε(x) =





1 když x /∈W ,

ε

2k+1(1+ |f(wk)|) když x=wk ∈W .

Necht’ (σ, ξ)∈A (δε). Oznǎcmem= ν(σ). Potom

S(σ, ξ) =
m∑

j=1
ξj ∈W

f(ξj) [σj − σj−1] .

Pro kǎzdé j takov́e, že ξj =wk ∈W pro ňejaḱe k muśı podle definice kalibruδε

platit

σj −σj−1 ≤ ε

2k(1 + |f(wk)|) .

Odtud plyne,̌ze

|S(σ, ξ)| ≤
∞∑

k=1

|f(wk)| | ε

2k(1+ |f(wk)|) ≤ ε

∞∑

k=1

1
2k

= ε.

Podle definice 6.2 to znamená, že
∫ b

a
f(x) dx = 0.

(ii) Necht’ existuje Newton̊uv integŕal (N)
∫ b

a
f(x) dx=F (b)−F (a), kde funkce

F je spojit́a na[a, b ] a plat́ı

F ′(x) = f(x) pro kǎzdéx∈ (a, b), F ′(a+) = f(a), F ′(b−) = f(b) . (6.9)
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Ukážeme,̌ze pak je KH – integŕal
∫ b

a
f(x) dx rovenF (b)−F (a).

Necht’ je dáno ε> 0. Vzhledem k (6.9) a podle definice derivace pro každé
ξ ∈ [a, b ] existujeδε(ξ) > 0 takov́e, že plat́ı

|F (x)−F (ξ)− f(ξ)(x− ξ)| < ε

b− a
|x− ξ|

pro v̌sechnax∈ [a, b ]∩ (ξ− δε(ξ), ξ + δε(ξ)) .

Bud’ (σ, ξ) libovolné δε – jemńe ďeleńı intervalu [a, b ] a m= ν(σ). Potom pro
každé
j ∈{1, 2, . . . , m} máme

∣∣F (σj)−F (σj−1)− f(ξj) [σj −σj−1]
∣∣

≤ ∣∣F (σj)−F (ξj)− f(ξj) [σj − ξj ]
∣∣

+
∣∣F (ξj)−F (σj−1)− f(ξj) [ξj −σj−1]

∣∣

<
ε

b− a
(|σj − ξj |+ |ξj −σj−1|) =

ε

b− a
[σj −σj−1]

a tud́ıž
∣∣[F (b)−F (a)]−S(σ, ξ)

∣∣

=
∣∣∣

m∑

j=1

(
F (σj)−F (σj−1)− f(ξj) [σj −σj−1]

)∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣F (σj)−F (σj−1)− f(ξj) [σj −σj−1)
∣∣

<
ε

b− a

m∑

j=1

[σj −σj−1] = ε ,

tj. ∫ b

a
f(x) dx = F (b)−F (a) .

6.2 Existence integŕalu

V přı́kladech 6.14 jsme určili hodnoty ňekteŕych KH – integŕalů p̌rı́mo z definice.
Nyńı si ukážeme, jak lze v ňekteŕych jednoduch́ych p̌rı́kladech uřcit z definice i
hodnotu KS – integŕalu.
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6.15. P̌r ı́klady. (i) Z definice 6.2 je žrejmé, že je-li f(t)≡ f(a) na [a, b ], pak

∫ b

a
f dg = f(a) [g(b)− g(a)] a

∫ b

a
g df = 0

pro kǎzdou funkcig : [a, b ]→R.

(ii) Pro libovolnou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

∫ b

a
f dχ(τ,b] = f(τ) pro τ ∈ [a, b) , (6.10)

∫ b

a
f dχ[τ,b] = f(τ) pro τ ∈ (a, b) , (6.11)

∫ b

a
f dχ[a,τ ] = −f(τ) pro τ ∈ (a, b) , (6.12)

∫ b

a
f dχ[a,τ) = −f(τ) pro τ ∈ (a, b] (6.13)

a

∫ b

a
f dχ[τ ] =





−f(a) když τ = a ,

0 když τ ∈ (a, b) ,

f(b) když τ = b .

(6.14)

Ukažme si odvozeńı vztah̊u (6.10) a (6.11). V̌sechny ostatńı se z nich ǔz odvod́ı
poǔzitı́m věty 6.11. Necht’ g(x)= χ(τ,b](x) na [a, b ]. Potom jeg≡ 0 na [a, τ ] a
podle p̌rı́kladu (i)

∫ τ

a
f dg = 0 .

Dále, necht’

δ(x) =





1 když x= τ ,

1
4

(x− τ) když x∈ (τ, b] .

Analogicky jako v d̊ukazu v̌ety 6.11 zjist́ıme, že pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [τ, b])
muśı být τ =σ0 = ξ1, g(σj)− g(σj−1)= 0 pro j =2, 3, . . . , m. Proto

S(σ, ξ) = f(τ) [g(σ1)− g(τ)] = f(τ) a
∫ b

τ
f dg = f(τ) .
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Pomoćı věty 6.11 nyńı už dokoňćıme d̊ukaz vztahu (6.10).

Vztah (6.11) se dokazuje podobně. Tentokŕat ov̌sem ḿameg(x)= χ[τ,b](x) na

[a, b ],
∫ b

τ
f dg = 0 a polǒźıme

δ(x) =





1 když x= τ ,

1
4

(τ −x) když x∈ [a, τ) .

Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [a, τ ]) pak ḿameσm = ξm = τ a tedy

S(σ, ξ) = f(τ) [g(τ)− g(σm−1)] = f(τ) a
∫ τ

a
f dg = f(τ) .

(iii) Pro libovolnou funkcig regulovanou na[a, b ] plat́ı

∫ b

a
χ(τ,b] dg = g(b)− g(τ+) pro τ ∈ [a, b) , (6.15)

∫ b

a
χ[τ,b] dg = g(b)− g(τ−) pro τ ∈ (a, b) , (6.16)

∫ b

a
χ[a,τ ] dg = g(τ+)− g(a) pro τ ∈ (a, b) , (6.17)

∫ b

a
χ[a,τ) dg = g(τ−)− g(a) pro τ ∈ (a, b] (6.18)

a

∫ b

a
χ[τ ] dg =





g(a+)− g(a) když τ = a ,

g(τ+)− g(τ−) když τ ∈ (a, b) ,

g(b)− g(b−) když τ = b .

(6.19)

Opět se omeźıme na d̊ukaz prvńıch dvou vztah̊u. Necht’ tedy f(x) =χ(τ,b](x)
na [a, b ]. Potom je

∫ τ

a
f dg = 0 .

Bud’ dáno ε> 0. Zvolme nyńı η > 0 tak, aby bylo|g(τ+)− g(x)|<ε pro kǎzdé
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x∈ (τ, τ + η) a definujme

δ(x) =





η když x= τ ,

1
4

(x− τ) když x∈ (τ, b] .

Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [τ, b]) nyńı muśı být τ =σ0 = ξ1 a tedy

|S(σ, ξ)− [g(b)− g(τ+)]|
=

∣∣ [g(b)− g(σm−1)]+ [g(σm−1)− g(σm−2]

+ . . .+[g(σ2)− g(σ1)]− [g(b)− g(τ+)]
∣∣

= |g(τ+)− g(σ1)| .
Protǒze τ < σ1 < τ + δ(τ)= τ + η, plyne odtud a z definiceη, že

|S(σ, ξ)− [g(b)− g(τ+)]| < ε pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [τ, b]) .

Tud́ıž
∫ b

a
f dg =

∫ τ

a
f dg +

∫ b

τ
f dg = g(b)− g(τ+) ,

tj. plat́ı (6.15).

Ve druh́em p̌rı́paďe, f(x)= χ[τ,b](x) na [a, b ], máme
∫ b

τ
f dg = g(b)− g(τ) .

Zvolme η > 0 tak, aby platilo|g(τ−)− g(x)|<ε pro kǎzdé x∈ (τ − η, τ), a de-
finujme

δ(x) =





η když x= τ ,

1
4

(τ −x) když x∈ [a, τ) .

Tı́m si op̌et vynut́ıme,že pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ; [a, τ ]) muśı být τ =σm = ξm a
tud́ıž

S(σ, ξ) = [g(τ)− g(σm−1)],

kde σm−1 ∈ (τ − η, τ). Jako v p̌reděslém p̌rı́paďe odtud plyne,̌ze plat́ı
∫ τ

a
f dg = g(τ)−g(τ−), tj.

∫ b

a
f dg =

∫ τ

a
f dg +

∫ b

τ
f dg = g(b)−g(τ−).
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Pokud jde o existenci integrálu, můžeme podle cvǐceńı 2.33 (i) výše uvedeńe
přı́klady shrnout do ńasleduj́ıćıho tvrzeńı.

6.16. D̊usledek. Jestlǐzeg ∈G[a, b ] a f ∈S[a, b ], pak oba integŕaly

∫ b

a
f dg a

∫ b

a
g df

existuj́ı.

Dalš́ı věta poskytuje źakladńı odhad pro integŕal
∫ b

a
f dg za p̌redpokladu,̌ze g

má koněcnou variaci na[a, b ]. Na funkci f přitom žádńe źasadńı omezeńı nekla-
deme. Pochopitelňe, že réalný význam bude ḿıt tvrzeńı věty pouze pro p̌rı́pad,že
f je ohranǐceńa na[a, b ].

6.17. V̌eta. Jestlǐzeg ∈BV[a, b ] a f : [a, b ]→R jsou takov́e,že
∫ b

a
f dg ∈R, pak

plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖f‖ varba g . (6.20)

Jestlǐze, nav́ıc i
∫ b

a
|f(x)| d [varxag]∈R, pak plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)| d [varxag] ≤ ‖f‖ varba g . (6.21)

D ů k a z plyne z toho,̌ze nerovnosti

|S(σ, ξ)| ≤
ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)| |g(σj)− g(σj−1)| ≤
ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)| var
σj
σj−1 g ≤ ‖f‖ varba g

plat́ı pro kǎzdé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ].

Také daľśı jednoduch́y odhad integŕalu
∫ b

a
f dg se oṕırá o definici KS – inte-

grálu.
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6.18. V̌eta. Necht’ g ∈BV[a, b ] a f : [a, b ]→R jsou takov́e,že
∫ b

a
f dg ∈R. Dále

necht’ existuj́ı kalibr δ ∈G [a, b ] a funkceu : [a, b ]→R neklesaj́ıćı na [a, b ] ta-
kov́e, že

τ ∈ [a, b ] a t∈ (τ − δ(τ), τ + δ(τ))∩ [a, b ]

=⇒ |t− τ | |f(τ)| |g(t)− g(τ)| ≤ (t− τ)
(
u(t)−u(τ)

)
.

}
(6.22)

Potom

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ u(b)−u(a) . (6.23)

D ů k a z . Pro kǎzdé δ–jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] máme podle
(6.22)

∣∣S(σ, ξ)
∣∣ ≤

ν(σ)∑

j=1

|f(ξj)|
(|g(σj)− g(ξj)|+ |g(ξj)− g(σj−1)|

)

≤
ν(σ)∑

j=1

(
u(σj)−u(σj−1)

)
= u(b)−u(a) .

Vzhledem k definici KS – integrálu plyne odtud nerovnost (6.23).

6.19. P̌r ı́klad. Ukážeme si jednu netriviálńı aplikaci v̌ety 6.18.
Mějme funkcih: [a, b ]→ [0,∞) neklesaj́ıćı a zleva spojitou na(a, b ]. Doká-

žeme,̌ze pro kǎzdé k∈N ∪{0} plat́ı

∫ b

a
hk dh ≤ hk+1(b)−hk+1(a)

k +1
. (6.24)

Nejprve proved’me element́arńı úpravu

hk+1(t)−hk+1(τ)
k +1

=
(h(t)−h(τ)

k+1

[ k∑

i=0

hk−i(t) hi(τ)
]

(6.25)

a v̌simňeme si toho,̌ze za nǎsich p̌redpoklad̊u je funkceh ohranǐceńa na [a, b ].
Jako daľśı krok ukážeme,že ke kǎzdému ε > 0 a kǎzdému τ ∈ (a, b ] existuje
δ(τ) > 0 takov́e, že plat́ı nerovnost

hk−i(t) hi(τ) > hk(τ)− ε (6.26)
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pro t∈ (τ − δ(τ), τ + δ(τ)). Dı́ky monot́onnosti funkceh je snadńe ov̌ěrit, že
nerovnost (6.26) platı́ pro kǎzdé t∈ (τ, b ]. Na druhou stranu, dı́ky spojitosti funkce
h zleva, ke kǎzdému ε> 0 a kǎzdému τ ∈ (a, b ] najdemeδ(τ) > 0 takov́e, aby
platilo

0 ≤ hk−i(τ)−hk−i(t) <
ε

‖h‖ jakmile t∈ (τ −δ(τ, τ ].

Odtud plyne,̌ze prot∈ (τ −δ(τ), τ ] plat́ı

0 ≤ hk(τ)−hk−i(t) hi(τ) =
(
hk−i(τ)−hk−i(t)

)
hi(τ) <

ε

‖h‖ ‖h‖ = ε

a tedy taḱe (6.26). Dosazenı́m (6.26) do (6.25) dostaneme

hk+1(t)−hk+1(τ)
k +1

>
h(t)−h(τ)

k+1

k∑

i=0

(
hk(τ)− ε

)

=
(
h(t)−h(τ)

)
hk(τ)− ε

pro kǎzdé ε> 0, k∈N ∪{0} a t∈ (τ −δ(τ, τ ]. Plat́ı tedy (6.22), kde

f(t) = hk(t), g(t) = h(t) a u(t) =
hk+1(t)

k+1
pro t∈ [a, b ]. (6.27)

Podle v̌ety 6.18 tedy platı́ nerovnost (6.23).

6.20. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı:
Necht’ funkceh: [a, b ]→ [0,∞) je nerostoućı a zprava spojit́a na [a, b ). Potom

pro kǎzd́e k∈N ∪{0} plat́ı
∫ b

a
hk dh ≥ hk+1(b)−hk+1(a)

k +1
. (6.28)

Věta 6.17 ńam umǒzńı dokázat nejjednodǔšśı větu o konvergenci integrálů.

6.21. V̌eta. Necht’ f : [a, b ]→R je ohranǐceńa na [a, b ], g ∈BV[a, b ] a necht’
posloupnost{fn} funkćı definovańych na intervalu[a, b ] je takov́a, že

lim
n→∞ ‖fn− f‖ = 0 , (6.29)

při čem̌z existuj́ı všechny integŕaly
∫ b

a
fn dg, n∈N. Potom existuje taḱe integŕal

∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg . (6.30)
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D ů k a z . a) Protǒze f je ohranǐceńa, plyne z p̌redpokladu (6.29),̌ze existuje
n0 ∈N takov́e, že plat́ı

‖fn‖ ≤ ‖f‖+1 < ∞ pro v̌sechnan≥n0 .

Podle v̌ety 6.17 tedy ḿame

∣∣∣
∫ b

a
fn dg

∣∣∣ ≤ (‖f‖+1) varba g < ∞ pro v̌sechnan≥n0

a podle Bolzanovy-Weierstraßovy věty tedy existuj́ı posloupnost{nk}⊂N a č́ıslo
I ∈R takov́e, že plat́ı n1≥n0 a

lim
k→∞

∫ b

a
fnk

dg = I . (6.31)

b) Oznǎcme

Ik =
∫ b

a
fnk

dg prok∈N ,

Sk(σ, ξ) = Sfnk
∆g (σ, ξ) pro k∈N, (σ, ξ)∈T [a, b ],

S(σ, ξ) = Sf∆ g (σ, ξ) pro (σ, ξ)∈T [a, b ] .





(6.32)

Bud’ dánoε> 0. Vzhledem k (6.29) a (6.31) m̊užeme zvolitk0 ∈N tak, že plat́ı

|Ik− I| < ε a ‖fnk
− f‖ < ε pro k≥ k0 . (6.33)

Potom bude taḱe

|S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)| < ε varba g pro v̌sechna(σ, ξ)∈T [a, b ] .

Dále, necht’ δ0 ∈G [a, b ] je kalibr na [a, b ] takov́y, že pro v̌sechnaδ0 – jemńa
znǎceńa ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ] plat́ı

|Sk0(σ, ξ)− Ik0 | < ε . (6.34)

Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) a k≥ k0 máme podle (6.33)

∣∣S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

(
f(ξj)− fk0(ξj)

) (
g(σj)− g(σj−1)

)∣∣∣

< ‖fn− f‖ V (g, σ) ≤ ε varba g .
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Tud́ıž, vzhledem k (6.33) a (6.34), dostáváme

|S(σ, ξ)− I| ≤ |S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)|+ |Sk0(σ, ξ)− Ik0 |+ |Ik0 − I|
< ε (varba g + 2)

pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) a k≥ k0 To znameńa, že plat́ı

∫ b

a
f dg = I = lim

k→∞

∫ b

a
fnk

dg .

c) Koněcně, op̌etńym poǔzitı́m věty 6.17 dostaneme

∣∣∣
∫ b

a
fn dg−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖fn− f‖ varba g pro kǎzdé n∈N .

Plat́ı tedy i ((6.30)).

Nyńı můžeme formulovat prvńı významňejš́ı existeňcńı výsledek.

6.22. V̌eta. Necht’ f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Potom
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı

(6.21).

D ů k a z . Podle v̌ety 4.6 (ii) existuje posloupnost{fn} jednoduch́ych skokov́ych
funkćı, kteŕa konverguje stejnom̌erňe na [a, b ] k funkci f. Podle v̌et 6.8 a 6.17

integŕal
∫ b

a
fn dg existuje pro kǎzdé n∈N. To znameńa,že podle v̌ety 6.21 existuje

také integŕal
∫ b

a
f dg a plat́ı ((6.30)).

Zřejmě |f | ∈G[a, b ]. Existuje tedy taḱe integŕal
∫ b

a
|f(x)| d varxa g a podle

věty 6.17 plat́ı (6.21).

Následuj́ıćı konvergeňcńı výsledek je tak trochu symetrický k věťe 6.21.

6.23. V̌eta. Necht’ f : [a, b ]→R je ohranǐceńa na [a, b ], g ∈BV[a, b ] a necht’
posloupnost{gn} funkćı definovańych na intervalu[a, b ] je takov́a, že plat́ı

lim
n→∞ varba (gn− g) = 0 ,

při čem̌z existuj́ı všechny integŕaly
∫ b

a
f dgn, n∈N. Potom existuje taḱe integŕal
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∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
f dgn =

∫ b

a
f dg . (6.35)

D ů k a z . Beźujmy na obecnosti m̊užeme p̌redpokĺadat

gn(a) = g(a) = 0 pro v̌sechnan∈N .

Dále je d̊ukaz podobńy důkazu v̌ety 6.21. Existujen0 ∈N takov́e, že plat́ı

varba gn ≤ varba g + 1 pro v̌sechnan≥n0 .

Podle v̌ety 6.17 tedy ḿame

∣∣∣
∫ b

a
f dgn

∣∣∣ ≤ ‖f‖ (varba g +1) pro v̌sechnan≥n0

a podle Bolzanovy – Weierstraßovy věty tedy existuj́ı č́ıslo I ∈R a posloupnost
{nk}⊂N takov́e, že plat́ı n1≥n0 a

lim
k→∞

Ik = lim
k→∞

∫ b

a
f dgnk

= I .

Podobňe jako v (6.32) oznǎcme

Ik =
∫ b

a
f dgnk

prok∈N ,

Sk(σ, ξ) = Sf∆gnk
(σ, ξ) pro k∈N, (σ, ξ)∈T [a, b ],

S(σ, ξ) = Sf∆ g (σ, ξ) pro (σ, ξ)∈T [a, b ] .





(6.36)

Bud’ dánoε> 0. Zvolme k0 ∈N a kalibr δ0 ∈G [a, b ] tak, aby platilo

|Ik− I| < ε, varba (gnk
− g) < ε pro k≥ k0

a

|Sk0(σ, ξ)]− Ik0 | < ε pro (σ, ξ)∈A (δ0) .

Potom pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) a k≥ k0 máme

∣∣S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

(
f(ξj)− f(ξj)

) (
gk0(σj)− gk0(σj−1)

)∣∣∣

< ‖f‖ V (gk0 − g, σ) ≤ ‖f‖(varba (gk0 − g)) < ε ‖f‖ .
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Pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ0) tedy ḿame

|S(σ, ξ)− I|
≤ |S(σ, ξ)−Sk0(σ, ξ)|+ |Sk0(σ, ξ)− Ik0 |+ |Ik0 − I|
< ε (‖f‖+2) .

Odtud plyne,̌ze
∫ b

a
f dg = I = lim

k→∞

∫ b

a
f dgnk

.

Koněcně, op̌etńym poǔzitı́m věty 6.17, dostaneme

∣∣∣
∫ b

a
f dgn−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤ ‖f‖ varba (gn− g) pro kǎzdén∈N .

Plat́ı tedy (6.35).

P̌redpokĺadejme,̌ze funkcef regulovańa na[a, b ] a g má koněcnou variaci na

[a, b ]. Podle v̌ety 6.22 potom existuje integrál
∫ b

a
f dg. Pro aplikace potřebujeme

ale doḱazat,že tento integŕal existuje i v symetricḱe situaci, tj. kdy̌z f ∈BV[a, b ]
a g ∈G[a, b ]. To bude nyńı nǎsim ćılem.

Podle v̌ety 2.37 m̊užeme funkcif rozložit na soǔcet spojit́e funkcef C a sko-

kové funkcef B . Podle v̌ety 5.51 a v̌ety 6.13 existuje integrál
∫ b

a
f C dg. Vzpome-

neme-li si na lemma 2.40, podle kterého existuje posloupnost jednoduchých sko-
kových funkćı {f B

n }⊂S[a, b ] takov́a, že plat́ı lim
n→∞ ‖f B− f B

n ‖BV =0, nahĺed-

neme tedy,̌ze ńam stǎćı dokázat konvergeňcńı větu, ze kteŕe by plynulo,že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
f B

n dg =
∫ b

a
f B dg .

(Věta 6.21 a ani v̌eta 6.23 takov́y výsledek nezahrnujı́.)

Následuj́ıćı věta poskytuje odhad symetrický k odhadu (6.20) z v̌ety 6.17.

6.24. V̌eta. Necht’ funkceg ohranǐceńa na [a, b ] a f ∈BV[a, b ] jsou takov́e, že

existuje integŕal
∫ b

a
f dg. Potom plat́ı

∣∣∣
∫ b

a
f dg

∣∣∣ ≤
(|f(a)|+ |f(b)|+ varba f

) ‖g‖ . (6.37)
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D ů k a z . Pro libovolńe (σ, ξ)∈T [a, b ], máme

S(σ, ξ) = f(ξ1) [g(σ1)− g(a)] + f(ξ2) [g(σ2)− g(σ1)]

+ . . . + f(ξm) [g(b)− g(σm−1)]

= f(b) g(b)− f(a) g(a)

− [f(ξ1)−f(a)] g(a)− [f(ξ2)−f(ξ1)] g(σ1)

− . . .− [f(b)− f(ξm)] g(b)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)−
m∑

j=0

[f(ξj+1)−f(ξj)] g(σj) ,

kde m= ν(σ), ξ0 = a a ξm+1 = b. Odtud plyne,̌ze

|S(σ, ξ)| ≤
(
|f(a)|+ |f(b)|+

m∑

j=0

|f(ξj+1)− f(ξj)|
)
‖g‖

neboli

|S(σ, ξ)| ≤ (|f(a)|+ |f(b)|+ varba f) ‖g‖ .

plat́ı pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [a, b ] .

}
(6.38)

Vzhledem k tomu,̌ze (σ, ξ) bylo libovolné znǎceńe ďeleńı intervalu [a, b ], odtud
už tvrzeńı (6.37) okam̌zitě plyne.

Nyńı dokážeme konvergeňcńı tvrzeńı, kteŕe zarǔćı, že bude platit

lim
n→∞

∫ b

a
f B

n dg =
∫ b

a
f B dg .

6.25. Lemma. Necht’ funkceg je ohranǐceńa na [a, b ], f ∈BV[a, b ] a necht’ po-
sloupnost{fn}⊂BV[a, b ] je takov́a, že

∫ b

a
fn dg existuje pro kǎzd́e n∈N a lim

n→∞ ‖fn− f‖BV = 0 .

Potom existuje taḱe integŕal
∫ b

a
f dg a plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg .
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D ů k a z . Podle v̌ety 6.24 je

∣∣∣
∫ b

a
(fn− fm) dg

∣∣∣ ≤ 2 ‖g‖ ‖fn− fm‖BV pro libovolńam,n∈N .

Posloupnost
{∫ b

a
fn dg

}
je tedy cauchyovsḱa a existujeI ∈R takov́e, že plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg = I .

Ukážeme,že
∫ b

a
f dg = I. Bud’ dáno libovolńe ε> 0. Zvolme n0 ∈N tak, aby

platilo

∣∣∣
∫ b

a
fn0 dg− I

∣∣∣ < ε a ‖fn0 − f‖BV < ε .

Dále, zvolmeδε ∈G [a, b ] tak, aby pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δε) platilo

∣∣∣Sn0(σ, ξ)−
∫ b

a
fn0 dg

∣∣∣ < ε ,

kde Sn0(σ, ξ) = Sfn0∆g (σ, ξ). Podle (6.38) pro libovolńe (σ, ξ)∈T (δε) máme
∣∣S(σ, ξ)−Sn0(σ, ξ)

∣∣

≤
(
|f(a)− fn0(a)|+ |f(b)− fn0(b)|+ varba (f − fn0)

)
‖g‖

≤ 2 ‖f − fn0‖BV ‖g‖ .

Souhrnem, pro libovolńe (σ, ξ)∈A (δε) dost́aváme

|S(σ, ξ)− I|

≤ ∣∣S(σ, ξ)−Sn0(σ, ξ)
∣∣+

∣∣∣Sn0(σ, ξ)−
∫ b

a
fn0 dg

∣∣∣

+
∣∣∣
∫ b

a
fn0 dg− I

∣∣∣

< 2 ‖f − fn0‖BV ‖g‖+ 2 ε < ε 2 (‖g‖+1) .

Odtud plyne rovnost
∫ b

a
f dg = I = lim

n→∞

∫ b

a
fn dg .
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Nyńı už budeme um̌et doḱazat ḱyžeńy existěcńı výsledek. V ńasleduj́ıćıch tvr-
zeńıch a jejich d̊ukazech poǔźıváme d̊usledňe konvence źumluv a oznǎceńı 1.3 a
klademe g(a−)= g(a), g(b+)= g(b), tj.

∆−g(a)= ∆+g(b) = 0, ∆g(a)= ∆+g(a), ∆g(b)= ∆−g(b)

pro kǎzdou funkci g regulovanou na[a, b ]. V tomto smyslu je ťreba i rozum̌et
symbol̊um pro funkceg(x−) resp.g(x+) definovańe na[a, b ]. Neńı těžké si roz-
myslet,že nap̌r. pro g ∈G[a, b ] a h(x)= g(x−) plat́ı

h(x−) = h(x) = g(x), h(x+) = g(x+) na [a, b ] .

Analogicky, prog ∈G[a, b ] a h(x)= g(x+) máme

h(x+) = h(x) = g(x), h(x−) = g(x−) na [a, b ] .

6.26. V̌eta. Jestlǐzef ∈BV[a, b ], g ∈G[a, b ], pak integŕal
∫ b

a
f dg existuje a plat́ı

(6.37).

D ů k a z . Necht’ g ∈G[a, b ], f ∈BV[a, b ] a W je mnǒzina bod̊u nespojitosti
funkcef v [a, b ]. Podle v̌ety 2.20 jeW nejvýše spǒcetńa, tj. W = {wk : k∈K},
kdeK= {1, 2, . . . ,m} pro ňejaḱe m∈N neboK=N.

Necht’ f = f C + f B je Jordan̊uv rozklad funkcef na spojitoučástf C a sko-
kovoučástf B definovanou jakof2 v (2.26). Polǒzme

f B
n (x)=

∑

k∈K∩[1,n]

∆−f(wk)χ(wk,b](x)+
∑

k∈K∩[1,n]

∆+f(wk)χ[wk,b](x)

pro n∈N a x∈ [a, b ]. Zřejmě f B
n ∈S[a, b ] pro kǎzdé n∈N a podle lemma-

tu 2.40 plat́ı

lim
n→∞ ‖f

B
n − f B‖BV = lim

n→∞ varba (f B − f B
n ) = 0 .

Dále, podle d̊usledku 6.16 integrál
∫ b

a
f B

n dg existuje pro kǎzdé n∈N. Je-li tedy

mnǒzinaK koněcná, existence integrálu
∫ b

a
f B dg plyne triviálně. Neńı-li K ko-

něcná, pak integŕal
∫ b

a
f B dg existuje podle lemmatu 6.25.

Podle v̌ety 5.51 a v̌ety 6.13 existuje integrál
∫ b

a
f C dg. Existence integŕalu

∫ b

a
f dg tedy již plyne z v̌ety 6.8. Koněcně, podle v̌ety 6.24 plat́ı také (6.37).
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P̌rı́mým důsledkem v̌ety 6.26 je ńasleduj́ıćı konvergeňcńı tvrzeńı.

6.27. D̊usledek. Jestlǐze gn ∈G[a, b ] pro n∈N a lim
n→∞ ‖gn− g‖ = 0, pak pro

kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] plat́ı

lim
n→∞

∫ b

a
f dgn =

∫ b

a
f dg . (6.39)

Následuj́ıćı tvrzeńı navazuje na d̊ukaz v̌ety 6.26 a d́avá ńavod k v́ypočtu in-

tegŕalu
∫ b

a
f dg, je-li známa hodnota integrálu

∫ b

a
f C dg, kde f C znǎćı spojitou

část funkcef.

6.28. D̊usledek. Jestlǐze f ∈BV[a, b ], g ∈G[a, b ], W je mnǒzina bod̊u nespoji-
tosti funkcef v [a, b ] a f C je spojit́a část funkcef, f C(a) = f(a), pak

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f C dg

+
∑

w∈W

[
∆−f(w) (g(b)−g(w−)) + ∆+f(w) (g(b)−g(w+))

]
.





(6.40)

D ů k a z . Jako v d̊ukazu v̌ety 6.26 jeW = {wk : k∈K}, kdeK= {1, 2, . . . , m}
pro ňejaḱe m∈N neboK=N. Necht’

f B
n (x)=

∑

k∈K∩ [1,n]

[
∆−f(wk) χ(wk,b](x)+∆+f(wk) χ[wk,b](x)

]

pro n∈N a x∈ [a, b ]. Podle lemmatu 2.40 platı́

lim
n→∞ ‖f

B
n − f B‖BV = lim

n→∞ varba (f B− f B
n ) = 0 .

Dále, podle (6.16), (6.17) a věty 6.8, ḿame

∫ b

a
f B

n dg

=
∑

k∈K∩ [1,n]

(
∆−f(wk) [g(b)− g(wk−)]+∆+f(wk) [g(b)− g(wk+)]

)





(6.41)

pro kǎzdé n∈N. Je-li K koněcná, plyne odtud okam̌zitě, že plat́ı (6.40).
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Je-li K=N, pak podle lemmatu 6.25 platı́
∫ b

a
f B dg = lim

n→∞

∫ b

a
f B

n dg . (6.42)

Podle d̊usledku 2.26 je

∞∑

k=1

∣∣∆−f(wk) (g(b)− g(wk−))+ ∆+f(wk) (g(b)− g(wk+))
∣∣

≤ 2 ‖g‖
∞∑

k=1

(
|∆−f(wk)|+ |∆+f(wk)|

)
≤ 2 ‖g‖ (varbaf) < ∞ .

Vzhledem k (6.41) a (6.42) tudı́ž dost́aváme
∫ b

a
f B dg

=
∞∑

k=1

(
∆−f(wk)(g(b)− g(wk−))+ ∆+f(wk)(g(b)− g(wk+))

)
.





(6.43)

Plat́ı tedy (6.40).

V situaci symetricḱe k d̊usledku 6.28 ḿame

6.29. Lemma.Jestlǐzef ∈G[a, b ], g ∈BV[a, b ], W je mnǒzina bod̊u nespojitosti
funkceg v [a, b ] a g C je spojit́a část funkceg, g C(a) = g(a), pak

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f dg C +

∑

w∈W

f(w)∆g(w) , (6.44)

kde∆ g(a)= ∆+ g(a) a ∆ g(b)= ∆− g(b).
D ů k a z je analogicḱy důkazu d̊usledku 6.28 je ponechán čteńǎri jako cvičeńı.

6.30. Cvǐceńı. Dokǎzte lemma 6.29. (Ńavod: vyǔzijte lemma 2.40 a v̌etu 6.21 a
postupujte jako p̌ri důkazu d̊usledku 6.28.)

6.3 Integrace per-partes

Pro d̊ukazy d̊usledku 6.28 a lemmatu 6.29 byly užitečné p̌rı́klady 6.15. Ńasledu-
jı́ćı technicḱa lemmata jsou potřebńa pro d̊ukaz v̌ety o integraci per-partes, která
je nǎsim daľśım významňejš́ım ćılem. Taḱe v jejich d̊ukazech budou P̌rı́klady 6.14
využity.

135
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6.31. Lemma. Necht’ h∈G[a, b ], c∈R a W ⊂ [a, b ] je nejv́yše spǒcetńa mnǒzi-
na takov́a, že plat́ı

h(x) = c pro x∈ [a, b ] \W . (6.45)

Potom
∫ b

a
h dg = c [g(b)−g(a) ]+

∑

w∈W

[h(w)− c ] ∆g(w) (6.46)

plat́ı pro kǎzdou funkcig ∈G[a, b ].
D ů k a z . Necht’ g ∈G[a, b ]. Protǒze h∈G[a, b ], máme podle (6.45)

h(x−) =h(x+)=h(a+)=h(b−)= c pro kǎzdéx∈ (a, b) .

FunkcehC(x)≡ c je tedy spojit́a část funkceh, hB = h−hC a

∆−h(x) = h(x)− c = −∆+h(x) pro kǎzdé x∈ (a, b) .

Podle ((6.40)) (kdef =h) tedy ḿame
∫ b

a
h dg =

∫ b

a
c dg +

∑

w∈W

(h(w)− c) [g(b)− g(w−)− g(b)+ g(w+) ]

= c [g(b)− g(a) ] +
∑

w∈W

[h(w)− c ]∆g(w) ,

tj. plat́ı (6.46). (P̌ripoměnme znovu,̌ze ∆g(a) = ∆+g(a) a ∆g(b) = ∆−g(b).)

6.32. Cvǐceńı. Pomoćı lemmatu 6.31 dokǎzte,že je-li τ ∈ (a, b) a

h(t) =





0 když t< τ ,

κ ∈ [0, 1] když t = τ ,

1 když t> τ ,

pak
∫ b

a
ϕh dh = ϕ(τ)κ pro libovolnou funkciϕ regulovanou naϕ.

6.33. Lemma.Necht’ h∈G[a, b ], c∈R a W ⊂ [a, b ] je nejv́yše spǒcetńa mnǒzina
takov́a, že plat́ı (6.45). Potom

∫ b

a
f dh = f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c ] (6.47)

plat́ı pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ].
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D ů k a z . a) Funkceh splňuje (6.45) pŕavě tehdy, kdy̌z existuje mnǒzinaK⊂N
takov́a, že W = {wk ∈ [a, b ] : k∈K} a

h(x) = c +
∑

k∈K
(h(wk)− c) χ[wk](x) prox∈ [a, b ] .

Pro n∈N položmeKn =K∩ [1, n], Wn = {wk : k∈Kn} a

hn(x) = c +
∑

k∈Kn

(h(wk)− c) χ[wk](x) pron∈N ax∈ [a, b ] .

Dokážeme,̌ze plat́ı

lim
n→∞ ‖hn−h‖ = 0 . (6.48)

Necht’ je tedy d́anoε> 0 a necht’ n0 ∈N je takov́e, že

|h(wk)− c| < ε pro kǎzdé k >n0 . (6.49)

Takov́e n0 existuje, protǒze pro kǎzdé k∈N je

|h(wk)− c| =





|∆−h(wk)| když wk ∈ (a, b) ,

|∆+h(a)| když wk = a ,

|∆−h(b)| když wk = b

a mnǒzina ťechk∈N, pro ňež |h(wk)− c| ≥ ε, může ḿıt podle d̊usledku 4.7 (ii)
jenom nejv́yše koněcný počet (n0) prvků. Tud́ıž,

|hn(x)−h(x)| =
{ |c−h(x)| když x∈Wn ,

0 když x∈ [a, b ] \Wn

}
< ε

pro n≥n0 a x∈ [a, b ]. Plat́ı tedy (6.48).

b) Necht’ f ∈BV[a, b ]. Podle p̌rı́kladu 6.15 (i), v̌ety 6.8 a formule (6.14) dosta-
neme pro kǎzdé n∈N

∫ b

a
f dhn =

∑

k∈Kn

(h(wk)− c)
∫ b

a
f dχ[wk]

= f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c ] .

Podle (6.48) a podle d̊usledku 6.27 tedy ḿame
∫ b

a
f dh = lim

n→∞

∫ b

a
f dhn = f(b) [h(b)− c]− f(a) [h(a)− c] .

137
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6.34. V̌eta (V ĚTA O INTEGRACI PER-PARTES).
Jestlǐzef ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ], pak existuj́ı oba integŕaly

∫ b

a
f dg a

∫ b

a
g df

a plat́ı
∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df = f(b) g(b)− f(a) g(a)

+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−f(x)∆−g(x)−∆+f(x)∆+g(x)

)
.





(6.50)

D ů k a z . Integŕal
∫ b

a
f dg existuje podle v̌ety 6.22 a integŕal

∫ b

a
g df existuje

podle v̌ety 6.26. D́ale,
∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df

=
∫ b

a
f(x) d [g(x) +∆+g(x)]+

∫ b

a
g(x) d [f(x)−∆−f(x)]

−
∫ b

a
f(x) d [∆+g(x)] +

∫ b

a
g(x) d [∆−f(x)] .

Neńı obt́ıžné ov̌ěrit, že funkceh(x) =∆+g(x) splňuje (6.45) sc =0 a h(b)= 0.
Dále, ∆h(x)= 0 pro x∈ (a, b). Podle lemmatu 6.33 tedy ḿame

∫ b

a
f(x) d [∆+g(x)] = −f(a)∆+g(a) .

Analogicky,
∫ b

a
g(x) d [∆−f(x)] = g(b)∆−f(b) ,

čili
∫ b

a
f(x) dg(x)+

∫ b

a
g(x) df(x)

=
∫ b

a
f(x) dg(x+) +

∫ b

a
g(x) df(x−)

+ f(a)∆+g(a)+ ∆−f(b) g(b) .





(6.51)
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Prvńı integŕal na prav́e straňe můžeme upravit na

∫ b

a
f(x) dg(x+) =

∫ b

a
f(x−) dg(x+)+

∫ b

a
∆−f(x) dg(x+) . (6.52)

Pro funkci h(x) = g(x+) máme h(x+)=h(x)= g(x+) a h(x−)= g(x−)
na [a, b ], tj. ∆h(x) =∆g(x) na [a, b ]. Podle lemmatu 6.31 tedy platı́

∫ b

a
∆−f(x) dg(x+) =

∑

x∈ [a,b ]

∆−f(x)∆g(x) . (6.53)

Analogicky,

∫ b

a
g(x) df(x−) =

∫ b

a
g(x+) df(x−)−

∫ b

a
∆+g(x) df(x−)

=
∫ b

a
g(x+) df(x−)−

∑

x∈ [a,b ]

∆+g(x)∆f(x) .





(6.54)

Funkcef(x−) je spojit́a zleva na(a, b], g(x+) je spojit́a zprava na[a, b). Podle
vět 5.51 a 6.13 tedy existujı́ oba integŕaly

∫ b

a
f(x−) dg(x+) a

∫ b

a
g(x+) df(x−)

a podle v̌ety 5.47 plat́ı

∫ b

a
f(x−) dg(x+) +

∫ b

a
g(x+) df(x−) = f(b−) g(b)− f(a) g(a+) . (6.55)

Dosazeńım (6.52)–(6.55) do (6.51) dostaneme dále
∫ b

a
f dg +

∫ b

a
g df

= f(b−) g(b)− f(a) g(a+)+ f(a) ∆+g(a)+ ∆−f(b) g(b)

+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−f(x) [∆−g(x)+ ∆+g(x)]− [∆−f(x)+ ∆+f(x)]∆+g(x)

)

= f(b) g(b)− f(a) g(a)+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−f(x)∆−g(t)−∆+f(x)∆+g(x)

)
.

Dokázali jsme,̌ze (6.50) plat́ı.
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6.35. Cvǐceńı. Dokǎzte,že za p̌redpoklad̊u věty 6.34 plat́ı

∫ b

a
f dg = (σ)

∫ b

a
f(x+) dg(x−)+ f(b)∆−g(b)−

∑

x∈ (a,b)

∆+f(x)∆g(x)

∫ b

a
f dg = (σ)

∫ b

a
f(x−) dg(x+)+ f(a)∆+g(a)+

∑

x∈ (a,b)

∆−f(x)∆g(x) .

(Návod: vyǔzijte formule odvozeńı v průběhu d̊ukazu v̌ety 6.34.)

6.4 Saksovo-Henstockovo lemma a ňekteré jeho důsledky

6.36. Lemma(SAKS-HENSTOCK). Necht’ f, g : [a, b ]→R jsou takov́e, že inte-

grál
∫ b

a
f dg existuje. Necht’ ε> 0 je dáno a necht’ δ ∈G [a, b ] je kalibr na [a, b ]

takov́y, že plat́ı

∣∣∣S(σ, ξ)−
∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε pro v̌sechna(σ, ξ)∈A (δ) .

Potom pro libovolńy syst́em
{

([sj , tj ], θj) : j =1, 2, . . ., n
}

takov́y, že

a ≤ s1 ≤ θ1 ≤ t1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn ≤ θn ≤ tn ≤ b ,

[sj , tj ] ⊂ [θj − δ(θj), θj + δ(θj)] pro j = 1, 2, . . . , n ,

}
(6.56)

plat́ı nerovnost
∣∣∣

n∑

j=1

[
f(θj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f dg
]∣∣∣ ≤ ε . (6.57)

D ů k a z . Bud’ dánoη > 0. Oznǎcme t0 = a, sn+1 = b. Je-li j ∈{1, 2, . . . , n} a
tj <sj+1, existuj́ı kalibr δj a znǎceńe ďeleńı (σj , ξj)∈A (δj ; [tj , sj+1]) takov́e,
že δj(x) ≤ δ(x) pro kǎzdé x∈ [a, b ] a

∣∣S(σj , ξj)−
∫ sj+1

tj

f dg
∣∣ <

η

n +1
. (6.58)

Nyńı sestavmeδ– jemńe znǎceńe ďeleńı (ρ, η) intervalu [a, b ] tak, aby platilo

n∑

j=1

f(θj) [g(tj)− g(sj)]+
n∑

j=0

S(σj , ξj) = S(ρ, η) .
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(Je-li tj = sj+1, klademeS(σj , ξj)= 0.) Vzhledem k p̌redpoklad̊um lemmatu te-
dy máme

∣∣∣
n∑

j=1

(
f(θj) [g(tj)− g(sj)]−

∫ tj

sj

f dg
)

+
n∑

j=0

(
S(σj , ξj)−

∫ sj+1

tj

f dg
)∣∣∣

=
∣∣∣S(ρ, η)−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε .

Odtud a z (6.58) dostáváme pro libovolńe η > 0

∣∣∣
n∑

j=1

f(θj) [g(tj)− g(sj)]−
∫ tj

sj

f dg
∣∣∣

≤
∣∣∣S(ρ, η)−

∫ b

a
f dg

∣∣∣ +
∣∣∣

n∑

j=0

(
S(σj , ξj)−

∫ sj+1

tj

f dg
)∣∣∣ < ε+ η ,

tj. plat́ı (6.57).

6.37. V̌eta. Necht’
∫ b

a
f dg existuje ac∈ [a, b ]. Potom plat́ı

lim
x→c

x∈ [a,b ]

(∫ x

a
f dg + f(c) [g(c)− g(x)]

)
=

∫ c

a
f dg . (6.59)

D ů k a z . Bud’ dánoε> 0 a necht’ δε ∈G [a, b ] je takov́y kalibr, že

∣∣∣S(σ, ξ)−
∫ b

a
f dg

∣∣∣ < ε plat́ı všechna(σ, ξ)∈A (δε).

Pro kǎzdé x∈ (c, c+ δε(c))∩[a, b ] vyhovuje syst́em {([s1, t1], θ1)}, kde t1 =x a
s1 = θ1 = c, podḿınkám (6.56). Podle Saksova – Henstockova lemmatu (viz Lem-
ma 6.36) tedy ḿame

∣∣∣f(c) [g(x)− g(c)]−
∫ x

c
f dg

∣∣∣ < ε . (6.60)

Podobňe, je-li x∈ (c− δε(c), c)∩ [a, b ], pak poǔzitı́m lemmatu 6.36 na systém
{[x, c], c} dostaneme nerovnost

∣∣∣f(c) [g(c)− g(x)]−
∫ c

x
f dg

∣∣∣ < ε
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Pro kǎzdé x∈ (c− δε(c), c + δε(c))∩ [a, b ] tedy plat́ı nerovnost (6.60) a tudı́ž taḱe
nerovnost

∣∣∣
∫ c

a
f dg−

∫ x

a
f dg− f(c) [g(c)− g(x)]

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ x

c
f dg− f(c) [g(x)− g(c)]

∣∣∣ < ε ,

tj. plat́ı (6.59).

6.38. D̊usledek. Necht’
∫ b

a
f dg existuje,g ∈G[a, b ] a necht’ funkceh : [a, b ]→R

je definov́ana p̌redpisem

h(x) =
∫ x

a
f dg pro x∈ [a, b ] .

Potomh∈G[a, b ] a

h(t+) = h(t)+ f(t)∆+g(t) a h(s−) = h(s)− f(s)∆−g(s)

pro t∈ [a, b) a s∈ (a, b].

6.5 Neurčitý integrál

6.39. V̌eta (HAKE). (i) Necht’
∫ x

a
f dg existuje pro kǎzd́e x∈ [a, b) a necht’

lim
x→b−

( ∫ x

a
f dg + f(b) [g(b)− g(x)]

)
= I ∈R .

Potom
∫ b

a
f dg = I.

(ii) Necht’
∫ b

x
f dg existuje pro kǎzd́e x∈ (a, b] a necht’

lim
x→a+

(∫ b

x
f dg + f(a) [g(x)− g(a)]

)
= I ∈R .

Potom
∫ b

a
f dg = I.
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D ů k a z . (i) a) Bud’ dánoε> 0. Zvolme ∆> 0 tak, aby platilo

∣∣∣
∫ x

a
f dg + f(b) [g(b)− g(x)]− I

∣∣∣ < ε pro kǎzdé x∈ [b−∆, b) . (6.61)

Polǒzmexk = b− b−a

k+1
pro k∈N. Posloupnost{xk} je rostoućı, lim

k→∞
xk = b a

∀ k∈N ∃ δk ∈G [a, xk] :

(ρ, η)∈A (δk, [a, xk]) =⇒
∣∣∣S(ρ, η)−

∫ xk

a
f dg

∣∣∣<
ε

2k



 (6.62)

b) Definujme kalibrδ0 na [a, b) tak, aby platilo

δ0(s) ≤ δk(s) a [s− δ0(s), s+ δ0(s)]⊂ [a, xk]

pro kǎzdé k∈N a kǎzdé s∈ [xk−1, xk).

Dále, pro kǎzdé s∈ [a, b) oznǎcme symbolemκ(s) jednoznǎcně uřceńe p̌riro-
zeńe č́ıslo k takov́e, že s∈ [xk−1, xk).

c) Dokážeme,̌ze existuje kalibrδ0 na [a, b ] takov́y, že plat́ı

∣∣∣S(τ ,θ)−
∫ x

a
f dg

∣∣∣ < ε

pro v̌sechnax∈ [a, b) a (τ , θ)∈A (δ0, [a, x]) .





(6.63)

Necht’ je tedy d́ano x∈ [a, b) a necht’ p ∈ N je takov́e, že x∈ [xp−1, xp)
(tj. p =κ(x)). Dále necht’ (τ , θ) je libovolné δ0 – jemńe ďeleńı intervalu [a, x].
Oznǎcme ν(τ )= r. Pro kǎzdé k∈N ∩ [1, p ] a kǎzdé j ∈N ∩ [1, r] takov́e, že
κ(θj)= k, máme

θj − δk(θj) ≤ θj − δ0(θj) ≤ θj−1 < τj ≤ θj + δ0(θj) ≤ θj + δk(θj) .

Vzhledem k (6.62) a definici kalibruδ0, vidı́me, že pro kǎzdé k∈{1, 2, . . . , p}
syst́em {([τj−1, τj ], θj) : j =1, 2, . . . , r, κ(θj) = k} splňuje p̌redpoklady lemma-
tu 6.36) na ḿısťe {([sj , tj ], θj) : j =1, 2, . . . , n} . Plat́ı tedy

∣∣∣
∑

κ(θj)=k

f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−
∫ τj

τj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2k
pro kǎzdék∈{1, 2, . . . , p} .
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Tud́ıž

∣∣∣
r∑

j=1

(
f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−

∫ x

a
f dg

)∣∣∣

=
∣∣∣

p∑

k=1

( ∑

κ(θj)=k

f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−
∫ τj

τj−1

f dg
)∣∣∣

≤
p∑

k=1

∣∣∣
∑

κ(θj)=k

(
f(θj) [g(τj)− g(τj−1)]−

∫ τj

τj−1

f dg
)∣∣∣ <

∞∑

k=1

ε

2k
= ε ,

tj plat́ı (6.63).

d) Nyńı, polǒzme

δ∗(x) =





min{b−x, δ0(x)
}

pro x∈ [a, b) ,

∆
2

pro x= b .

Necht’ (σ, ξ) je libovolné δ∗– jemńe ďeleńı intervalu [a, b ] a m= ν(σ). Potom
muśı platit ξm =σm = b, σm−1 ∈ (b−∆, b) a

∣∣∣S(σ, ξ)− I
∣∣∣

=
∣∣∣

m−1∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)] + f(b) [g(b)− g(σm−1)]− I
∣∣∣

≤
∣∣∣

m−1∑

j=1

f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σm−1

a
f dg

∣∣∣

+
∣∣∣
∫ σm−1

a
f dg + f(b) [g(b)− g(σm−1)]− I

∣∣∣ .

Vzhledem k (6.63) a (6.61) (kde polož́ıme x=σm−1 ) tedy dost́aváme koněcně

∣∣∣S(σ, ξ)− I
∣∣∣ < 2 ε , tj.

∫ b

a
f dg = I.

Důkaz tvrzeńı (ii) se provede analogicky a ponecháváme hočteńǎri jako cvičeńı.

6.40. Cvǐceńı. Dokǎzte tvrzeńı (ii) v ěty 6.39 a jeho pomocı́ také jeho ńasleduj́ıćı
variantu:
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Necht’ existuje
∫ b

a
f dg a necht’

lim
t→x+

(∫ t

a
f dg + f(x) [g(t)− g(x)]

)
= I ∈R pro kǎzd́e x∈ [a, b).

Potom
∫ x

a
f dg = I.

6.41. P̌r ı́klady. Pomoćı Hakeovy v̌ety můžeme snadno a universálńım zp̊usobem
odvodit vzorce, kteŕe jsme v p̌rı́kladech 6.15 odvodili p̌rı́mo z definice pomoćı
vhodńe volby kalibru. Nap̌r. formuli (6.11), kdeτ ∈ (a, b) a f je libovolná, od-
vod́ıme takto

∫ b

a
f dχ[τ,b] =

∫ τ

a
f dχ[τ,b]

= lim
t→τ−

(∫ t

a
f dχ[τ,b] + f(τ) [χ[τ,b](τ)−χ[τ,b](t)]

)
= f(τ)

Podobňe, proτ ∈ (a, b) a g ∈G[a, b ] dostaneme pomocı́ Hakeovy v̌ety
∫ b

a
χ[a,τ ] dg =

∫ τ

a
1 dg +

∫ b

τ
χ[a,τ ] dg

= g(τ)− g(a) + lim
t→τ+

( ∫ b

t
χ[a,τ ] dg + 1 [g(t)− g(τ)]

)

= g(τ+)− g(a) ,

tj. (6.17).

6.42. Cvǐceńı. Pomoćı Hakeovy v̌ety dokǎzte i zb́yvaj́ıćı formule z p̌rı́kladů 6.15.

6.6 Substituce

Dalš́ım důsledkem Saksova – Henstockova lemmatu je následuj́ıćı lemma, kteŕe
nám pom̊uže doḱazat v̌etu o substituci.

6.43 . Lemma. Necht’
∫ b

a
f dg existuje. Potom pro kǎzd́e ε> 0 existuje kalibr

δ ∈G [a, b ] takov́y, že nerovnost

ν(σ)∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ < ε (6.64)
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plat́ı pro kǎzd́e (σ, ξ)∈A (δ).
D ů k a z . Bud’ dánoε> 0 a necht’ δ ∈G [a, b ] je kalibr takov́y, že

∣∣∣S(ρ, η) =
∫ b

a
f dg

∣∣∣ <
ε

2

plat́ı pro v̌sechnaδ– jemńa znǎceńa ďeleńı (ρ,η) intervalu [a, b ].

Bud’ dáno libovolńe (σ, ξ)∈A (δ). Oznǎcmem= ν(σ) a

J+ =
{
j ∈{1, 2, . . . ,m} : f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

f dg ≥ 0
}

a

J− = {1, 2, . . . , m} \ J+ .

Syst́em {([σj−1, σj ], ξj), j ∈J+} splňuje p̌redpoklady (6.56) z lemmatu 6.36 na
mı́sťe {([sj , tj ], τj)}. Podle lemmatu 6.36 tedy platı́

∣∣∣
∑

j ∈ J+

(
f(ξj)[g(σj)− g(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

f dg
)∣∣∣

≤
∑

j ∈ J+

∣∣∣f(ξj)[g(σj)= g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2
.

Podobňe
∣∣∣

∑

j ∈ J−

(
f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−

∫ σj

σj−1

f dg
)∣∣∣

≤
∑

j ∈ J−

∣∣∣f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ <

ε

2
.

Odtud ǔz nerovnost ((6.64)) okam̌zitě vyplývá.

6.44. V̌eta (V ĚTA O SUBSTITUCI). Je-li funkceh : [a, b ]→R ohranǐceńa a in-

tegrál
∫ b

a
f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z integrálů

∫ b

a
h(x) d

[ ∫ x

a
f dg

]
,

∫ b

a
h(x) f(x) dg(x)

existuje i druh́y a v takov́em p̌rı́paďe pak plat́ı
∫ b

a
h(x) d

[ ∫ x

a
f dg

]
=

∫ b

a
h(x) f(x) dg(x) .
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 147

D ů k a z . Podle v̌ety 6.9 je funkcew(x)=
∫ x

a
f dg definovańa pro kǎzdé

x∈ [a, b ].

a) P̌redpokĺadejme,̌ze existuje integŕal
∫ b

a
h f dg. Bud’ dáno ε> 0 a necht’ δε je

kalibr na [a, b ] takov́y, že

ν(σ)∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(σj − g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

h f dg
∣∣∣ < ε

a
ν(σ)∑

j=1

∣∣∣f(ξj) [g(σj − g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

f dg
∣∣∣ < ε .

plat́ı pro kǎzdé δε – jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ). (Takov́y kalibr existuje podle
lemmatu 6.43.)

Bud’ dáno (σ, ξ)∈A (δε). Oznǎcmem= ν(σ). Potom

∣∣∣
m∑

j=1

h(ξj) [w(σj)−w(σj−1)]−
∫ b

a
h f dg

∣∣∣

≤
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj)
∫ σj

σj−1

f dg−h(ξj) f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

h f dg
∣∣∣

≤ ‖h‖
m∑

j=1

∣∣∣
∫ σj

σj−1

f dg− f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]
∣∣∣

+
m∑

j=1

∣∣∣h(ξj) f(ξj) [g(σj)− g(σj−1)]−
∫ σj

σj−1

h f dg
∣∣∣

≤ (‖h‖+ 1) ε ,

tj. existuje integŕal
∫ b

a
h dw a plat́ı

∫ b

a
h dw =

∫ b

a
h f dg.
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b) Obŕaceńa implikace by se dokazovala podobně – op̌et za vydatńe pomoci Lem-
matu 6.43.

Pro KS – integŕal ov̌sem plat́ı také tvrzeńı analogicḱa vět́am 5.44 a 5.45, které
jsme doḱazali pro RS – integrály. Uvedeme alespoň jedno z nich.

6.45. V̌eta. Předpokĺadejme,̌ze funkceφ : [α, β]→R je rostoućı a zobrazuje inter-
val [α, β] na interval [a, b ] a necht’ f : [a, b ]→R. Pak existuje-li jeden z integrálů

∫ b

a
f(x) dg(x),

∫ β

α
f(φ(x)) dg(φ(x)) ,

existuje i ten druh́y a plat́ı rovnost a
∫ β

α
f(φ(x)) dg(φ(x)) =

∫ b

a
f(x) dg(x) . (6.65)

D ů k a z . Pov̌siměme si,že protǒze φ je rostoućı a zobrazuje interval interval
[α, β] na interval[a, b ], muśı být φ i jejı́ inverseφ−1 spojit́e.

Pro dańe znǎceńe ďeleńı (ρ, η)∈T [α, β] položme

σj = φ(ρj) pro j =0, 1, . . . , ν(ρ) a ξj = φ(ηj) pro j = 1, 2, . . . , ν(ρ)

a σ =
{
σ0, σ1, . . . , σν(ρ)

}
, ξ =

(
ξ1, ξ2 . . . , ξν(ρ)

)
. Potom(σ, ξ)∈T [a, b ]. Zna-

č́ıme (σ, ξ)= φ(ρ,η) a (ρ,η)= φ−1(σ, ξ). Zřejmě φ−1(σ, ξ)∈T [a, b ] pro
(σ, ξ)∈T [a, b ].

Pro dańy kalibr δ̃ ∈G [α, β] definujme kalibrδ ∈G [a, b ] tak, aby platilo

φ−1(τ + δ(τ)) < φ−1(τ)+ δ̃(φ−1(τ)) jestliže τ ∈ [a, b)
a

φ−1(τ − δ(τ)) > φ−1(τ)− δ̃(φ−1(τ)) jestliže τ ∈ (a, b]



 (6.66)

Nyńı, jestliže rožśıřeńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] je δ – jemńe, pak podle (6.66) ḿa-
me pro kǎzdé j =1, 2, . . . , ν(σ)

ρj = φ−1(σj) ≤ φ−1(ξj + δ(ξj)) < φ−1(ξj)+ δ̃(φ−1(ξj)) = ηj + δ̃(ηj)

a

ρj−1 = φ−1(σj−1) ≥ φ−1(ξj − δ(ξj)) > φ−1(ξj)− δ̃(φ−1(ξj)) = ηj − δ̃(ηj) .

Čili, φ−1(σ, ξ)∈A (δ̃) pro kǎzdé (σ, ξ)∈A (δ). Podobňe bychom ke kǎzdému
kalibru δ ∈ G [a, b ] nǎsli kalibr δ̃ ∈G [α, β] takov́y, že φ(ρ, η)∈A (δ) jakmile
(ρ, η)∈A (δ̃).
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Protǒze

ν(σ)∑

j=1

f(ξj)
[
g(σj)− g(σj−1)

]
=

ν(σ)∑

j=1

f(φ(ηj))
[
g(φ(ρj))− g(φ(ρj−1))

]

pro kǎzdé (σ, ξ)∈T [a, b ] a (ρ, η)= φ−1(σ, ξ), plyne odtud ǔz snadno d̊ukaz
věty.

6.46. Cvǐceńı. (i) Do všech podrobnostı́ si promyslete źavěr d̊ukazu p̌reděslé
věty.

(ii) Formulujte a dokǎzte analogii v̌ety 6.45 pro p̌rı́pad,že φ je klesaj́ıćı.

(iii) Formulujte a dokǎzte analogii v̌ety 5.45.

6.47. Pozńamka. Větu 6.45 je mǒzno zobecnit v r̊uzńych sm̌erech. Nap̌r. následu-
jı́ćı verse v̌ety o substituci se uplatnila při aplikaci teorie hysterese v ekonomii
(viz [4]):

Předpokĺadejme,̌ze funkcef : [a, b ]→R je ohranǐceńa na [a, b ] a takov́a, že
f ∈G[α, b] pro kǎzd́e α∈ (a, b). Dále, necht’ funkceφ : [a, b ]→R je neklesaj́ıćı
na [a, b ] a φ(a)= c, φ(b)= d. Koněcně, necht’ funkceg ∈BV[c, d] je zprava spo-
jit á na [c, d). Pro s∈ [c, d ] polǒzmeψ(s) = inf{t∈ [a, b ] : s≤φ(t)} . Potom pro
kǎzd́e α∈ [a, b ] plat́ı

∫ b

α
f(t) d[g(φ(t))] =

∫ φ(b)

φ(α)
f(ψ(s)) dg(s) .

6.7 Bodová konvergence

6.48. V̌eta (OSGOODOVA VĚTA). Předpokĺadejme,že pro funkcif ∈G[a, b ] a
posloupnost{fn}⊂G[a, b ] plat́ı

‖fn‖≤M <∞ pro n∈N (6.67)

a

lim
n→∞ fn(x) = f(x) pro x∈ [a, b ] . (6.68)

Potom

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg =

∫ b

a
f dg pro kǎzdou funkcig ∈BV[a, b ] . (6.69)
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D ů k a z . Integŕaly
∫ b

a
fn dg, n∈N, a

∫ b

a
f dg existuj́ı podle v̌ety 6.22. Necht’

g = g C + g B je Jordan̊uv rozklad funkceg (viz věta 2.37). Potom podle cviče-

ńı 5.52 (i) existuj́ı integŕaly (σ)
∫ b

a
fn dg C a (σ)

∫ b

a
f dg C pro v̌sechnan∈N a

podle Osgoodovy v̌ety pro RS – integŕaly (věta 5.57) plat́ı

lim
n→∞(σ)

∫ b

a
fn dg C = (σ)

∫ b

a
f dg C

neboli (podle v̌ety 6.13)

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg C =

∫ b

a
f dg C . (6.70)

Dále, podle lemmatu 6.29 ḿame pro kǎzdé n∈N
∫ b

a
f dg B =

∑

w∈W

f(w) ∆ g(w) a
∫ b

a
fn dg B =

∑

w∈W

fn(w)∆ g(w) ,

kde W je mnǒzina bod̊u nespojitosti funkceg v intervalu [a, b ]. Jestlǐze je W
koněcná, pak žrejmě plat́ı

lim
n→∞

∑

w∈W

fn(w)∆ g(w) =
∑

w∈W

f(w)∆ g(w)

a tud́ıž

lim
n→∞

∫ b

a
fn dg B =

∫ b

a
f dg B . (6.71)

Necht’ W = {wk}. Bud’ dánoε > 0. Podle d̊usledku 2.26 je

∞∑

k=1

|∆ g(wk)| ≤ varba g < ∞.

Existuje tedyp ε ∈N takov́e, že

∞∑

k=p ε+1

|∆ g(wk)| < ε

4M
.

Vzhledem k (6.67) a (6.68) je také |f(x)| ≤M pro x∈ [a, b ] a tud́ıž

∣∣∣
∞∑

k=p ε+1

(
fn(wk)− f(wk)

)
∆ g(wk)

∣∣∣ ≤ 2M
∞∑

k=pε+1

|∆ g(wk)| < ε

2
. (6.72)
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Dále, protǒze

lim
n→∞

p ε∑

k=1

fn(wk)∆ g(wk) =
pε∑

k=1

f(wk)∆ g(wk) ,

existujenε ∈N takov́e, že

∣∣∣
p ε∑

k=1

(
fn(wk)− f(wk)

)
∆ g(wk)

∣∣∣ <
ε

2
pro n≥nε ,

což dohromady s (6.72) dává

∣∣∣
∫ b

a

(
fn− f

)
dg B

∣∣∣ =
∣∣∣
∞∑

k=1

(
fn(wk)− f(wk)

)
∆ g(wk)

∣∣∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε

pro n≥nε. Rovnost (6.71) tedy platı́ i tehdy, kdy̌z mnǒzina W neńı koněcná.
Toto, spolěcně s (6.70), zarǔcuje platnost rovnosti (6.69) a dokazuje tvrzenı́ věty.

6.8 Integr ály maticových a vektorových funkcı́

Jsou-li maticov́e funkceF : [a, b ]→L (Rm, Rp), G: [a, b ]→L (Rp, Rn) takov́e,
že v̌sechny integŕaly

∫ b

a
fi,k dgk,j (i = 1, 2, . . . , m, k = 1, 2, . . . , p , j = 1, 2, . . . , n)

existuj́ı, pak symbol
∫ b

a
F (t) dG(t) (resp. kŕatce

∫ b

a
F dG ) znǎćı m×n– matici

M ∈L (Rm,Rn) s prvky

mi,j =
p∑

k=1

∫ b

a
fi,k dgk,j , i= 1, 2, . . . , m, j =1, 2, . . . , n.

Analogicky definujeme taḱe integŕaly
∫ b

a
d [F ] G resp.

∫ b

a
F d [G] H , kde F, G a

H jsou maticov́e funkce vhodńych rozm̌erů.

P̌ripoměnme,že podle oznǎceńı 1.3 (xiv) normu maticeA∈L (Rm,Rn) zna-

č́ıme |A| a definujeme ji p̌redpisem|A| = max
j=1,...,m

n∑

i=1

|ai,j |. V této souvislosti
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ztotǒzňujeme prostoryRn a L (Rn,R1), tj. |x| =
n∑

i=1

|xi| a

|A x| ≤ |A| |x| proA∈L (Rm,Rn) a x∈Rn .

Dále je zńamo,že plat́ı |A| = sup
x∈Rn

|x|≤1

|Ax|.

Variace maticov́e funkceF : [a, b ]→L (Rm,Rn) je definovańa formálně stej-
ným p̌redpisem jako variace skalárńıch funkćı, tj.

varba F = sup
σ ∈D [a,b ]

|F (σj)−F (σj−1)| .

Snadno se ov̌ěrı́, že plat́ı

max
i=1,2,...,m
j=1,2,...,n

(
varba fij

) ≤ varba F ≤
m∑

i=1

n∑

j=1

varba fij .

To znameńa, že maticov́a funkceF : [a, b ]→L (Rm, Rn) má koněcnou variaci
právě tehdy, kdy̌z má koněcnou variaci kǎzdá jej́ı složka. Podobňe, F je spojit́a
resp. regulovańa pŕavě tehdy, kdy̌z stejnou vlastnost ḿa kǎzdá jej́ı složka.

Rožśıřeńı výsledk̊u uvedeńych v t́eto a p̌reděslé kapitole na p̌rı́pad funkćı ma-
ticových resp. vektorov́ych je tedy snadńe. Je ov̌sem nutno ḿıt na pam̌eti, že ope-
race ńasobeńı matic neńı obecňe symetricḱa, a tak muśıme ḿıt st́ale na pam̌eti,
že nesḿıme libovolňe měnit pǒrad́ı maticov́ych funkćı, v jakém se v soǔcinech
obsǎzeńych v aproximuj́ıćıch soǔctech S(σ, ξ) objevuj́ı. Nap̌r. větu o integraci
per-partes (v̌eta 6.34) je ťreba formulovat takto:

JestlǐzeF : [a, b ]→L (Rm, Rp) je regulovańa na [a, b ] a G: [a, b ]→L (Rp, Rn)
má koněcnou variaci na[a, b ], pak existuj́ı oba integŕaly

∫ b

a
F dG a

∫ b

a
d[F ] G

a plat́ı

∫ b

a
F dG +

∫ b

a
d[F ] G = F (b) G(b)−F (a) G(a)

+
∑

x∈ [a,b ]

(
∆−F (x)∆−G(x)−∆+F (x)∆+G(x)

)
.
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Podobňe ťreba v̌eta o substituci (v̌eta 6.44) bude vypadat takto:

Jestlǐze funkceH: [a, b ]→L (Rm,Rp ) je ohranǐceńa, F : [a, b ]→L (Rp, Rq),

G :[a, b ]→L (Rq, Rn) a integŕal
∫ b

a
F dG existuje, potom jakmile existuje jeden

z integŕalů

∫ b

a
H(x) d

[ ∫ x

a
F dG

]
,

∫ b

a
(H F ) dG

existuje i druh́y a v takov́em p̌rı́paďe pak plat́ı

∫ b

a
H(x) d

[ ∫ x

a
F dG

]
=

∫ b

a
(H F ) dG .

6.9 Souvislost s daľśımi typy integr álů

Vyjasnili jsme jǐz vzájemńe vztahy mezi KS – integrálem a RS – integrály (viz
pozńamka 6.12 a v̌eta 6.13). Podobňe jako jsme v p̌rı́kladu 6.14 (ii) doḱazali,

že z existence Newtonova integrálu (N)
∫ b

a
f dx plyne existence (KH) – integrálu

∫ b

a
f dx, lze doḱazat taḱe, že z existence Perronova integrálu (N)

∫ b

a
f dx plyne

existence (KH) – integrálu
∫ b

a
f dx. Definici Perronova integrálu najdeme nap̌r.

v monografíıch [40] nebo [17], viz [40, definice XII.1.5] resp. [17, definice XII.25].
(Nı́že uv́ad́ıme definici Perronova – Stieltjesova integrálu, kteŕa ji také zahrnuje.)
Plat́ı dokonce,̌ze KH – integŕal je ekvivalentńı s Perronov́ym integŕalem (viz [40,
věta XII.2.1]). Vzhledem ke zńamým vlastnostem Perronova integrálu to znameńa,
že KH – integŕal (vzdor jeho jednoduch́e, t́emě̌r riemannovsḱe, definici) zahrnuje
tedy soǔcasňe integŕaly Riemann̊uv, Newton̊uv, ale i Lebesgue̊uv. T́ım se rozuḿı,
že je-li na ňejaḱem intervalu dańa funkce integrovatelńa ve smyslu Lebesgueově,
pak ḿa na tomto intervalu i KH – integrál a oba integŕaly maj́ı stejnou hodnotu.
Dále, existuje-li KH – integŕal funkce f, pak f je lebesgueovsky integrovatelná
právě tehdy, kdy̌z taḱe jej́ı absolutńı hodnota|f | je KH – integrovatelńa, viz nap̌r.
kapitoly XII a XIV v monografii [40].

PERRONŮV– STIELTJESŮV INTEGRÁL .
Definice ńalěźı A.J. Wardovi, viz [53] a [36]. Popśana byla t́ež v Saksov̌e mono-
grafii [36, VI.8]. Uvedeme zde ekvivalentnı́ (viz [42, Theorem 2.1]) definici.
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Řekneme,̌ze funkceM : [a, b ]→R je majorantapro f vzhledem keg, jestli-
že existuje kalibrδ ∈G [a, b ] takov́y, že

(t− τ)
[
M(t)−M(τ)

] ≥ (t− τ) f(τ)
(
g(t)− g(τ)

)

pro τ ∈ [a, b ] a t∈ [a, b ]∩ (τ − δ(τ), τ + δ(τ)) .

Podobňe, funkcem : [a, b ]→R je minorantapro f vzhledem keg, jestliže exis-
tuje kalibr δ ∈G [a, b ] takov́y, že

(t− τ)
[
M(t)−M(τ)

] ≤ (t− τ) f(τ)
(
g(t)− g(τ)

)

pro τ ∈ [a, b ] a t∈ [a, b ]∩ (τ − δ(τ), τ + δ(τ)) .

Symbol M(f∆ g) znǎćı mnǒzinu majorant prof vzhledem keg, m(f∆ g) je
mnǒzina minorant prof vzhledem keg.

P̌redpokĺadejme,̌ze ob̌e mnǒziny M(f∆ g) i m(f∆ g) jsou nepŕazdńe a po-
ložme

(PS)
∫ b

a
f dg = inf

{
M(b)−M(a) :M ∈M[a, b ]

}

a

(PS)
∫ b

a
f dg = sup

{
m(b)−m(a) :m∈m[a, b ]

}
.

((PS)
∫ b

a
f dg je horńı Perron̊uv – Stieltjes̊uv integŕal f a (PS)

∫ b

a
f dg je dolńı Per-

ronův – Stieltjes̊uv integŕal.) Pomoćı Cousinova lemmatu (lemma 6.3) lze dokázat

(viz [27, Lemma 1.1.2]),̌ze plat́ı (PS)
∫ b

a
f dg≤ (PS)

∫ b

a
f dg . Jestlǐze

(PS)
∫ b

a
f dg = (PS)

∫ b

a
f dg = I ∈R,

pak

(PS)
∫ b

a
f dg = I

jePerron̊uv – Stieltjes̊uv integŕal funkcef vzhledem k funkcig přes interval[a, b].
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Poznamenejme,že podle [27, Lemma 1.2.1] integrál (PS)
∫ b

a
f dg existuje teh-

dy a jen tehdy, kdy̌z existuje KS- integŕal
∫ b

a
f dg. Jestlǐze tyto integŕaly existuj́ı,

pak maj́ı stejnou hodnotu. (PS – integrál je ekvivalentńı s KS- integŕalem.)

LEBESGUE̊UV– STIELTJESŮV INTEGRÁL (LS – integŕal)
byl popśan v řaďe monografíı a ǔcebnic, viz nap̌r. T.H. Hildebrandt [13, kapitola
VI], V. Jarńık [17, kapitoly II a X], A.N. Kolmogorov a S.V. Fomin [18, VI.6.–3],
J. Lukěs [29, kapitola 12], S. Saks [36, kapitola III]. Existuje několik cest k jeho
definici. Vesm̌es se ale jedńa o pom̌erňe komplikovańy proces.

Nejčasťeji je integŕal (LS)
∫

M
f dg přes mnǒzinu M ⊂ [a, b ] definov́an zprvu

pro f neźaporńe, ohranǐceńe a borelovsky m̌ěritelné ag neklesaj́ıćı a zprava spo-
jit é jako Lebesgue̊uv integŕal vzhledem k Lebesgueově-Stieltjesov̌e ḿıře µg, tj.
σ– aditivńı mı́ře vzniklou rožśıřeńım ḿıry intervalu G((c, d ] = g(d)− g(c) pro
[c, d ]⊂ [a, b ] podobńym zp̊usobem, jako se buduje Lebesgueova mı́ra rožśıře-
nı́m obvykĺe ḿıry intervalu `([c, d ] = d− c. Definice se pak žrejmým rožśıřı́ na
přı́pad kdyf je ohranǐceńa a borelovsky m̌ěritelná ag ∈BV[a, b ] na źaklaďe roz-
kladu funkćı s koněcnou variaćı na rozd́ıl dvou neklesajı́ćıch funkćı a rozkladu
f = f+− f−. Alternativńı možnost́ı je definovat LS – integrál jako rožśıřeńı RS –
integŕalu Daniellovou metodou.

Na rozd́ıl od KS – integŕalu, LS – integŕal má poňekud ǔzš́ı třı́du integrova-
telných funkćı. Nezahrnuje nap̌r. integraci vzhledem k regulovaným funkćım. Na
druhou stranu, neomezuje se na integraci přes interval. Ḿa smysl uvǎzovat o LS –
integraci p̌res libovolnou LS – m̌ěritelnou mnǒzinu.

Vztah mezi LS – integŕalem a PS – integrálem (a tedy i KS – integrálem) je
dob̌re charakterizov́an ńasleduj́ıćım tvrzeńım obsǎzeńym v Saksov̌e monografii
(viz [36, Theorem VI (8.1)]).

Necht’ g ∈BV[a, b ], f : [a, b ]→R a necht’ existuje integŕal (LS)
∫

(a,b)
f dg. Potom

existuje taḱePS– integŕal
∫ b
af dg a plat́ı

∫ b

a
f dg = (PS)

∫

(a,b)
f dg + f(a)∆+g(a)+ f(b)∆−g(b) .

Odtud podle v̌ety o substituci (v̌eta 6.44) plyne i ńasleduj́ıćı zaj́ımav́e tvrzeńı.

Je-li f ohranǐceńa na [a, b ], h : [a, b ]→R Lebesgueovsky integrovatelná na [a, b ]

a g(t)= g(a)+
∫ t

a
h dx pro t∈ [a, b ], pak

∫ b

a
f dg =

∫ b

a
f h d t, kde integŕal na
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pravé straňe je Lebesgue̊uv.

DUSHNIKŮV INTEGRÁL A YOUNGŮV INTEGRÁL .
Změńıme-li definici znǎceńych ďeleńı v tom smyslu,že budeme pǒzadovat, aby
platilo

ξj ∈ (σj−1, σj) pro j =1, 2, . . . , ν(σ)

a dosad́ıme-li tento modifikovańy pojem znǎceńych ďeleńı do definice RS – integrá-
lů (viz definice 5.3), dostanemeDushnik̊uv ((δ) nebo (σ) ) integŕaly. Je žrejmé,

že jestlǐze existuje integŕal (σ)
∫ b

a
f dg, pak existuje i Dushnik̊uv (σ)– integŕal

(D)
∫ b

a
f dg a maj́ı stejnou hodnotu. Dushnikův integŕal je dokonce stejňe obecńy

jako KS – integŕal, pokud jde ťrı́du integrovatelńych funkćı. Obecňe se v̌sak jeho
hodnoty lǐśı od odpov́ıdaj́ıćıch hodnot KS – integrálu. To je žretelńe z ńasleduj́ıćıho
vztahu

∫ b

a
f dg +(D)

∫ b

a
g ddf = f(b) g(a)− f(a) g(a) ,

který plat́ı jakmile jeden z integŕalů na lev́e straňe má smysl. Dushnik̊uv integŕal je
podrobňe popśan v monografii Ch.S. Ḧoniga [14], kteŕy rožśıřil jeho definici i na
funkce s hodnotami v Banachových prostorech a vy̌seťril jeho vlastnosti natolik,̌ze
mohl na jejich źaklaďe vybudovat teorii Volterrov́ych – Stieltjesov́ych integŕalńıch
rovnic v Banachov́ych prostorech.

Definujeme-li nav́ıc

SY (σ, ξ)

=
ν(σ)∑

j=1

[
f(σj−1)∆+g(σj−1)+ f(ξj) [g(σj)−g(σj−1)]+ f(σj)∆−g(σj)

]
,

a dosad́ıme-li SY (σ, ξ) mı́sto S(σ, ξ) do definice 5.3, dostanemeYoung̊uv in-

tegŕal (Y)
∫ b

a
f dg. O tomto integŕalu a zejḿena o jeho(σ) verzi je podrobňe po-

jedńano v odstavci II.19 monografie T.H. Hildebrandta [13]. Také (σ)– Young̊uv
integŕal je prakticky stejňe obecńy jako KS – integŕal. Jsou dokonce známy kuri-
ozńı přı́klady funkćı, pro kteŕe existuje (σ)– Young̊uv integŕal a neexistuje
KS – integŕal (viz [42] nebo [22]). V p̌rı́padech zajı́mav́ych pro aplikace, kdy ob̌e
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funkcef, g jsou regulovańe na[a, b ] a alespǒn jedna z nich ḿa na[a, b ] koněcnou
variaci, oba integŕaly

∫ b

a
f dg a (σY)

∫ b

a
f dg

existuj́ı a maj́ı stejnou hodnotu. Upravı́-li se definice KS – integrálu źužeńım mno-
žiny znǎceńych ďeleńı (σ, ξ) na p̌rı́pady, kdy plat́ı

a≤ ξ1 <σ1, σj−1 <ξj <σj pro j = 2, . . . , ν(σ)− 1, σν(σ)−1 <ξν(σ)≤ b ,

(viz [43]) bude ǔz takov́yto modifikovańy KS – integŕal rožśıřeńım i (σ)– Youngo-
va integŕalu. Jińa mǒznost modifikace definice KS – integrálu byla uvedena v práci
[20].

INTEGRACE V ABSTRAKTŃICH PROSTORECH.
Rožśıřeńı integrace na vektorové a maticov́e funkce jsme uḱazali v odstavci 6.8.
Analogicky, lze postupovat i v přı́paďe abstraktńıch funkćı, tj. funkćı s hodnotami
v Banachov́ych prostorech. Je-liX je Banach̊uv prostor aL (X) odpov́ıdaj́ıćı Ba-
nach̊uv prostor spojit́ych linéarńıch opeŕator̊u naX a

F : [a, b ]→L (X), G : [a, b ]→L (X), g : [a, b ]→X ,

pak m̊užeme definovat KS – integrály

∫ b

a
dF g,

∫ b

a
F dg

∫ b

a
dF G,

∫ b

a
F dG .

Nap̌r.
∫ b

a
dF g = I ∈X jestliže pro kǎzdé ε> 0 existuje kalibrδ ∈G [a, b ] takov́y,

že plat́ı

∥∥∥
ν(σ)∑

j=1

F (ξj)
[
g(σj)− g(σj−1)

]− I
∥∥∥
X

< ε

pro kǎzdé δ– jemńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ) intervalu [a, b ]. Pojem variace lze
snadno p̌reńest i na abstraktnı́ funkce. Pro funkcif : [a, b ]→X a ďeleńı σ in-
tervalu [a, b ] definujeme

V (f, σ)=
ν(σ)∑

j=1

‖f(σj)− f(σj−1)‖X a varba f = sup{V (f, σ) :σ ∈D [a, b ].
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Je taḱe žrejmé, jak definovat prostorG([a, b ],X) regulovańych funkćı s hodnotami
v X. Potom nap̌r. oba integŕaly

∫ b

a
dF G a

∫ b

a
F dG

existuj́ı jestliže F ∈BV([a, b ], L (X)) a G∈G([a, b ], L (X)) plat́ı i věťsina tvr-
zeńı známých pro integraci skalárńıch funkćı (viz [44], [47] a [33]). Jsou v̌sak i
výjimky: Lemma 6.43 plat́ı pouze pokud ḿa prostorX koněcnou dimenzi. To zna-
meńa m.j., že jsou jist́e pot́ıže s p̌reneseńım nap̌r. věty o substituci na abstraktnı́
integŕaly. V této strǔcné informaci stoj́ı ješťe za zḿınku, že pokud neḿa prostorX
koněcnou dimenzi, ḿa smysl ḿısto variace uvǎzovat obecňe slab̌śı pojemsemiva-
riace, kteŕy se definuje takto:

Pro danou funkciF : [a, b ]→L(X) a ďeleńı σ ∈D [a, b ] položme nejprve

V b
a (F, σ) = sup

{∥∥
ν(σ)∑

j=1

[F (σj)−F (σj−1)]xj

∥∥
X

}
,

kde supremum se bere přes v̌sechny mǒzné volby prvk̊u xj ∈X, j =1, 2, . . ., ν(σ)
takov́ych, že ‖xj‖X ≤ 1. Potomč́ıslo

(B)varba F = sup{V b
a (x,σ):σ ∈D [a, b ]}

se naźyvá semivariacefunkceF na [a, b ] (viz nap̌r. [14]). Zpravidla (ne v̌zdy) je
možno p̌redpoklady o koněcné variaci zeslabit na konečnou semivariaci. Je známo,
že ḿa-li X koněcnou dimensi, pak pojmy variace a semivariace splývaj́ı.

Poznamenejme ješťe, že integrace funkcı́ s hodnotami v Hilbertov́ych resp. re-
flexivńıch Banachov́ych prostorech ḿa uplatňeńı nap̌r. v teorii hysterese (viz např.
[23] nebo [24]).

Důkazy podstatńe části tvrzeńı uvedeńych v t́eto kapitole byly p̌revzaty z monografie [52].
Někteŕe jsou pak modifikacemi d̊ukaz̊u analogicḱych tvrzeńı pro specíalńı přı́padg(x)≡x

ze Schwabikovy monografie [40].
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Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integŕalu
ve funkcionálnı́ analýze

V této kapitole nejprve uḱažeme jak se Stieltjesovy integrály uplatńı při repre-
sentaci spojit́ych linéarńıch funkciońalů na ňekteŕych prostorech funkcı́. Nejprve
připoměnme ňekolik základńıch pojm̊u.

7.1 Několik základnı́ch pojmů z funkcionálnı́ analýzy

(i) Necht’ X a Y jsou linéarńı (vektorov́e) prostory. Zobrazenı́

β : x∈X, y ∈Y→β(x, y)∈R

je bilineárńı, jestliže plat́ı

β(x1 + x2, y) = β(x1, y) + β(x2, y) pro v̌sechnax1, x2 ∈X, y ∈Y ,

β(λ x, y) = λβ(x, y) pro v̌sechnax∈X, y ∈Y, λ∈R ,

β(x, y1 + y2) = β(x, y1) + β(x, y2) pro v̌sechnax∈X, y1, y2 ∈Y ,

β(x, λ y) = λβ(x, y) pro v̌sechnax∈X, y ∈Y, λ∈R .

(ii) ProstoryX, Y tvořı́ duálńı pár vzhledem k bilinéarńımu zobrazeńı β, jestliže
plat́ı

β(x, y) = 0 pro v̌sechnax∈X =⇒ y = 0 ,

β(x, y) = 0 pro v̌sechnay ∈X =⇒ x = 0 .

(iii) Lineárńım zobrazeńım lineárńıho prostoruX do R řı́káme lineárńı funk-
cionály naX. Pro libovolńe linéarńı funkciońaly Φ, Ψ naX, λ∈R a x∈X de-
finujeme

(Φ+ Ψ)(x) = Φ(x)+Ψ(x) a (λΦ)(x) = λΦ(x) .

Množina linéarńıch funkciońalů na prostoruX je žrejmě vzhledem k takto za-
vedeńym operaćım taḱe linéarńı prostor. (Nulov́ym prvkem mnǒziny lineárńıch
funkciońalů na prostoruX je p̌rirozeňe funkciońal 0 :x∈X→ 0∈R.)
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(iv) Je-li X Banach̊uv prostor s normoux∈X→‖x‖X , pak linéarńı funkciońal Φ
naX je spojit́y (vzhledem k topologii indukovańe normou‖.‖X) právě tehdy, kdy̌z
je ohranǐceńy, tj. existuječ́ıslo K ∈ [0,∞) takov́e, že nerovnost|Φ(x)| ≤K ‖x‖X
plat́ı pro kǎzdé x∈X (viz [18, IV.1.2]). Prostor spojit́ych linéarńıch funkciońalů
na Banachov̌e prostoruX znǎćımeX∗ a naźyvámeduálńı (nebo t́ež adjungovańy
prostor) k X. P̌redpisem

Φ∈X∗→‖Φ‖X∗ = sup {|Φ(x)| : x∈X, ‖x‖X ≤ 1} .

je p̌rirozeňe definov́ana norma naX∗ a X∗ je vzhledem k t́eto norm̌e taḱe Ba-
nach̊uv prostor (viz [18, IV.2.1]). Pov̌siměme si t́ež, že zobrazeńı

x∈X, Φ∈X∗ → Φ(x)∈R (7.1)

je bilineárńı.

Důležitou roli v teorii spojit́ych linéarńıch opeŕator̊u hraje v̌eta Hahnova – Ba-
nachova, kterou zde připomeneme v obecnosti postačuj́ıćı pro nǎseúčely. Důkaz
lze naj́ıt ve věťsině ǔcebnic funkciońalńı anaĺyzy, viz nap̌r [18, IV.1.3].

7.1. Věta (HAHN – BANACH). Necht’ X je Banach̊uv prostor aY⊂X je jeho
podprostor. Potom pro kǎzd́y spojit́y lineárńı funkciońal Φ na Y existuje spojit́y
lineárńı funkciońal Φ̃ na X takov́y, že

Φ̃(y) = Φ(y) pro y ∈Y a ‖Φ̃‖X∗ = ‖Φ‖Y∗ . (7.2)

Známým a ǔzitečným důsledkem v̌ety Hahnovy – Banachovy je následuj́ıćı tvr-
zeńı (viz nap̌r. [18, IV.1.3]).

7.2. Důsledek. Necht’ X je Banach̊uv prostor aY⊂X je jeho podprostor. Potom
pro kǎzd́y prvekz ∈X \Y existuje spojit́y lineárńı funkciońal Φ na X takov́y, že

‖Φ‖X∗ = 1, Φ(y) = 0 pro y ∈Y a Φ(z) = dist(Y, z) ,

kdedist(Y, z) znǎćı vzd́alenost prvkuz od mnǒzinyY, tj.

dist(Y, z) = inf{‖y− z‖X : y ∈Y} .

Pomoćı důsledku 7.2 snadno dokážeme ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

7.3. Důsledek. Je-li X Banach̊uv prostor aX∗ jeho dúalńı prostor, pakX,X∗ je
duálńı pár vzhledem k bilinéarńımu zobrazeńı (7.1).

160
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D ů k a z . a) Je-liΦ(x)= 0 pro kǎzdé x∈X, znameńa to, že Φ je nulov́y
funkciońal, tj. Φ= 0∈X∗.
b) Podle d̊usledku 7.2 pro libovolńe x 6=0 existuje funkciońal Φ∈X∗ takov́y, že
‖Φ‖X∗ =1 a Φ(x)= ‖x‖. (Polǒźıme Y= {0}.) Nemůže se tedy stát, že by bylo
soǔcasňe Φ(x)= 0 pro kǎzdé Φ∈X∗ a x 6=0.

7.2 Spojité lineárnı́ funkcionály na prostoru spojitých
funkcı́

Mezi významńe výsledky funkciońalńı anaĺyzy paťrı́ representace spojitých linéar-
nı́ch funkciońalů na ňekteŕych často poǔźıvańych prostorech funkcı́. Specíalně
v přı́paďe prostoruC[a, b ] funkćı spojitých na [a, b ] se dob̌re uplatńı klasicḱy
(δ)RS – integŕal.

7.4. Věta (RIESZ). Φ je spojit́y lineárńı funkciońal na C[a, b ] (Φ∈ (C[a, b ])∗)
právě tehdy, kdy̌z existuje funkcep∈BV[a, b ] takov́a, žep (a)= 0 a

Φ(x) = (δ)
∫ b

a
x dp pro kǎzdou funkcix∈C[a, b ] . (7.3)

Potom taḱe plat́ı ‖Φ‖X∗ = varba p.

D ů k a z . a) Necht’ x∈C[a, b ] a p∈BV[a, b ]. Potom podle v̌ety 5.50 existuje

integŕal (δ)
∫ b

a
x dp a podle lemmatu 5.9 platı́

∣∣∣(δ)
∫ b

a
x dp

∣∣∣≤
(
varba p

) ‖x‖. Zob-

razeńı

Φp : x∈C[a, b ] → (δ)
∫ b

a
x dp∈R

je tedy ohranǐceńy (tj. spojitý) lineárńı funkciońal naC[a, b ], přičem̌z

‖Φp‖(C[a,b ])∗ ≤ varba p . (7.4)

b) Bud’ dán libovolńy spojitý lineárńı funkciońal Φ naC[a, b ].

Necht’ M[a, b ] znǎćı mnǒzinu v̌sech funkćı ohranǐceńych na[a, b ]. M[a, b ] je
zřejmě Banach̊uv prostor vzhledem k operacı́m a norm̌e definovańym stejňe jako
v C[a, b ]. Dále je žrejmé, žeC[a, b ] je uzav̌reńy podprostorM[a, b ].

Ve zb́yvaj́ıćı části tohoto d̊ukazu budeme značit X=M[a, b ] a Y=C[a, b ].

Podle v̌ety 7.1 m̊užeme funkciońal Φ rožśıřit na ceĺy prostorX, tj. existuje
funkciońal Φ̃∈X∗ takov́y, že plat́ı (7.2).
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Polǒzme

p (a) = 0 a p (t) = Φ̃(χ[a,t]) pro t∈ (a, b] . (7.5)

Dokážeme,̌ze p∈BV[a, b ].

Bud’ dáno ďeleńı σ ∈D [a, b ]. Polǒzmem = ν(σ). Potom

V (p, σ) =
m∑

j=1

|p (σj)− p (σj−1)| =
m∑

j=1

αj [p (σj)− p (σj−1)],

kde αj =sign[p (σj)− p (σj−1)] pro j =1, 2, . . . , m. Vzhledem k definici (7.5)
tedy dost́aváme

V (p, σ) = α1 Φ̃(χ[a,σ1]) +
m∑

j=2

αj

[
Φ̃(χ[a,σj ])− Φ̃(χ[a,σj−1])

]

= α1 Φ̃(χ[a,σ1]) +
m∑

j=2

αj Φ̃(χ(σj−1,σj ])

= Φ̃
(
α1 χ[a,σ1] +

m∑

j=2

αj χ(σj−1,σj ]

)
= Φ̃(h) ,

kde h(t) =α1 χ[a,σ1](t) +
m∑

j=2

αj χ(σj−1,σj ](t) pro t∈ [a, b ]. Zřejmě ‖h‖=1 a

tedy

V (p, σ) ≤ ‖Φ̃‖X∗ = ‖Φ‖Y∗ = ‖Φ‖(C[a,b ])∗ pro kǎzdé σ ∈D [a, b ] .

To ov̌sem znameńa, že

varba p ≤ ‖Φ‖(C[a,b ])∗ . (7.6)

Zbývá doḱazat,̌ze plat́ı (7.3) neboliΦ= Φp. Bud’ te d́any libovolńa x∈C[a, b ]
a ε> 0. Protǒze funkcex je stejnom̌erňe spojit́a na [a, b ], existujeδ > 0 takov́e,
že plat́ı

(
t, s∈ [a, b ] a |t− s| < δ

)
=⇒ |x(t)−x(s)| < ε .

Necht’ σ ∈D [a, b ] je libovolné ďeleńı takov́e, že |σ|< δ. Polǒzmem = ν(σ).

xσ(t) =

{
x(σ1) když t = a ,

x(σj) když t∈ (σj−1, σj ] .

162
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Snadno ov̌ěrı́me, že |x(t)−xσ(t)|<ε pro kǎzdé t∈ [a, b ] neboli ‖x−xσ‖< ε.
Dále,

xσ(t) = x(σ1) χ[a](t) +
m∑

j=2

x(σj) χ(σj−1,σj ](t) pro t∈ [a, b ] .

Odtud, vzhledem k definici (7.5), dostaneme

Φ̃(xσ) = x(σ1) Φ̃(χ[a,σ1]) +
m∑

j=2

x(σj)
[
Φ̃(χ[a,σj ])− Φ̃(χ[a,σj−1])

]

= x(σ1)
[
p (σ − 1)− p (a)

]
+

m∑

j=2

x(σj)
[
p (σj)− p (σj−1)

]

=
m∑

j=1

x(σj)
[
p (σj)− p (σj−1)

]
= Sx∆p(σ, ξσ) ,

kde ξσ = (σ1, σ2, . . . , σm). Protǒze existuje integŕal (δ)
∫ b

a
x dp, můžeme zvolit

ρ∈D [a, b ] a η = ξρ tak, aby platilo

∣∣∣Φ̃(xρ)−(δ)
∫ b

a
x dp

∣∣∣ =
∣∣∣Sx∆p(ρ, η)−(δ)

∫ b

a
x dp

∣∣∣ < ε .

Protǒze ḿame taḱe ‖x−xρ‖<ε, dost́aváme

∣∣∣Φ(x)− (δ)
∫ b

a
x dp

∣∣∣ =
∣∣∣Φ̃(x)− (δ)

∫ b

a
x dp

∣∣∣

≤
∣∣∣Φ̃(x)− Φ̃(xρ)

∣∣∣ +
∣∣∣Φ̃(xρ)−(δ)

∫ b

a
x dp

∣∣∣

< ‖Φ̃‖X∗‖x−xρ‖+ ε <
(‖Φ‖Y∗ + 1

)
ε .

Vzhledem k tomu,̌ze ε> 0 může b́yt libovolně maĺe, znameńa to,že plat́ı

Φ(x) = Φp(x) = (δ)
∫ b

a
x dp pro x∈C[a, b ] .

Koněcně, podle (7.4) a (7.6) je‖Φ‖(C[a,b ])∗ = varba p.

Jak ukazuje ńasleduj́ıćı věta, neńı přiřazeńı Φ∈ (C[a, b ])∗ → p∈BV[a, b ]
určeno vztahem (7.3) jednoznačně.
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7.5. Lemma. Necht’ g ∈BV[a, b ]. Potom plat́ı

(δ)
∫ b

a
f dg = 0 pro kǎzdou funkcif ∈C[a, b ] (7.7)

tehdy a jen tehdy, když existuje nejv́yše spǒcetńa mnǒzina W ⊂ (a, b) takov́a, že

g(t) = g(a) pro t∈ [a, b ] \W . (7.8)

D ů k a z . a) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (7.8). Polǒzmeg C(t)= g(a) pro t∈ [a, b ]
a g B = g− g C. Potom g B(t) 6=0 právě tehdy, kdy̌z t∈W. (g C je spojit́a část
funkceg a g B je skokov́a částg. )

Necht’ f je libovolná funkce spojit́a na[a, b ]. Potom žrejmě

(δ)
∫ b

a
f dg C =0. (7.9)

Ukážeme,̌ze plat́ı také

(δ)
∫ b

a
f dg B =0 . (7.10)

Je-li W = ∅, pak (7.10) evidentňe plat́ı. Necht’ W je jednobodov́a mnǒzina, tj.
W = {w}, kde w∈ (a, b). Bud’ dánoε> 0 a necht’ δ > 0 je takov́e, že

(
t, s∈ [a, b ] a |t− s| < δ

)
=⇒ |x(t)−x(s)| < ε .

Pro libovolńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] takov́e, že |σ|<δ, pak ḿame

|S(σ, ξ)| =




0 když w /∈σ ,
∣∣f(ξj)− f(ξj+1)

∣∣ |g(w)|<ε ‖g‖ když w =σj .

Je-li W jednobodov́a mnǒzina, pak (7.10) platı́. Snadno si rozmyslı́me, že odtud
plyne,že (7.10) plat́ı i v přı́paďe, že mnǒzina W je koněcná.

P̌redpokĺadejme nyńı, že W je spǒcetńa, W = {wk}. Podle v̌ety 2.24 je

∞∑

k=1

|g B(wk)| =
∞∑

k=1

(|∆− g B(wk)|+ |∆+ g B(wk)|
)

< ∞ .

Mějme d́anoε> 0. Potom existujeN ∈N takov́e, že

∞∑

k=N+1

|g B(wk)| < ε . (7.11)
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Rozlǒzme funkcig B na soǔcet g B =h+ h̃, kde

h(t) =





g B(t) když t∈{w1, w2, . . . , wN} ,

0 když t∈ [a, b ] \ {w1, w2, . . . , wN}
a

h̃(t) =





g B(t) když t∈{wk : k≥N +1} ,

0 když t∈ [a, b ] \ {wk : k≥N +1} .

Podle p̌redchoźı části je

(δ)
∫ b

a
f dh = 0 . (7.12)

Na druhou stranu, pro každé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] máme podle (7.11)

∣∣S
f∆eh (σ, ξ)

∣∣ =
∣∣∣

ν(σ)∑

j=1

f(ξj) [h̃(σj)− h̃(σj−1)]
∣∣∣

≤ 2 ‖f‖
∞∑

j=N+1

|g B(σj)| < 2 ‖f‖ ε .

Odtud, vzhledem k (7.9) a (7.11), plyne,že plat́ı (7.10) a (7.7).

b) Necht’ plat́ı (7.7). Polǒzme f(t)= (δ)
∫ b

t
(g(s)− g(a)) ds pro t∈ [a, b ]. Po-

tom f ∈C[a, b ] a podle v̌ety o integraci per-partes (věta 5.47) a v̌ety o substituci
(věta 5.42) je

0 = (δ)
∫ b

a
f dg = f(b) g(b)− f(a) g(a)−(δ)

∫ b

a
g df

= −f(a) g(a)+(δ)
∫ b

a
g(t)

(
g(t)− g(a)

)
d t = (δ)

∫ b

a

(
g(t)− g(a)

)2
d t

Kdyby bylo g(t0) 6= g(a) v nějaḱem boďe t0 spojitosti funkceg, muselo by exis-
tovat∆ > 0 takov́e,že

(
g(t)− g(a)

)2
> 0 pro t∈ (t0−∆, t0+∆). Potom bychom

ovšem m̌eli také

(δ)
∫ b

a
f dg = (δ)

∫ b

a

(
g(t)− g(a)

)2
d t ≥ (δ)

∫ t0−∆

t0−∆

(
g(t)− g(a)

)2
d t > 0 ,

což je ve sporu s p̌redpokladem (7.7). Platı́ tedy (7.8).
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7.6. Pozńamka. Jestlǐze f ∈C[a, b ], pak podle Lemmatu 7.5 integrál (δ)
∫ b

a
f dg

se nezm̌eńı, změńıme-li hodnotyg(t) v nejvýše spǒcetňe mnoha bodecht∈ (a, b).
Specíalně, nahrad́ıme-li funkci g funkćı

g̃(t) =





0 pro t= a ,

g(t+)− g(a) pro t∈ (a, b) ,

g(b)− g(a) pro t= b ,

bude platit

(δ)
∫ b

a
f dg = (δ)

∫ b

a
f d g̃ pro kǎzdé f ∈C[a, b ] .

Odtud okam̌zitě plyne,že pro kǎzdý spojitý lineárńı funkciońal Φ na prostoru
C[a, b ] existuje pŕavě jedna funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

p (a)= 0, p (t+)= p (t) pro t∈ (a, b)
a

Φ(x) = (δ)
∫ b

a
x dp pro kǎzdé x∈C[a, b ] .





(7.13)

Funkcep∈BV[a, b ], kteŕe jsou zprava spojité na(a, b) a takov́e,žep (a)= 0,
se naźyvaj́ı normalizovańe funkce s koněcnou variaćı a tvǒrı́ uzav̌reńy podprostor
v BV[a, b ], který budeme znǎcit NBV[a, b ]. Prostory (C[a, b ])∗ a NBV[a, b ]
jsou podle v̌ety 7.4 a lemmatu 7.5 isomorfnı́, tj. zobrazeńı

Φ∈X∗ → p∈NBV[a, b ] (7.14)

je vzájemňe jednoznǎcné. To by žrejmě neplatilo, kdybychomNBV[a, b ] nahradili
prostoremBV[a, b ] všech funkćı s koněcnou variaćı na [a, b ]. Na druhou stranu,
NBV[a, b ] lze nahradit nap̌r. prostorem funkćı s koněcnou variaćı na [a, b ], kteŕe
jsou spojit́e zleva na(a, b) a anuluj́ı se v ňejaḱem pevňe dańem boďe c∈ [a, b ].

Z následuj́ıćıho lemmatu vyplyne,̌ze je-li Φ∈ (C[a, b ])∗ a p∈NBV[a, b ] je uřce-
no vztahem (7.14), pak‖Φ‖(C[a,b ])∗ = ‖p‖BV , tj. prostory(C[a, b ])∗ a NBV[a, b ]
jsou isometricky isomorfńı.

7.7. Lemma. Jestlǐze p∈NBV[a, b ] a Φ(x) = (δ)
∫ b

a
x dp pro x∈C[a, b ], pak

‖Φ‖(C[a,b ])∗ = ‖p‖BV = varba p.
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D ů k a z . Podle v̌ety 5.50 a lemmatu 5.9 platı́
∣∣∣(δ)

∫ b

a
x dp

∣∣∣≤
(
varba p

) ‖x‖ neboli

‖Φ‖(C[a,b ])∗ ≤‖p‖BV . (7.15)

Dokážeme,̌ze existuje funkcẽx∈C[a, b ] takov́a, že

‖x̃‖=1 a (δ)
∫ b

a
x̃ dp = varba p . (7.16)

Bud’ dáno libovolńe ε> 0. Zvolme ďeleńı σ ∈D [a, b ] tak, aby bylo

V (p, σ̃) > varba p− ε (7.17)

pro kǎzdé jeho zjemňeńı σ̃. Polǒzme m = ν(σ). Vzhledem ke spojitosti funkce
p na (a, b) zprava m̊užeme pro kǎzdé j =1, 2, . . . , m naj́ıt bod tj ∈ (σj , σj+1)
takov́y, že

|p (tj)− p (σj)|< ε

m
. (7.18)

Polǒzme

x̃(t) =

{
sign

(
p (σ1)− p (a)

)
když t∈ [a, σ1]

sign
(
p (σj+1)− p (tj)

)
když t∈ [tj , σj+1], j ∈{1, 2, . . . , m} ,

a dodefinujme funkcĩx na intervalech[tj , σj+1] lineárňe a tak, aby byla spojitá na
[a, b ]. Zřejmě je ‖x̃‖=1. Nav́ıc

(δ)
∫ b

a
x̃ dp =

∣∣p (σ1)− p (a)
∣∣+

m∑

j=1

∣∣p (σj+1)− p (tj)
∣∣+

m−1∑

j=1

(δ)
∫ tj

σj

x̃ dp

Protǒze je |x̃(t)| ≤ 1 pro t∈ [a, b ], plyne odtud podle (7.18),̌ze

∣∣∣(δ)
∫ b

a
x̃ dp

∣∣∣ ≥
∣∣p (σ1)− p (a)

∣∣+
m∑

j=1

∣∣p (σj+1)− p (tj)
∣∣−

m−1∑

j=1

∣∣p (tj)− p (σj)
∣∣

= V (p, ρ)−2
m−1∑

j=1

∣∣p (tj)− p (σj)
∣∣ > V (p,ρ)−2 ε ,

kde ρ= {a, t1, σ1, t2, σ2 . . . , σm−1, tm, b}. Podle (7.17) dostáváme
∣∣∣(δ)

∫ b

a
x̃ dp

∣∣∣ > V (p, ρ)−2 ε > varba p− 3 ε .

Protǒze ε může b́yt libovolné kladńe č́ıslo, znameńa to, že plat́ı (7.16) a tud́ıž
sup‖x‖≤ 1 |Φ(x)| ≥ varba p. Odtud a z (7.15) plyne tvrzenı́ lemmatu.
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7.8. Věta. Zobrazeńı Φ∈ (C[a, b ])∗ → p∈NBV[a, b ], kde p je určeno vztahem
(7.13), je isometricḱy isomorfismus.

7.9. Pozńamka. Můžeme tedy ztotǒznit (C[a, b ])∗ s prostoremNBV[a, b ].

7.10. Cvǐceńı. Dokǎzte,že plat́ı :

Pro kǎzd́y spojit́y lineárńı funkciońal Φ na prostoruC[a, b ] existuje pŕavě jedna
funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

p (b)= 0, p (t−)= p (t) pro t∈ (a, b)

a

Φ(x) = (δ)
∫ b

a
x dp pro kǎzd́e x∈C[a, b ] .

Ve v̌eťe 7.8 lze nahradit prostorNBV[a, b ] prostorem funkćı zleva spojit́ych na
(a, b) a takov́ych,žep (b)= 0.

7.3 Spojité lineárnı́ funkcionály na prostorech integrova-
telných resp. absolutňe spojitých funkcı́

Dalš́ı dob̌re zńamé representace spojitých linéarńıch prostor̊u využ́ıvaj́ı Lebesgue-
ova integŕalu :

Pro α∈ [1,∞) oznǎcme symbolemLα[a, b ] prostor funkćı x mě̌ritelných na

[a, b ] a takov́ych, že
∫ b

a
|x|α dt < ∞, přičem̌z norma naLα[a, b ] je definov́ana

předpisem

‖x‖α =
(∫ b

a
|x|α dt

)1/α

pro x∈Lα[a, b ]

a rovnostx= y pro x, y ∈Lα[a, b ] znameńa, že x(t)= y(t) pro s.v. t∈ [a, b ].
Jestlǐze polǒźıme

α∗ =

{
α

α− 1 jestliže α > 1 ,

∞ jestliže α =1 ,

pak obecńy tvar spojit́eho linéarńıho funkciońalu naLα[a, b ] je dán p̌redpisem

Φ∈ (Lα[a, b ])∗ ⇐⇒ existuje p∈Lα∗ [a, b ], takov́e, že

Φ(x) =
∫ b

a
p x dt pro x∈Lα[a, b ] ,
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kde L∞[a, b ] je prostor funkćı esencíalně (v podstaťe) omezeńych na [a, b ], tj.
funkćı definovańych a m̌ěritelných na[a, b ] f : [a, b ]→R a takov́ych,že sup ess |f | <
∞, kde sup ess |f | je infimum mnǒziny všechA∈ (0,∞) takov́ych, že mnǒzina
{x∈ [a, b ] : |x(t) >A} má nulovou ḿıru.

Na prostoruAC[a, b ] funkćı absolutňe spojit́ych na intervalu[a, b ] definujeme
normu p̌redpisem

‖f‖AC = |f(a)|+ ‖f ′‖1 pro f ∈AC[a, b ]

a AC[a, b ] je pak Banach̊uv prostor. Podle v̌ety 3.17 p̌redstavuj́ı zobrazeńı

f ∈AC[a, b ] → (f(a), f ′)∈R × L1 [a, b ]

a

(c, g)∈R × L1 [a, b ] → f(x) : = c +
∫ x

a
g(t) dt∈AC[a, b ]

vzájemňe jednoznǎcný vztah meziAC[a, b ] aR×L1 [a, b ]. Lze uḱazat,̌ze obecńy
spojitý lineárńı funkciońal na prostoruAC[a, b ] je dán p̌redpisem

Φ∈ (AC[a, b ])∗ ⇐⇒ existuj́ı q ∈R a p∈L∞[a, b ], takov́e, že

Φ(x) = q f(a) +
∫ b

a
p f ′ dt pro x∈AC[a, b ] .

Důkazy v́yše uvedeńych tvrzeńı a daľśı podrobnosti lze nalézti ve v̌eťsině ǔceb-
nic funkciońalńı anaĺyzy. Všeobecňe dostupńa je taḱe on-line verse plzěnsḱych
skript [3].

7.4 Spojité lineárnı́ funkcionály na prostorech regulova-
ných funkcı́

Nǎsim ćılem je nyńı odvozeńı obecńeho tvaru spojit́ych linéarńıch funkciońalů na
někteŕych podprostorech prostoruG[a, b ]. Pro zǎcátek si p̌ripoměnme,že podle
Věty 6.26 je v́yraz

Φη(x) = q x(a)+
∫ b

a
p d[x] (7.19)

definov́an pro kǎzdou funkci x∈G[a, b ] a kǎzdý pár η = (p, q)∈BV[a, b ]×R.
Nav́ıc, pro kǎzdé η ∈BV[a, b ]×R, předpis ((7.19)) definuje ohraničeńy (a tedy
spojitý) lineárńı funkciońal naG[a, b ].
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Snadno ov̌ěrı́me,že p̌redpisem

η = (p, q)∈BV[a, b ]×R → ‖η‖BV×R = |q|+ ‖p‖BV
je definov́ana norma na prostoruBV[a, b ]×R a BV[a, b ]×R je Banach̊uv pro-
stor vzhledem k t́eto norm̌e. Z formuĺı uvedeńych v p̌rı́kladech 6.15 (viz t́ež p̌rı́kla-
dy 6.41 resp. cvǐceńı 6.42) taḱe snadno odvodı́me ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

7.11. Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojiciη = (p, q)∈BV[a, b ]×R plat́ı

Φη(1) = q ,

Φη(χ(τ,b]) = p (τ) kdy̌z τ ∈ [a, b) ,

Φη(χ[τ ]) = 0 kdy̌z τ ∈ (a, b) ,

Φη(χ[b]) = p (b) .





(7.20)

(ii) Pro libovolnou funkcix∈G[a, b ] plat́ı

Φη(x) = x(a) kdy̌z p≡ 0 na [a, b ], q =1 ,

Φη(x) = x(b) kdy̌z p≡ 1 na [a, b ], q =1 ,

Φη(x) = x(τ−) kdy̌z p=χ[a,τ) na [a, b ], τ ∈ (a, b], q =1 ,

Φη(x) = x(τ+) kdy̌z p=χ[a,τ ] na [a, b ], τ ∈ [a, b), q =1 .





(7.21)

P̌rı́mým důsledkem vztah̊u ((7.20)), ((7.21)) a lemmatu 4.14 je následuj́ıćı tvr-
zeńı.

7.12. Lemma.

(i) Jestlǐzeη = (p, q)∈BV[a, b ]×R a

Φη(x) = 0 pro kǎzd́ex∈Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

pak p (t)≡ 0 na [a, b ] a q =0.

(ii) Jestlǐzex∈G[a, b ] a

Φη(x)= 0 pro v̌sechny dvojiceη =(p, q)∈BV[a, b ]×R ,

pak

x(a) = x(a+) = x(τ−) = x(τ+) = x(b−) = x(b) (7.22)

plat́ı pro τ ∈ (a, b).

170
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7.13. Pozńamka. Všimňeme si,že vzhledem k ťret́ımu vztahu v (7.20), m̊užeme

v tvrzeńı (i) předěslého lemmatu nahradit množinu Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)

mnǒzinami

Lin
(
1, χ[τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
resp. Lin

(
1, 1

2 χ[τ ] +χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
.

Odtud okam̌zitě plyne t́ež následuj́ıćı tvrzeńı, kde symbolyG L [a, b ], G R[a, b ] a
Greg[a, b ] byly definov́any v (4.3).

7.14. V̌eta. Každ́y z ńasleduj́ıćıch ṕarů prostor̊u

(G L [a, b ], BV[a, b ]×R), (Greg[a, b ], BV[a, b ]×R), (G R[a, b ], BV[a, b ]×R)

tvǒrı́ duálńı pár vzhledem k bilinéarńı formě

x∈X, η ∈BV[a, b ]× R→Φη(x) .

Na druhou stranu, ḿame taḱe

7.15. Lemma. JestlǐzeΦ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na G L [a, b ] a

p (t) =





Φ(χ(t,b]) kdy̌z t ∈ [a, b) ,

Φ(χ[b]) kdy̌z t = b,
(7.23)

pak p∈BV[a, b ] a

|p (a)|+ |p (b)|+ varba p ≤ 2 ‖Φ‖G∗L [a,b ],

kde ‖Φ‖G∗L [a,b ] = sup{|Φ(x)| : x∈G L [a, b ], ‖x‖≤ 1 } .



 (7.24)

D ů k a z . Pro libovolńe ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] a libovolńy
vektor (c0, c1, . . . , cm, cm+1)∈Rm+2 plat́ı

∣∣∣c0 p (a) + cm+1 p (b)+
m∑

j=1

cj [p (σj)− p (σj−1)]
∣∣∣

=
∣∣∣Φ

(
c0 χ(a,b] + cm+1 χ[b]−

m−1∑

j=1

cj χ(σj−1,σj ] + cm χ(σm−1,b)

)∣∣∣ = |Φ(h)| ,
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kde

h = c0 χ(a,b] + cm+1 χ[b]−
m−1∑

j=1

cj χ(σj−1,σj ] + cm χ(σm−1,b) .

Snadno ov̌ěrı́me, že bude-li |cj | ≤ 1 pro j =0, 1, . . ., m+1, pak bude‖h‖≤ 2.
Polǒźıme-li tedy

c0 = sign p (a), cm+1 = sign p (b), cj = sign(p (σj)− p (σj−1))

pro j =1, 2, . . . , m, źıskáme vztah

|p (a)|+ |p (b)|+V (p, σ) ≤ 2 ‖Φ‖G∗L [a,b ] pro kǎzdé σ ∈D [a, b ] .

Odtud ǔz plyne,že plat́ı i ((7.24)).

Analogicky p̌redchoźımu lemmatu ḿame taḱe

7.16. Lemma.Necht’ Φ je libovolńy lineárńı ohranǐceńy funkciońal naGreg[a, b ] .
Polǒzme

p (t) =





Φ(χ(a,b]) kdy̌z t = a ,

Φ(1
2χ[t] +χ(t,b]) kdy̌z t∈ (a, b) ,

Φ(χ[b]) kdy̌z t = b .

(7.25)

Potomvarba p≤ sup{|Φ(x)| :x∈Greg[a, b ], ‖x‖≤ 1}<∞, tj. p∈BV[a, b ]).

D ů k a z . Necht’ Φ∈G∗reg[a, b ], σ =
{
σ0, σ1, . . . , σm

}
je děleńı intervalu [a, b ]

a necht’ reálná č́ısla cj , j =1, 2, . . ., m, jsou takov́a, že je |cj | ≤ 1 pro v̌sechna
j = 1, 2, . . . , m. Potom

m∑

j=1

cj [p (σj)− p (σj−1)]

= c1

[
Φ(1

2χ[σ1] +χ(σ1,b])−Φ(χ(a,b])
]

+
m−1∑

j=2

cj

[
Φ(1

2χ[σj ] +χ(σj ,b])−Φ(1
2χ[σj−1] +χ(σj−1,b])

]

+ cm

[
Φ(χ[b])−Φ(1

2χ[σm−1] +χ(σm−1,b])
]

= Φ(h),





(7.26)
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kde

h = c1

[
1
2χ[σ1] +χ(σ1,b]−χ(a,b]

]
+ cm

[
χ[b]− 1

2χ[σm−1]−χ(σm−1,b]

]

+
m−1∑

j=2

cj

[
1
2χ[σj ] +χ(σj ,b]− 1

2χ[σj−1]−χ(σj−1,b]

]

= c1

[
1
2χ[σ1]−χ(a,σ1]

]
− cm

[
1
2χ[σm−1] +χ(σm−1,b)

]

+
m−1∑

j=2

cj

[
1
2χ[σj ]−χ(σj−1,σj ]− 1

2χ[σj−1]

]

= − c1

[
1
2χ[σ1] +χ(a,σ1)

]
− cm

[
1
2χ[σm−1] +χ(σm−1,b)

]

− 1
2

m−1∑

j=2

cj χ[σj ]− 1
2

m−1∑

j=2

cj χ[σj−1]−
m−1∑

j=2

cj χ(σj−1,σj)

= − 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ]− 1
2

m∑

j=2

cj χ[σj−1]−
m∑

j=1

cj χ(σj−1,σj)

= −
m−1∑

j=1

cj+cj+1

2 χ[σj ]−
m∑

j=1

cj χ(σj−1,σj)

= − c1 χ(a,σ1)−
m−1∑

j=2

(
cj+cj+1

2 χ[σj ] + cj χ(σj−1,σj)

)
− cm χ(σm−1,b) .

Z tohoto vyj́aďreńı snadno nahlédneme,̌ze

h(σj−) = −cj , h(σj+) = −cj+1, h(σj) = −1
2(cj +cj+1) pro j =1, 2, . . . , m

čili h∈S[a, b ]∩Greg[a, b ] a |h(t)| ≤ 1 pro v̌sechnat∈ [a, b ]. Vzhledem k (7.26)
tedy dost́aváme,že nerovnost

sup{
∣∣∣

m∑

j=1

cj

[
p (σj)− p (σj−1)

]∣∣∣ : |cj | ≤ 1, j =1, 2, . . . ,m}

≤ sup{|Φ(x)| : x∈Greg[a, b ], ‖x‖≤ 1}
plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ]. Zvolı́me-li nyńı

cj = sign
[
p (σj)− p (σj−1)

]
pro j =1, 2, . . . ,m ,

zjist́ıme,̌ze plat́ı

V (p, σ) ≤ sup{|Φ(x)| : x∈Greg[a, b ], ‖x‖≤ 1} < ∞ pro kǎzdé σ ∈D [a, b ] ,
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tj. varb
a p≤‖Φ‖G∗reg[a,b ] <∞.

Prvńım hlavńım výsledkem t́eto kapitoly je ńasleduj́ıćı věta.

7.17 . V̌eta. Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na G L [a, b ] (Φ∈G∗L [a, b ])
právě tehdy, kdy̌z existuje dvojiceη = (p, q)∈BV[a, b ]×R takov́a, že

Φ(x) = q x(a) +
∫ b

a
p dx pro x∈G L [a, b ] . (7.27)

Nav́ıc, zobrazeńı

η ∈BV[a, b ]×R → Φη ∈G∗L [a, b ] (7.28)

je isomorfismus.

D ů k a z . Necht’ Φ je spojit́y lineárńı funkciońal na G L [a, b ] a necht’ Φη je
funkciońal definovańy předpisem (7.19), kdeη =(p, q), q =Φ(1) a funkcep je
definovańa v (7.23). Podle lemmatu 7.15η =(p, q)∈BV[a, b ]×R a podle (7.20)
a (7.23) ḿame

Φ(1) = q = Φη(1) ,

Φ(χ(τ,b]) = p (τ) = Φη(χ(τ,b]) pro τ ∈ [a, b) ,

Φ(χ[b]) = p (b) = Φη(χ[b]) .

Protǒze podle lemmatu 4.14 je každá funkce zS[a, b ] ∩G L [a, b ] lineárńı kombi-
naćı funkćı

1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b],

plyne odtud,̌zeΦ(x)= Φη(x) pro kǎzdé x∈G L [a, b ]∩S[a, b ]. Koněcně, protǒze
podle lemmatu 4.13 je množinaG L [a, b ]∩S[a, b ] hust́a vG L [a, b ], plyne odtud,
že plat́ı

Φ(x) = Φη(x) pro kǎzdéx∈G L [a, b ] .

Podle v̌ety 7.14 je (7.28) vźajemňe jednoznǎcné zobrazeńı BV[a, b ]×R na
G∗L [a, b ]. Dále, podle v̌ety 6.26 ḿame

|Φη(x)| ≤ (|p (a)|+ |p (b)|+ varbap + |q|) ‖x‖ pro kǎzdé x∈G L [a, b ]

a tud́ıž

‖Φη‖G∗L [a,b ] ≤ |p (a)|+ |p (b)|+varbap+ |q| ≤ 2
(‖p‖BV+ |q|) = 2 ‖η‖BV×R .
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Na druhou stranu, podle ((7.25)) a podle lemmatu 7.15 je

|q| = |Φ(1)| ≤ ‖Φη‖G∗L [a,b ]

a

‖p‖BV ≤
(|p (a)|+ |p (b)|+ varbap

) ≤ 2 ‖Φη‖G∗L [a,b ].

Souhrnem ḿame

1
2‖Φη‖G∗L [a,b ] ≤ ‖η‖BV×R ≤ 3 ‖Φη‖G∗L [a,b ],

čili, zobrazeńı

η ∈BV[a, b ]×R → Φη ∈G∗L [a, b ]

je isomorfismus.

7.18. V̌eta. Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na Greg[a, b ] (Φ∈G∗reg[a, b ])
právě tehdy, kdy̌z existuje dvojiceη =(p, q)∈BV[a, b ]×R takov́a, že

Φ(x) = q x(a)+
∫ b

a
p dx pro x∈Greg[a, b ] . (7.29)

Nav́ıc, zobrazeńı

η ∈BV[a, b ]×R → Φη ∈G∗reg[a, b ] (7.30)

je isomorfismus.

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze Φ∈G∗reg[a, b ], Φη je funkciońal definovańy vzta-
hem (7.19), kdeη =(p, q), q =Φ(1) a p je funkce definovańa vztahem (7.25).
Podle lemmatu 7.16 jeη =(p, q)∈BV[a, b ]×R a podle (7.20) a (7.25) ḿame

Φ(1) = q = Φη(1) ,

Φ(1
2χ[τ ] +χ(τ,b]) = p (τ) = Φη(1

2χ[τ ] +χ(τ,b]) pro kǎzdé τ ∈ [a, b) ,

Φ(χ[b]) = p (b) = Φη(χ[b]) .

Pomoćı lemmatu 4.14 odtud odvodı́me,že plat́ı

Φ(x) = Φη(x) pro kǎzdéx∈Greg[a, b ]∩S[a, b ].

Podle lemmatu 4.13 je ovšem mnǒzina Greg[a, b ]∩S[a, b ] hust́a v Greg[a, b ] a
tud́ıž dost́aváme koněcně, že plat́ı Φ(x)=Φη(x) pro v̌sechnax∈Greg[a, b ].

Podobňe jako jsme doḱazali analogickou nerovnost v závěru d̊ukazu v̌ety 7.17
dokázali bychom nyńı, že plat́ı také

1
2‖Φη‖G∗reg[a,b ] ≤ ‖η‖BV×R ≤ 3 ‖Φη‖G∗reg[a,b ] .
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7.19. Cvǐceńı. Postupem poǔzitým v důkazech v̌et 7.17 a 7.18 ukǎzte,že taḱe plat́ı

( i) Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na

G̃L [a, b ] = {x∈G : x(t−) = x(t) pro t∈ (a, b]} ,

(viz (4.2)) právě tehdy, kdy̌z existuje funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

Φ(x) = p (b) x(b)−
∫ b

a
p d[x] pro x∈ G̃L [a, b ] .

( ii) Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na

G̃R[a, b ] = {x∈G : x(t+) = x(t) pro t∈ [a, b)} ,

(viz (4.2)) právě tehdy, kdy̌z existuje funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

Φ(x) = p (a) x(a)+
∫ b

a
p d[x] pro x∈ G̃R[a, b ] .

7.5 Aplikace Stieltjesova integŕalu v teorii distribuc ı́

V tomto odstavci naznǎćıme mǒznosti poǔzitı́ KS – integŕalu v teorii distribućı.
Distribuce zde budeme chápat ve smyslu L. Schwartze. Připoměnme si nejprve
několik základńıch pojm̊u a definic.

7.20. Definice.Množinu funkćı ϕ :R→R, kteŕe maj́ı pro kǎzdé k∈N ∪ {0}
derivaci ϕ(k) k– tého řádu spojitou naR a takovou,že ϕ(k)(t)= 0 pro t∈R \
(a, b) oznǎćıme symbolemD[a, b ]. Funkćım z D[a, b ] řı́kámetestovaćı funkcena
[a, b ].

Množina D[a, b ] je lineárńı prostor vzhledem k p̌rirozeńym operaćım šćıtáńı
a ńasobeńı skaĺarem. Mnǒzina D[a, b ] se stane topologickým vektorov́ym prosto-
rem, zavedeme-li na nı́ topologii, ve kteŕe posloupnost{ϕn} ⊂ D[a, b ] konverguje
k ϕ∈D[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z

lim
n→∞ ‖ϕ

(k)
n −ϕ(k)‖ = 0 pro kǎzdé k∈N ∪ {0} .

Typickými přı́klady funkćı z prostoruD[a, b ] jsou funkce tvaru

ϕc,d(t) =





exp
(

1
t− c + 1

d− t

)
pro t∈ (c, d) ,

0 pro t∈R \ (c, d) ,

kde [c, d] může b́yt libovolný podinterval v(a, b).
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7.21. Definice.Spojit́e linéarńı funkciońaly na topologicḱem vektorov́em prostoru
D[a, b ] se naźyvaj́ı distribucena [a, b ]. Množina v̌sech distribućı na [a, b ] je tedy
duálńım prostorem kD[a, b ]. Znǎćıme ji symbolemD∗[a, b ].

Pro danou distribucif ∈D∗[a, b ] a testovaćı funkci ϕ∈D[a, b ], hodnotu
funkciońalu f na ϕ znǎćıme symbolem〈f, ϕ〉.

7.22. Pozńamka. Je-li f ∈L1 [a, b ], pak p̌redpisemϕ∈D[a, b ]→
∫ b

a
f(t) ϕ(t) dt

je definov́ana distribuce

〈f, ϕ〉 =
∫ b

a
f(t) ϕ(t) dt

na [a, b ], kterou budeme značit také symbolemf. Řı́káme,že distribucef je
určena funkćı f.

Nulový prvek prostoruD∗[a, b ] je uřcen libovolnou m̌ěritelnou funkćı, kteŕa se
anuluje s.v. na intervalu[a, b ]. Specíalně, je-li f ∈G[a, b ], pak f =0∈D∗[a, b ]
tehdy a jen tehdy, kdy̌z f(t−)= f(s+)= 0 pro v̌sechnat∈ (a, b] a s∈ [a, b).
Tud́ıž, je-li f ∈Greg[a, b ], pak f =0∈D∗[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z f(t)= 0
pro v̌sechnat∈ [a, b ]. Pro libovolńe distribucef, g ∈D∗[a, b ] rovnostf = g zna-
meńa, že f − g =0∈D∗[a, b ]. Z výše uvedeńeho plyne,̌ze je-li g ∈L1 [a, b ], pak
existuje nejv́yše jedna funkcef ∈Greg[a, b ] takov́a, že f = g s.v. na[a, b ]. Dále,
pro réalné funkcef, g : [a, b ]→R plat́ı rovnostf = g ve smysluD∗[a, b ] tehdy a
jen tehdy, kdy̌z f = g s.v. na[a, b ].

7.23. Definice.Pro danou distribucif ∈D∗[a, b ], definujeme jej́ı (distributivńı)
derivaci f ′ předpisem

f ′ : ϕ∈D[a, b ] → 〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 .
Podobňe, pro kǎzdé k∈N,

f (k) : ϕ∈D[a, b ] → 〈f (k), ϕ〉 = (−1)k〈f, ϕ(k)〉 .

7.24 . Pozńamka. Distributivńı derivace absolutňe spojit́ych funkćı jsou uřceny
jejich klasicḱymi derivacemi.

7.25. Pozńamka. Definujme

H(t) =





0 pro t< 0 ,
1
2 pro t=0 ,

1 pro t> 0 .
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Necht’ τ ∈ (a, b) a hτ (t) =H(t− τ) pro t∈ [a, b ]. Potom poǔzitı́m věty 6.34 a
s p̌rihlédnut́ım k (6.10) a (6.14) dostaneme

〈h′τ , ϕ〉 = −〈hτ , ϕ
′〉 = −

∫ b

a
hτ dϕ =

∫ b

a
dhτ ϕ = ϕ(τ) .

Funkcehτ se naźyváHeavisideova funkce(se sťredem v boďe τ) a jej́ı distributivńı
derivaceh′τ se znǎćı δτ a naźyvá seDiracovaδ– distribuce(se sťredem v boďe τ).

7.26. V̌eta. Necht’ f ∈D∗[a, b ]. Potomf ′ je nulov́a distribuce tehdy a jen tehdy,
kdy̌z existuje konstantac∈R takov́a, žef(t) = c pro s.v.t∈ [a, b ].
D ů k a z . Jestlǐze f(t) = c pro s.v.t∈ [a, b ] a ϕ∈D[a, b ], pak

〈f ′, ϕ〉 = −〈c, ϕ′〉 = −c

∫ b

a
ϕ′(s) ds = −c (ϕ(b)−ϕ(a)) = 0 .

Naopak, necht’ 〈f, ϕ ′〉=0 pro kǎzdou ϕ∈D[a, b ]. Necht’ je dána libovolńa
testovaćı funkceρ∈D[a, b ]. Polǒzme

ϕ(t) =





∫ t

a

(
ρ(s)− a0 Θ(s)

)
ds pro t∈ [a, b ] ,

0 pro t∈R \ [a, b ] ,

kde

a0 =
∫ b

a
ρ(s) ds a Θ(t) =

ϕa,b(t)∫ b

a
ϕa,b(s) ds

.

Potom
∫ b

a
Θ(s) ds= 1 .

Odtud snadno plyne,̌ze ϕ(a)= ϕ(b) = 0 a taḱe, že ϕ∈D[a, b ]. Dále,

ϕ ′(t)= ρ(t)− a0 Θ(t) pro t∈ [a, b ] .

Tud́ıž

0 = 〈f, ϕ′〉 = 〈f, ρ〉−
(∫ b

a
ρ(s) ds

)
〈f, Θ〉 .

To znameńa, že pro kǎzdé ρ∈D[a, b ] plat́ı

〈f, ρ〉 =
(∫ b

a
ρ(s) ds

)
〈f, Θ〉 =

∫ b

a
c ρ(s) ds ,

kde c = 〈f, Θ〉 ∈R je konstanta. Tedyf = c ve smyslu distribućı.
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7.27. Cvǐceńı. Dokǎzte,že je-li k∈N ∪ {0}, pak f (k) =0∈D∗[a, b ] tehdy a jen
tehdy, kdy̌z existuj́ı c0, c1, . . . , ck−1 ∈R takov́e, že

f(t) = c0 + c1 t + · · ·+ ck−1 tk−1 pro s.v.t∈ [a, b ].

Vážným probĺemem v teorii distribućı je jak definovat jejich soǔcin. Násle-
duj́ıćı dvě klasicḱe definice se t́ykaj́ı jen specíalńıch typ̊u distribućı.

7.28. Definice.(i) jestliže f, g a f g ∈ L1 [a, b ], pak

〈f g, ϕ〉 =
∫ b

a
f g ϕ d t .

(ii) jestliže f ∈D∗[a, b ] a g má na[a, b ] spojit́e derivace libovolńehořádu, pak

〈f g, ϕ〉 = 〈f, g ϕ〉 .

Definice 7.28 zahrnuje součin f g, kdef ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Nevztahuje
se ale nap̌r. na p̌rı́pady, kteŕe se objevujı́ v následuj́ıćı definici.

7.29. Definice.Jestlǐze f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ], pak definujeme

〈f ′ g, ϕ〉 =
∫ b

a
ϕg df (7.31)

a

〈f g ′, ϕ〉 =
∫ b

a
ϕf dg . (7.32)

7.30. Lemma. Necht’ f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ] splňuj́ı

∆+f(t)∆+g(t) = ∆−f(t)∆−g(t) pro kǎzd́e t∈ (a, b), (7.33)

Potom

f ′ g = F ′, kde F (t) =
∫ t

a
g df pro t∈ [a, b ] (7.34)

a

f g ′ = G ′, kde G(t) =
∫ t

a
f dg pro t∈ [a, b ] . (7.35)
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D ů k a z . Poǔzitı́m věty o substituci (v̌eta 6.44) a v̌ety o integraci per-partes
(věta 6.34) pro libovolńe ϕ∈D[a, b ] dostaneme

〈f ′ g, ϕ〉 =
∫ b

a
d
[ ∫ t

a
g df

]
ϕ(t) = −

∫ b

a

(∫ t

a
g df

)
ϕ′(t) d t

= 〈
(∫ t

a
g df

)′
, ϕ〉 ,

t.j. plat́ı (7.34). Vztah (7.35) se dokazuje analogicky.

7.31. D̊usledek. Jestlǐze funkcef ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ] splňuj́ı (7.33), pak

(f g)′ = f g′+ f ′ g.

D ů k a z . Podle definice 7.23, věty o integraci per-partes (viz věta 6.34) a lem-
matu 7.30 dostáváme

〈f g) ′, ϕ〉 = −〈f g, ϕ ′〉

= −
∫ b

a
f g ϕ ′ d t =

∫ b

a
ϕ(t) d

[
f(t) g(t)− f(a) g(a)

]

=
∫ b

a
ϕ(t) d

[ ∫ t

a
g df+

∫ t

a
f dg

]
=

∫ b

a
ϕg df +

∫ b

a
ϕf dg

= 〈f g ′, ϕ〉+ 〈f ′ g, ϕ〉 .

7.32. Pozńamka. Necht’ f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Podḿınka (7.33) je pak žrej-
mě splňena nap̌r. v následuj́ıćıch p̌rı́padech :

(i) obě funkce jsou regulárńı,

(ii) alespǒn jedna z nich je spojitá na(a, b),

(iii) jedna z nich zleva spojitá na(a, b) a druh́a je zprava spojit́a na(a, b).

7.33. Cvǐceńı. Dokǎzte, že jestlǐze τ ∈ (a, b) a hτ resp. δτ jsou Heavisideova
funkce resp. Diracova distribuce se středem v τ, pak hτ δτ = 1

2 δτ . (Návod:
Poǔzijte cvičeńı 6.32.)
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Kapitola 8

Zobecňené lineárnı́ diferenciálnı́
rovnice

8.1 Úvod

Všechny integŕaly v této kapitole jsou KS – integrály, jejicȟz definice je rožśı-
řena ve smyslu odstavce 6.8 na maticové funkce (tj. funkce zobrazujı́ćı interval
[a, b ] do prostoru matic). Jak jsme již v odstavci 6.8 vysv̌etlili, všechny vlastnosti
KS – integŕalu i obou typ̊u RS – integŕalu, kteŕe jsme doposud dokázali pro skaĺarńı
funkce plat́ı i pro funkce vektorov́e či maticov́e, pokud se v p̌rı́slǔsńych formuĺıch
nezm̌eńı pǒrad́ı v jaké se tam maticov́e funkce objevujı́. V důkazech se tedy bu-
deme pro poťrebńe vlastnosti funkćı a integŕalů odvoĺavat na odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı
pro skaĺarńı funkce z kapitol 1 – 6.

Následuj́ıćı definice zav́ad́ı prostory vektorov́ych resp. maticov́ych funkćı, se
kterými budeme v t́eto kapitole pracovat.

8.1. Definice. (i) G([a, b ],Rn) je Banach̊uv prostor funkćı f : [a, b ]→Rn , kte-
ré jsou regulovańe na [a, b ]. Norma naG([a, b ],Rn) je definov́ana p̌red-
pisem‖f‖ = supt∈ [a,b ] |f(t)| pro f ∈G([a, b ],Rn), kde |f(t)| je norma
vektoruf(t) v Rn .

(ii) BV([a, b ], L (Rn)) je Banach̊uv prostor funkćı F : [a, b ]→L (Rn), kteŕe
maj́ı koněcnou variaćı na [a, b ]. Norma naBV([a, b ], L (Rn)) je definov́a-
na p̌redpisem‖F‖BV = |F (a)|+ varba F pro F ∈BV([a, b ], L (Rn)). kde
varba F se definuje jako v odstavci 6.8 a|F (a)| je norma maticeF (a) v
L (Rn).

Podobňe se definujı́ prostoryBV([a, b ],Rn), C([a, b ], L (Rn)) a C([a, b ],Rn) a
normy na nich.

Množinu funkćı f : [a, b ]→Rn s derivaćı spojitou na intervalu[a, b ] znǎćıme
C1([a, b ],Rn). (Jako obvykle, definujemef ′(a)= f ′(a+) a f ′(b)= f ′(b−) pro
f ∈C1([a, b ],Rn).)

Tématem t́eto kapitoly budou rovnice tvaru

x(t) = x(t0)+
∫ t

t0

d[A ] x + f(t)− f(t0) (8.1)
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182 ZOBECNĚNÉ LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLN Í ROVNICE

kde t0 ∈ [a, b ], A je n×n– maticov́a funkce,f je n– vektorov́a funkce a hled́a-
me n– vektorovou funkcix vyhovuj́ıćı následuj́ıćı definici:

8.2. Definice.Funkcex: [a, b ]→Rn je řěseńım rovnice (8.1) na intervalu[a, b ]

jestliže
∫ b

a
d [A ] x existuje a rovnost (8.1) je splněna pro kǎzdé t∈ [a, b ].

Rovnice (8.1) se nazývázobecňeńa lineárńı diferencíalńı rovnice.

8.3. Pozńamka. Bud’ dáno t0 ∈ [a, b ] a necht’ x je řěseńı rovnice (8.1) na[a, b ].
Potom

x(a) = x(t0)−
∫ t0

a
d [A ] x− f(a)+ f(t0) .

Oděcteme-li tuto rovnost od (8.1), dostaneme

x(t) = x(a)+
∫ t

a
d [A ]x + f(t)− f(a) . (8.2)

Podobňe bychom z (8.2) odvodili (8.1). Funkcex∈G([a, b ],Rn) je tedyřěseńım
rovnice (8.1) na[a, b ] právě tehdy, kdy̌z spľnuje rovnici (8.2) na[a, b ].

8.2 Diferenciálnı́ rovnice s impulsy

Motivaćı pro studium zobecňeńych diferencíalńıch rovnic jsou m.j.úlohy s im-
pulsy. Vřaďe prakticḱych úloh se tot́ıž potḱame s perturbacemi, jejichž doba p̊uso-
beńı je sice zanedbatelná v porovńańı s dobou ceĺeho procesu, které ale nicḿeňe
podstatňe ovlivńı studovańy proces. Zpravidla, vhodným modelem pro popis ta-
kovýchto proces̊u jsou diferencíalńı rovnice s impulsy, tj. diferencíalńı rovnice,
jejichž řěseńı nemuśı být hladḱe, ba ani spojit́e.

Zdrojem model̊u s impulsy je zejḿena fyzika (nap̌r. popis hodinov́ych me-
chanism̊u, oscilace elektromechanických syst́emů, vyzǎrováńı elektricḱych resp.
magneticḱych vln v prosťred́ı s rychle se m̌eńıćımi parametry v dańych okam-
žićıch prudce zm̌eńı, pohybčástice v poli generovaném potencíalem sousťreďeńym
v jediném boďe, stabilizace Kapicova kyvadla, optimálńı regulace metodou bang-
bang), ale taḱe medićına (distribuce ĺečivých látek v ťele, strategie impulsnı́ vakci-
nace v epidemiologicḱych modelech, studiuḿučinku hromadńeho ǒckováńı proti
spalnǐckám), populǎcńı dynamika (modely s rychlými změnami pǒctu ňekteŕych
populaćı) či ekonomie (modely trhu, které p̌ripoǔsťej́ı prudḱe zm̌eny cen).

Nejjednodǔšśı idealizaćı impulsńıch proces̊u jsou procesy popsané linéarńımi
diferencíalńımi rovnicemi, na kteŕe v koněcném pǒctu pevňe dańych bod̊u působ́ı
lineárńı impulsy .
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P̌redpokĺadejme,̌ze

r∈N, r≥ 1, a < τ1< . . . < τr <b ,

P ∈C([a, b ], L (Rn)), q ∈C([a, b ],Rn) ,

Bk ∈L (Rn), dk ∈Rn prok = 1, 2, . . . , r .





(8.3)

(Poznamenejme,̌ze v t́eto kapitole symboly typuBk resp.dk znǎćı také matice
resp. vektory. Komponenty vektorů či matic se zde neobjevı́.)

Oznǎcme

D =
{
τ1, τ2, . . . , τr

}
, τ0 = a a τr+1 = b

a pro kǎzdou funkcix : [a, b ]→Rn definujme

x[1 ](t) = x(t) pro t∈ [a, τ1]

a

x[ k ](t) =





x(τk−1+) když t= τk−1,

x(t) když t∈ [τk−1, τk]
pro k =2, 3, . . . , r +1 .





(8.4)

Lineárńı impulsńı úloha je pak tvǒrena linéarńı diferencíalńı rovnićı

x′ = P (t) x+ q(t) (8.5)

a linéarńımi impulsńımi podḿınkami

∆+x(τk) = Bk x(τk)+ dk, k =1, 2, . . . , r , (8.6)

přičem̌z řěseńı jsou uřcena podle ńasleduj́ıćı definice.

8.4. Definice. Řekneme,̌ze funkcex : [a, b ]→Rn je řěseńım úlohy (8.5), (8.6),
jestliže

x[ k] ∈C1([τk−1, τk] pro kǎzdék =1, 2, . . . , r+1 (8.7)

a x vyhovuje impulsńım podḿınkám (8.6) a spľnuje diferencíalńı rovnost

x′(t) = P (t) x(t) + q(t) pro t∈ [a, b ] \D . (8.8)

8.5. Pozńamka. Pov̌simňeme si,̌zeřěseńı úlohy (8.5), (8.6) patřı́ vždy do prostoru
G([a, b ],Rn).
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Ukážeme nyńı, žeúlohu (8.5), (8.6) m̊užeme ekvivalentňe p̌reformulovat jako
zobecňenou linéarńı diferencíalńı rovnici tvaru (8.2).

P̌redpokĺadejme zprvu,̌ze r =1 a necht’ x : [a, b ]→Rn je řěseńı impulsńı
úlohy (8.5), (8.6). Integracı́ rovnosti (8.8) dostaneme vztahy

x(t) = x(a)+
∫ t

a
P x ds+

∫ t

a
q ds pro t∈ [a, τ1] ,

a

x(t) = x(τ1+)+
∫ t

τ1

P x ds+
∫ t

τ1

q ds pro t∈ (τ1, b] ,

Dosazeńım z podḿınek (8.6) (kdek = r =1 ) do druh́eho vztahu pak dostaneme
pro t∈ (τ1, b]

x(t) = x(τ1)+ B1 x(τ1)+ d1 +
∫ t

τ1

P x ds+
∫ t

τ1

q ds

= x(a)+
∫ t

a
P x ds+B1 x(τ1)+

∫ t

a
q ds+ d1

a tedy

x(t) = x(a)+
∫ t

a
P x ds+χ(τ1,b ](t)

(
B1 x(τ1)

)
+

∫ t

a
q ds+χ(τ1,b ](t) d1 . (8.9)

Polǒzme

A(t) =
∫ t

a
P ds + χ(τ1,b ](t)B1 a f(t) =

∫ t

a
q ds + χ(τ1,b ](t) d1 .

PotomA∈BV([a, b ], L (Rn)), f ∈BV([a, b ],Rn) a podle v̌ety o substituci 6.44
a formule (6.10) z p̌rı́kladů 6.15 (ii) (viz t́ež p̌rı́klady 6.41) plat́ı

∫ t

a
d [A ]x =

∫ t

a
P x ds+χ(τ1,b ](t)

(
B1 x(τ1)

)

a

f(t)− f(a) =
∫ t

a
q ds+χ(τ1,b ](t) d1

pro t∈ [a, b ] a x∈G([a, b ],Rn). Dosazeńım do (8.9) je zjist́ıme, že x splňuje
(8.2) na[a, b ].

Obŕaceňe, jestlǐze x∈G([a, b ],Rn) splňuje (8.2) na[a, b ], pak podle v́yše
uvedeńeho plat́ı opět (8.9) na[a, b ]. Odtud vid́ıme, že definujeme-li funkcex[ k]
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jako v (8.4), bude platit (8.7) a (8.8). Navı́c, podle Hakeovy v̌ety (viz t́ež cvičeńı
6.40) jex(t−) =x(t) pro kǎzdé t∈ (a, b] a

x(t+) = x(a)+ lim
s→ t+

∫ s

a
d [A ]x+f(t+)− f(a)

= x(a)+
∫ t

a
d [A ] x+ f(t)− f(a)+ ∆+A(t) x(t)+ ∆+f(t)

= x(t)+ χ[τ1](t)
(
B1 x(t)+ d1

)
pro kǎzdé t∈ [a, b ] .

Specíalně, dosazeńım t= τ1 zjist́ıme,že x splňuje impulsńı podḿınku (8.6), kde
k = r =1.

Úloha (8.5), (8.6) je tedy pror = 1 ekvivalentńı se zobecňenou diferencíalńı
rovnićı (8.2).

V obecńem p̌rı́paďe r∈N, definujeme

A(t) =
∫ t

a
P ds +

r∑

k=1

χ(τk,b ](t) Bk

a

f(t) =
∫ t

a
q ds +

r∑

k=1

χ(τk,b ](t) dk ,





pro t∈ [a, b ] . (8.10)

Indukćı snadno ov̌ěrı́me ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

8.6 . Věta. Předpokĺadejme(8.3) a (8.10). Potom impulsńı úloha (8.5), (8.6) je
ekvivalentńı se zobecňenou diferencíalńı rovnićı (??), tj. x : [a, b ]→Rn je řešeńım
úlohy(8.5), (8.6)na intervalu[a, b ] tehdy a jen tehdy, když jeřešeńım rovnice(??)
na intervalu[a, b ].

8.3 Lineárnı́ operatory

P̌ripoměnme nyńı strǔcně ňekolik základńıch pojm̊u z funkciońalńı anaĺyzy, kteŕe
budeme nad́ale poťrebovat. Podrobňejš́ı informaci lze naj́ıt nap̌r. ve v̌eťsině ǔcebnic
funkciońalńı anaĺyzy (viz nap̌r. [3], [18], [30], [35]). Základńı přehled je obsǎzen
také v úvodńı části monografie [49].

Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory. Zobrazenı́ T :X→Y (T zobrazujeX
do Y ) je spojit́y opeŕator, jestliže

lim
n→∞ ‖xn−x‖X =0 =⇒ lim

n→∞ ‖T (xn)−T (x)‖Y =0 ,
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kde ‖.‖X je norma naX a ‖.‖Y je norma naY. Opeŕator T :X→Y se naźyvá
lineárńı, jestliže plat́ı

T (c1 x2 + c2 x2) = c1 T (x1)+ c2 T (x2) prox1, x2 ∈X a c1, c2 ∈R .

Dále, T je ohranǐceńy, jestliže existujěćıslo K ∈ [0,∞) takov́e, že plat́ı

‖T (x)‖Y ≤ K ‖x‖X pro kǎzdé x∈X .

Je-li T lineárńı opeŕator, ṕıšeme, jak je zvykem,T x mı́sto T (x). Je zńamo,že
lineárńı opeŕator T :X→Y je spojit́y právě tehdy, kdy̌z je ohranǐceńy.

Množinu ohranǐceńych linéarńıch zobrazeńı prostoruX do prostoruY zna-
č́ıme L (X,Y). Na L (X,Y) jsou žrejmým zp̊usobem zavedeny operace sč́ıtáńı
opeŕator̊u a ńasobeńı opeŕator̊u réalným č́ıslem aL (X,Y) je pak Banach̊uv pro-
stor vzhledem k norm̌e

‖L‖L (X,Y) = sup
x∈X
‖x‖x≤1

‖Lx‖Y prox∈X .

Koněcně, řekneme,̌ze L∈L (X,Y) je kompaktńı, jestliže zobrazuje kǎzdou mno-
žinu ohranǐcenou vX na mnǒzinu relativňe kompaktńı v Y, tj. jestliže pro kǎzdou
posloupnost{xn} ohranǐcenou vX jejı́ obraz{Lxn}⊂Y obsahuje podposloup-
nost konvergentńı v Y. Je zńamo,že kǎzdý kompaktńı lineárńı opeŕator je soǔcas-
ně spojit́y.

V důkazech hlavńıch výsledk̊u této kapitoly vyǔzijeme ńasleduj́ıćı dvě tvr-
zeńı. Prvńı z nich je zobecňeńım jedńe z Fredholmov́ych vět zńamých z teorie
integŕalńıch rovnic. Jeho d̊ukaz je obsǎzen nap̌r. v monografíıch N. Dunforda a
J.T. Schwartze [5], M. Schechtera [38] nebo ve skriptech J. Lukeše [30].

8.7. Věta (FREDHOLMOVA VĚTA O ALTERNATIV Ě). Bud’ X Banach̊uv prostor a
necht’ L je lineárńı kompaktńı opeŕator zobrazuj́ıćı X do sebe. Potom operátorov́a
rovnice

x−Lx = g (8.11)

má řešeńı pro kǎzd́e g ∈X tehdy a jen tehdy, když p̌rı́slǔsńa homogenńı rovnice

x−Lx = 0 (8.12)

má pouze trivíalńı řešeńı x=0∈X. V takov́em p̌rı́paďe je řešeńı rovnice (8.11)
určeno jednoznǎcně.
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Druhé tvrzeńı je zńamo taḱe z element́arńı teorie matic. P̌ripoměnme si zde
jeho obecnou podobu převzatou z monografie [51] (viz Lemma 4.1-C).

8.8. Lemma. Necht’ X je Banach̊uv prostor,T ∈L (X) a ‖T‖L (X) < 1. Potom

existuje ohranǐceńy inversńı opeŕator
[
I −T

]−1
k opeŕatoru

[
I −T

]
a plat́ı ne-

rovnost
∥∥∥
[
I −T

]−1
∥∥∥
L (X)

≤ 1
1−‖T‖L (X)

.

8.4 Existenceřešeńı zobecňených lineárnı́ch diferenciál-
nı́ch rovnic

Studium zobecňeńych linéarńıch diferencíalńıch rovnic zah́aj́ıme jednoduch́ym po-
zorov́ańım vych́azej́ıćım ze zńamých vlastnost́ı KS – integŕalu.

8.9. Věta. Necht’ t0 ∈ [a, b ], A∈BV([a, b ], L (Rn)) a f ∈G([a, b ],Rn). Potom
kǎzd́e řešeńı x rovnice(8.1)na [a, b ] je regulovańe na [a, b ].
D ů k a z . Podle Saksova – Henstockova lemmatu (viz jeho důsledek 6.38) je pravá
strana rovnice (8.1) funkce regulovaná na[a, b ]. Odtud plyne tvrzeńı věty.

Vzhledem ke v̌eťe 8.9 je tedy vhodńe hledatřěseńı zobecňeńych linéarńıch
diferencíalńıch rovnic ve ťrı́dě G([a, b ],Rn).

Analogiemi pǒcátěcńıch úloh pro linéarńı obyčejńe diferencíalńı rovnice jsou
zobecňeńe linéarńı diferencíalńı rovnice

x(t) = x̃+
∫ t

t0

d [A ]x + f(t)− f(t0) , (8.13)

na intervalu[a, b ], kde t0 ∈ [a, b ] a x̃∈Rn je dańy vektor. (Žrejmě je x(t0)= x̃
pro kǎzdou funkcix splňuj́ıćı (8.13).)

Každé funkci x∈G([a, b ],Rn) a bodu t0 ∈ [a, b ] přiřad’me funkci At0x
předpisem

(At0x)(t) =
∫ t

t0

d [A ]x pro t∈ [a, b ] . (8.14)

Podle d̊usledku 6.38 jsou funkceAt0x regulovańe na[a, b ]. Zobrazeńı

At0 : x∈G([a, b ],Rn) → At0x∈G([a, b ],Rn)
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je žrejmě linéarńı a, d́ale, podle v̌ety 6.17 plat́ı

‖At0x‖≤
(
varba A

) ‖x‖ pro kǎzdéx∈G([a, b ],Rn) .

Pro kǎzdé t0 ∈ [a, b ] je tedy At0 spojitý lineárńı opeŕator naG([a, b ],Rn), tj.
At0 ∈L (G([a, b ],Rn)).

Dokážeme nyńı, že soǔcasňe je p̌redpisem (8.14) definován spojit́y lineárńı
opeŕator zobrazujı́ćı G([a, b ],Rn) do BV([a, b ],Rn).

8.10. Lemma. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a necht’ funkceAt0x
je pro x∈G([a, b ],Rn) definov́ana vztahem(8.14). PotomAt0x∈BV([a, b ],Rn)
pro kǎzd́e x∈G([a, b ],Rn) a zobrazeńı

x∈G([a, b ],Rn) → At0x∈BV([a, b ],Rn)

je ohranǐceńe.

D ů k a z . Bud’ σ libovolné ďeleńı intervalu [a, b ]. Podle v̌ety 6.17 pro kǎzdé
x∈G([a, b ],Rn) máme

ν(σ)∑

j=1

|(At0x)(σj)− (At0x)(σj−1)| =
ν(σ)∑

j=1

∣∣∣
∫ σj

σj−1

d [A ] x
∣∣∣

≤
ν(σ)∑

j=1

(
var

σj
σj−1 A

) ‖x‖ =
(
varba A

) ‖x‖

a

|(At0x)(a)| =
∣∣∣
∫ a

t0

d [A ] x
∣∣∣ ≤

(
varba A

) ‖x‖ .

Tud́ıž At0x∈BV([a, b ],Rn) a

‖At0x‖BV = |(At0x)(a)|+ varba (At0x) ≤ 2
(
varba A

) ‖x‖ .

pro kǎzdé x∈G([a, b ],Rn).

Pomoćı opeŕatoru At0 z (8.14) m̊užeme p̌repsat pǒcátěcńı úlohu (8.13) jako
opeŕatovou rovnici

x−At0x = g, kde g = x̃+ f − f(t0) .

Protǒze neḿame k dispozici prostředky postǎcuj́ıćı k důkazu kompaktnosti operá-
toru A ∈L (G([a, b ],Rn)), nem̊užeme p̌rı́mo aplikovat Fredholmovu v̌etu (v̌e-
ta 8.7) a muśıme postupovat tak trochu oklikou. V následuj́ıćı věťe uḱažeme po-
moćı Hellyovy věty a Osgoodovy v̌ety, že opeŕator At0 generuje kompaktnı́ zob-
razeńı prostoruBV([a, b ],Rn) do sebe.
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8.11. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)). PolǒzmeLx = At0x pro
x∈BV([a, b ],Rn). PotomL je kompaktńı lineárńı opeŕator naBV([a, b ],Rn).
D ů k a z . Protǒze je ‖x‖ ≤ ‖x‖BV pro kǎzdé x∈BV([a, b ],Rn), plyne z lem-
matu 8.10,̌ze L∈L (BV([a, b ],Rn)).

Dokážeme,že pro kǎzdou posloupnost{xn} ohranǐcenou vBV([a, b ],Rn)
jejı́ obraz{Lxn}⊂BV([a, b ],Rn) obsahuje podposloupnost, která je konvergent-
nı́ v BV([a, b ],Rn).

Necht’ jsou tedy posloupnost{xn}⊂BV[a, b ] a č́ıslo C ∈ [0,∞) takov́e, že
‖xn‖BV ≤C <∞ pro kǎzdé n∈N. Podle Hellyovy v̌ety (věta 2.44) existujı́ fun-
kce x∈BV([a, b ],Rn) a podposloupost{nk}⊂N takov́e, že

‖x‖BV ≤C a lim
k→∞

xnk
(t) = x(t) pro kǎzdé t∈ [a, b ] .

Oznǎcmezk(t)= xnk
(t)−x(t) a prok∈N a t∈ [a, b ]. Potom

|zk(t)| ≤ 2C a lim
k→∞

zk(t) = 0 pro k∈N a t∈ [a, b ] .

Vzhledem k tomu,̌ze v̌sechny integŕaly
∫ d

c
d [A ] zk a

∫ d

c
d [varsa A] zk(s), k∈N,

existuj́ı pro libovolńa c, d∈ [a, b ], věta 6.17 zarǔcuje,že plat́ı

ν(σ)∑

j=1

|(Lzk)(σj)− (Lzk)(σj−1)| =
ν(σ)∑

j=1

∣∣∣∣∣
∫ σj

σj−1

d [A ] zk

∣∣∣∣∣

≤
m∑

j=1

∫ σj

σj−1

d
[
varsa A

] |zk(s)| ≤
∫ b

a
d
[
varsa A

] |zk(s)|

pro libovolńa σ ∈D [a, b ] a k∈N. Máme tedy

varba (Lzk) ≤
∫ b

a
d
[
varsa A

] |zk(s)| pro k∈N .

Podle v̌ety 6.48 je ov̌sem

lim
k→∞

∫ b

a
d
[
varsa A

] |zk(s)| = 0

a tud́ıž taḱe

lim
k→∞

varba
(
Lxnk

−Lx
)

= lim
k→∞

varba (Lzk) = 0 .
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Podobňe

lim
k→∞

|(Lxnk
(a)−L x(a)

)| = lim
k→∞

|(Lzk)(a)| = lim
k→∞

∣∣∣
∫ a

t0

d [A ]x
∣∣∣

≤ lim
k→∞

∫ a

t0

[
varsa A

] |zk(s)| = 0 .

Věta je doḱaźana.

Následuj́ıćı tvrzeńı je důsledkem v̌ety 8.7 a v̌ety 8.11.

8.12. V̌eta. Bud’ dáno t0 ∈ [a, b ]. Rovnice

x(t)−
∫ t

t0

d [A ] x = g(t) (8.15)

má pro kǎzdou funkcig ∈BV([a, b ],Rn) řešeńı na [a, b ] právě tehdy, kdy̌z p̌rı́-
slǔsńa homogenńı rovnice

x(t)−
∫ t

t0

d [A ] x = 0 (8.16)

má na [a, b ] pouze trivíalńı řešeńı x≡ 0. V takov́em p̌rı́paďe je řešeńı rovnice
(8.15)určeno jednoznǎcně.

D ů k a z . Rovnice (8.15) je ekvivalentnı́ s opeŕatorovou rovnićı x−L x= g, kde
Lx = A t0 x pro x∈BV([a, b ],Rn), tj.

(Lx)(t) =
∫ t

t0

d [A ] x pro x∈BV([a, b ],Rn) a t∈ [a, b ].

Podle v̌ety 8.11 jeL lineárńı kompaktńı opeŕator naBV([a, b ],Rn). K dokoňceńı
důkazu v̌ety vyǔzijeme v̌etu 8.7.

P̌redpokĺadejme nyńı, že t∈ (t0, b] a,že funkcex∈G([a, b ],Rn) splňuje (8.13)
na intervalu[t0, t). Zřejmě je x(t0)= x̃. Pomoćı Hakeovy v̌ety (věta 6.39, viz t́ež
přı́klady 6.41) snadno ově̌rı́me,že plat́ı

x(t−) = x̃+ lim
τ→t−

∫ τ

t0

d [A ] x+
(
f(t−)− f(t0)

)

= x̃+
∫ t

t0

d [A ]x+ f(t)− f(t0)− lim
τ→t−

∫ t

τ
d [A ]x−∆−f(t)

= x̃+
∫ t

t0

d [A ]x+ f(t)− f(t0)−∆−A(t) x(t)−∆−f(t) .
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Má-li tedy funkcex splňovat (8.13) taḱe v boďe t, muśı hodnotax(t) vyhovovat
rovnici

[
I −∆−A(t)

]
x(t) = x(t−) +∆−f(t) , (8.17)

kde I znǎćı jednotkovou matici typun×n (viz 1.3 (xiv)). Odtud je žrejmé, že
k tomu, abyřěseńı úlohy (8.13) na intervalu[a, t) bylo mǒzno jednoznǎcným
způsobem prodloǔzit do bodut, bude stǎcit, aby platilo

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 . (8.18)

Úlohu (8.13) m̊užeme ov̌sem taḱe p̌repsat ve tvaru

x(t) = x(b)−
∫ b

t
d [A ] x+ f(b)+ f(t) .

Podobňe jako v́yše m̊užeme tedy usoudit (rozmyslete si detaily),že k tomu, aby
řěseńı počátěcńı úlohy (8.13) na intervalu(t, t0] bylo mǒzno jednoznǎcným způsobem
prodloǔzit do bodut, bude stǎcit, aby platilo

[
I +∆+A(t)

]
x(t) = x(t+)−∆+f(t) (8.19)

a

det
[
I +∆+A(t)

] 6= 0 . (8.20)

Můžeme tedy ǒceḱavat,že podḿınky (8.18) a (8.20) jsou podstatné pro existenci
řěseńı úlohy (8.13).

Jednoduchoúupravou vztah̊u (8.17) a (8.19) dostaneme následuj́ıćı tvrzeńı.

8.13. Lemma.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a g ∈G([a, b ],Rn). Potom vztahy

∆−x(t) = ∆−A(t) x(t)+ ∆−f(t) ,

∆+x(s) = ∆+A(s) x(s) +∆+f(s)

}
(8.21)

plat́ı pro kǎzd́e řešeńı x úlohy(8.13)na [a, b ], t∈ (a, b] a s∈ [a, b).

8.14. Lemma.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a t0 ∈ [a, b ]. Potom rovnice(8.15)
má řešeńı pro kǎzdou funkcig ∈BV([a, b ],Rn) tehdy a jen tehdy, když

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 pro kǎzd́e t∈ (t0, b] (8.22)

a

det
[
I +∆+A(s)

] 6= 0 pro kǎzd́e s∈ [a, t0) . (8.23)

(Zde (t0, b] = ∅ kdy̌z t0 = b a [a, t0)= ∅ kdy̌z t0 = a.)

V takov́em p̌rı́paďe jeřešeńı rovnice(8.15)určeno jednoznǎcně.
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D ů k a z . Podle v̌ety 8.12 stǎćı dokázat,̌ze rovnice (8.16) ḿa pouze trivíalńı řěseńı
na [a, b ] právě tehdy, kdy̌z plat́ı (8.22).

a) P̌redpokĺadejme,̌ze t0 ∈ [a, b) a x je řěseńı rovnice (8.16) na[a, b ]. Podle
lemmatu 8.10 jex∈BV([a, b ],Rn). Zřejmě x(t0) = 0. Podle prvńı z rovnic ve
(8.21) ḿame

∆+x(t0) = ∆+A(t0) x(t0) = 0 ,

tj. x(t0+)= 0. Oznǎcme α(t) = vartt0A pro t∈ [t0, b]. Funkceα je neklesaj́ıćı
na intervalu[t0, b]. Existuje tedy koněcná limita α(t0+) a můžeme tedy zvolit
δ ∈ (0, b− t0) tak, aby platilo

0 ≤ α(t0 + δ)−α(t0+) <
1
2

.

Pro kǎzdé t∈ [t0, t0+δ] odtud pomoćı vět 6.17 a 6.39 odvodı́me nerovnosti

|x(t)| ≤
∫ t

t0

d [α ] |x| = ∆+α(t0) x(t0)+ lim
τ→t0+

∫ t

τ
d [α ] |x|

= lim
τ→t0+

∫ t

τ
d [α ] |x| ≤ [

α(t0+δ)−α(t0+)
] (

sup
t∈[t0,t0+δ]

|x(t)|
)

<
1
2

(
sup

t∈[t0,t0+δ]
|x(t)|

)
.

Tud́ıž
(

supt∈[t0,t0+δ] |x(t)|
)
≤ 1

2

(
supt∈[t0,t0+δ] |x(t)|

)
. To je ale mǒzné pouze

tehdy, kdy̌z x =0 na [t0, t0 + δ].

Polǒzme t∗= sup{τ ∈ (t0, b] : x=0 na [t0, τ ]. Zřejmě je x=0 na [t0, t∗) a
tud́ıž taḱe x(t∗−)= 0. Dále, podle (8.21) ḿame

0 =
[
I −∆−A(t∗)]x(t∗) .

To je ale, vzhledem k p̌redpokladu (8.22), mǒzné pouze tehdy, kdy̌z x(t∗)= 0.

P̌redpokĺadejme,̌ze t∗<b. Stejnou argumentacı́, jakou jsme na zǎcátku d̊uka-
zu doḱazali,že existujeδ ∈ (0, b− t0) takov́e, že x je nulov́e na [t0, t0 + δ], uká-
zali bychom nyńı, že existujeη ∈ (0, b− t∗) takov́e,žex se anuluje na[t∗, t∗+ η],
což je ov̌sem, vzhledem k definicit∗ nemǒzné, tud́ıž muśı být t∗= b. Dokázali
jsme,že kǎzdé řěseńı rovnice (8.16) je nulov́e na[t0, b].

Podobňe bychom pomoćı předpokladu (8.23) doḱazali,že je-li t0 ∈ (a, b], pak
seřěseńı x rovnice (8.16) anuluje také na[a, t0].
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b) P̌redpokĺadejme,̌ze neplat́ı nap̌r. (8.22). Žrejmě je det
[
I −∆−A(t)

] 6=0, jest-
li že je |∆−A(t)| ≤ 1/2. Na druhou stranu, podle důsledku 4.8, obŕaceńa nerovnost
|∆−A(t)|> 1/2 plat́ı pro nejv́yše koněcně mnoho bod̊u t∈ (t0, b]. To znameńa,že
maticeI −∆−A(t) neńı reguĺarńı pro nejv́yše koněcně mnohot∈ (t0, b].

Můžeme tedy zvolitt∗ ∈ (t0, b] takov́e, že

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 pro t∈ (t0, t∗) a det
[
I −∆−A(t∗)

]
= 0 .

Dále, ze źaklad̊u lineárńı algebry je zńamo,že potom existujed∈Rn takov́e, že

[
I −∆−A(t∗)

]
c 6= d pro kǎzdé c∈Rn . (8.24)

Definujme

g(t) =

{
0 když t 6= t∗ ,

d když t= t∗ .

Máme ∆−g(t∗)= d. P̌redpokĺadejme,že rovnice (8.15) ḿa na [a, b ] řěseńı x.
Potom podle prvńı části d̊ukazu muśı být x=0 na [a, t∗) a tedy taḱe x(t∗−)= 0.
Podle lemmatu 8.13 musı́ platit

[
I −∆−A(t∗)

]
x(t∗) = d .

To je ov̌sem ve sporu s tvrzenı́m (8.24). Rovnice (8.15) tedy nemůže ḿıt řěseńı.

Neplat́ı-li (8.23), pak analogicky najdeme bodt∗ ∈ [a, b ] a funkci g takov́e,že
bude

[
I +∆+A(t∗)

]
c 6= ∆+g(t∗) pro kǎzdé c∈Rn,

což vede op̌et ke sporu s lemmatem 8.13.

8.15. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a t0 ∈ [a, b ]. Potom pǒcátěcńı úloha
(8.13) má pro kǎzdou funkcif ∈BV([a, b ],Rn) a kǎzd́y vektor x̃ jednoznǎcně
určeńe řešeńı tehdy a jen tehdy, když plat́ı (8.22)a (8.23).

D ů k a z . V̌eta je d̊usledkem v̌ety 8.12 a lemmatu 8.14, kde polož́ıme

g(t)= x̃+ f(t)− f(t0) pro t∈ [a, b ].
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194 ZOBECNĚNÉ LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLN Í ROVNICE

8.5 Zobecňená Gronwallova nerovnost
a apriorn ı́ odhady řešeńı

Důležitou roli v teorii oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic (nap̌r. p̌ri důkazu jed-
noznǎcnosti řěseńı počátěcńı úlohy nebo p̌ri důkazech spojit́e źavislosti řěseńı
na ňekteŕych parametrech) hraje tvrzenı́, kteŕe se naźyvá Gronwallovo lemma.
P̌ripoměnme si jeho zňeńı. Důkaz lze naj́ıt ve věťsině ǔcebnic oby̌cejńych dife-
rencíalńıch rovnic (viz nap̌r. [25, Pomocńa věta 4.3.1]).

8.16. Lemma(GRONWALL). Necht’ funkceu a p jsou spojit́e a neźaporńe na
[a, b ], K ≥ 0 a necht’

u(t) ≤ K +
∫ t

a

(
p u

)
ds pro t∈ [a, b ].

Potom

u(t) ≤ K exp
( ∫ t

a
p ds

)
pro t∈ [a, b ].

Pro nas bude podobně d̊uležité zobecňeńı Gronwallova lemmatu na přı́pad, kdy
se v p̌rı́slušńych integŕalńıch nerovnostech vyskytuje Stieltjesův integŕal.

8.17. V̌eta (ZOBECNĚNÉ GRONWALLOVO LEMMA ). Předpokĺadejme,̌ze funkce
u : [a, b ]→ [0,∞) je ohranǐceńa na [a, b ], funkceh : [a, b ]→ [0,∞) je neklesaj́ıćı
a zleva spojit́a na (a, b ], K ≥ 0, L≥ 0 a necht’

u(t) ≤ K +L

∫ t

a
u dh pro t∈ [a, b ]. (8.25)

Potom

u(t) ≤ K exp
(
L [h(t)−h(a)]

)
pro t∈ [a, b ]. (8.26)

D ů k a z . Necht’ κ≥ 0 a wκ(t)= κ exp
(
L [h(t)−h(a)]

)
pro t∈ [a, b ]. Potom

∫ t

a
wκ dh = κ

∫ t

a
exp

(
L [h(t)−h(a)]

)
dh(s)

= κ

∫ t

a

( ∞∑

k=0

Lk

k!
[
h(t)−h(a)]k

)
dh(s) pro t∈ [a, b ].
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Protǒze, jak zńamořada
∞∑

k=0

Lk

k!
[
h(t)−h(a)]k konverguje stejnom̌erňe na[a, b ],

můžeme p̌rehodit pǒrad́ı operaćı integrace a šćıtáńı. Poǔzijeme-li nyńı nav́ıc tvrzeńı
z p̌rı́kladu 6.19, dostaneme tedy

∫ t

a
wκ dh = κ

∞∑

k=0

(Lk

k!

∫ t

a

[
h(s)−h(a)

]k
)

dh(s)

≤ κ

∞∑

k=0

(Lk [h(t)−h(a)]k+1

(k +1)!

)
=

κ

L
exp

(
L [h(t)−h(a)]

)
=

wκ(t)
L

pro t∈ [a, b ]. To znameńa, že funkcewκ splňuje pro kǎzdé κ≥ 0 a t∈ [a, b ] ne-
rovnost

wκ(t) ≥ κ+L

∫ t

a
wκ dh . (8.27)

Bud’ dánoε> 0 a polǒzmeκ=K + ε a vε = u−wκ. Oděcteńım nerovnost́ı
(8.25) a (8.27) zjistı́me,že plat́ı

vε(t) ≤ −ε+
∫ t

a
vε dh pro t∈ [a, b ] . (8.28)

Specíalně, vε(a)= −ε< 0. Zbývaj́ıćı část d̊ukazu bude p̌ripoḿınat postup z d̊uka-
zu lemmatu 8.14. Funkcex i wκ jsou evidentňe ohranǐceńe na [a, b ] pro kǎzdé
κ≥ 0. Tud́ıž taḱe funkcevε je ohranǐceńa na [a, b ]. Podle Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 ḿame

∫ t

a
vε dh = vε(a)∆+h(a)+ lim

δ→0+

∫ t

a+δ
vε dh

≤ −ε ∆+h(a)+ ‖vε‖ [h(t)−h(a+)] ≤ ‖vε‖ [h(t)−h(a+)]

a tedy

vε(t) ≤ −ε+L

∫ t

a
vε dh ≤ −ε +L ‖vε‖ [h(t)−h(a+)] pro t∈ [a, b ] .

Zvolmeη > 0 tak, aby platiloL ‖vε‖ [h(t)−h(a+)]<ε/2 pro t∈ [a, a+ η ]. Pak
budevε < 0 na [a, a+ η ]. Oznǎcme

t∗ = inf{τ ∈ [a, b ] : vε < 0 na[a, τ ]}.
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Vidı́me.že je t∗>a a vε < 0 na [a, t∗). Opětńym poǔzitı́m Saksova-Henstockova
lemmatu 6.36 dostaneme z (8.28)

vε(t) ≤ −ε +L

∫ t

a
vε dh

= −ε +L
(
vε(t∗)∆−h(t∗)+ lim

δ→0+

∫ t∗−δ

a
vε dh

)
≤ −ε < 0

protǒze ∆−h(t∗)= 0 a
∫ t∗−δ

a
vε dh< 0 pro kǎzdé δ > 0.

Kdyby bylo t∗<b, zopakovali bychom p̌redch́azej́ıćı postup a uḱazali,že exis-
tuje η ∈ (0, b− t∗) takov́e, že vε < 0 na intervalu[a, t∗+ η], což je ve sporu s de-
finicı́ t∗. Tud́ıž t∗= b, vε < 0 na ceĺem [a, b ] a

u(t) <wκ(t) =K exp
(
L (h(t)−h(a))

)
+ ε exp

(
L (h(t)−h(a))

)
pro t∈ [a, b ] .

Protǒze ε > 0 bylo libovolné, znameńa to,že plat́ı (8.26).

8.18. Cvǐceńı. Dokǎzte ńasleduj́ıćı variantu v̌ety (8.26):
Předpokĺadejme,̌ze funkceu : [a, b ]→ [0,∞) je ohranǐceńa na [a, b ], funkce

h : [a, b ]→ [0,∞) je neklesaj́ıćı a zprava spojit́a na [a, b), K ≥ 0, L≥ 0 a

u(t) ≤ K +L

∫ b

t
u dh pro t∈ [a, b ]. (8.29)

Potom

u(t) ≤ K exp
(
L [h(b)−h(t)]

)
pro t∈ [a, b ]. (8.30)

8.19. Pozńamka. Obecňejš́ı verse zobecňeńeho Gronwallova lemmatu jsou obsa-
ženy v monografíıch Š. Schwabika [39] (viz V̌eta 1.40) a J. Kurzweila [26] (viz
kapitola 22).

V následuj́ıćı věťe vyǔzijeme zobecňeńe Gronwallovo lemma k odvozenı́ důle-
žitého odhadu prǒrěseńı počátěcńı úlohy (8.13).

8.20. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.22) a (8.23),
f ∈G([a, b ],Rn) a x̃∈Rn a necht’ x je řešeńı úlohy(8.13)na [a, b ]. Potom

varba (x− f) ≤ (varba A) ‖x‖ < ∞ , (8.31)

0 < cA:= max
{

sup
t∈(t0,b ]

∣∣[I −∆−A(t)]−1
∣∣ ,

sup
t∈[a,t0)

∣∣[I + ∆+A(t)]−1
∣∣

}
< ∞





(8.32)

a
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|x(t)| ≤ cA

(|x̃|+2 ‖f‖) exp
(
2 cA vartt0 A

)
pro t∈ [t0, b ] ,

|x(t)| ≤ cA

(|x̃|+2 ‖f‖) exp
(
2 cA vart0t A

)
pro t∈ [a, t0 ] .



 (8.33)

D ů k a z . a) Pro libovolńe ďeleńı σ intervalu [a, b ] máme

ν(D)∑

j=1

∣∣∣x(σj)− f(σj)−x(σj−1)+ f(σj−1)
∣∣∣

=
ν(D)∑

j=1

∣∣∣
∫ σj

σj−1

d[A] x
∣∣∣ ≤

ν(D)∑

j=1

[
(var

σj
σj−1A) ‖x‖] = (varba A) ‖x‖ < ∞ .

b) Nejprve si v̌simňeme trivíalńıho faktu,že nem̊uže b́yt cA≤ 0. Pro t ∈ (a, b ]
takov́e, že |∆−A(t)|< 1

2 máme podle lemmatu 8.8

∣∣[I −∆−A(t)]−1
∣∣ ≤ 1

1− |∆−A(t)| < 2 .

Protǒze mnǒzina
{
t∈ [a, b ]: |∆−A(t)|> 1

2

}
je nejv́yše koněcná, plyne odtud,̌ze

0< sup
t∈(a,b ]

∣∣[I −∆−A(t)]−1
∣∣ <∞.

Podobňe bychom doḱazali, že je taḱe 0< sup
t∈[a,b)

∣∣[I + ∆+A(t)]−1
∣∣ <∞. Plat́ı

tedy (8.31).

c) Necht’ x je řěseńı úlohy (8.13). Polǒzme B(a)= A(a) a B(t)= A(t−) pro
t∈ (a, b ]. Zřejmě (viz věta 2.34)A−B ∈BV([a, b ],Rn), A(t)−B(t)= ∆−A(t)
pro t∈ (t0, b ],

varbt0 (B−A)=
∑

t∈ (t0,b ]

|∆−A(t)| ≤ varbt0 A

a tud́ıž varbt0 B ≤ 2 varbt0 A. Dále, podle lemmatu 6.29 je
∫ t

t0

d [A−B ] x = ∆−A(t) x(t) pro t∈ (t0, b ].

Rovnice (8.13) se tedy redukuje na

[I −∆−A(t)]x(t) = x̃+
∫ t

t0

d [B ]x+ f(t)− f(t0) pro t∈ (t0, b ]

a odtud snadno odvodı́me nerovnost
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|x(t)| ≤ K +L

∫ t

t0

|x| dh pro t∈ [a, b ] ,

kde

K = cA (|x̃|+2 ‖f‖) , L = cA a h(t) = vartt0 B .

Funkceh je neklesaj́ıćı na [t0, b]. Dále, protǒze B je zleva spojit́a na (t0, b ], je
podle lemmatu 2.23 funkceh také zleva spojit́a na (t0, b ]. Podle zobecňeńeho
Gronwallova lemmatu 8.17 dostáváme tedy koněcně prvńı nerovnost v (8.33).

Důkaz druh́e nerovnosti v (8.33) by se při pomoci varianty Gronwallovy ne-
rovnosti ze cvǐceńı 8.18 provedl podobňe.

8.21. Cvǐceńı. Za p̌redpoklad̊u věty 8.20 dokǎzte podrobňe nerovnosti

0< sup
t∈[a,b)

∣∣[I + ∆+A(t)]−1
∣∣ <∞

a

|x(t)| ≤ cA

(|x̃|+2 ‖f‖) exp
(
2 cA vart0t A

)
pro t∈ [a, t0 ] .

8.6 Spojitá závislost řešeńı na parametrech

Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.22) a (8.23), necht’ x̃∈Rn,
f ∈G([a, b ],Rn) a necht’ x je řěseńı úlohy (8.13) na[a, b ]. Dále, necht’ y splňuje
na [a, b ] rovnici

y(t) = ỹ +
∫ t

t0

d [A ] y + g(t)− g(t0) ,

kde g ∈G([a, b ],Rn) a ỹ ∈Rn . Potom

(
x(t)− y(t)

)
=

(
x̃− ỹ

)
+

∫ t

t0

d [A ]
(
x− y

)
+

(
f(t)− g(t)

)− (
f(t0)− g(t0)

)

pro t∈ [a, b ]. Podle v̌ety 8.20 tedy ḿame

‖x− y‖ ≤ cA

(∣∣x̃− ỹ
∣∣+2

∥∥f − g‖
)

exp
(
2 cA varba A

)
pro t∈ [a, b ] ,

kde cA ∈ (0,∞) je definov́ano v (8.32). Odtud je zřejmé, že plat́ı následuj́ıćı tvr-
zeńı.
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8.22. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.22) a (8.23).
Dále, necht’ f, fk ∈G([a, b ],Rn) a x̃, x̃k ∈Rn pro k∈N. Předpokĺadejme,̌ze

lim
k→∞

‖fk− f‖ = 0 (8.34)

a

lim
k→∞

x̃k = x̃ . (8.35)

Necht’ x je řešeńı úlohy(8.13) a necht’ pro k∈N jsou xk řešeńı rovnic

xk(t) = x̃k +
∫ t

t0

d [A ] xk + fk(t)− fk(t0)

na [a, b ]. Potom

lim
k→∞

∥∥xk−x
∥∥ = 0 . (8.36)

Ve zb́yvaj́ıćı části odstavce se omezme pro jednoduchost na přı́pad t0 = a, tj.
vyšeťrujeme pǒcátěcńı úlohu

x(t) = x̃+
∫ t

a
d [A ] x+ f(t)− f(a) (8.37)

jako limitu pǒcátěcńıch úloh

xk(t) = x̃k +
∫ t

a
d [Ak ] xk + fk(t)− fk(a) , (8.38)

kde taḱe jádraAk záviśı na parametruk∈N. Tento p̌rı́pad je poňekud slǒzitějš́ı.
Nejprve doḱažeme konvergeňcńı větu pro KS – integŕaly pro situaci, kteŕa neńı po-
kryta větami z kapitoly 5.

8.23. V̌eta. Necht’ f, fk ∈G([a, b ],Rn), A, Ak ∈BV([a, b ], L (Rn)) pro k∈N.
Předpokĺadejme,̌ze plat́ı (8.34),

lim
k→∞

‖Ak−A‖ = 0 (8.39)

a

α∗ := sup
k∈N

varba Ak < ∞ . (8.40)

Potom

lim
k→∞

(
sup

t∈ [a,b ]

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak ] fk−

∫ t

a
d [A ] f

∣∣∣
)

= 0 .
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D ů k a z . Bud’ dánoε> 0. Podle v̌ety 4.6 m̊užeme zvolit funkciϕ : [a, b ]→Rn

takovou,̌ze kǎzdá jej́ı komponenta je jednoduchá skokov́a funkce na[a, b ] a p̌ritom
‖f −ϕ‖<ε. Dále, podle (8.34) a (8.39) m̊užeme zvolitk0 ∈N tak, aby soǔcasňe
platilo

‖fk− f‖ < ε a ‖Ak−A‖ < ε prok≥ k0.

Pro dańe t∈ [a, b ] a k≥ k0 máme podle v̌et 6.17 a 6.24

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak ] fk−

∫ t

a
d [A ] f

∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ t

a
d [Ak]

(
fk −ϕ

)∣∣∣+
∣∣∣
∫ t

a
d

[
Ak−A

]
ϕ
∣∣∣ +

∣∣∣
∫ t

a
d [A ]

(
ϕ− f

)∣∣∣

≤ (varba Ak) ‖fk−ϕ‖+ 2 ‖Ak−A‖ ‖ϕ‖BV + (varba A) ‖ϕ−x‖

≤ α∗
(‖fk− f‖+ ‖f −ϕ‖) +2 ‖Ak−A‖ ‖ϕ‖BV +(varba A) ‖ϕ− f‖

≤ (
2α∗+2 ‖ϕ‖BV + varba A

)
ε = K ε,

kde K =
(
2α∗ + 2 ‖ϕ‖BV + varba A

)∈ (0,∞) neźaviśı ani nak, ani nat. Tı́m
je věta doḱaźana.

Dále, je ťreba doḱazat ńasleduj́ıćı pomocńe tvrzeńı.

8.24. Lemma. Necht’ A, Ak ∈BV([a, b ], L (Rn)) pro k∈N. Dále, p̌redpokĺa-
dejme,̌ze plat́ı (8.22)(kde t0 = a ) a (8.39).

Potom existujek0 ∈N takov́e, že pro kǎzd́e t∈ (a, b ] a kǎzd́e k≥ k0 plat́ı

det
[
I −∆−Ak(t)

] 6= 0 (8.41)

a

sup
t∈ (a,b ]

∣∣[I −∆−Ak(t)]−1
∣∣ < 2 cA, (8.42)

kdecA ∈ (0,∞) je konstanta definovaná v (8.32).

D ů k a z . D́ıky (8.39) plat́ı podle lemmatu 4.11lim
k→∞

|∆−Ak−∆−A|=0. Může-

me tedy zvolitk0 ∈N tak, aby bylo

|∆−Ak(t)−∆−A(t)| < 1
4 cA

pro t∈ [a, b ] a k≥ k0 . (8.43)

Necht’ t∈ [a, b ] a k≥ k0 jsou d́any. Snadno ov̌ěrı́me,že plat́ı rovnost

I −∆−Ak(t) =
[
I −∆−A(t)

] [
I −Tk(t)

]
,
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kde

Tk(t) =
[
I−∆−A(t)

]−1 (
∆−Ak(t)−∆−A(t)

)
.

Vzhledem k p̌redpokladu (8.22) je tudı́ž maticeI −∆−Ak(t) reguĺarńı tehdy a jen
tehdy, kdy̌z je reguĺarńı maticeI −Tk(t).

Podle (8.32) a (8.43) ḿame

|Tk(t)| =
∣∣[I−∆−A(t)

]−1∣∣ ∣∣∆−Ak(t)−∆−A(t)
∣∣ < 1

4 .

Lemma 8.8 tedy zarǔcuje,že maticeI −Tk(t) a tud́ıž taḱe I−∆−Ak(t) jsou re-
gulárńı a, že plat́ı

∣∣[I −Tk(t)
]−1∣∣< 2. Odtud a z (8.40) plyne

∣∣[I −∆−Ak(t)
]−1∣∣ ≤ ∣∣[I −Tk(t)

]−1∣∣ ∣∣[I −∆−A(t)
]−1∣∣ < 2 cA.

Důkaz je dokoňcen.

Koněcně můžeme zformulovat a dokázat hlavńı větu tohoto odstavce.

8.25. V̌eta. Necht’ t0 = a, A, Ak ∈BV([a, b ], L (Rn)), f, fk ∈G([a, b ],Rn),
x̃, x̃k ∈Rn pro k∈N. Dále, p̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (8.22), (8.34), (8.35), (8.39)
a (8.40). Necht’ x je řešeńı úlohy(8.37)na [a, b ].

Potom existujek0 ∈N takov́e, že pro kǎzd́e k≥ k0 má rovnice(8.38) jediné
řešeńı xk na [a, b ] a plat́ı (8.36).

D ů k a z . Podle (8.22) ḿa rovnice (8.37) jedińe řěseńı x na [a, b ]. Dále podle
lemmatu 8.24, existujek0 ∈N takov́e,že (8.41) plat́ı pro k≥ k0. Tud́ıž, pro kǎzdé
k≥ k0 má rovnice (8.38) jedińe řěseńı xk na [a, b ]. Polǒzme

wk = (xk− fk)− (x− f) (8.44)

Potom

wk(t) = w̃k +
∫ t

a
d [Ak ] wk + hk(t)− hk(a) pro k∈N a t∈ [a, b ],

kde w̃k = (x̃k− fk(a))− (x̃− f(a)) a

hk(t) =
∫ t

a
d [Ak−A ] (x− f) +

(∫ t

a
d [Ak ] fk −

∫ t

a
d [A ] f

)
. (8.45)

Chceme doḱazat,že

lim
k→∞

‖wk‖ = 0. (8.46)
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Podle v̌ety 8.20, lemmatu 8.24 a (8.40) je

|wk(t)| ≤ 2 cA (|w̃k|+ ‖hk‖) exp
(
4 cA α∗) pro t∈ [a, b ]. (8.47)

Stǎćı tud́ıž doḱazat,že

lim
k→∞

|w̃k| = 0 a lim
k→∞

|hk| = 0. (8.48)

Nejprve si pov̌simňeme,že prvńı vztah z (8.48) plyne okam̌zitě z p̌redpoklad̊u
(8.34) and (8.35). D́ale, podle v̌ety 8.23 je

lim
k→∞

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak] fk−

∫ t

a
d [A ] f

∥∥∥ = 0. (8.49)

Soǔcasňe, podle v̌ety 6.24 ḿame

∣∣∣
∫ t

a
d [Ak−A] (x− f)

∣∣∣ ≤ 2 ‖Ak−A‖∞ ‖x− f‖BV pro t∈ [a, b ].

Protǒze (x− f)∈BV([a, b ],Rn) podle (8.31), plyne odtud dı́ky (8.39), že plat́ı
také

lim
k→∞

∥∥∥
∫ t

a
d[Ak−A] (x− f)

∥∥∥ = 0. (8.50)

Souhrnem, podle (8.45) a (8.49)–(8.50), dostáváme lim
k→∞

‖hk‖∞ = 0. Plat́ı tedy

(8.48) a vzhledem k (8.47) tudı́ž taḱe (8.46).

Podle (8.44) jexk−x = wk +
(
fk− f

)
. Tvrzeńı věty tud́ıž plyne z (8.34) a

(8.46).

8.7 Fundamentálnı́ matice

Zobecňeńım homogenńıch syst́emů lineárńıch oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic
je rovnice

x(t) = x(t0)+
∫ t

t0

d [A ] x . (8.51)

Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a necht’ plat́ı (8.22) a (8.23). Potom
podle v̌ety 8.15 (kdef(t) ≡ f(a) na [a, b ]) má rovnice (8.51) pro kǎzdé x̃∈Rn

právě jednořěseńı x na [a, b ] takov́e, že x(t0)= x̃. Naopak, pro dańe t0 ∈ [a, b ]
můžeme kǎzdémuřěseńı x přiřadit hodnotux(t0)∈Rn. Je žrejmé, že tento vztah
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mezi řěseńımi rovnice (8.51) a vektorov́ym prostorem je vźajemňe jednoznǎcný.
Snadno ov̌ěrı́me, že jsou-li x, y řěseńı rovnice (8.51) na[a, b ] a α, β ∈Rn, pak
α x +β y je taḱe řěseńı (8.51) na[a, b ]. Tyto úvahy m̊užeme shrnout do ńasledu-
jı́ćıho tvrzeńı.

8.26. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a necht’ plat́ı (8.22) a (8.23). Potom
mnǒzinařešeńı rovnice(8.51)je lineárńı a tvǒrı́ n– dimensiońalńı podprostor pro-
storuBV([a, b ],Rn).

Nyńı ukážeme,že i pro zobecňeńe linéarńı diferencíalńı rovnice existuje ob-
doba fundamentálńı matice.

8.27 . Definice.Maticová funkce X : [a, b ]→L (Rn) se naźyvá fundament́alńı
matice rovnice(8.51) na intervalu[a, b ] jestliže spľnuje rovnost

X(t) = X(s)+
∫ t

s
d [A ] X pro t, s∈ [a, b ] (8.52)

a detX(t) 6=0 pro alespǒn jednot∈ [a, b ].

8.28. Lemma. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a necht’ plat́ı (8.22) a
(8.23). Potom pro kǎzdou maticiX̃ ∈L (Rn) existuje jednoznǎcně uřceńa mati-
cov́a funkceXt0 ∈BV([a, b ], L (Rn)) takov́a, že plat́ı

Xt0(t) = X̃ +
∫ t

t0

d [A ] Xt0 pro t∈ [a, b ] . (8.53)

D ů k a z . Prok =1, 2, . . . , n oznǎcmek– tý sloupec maticeX̃ jako x̃k. Máme

tedy x̃k ∈Rn pro k =1, 2, . . . , n a X̃ =
(
x̃1, x̃2, . . . , x̃n

)
. Podle v̌ety 8.15 pro

každé k∈{1, 2, . . . , n} existuje pŕavě jedna funkcexk ∈BV([a, b ],Rn) vyho-
vujı́ćı rovnici

xk(t) = x̃k +
∫ t

t0

d [A ] xk pro t∈ [a, b ] .

FunkceXt0(t) =
(
x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

)
(tj. maticov́a funkce se sloupcixk pro

k =1, 2, . . . , n ) vyhovuje tedy rovnici (8.53) a je určena jednoznǎcně.

8.29 . Pozńamka. Specíalně, jestlǐze je det X̃ 6=0, pak je pro kǎzdé s∈ [a, b ]
maticov́a funkceXs určeńa lemmatem 8.28 fundamentálńı matićı rovnice (8.51).

8.30. Lemma.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a necht’ plat́ı (8.22)a (8.23). Potom
pro libovolnou fundamentálńı matici X rovnice(8.51)je

det X(t) 6=0 pro kǎzd́e t∈ [a, b ]. (8.54)
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D ů k a z . Necht’ X je fundament́alńı matice rovnice (8.51) na[a, b ] a necht’
(8.54) neplat́ı. Potom existuj́ı body t0, t1 ∈ [a, b ] takov́e, že

det X(t0) 6= 0 a det X(t1) = 0 .

Z druh́e rovnosti plyne,̌ze sloupcex1(t1), x2(t2), . . . , xn(t1) maticeX(t1) jsou
lineárňe źavisĺe. Existuj́ı tedy koeficientyc1, c1, . . . , cn ∈R takov́e, že

n∑

k=1

|ck| > 0 a
n∑

k=1

ck xk(t1) = 0 .

Polǒzme x(t) =
n∑

k=1

ck xk(t) pro t∈ [a, b ]. Potomx je žrejmě řěseńım rovnice

(8.51) ax(t1) = 0. Dosazeńım t = t1 do (8.51) a oděcteńım takto źıskańe rov-
nosti od (8.51) zjist́ıme,že x splňuje rovnici

x(t) =
∫ t

t1

d [A ] x pro t∈ [a, b ].

Protǒze stejnou rovnici splňuje i identicky nulov́a funkce, plyne odtud podle věty
8.15,že muśı být x=0 na [a, b ]. Tedy taḱe

x(t0) =
n∑

k=1

ck xk(t0) = 0 pro t∈ [a, b ] ,

což ov̌sem, vzhledem k p̌redpoklad̊um det X(t0) 6=0 a
n∑

k=1

|ck| > 0, neńı možné.

Budeme poťrebovat, aby fundamentálńı maticeXt0 byla definov́ana na[a, b ]
pro kǎzdé t0 ∈ [a, b ]. K tomu je nutno ześılit předpoklady (8.22) a (8.23) na

det
[
I −∆−A(t)

] 6= 0 pro kǎzdé t∈ (a, b ]
a

det
[
I +∆+A(s)

] 6= 0 pro kǎzdé s∈ [a, b) .





(8.55)

Následuj́ıćı věta je d̊usledkem lemmat 8.28 a 8.30.
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8.31. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuje (8.55). Potom existuje pŕavě
jedna maticov́a funkceU : [a, b ]× [a, b ]→L (Rn) takov́a, že plat́ı

U(t, s) = I +
∫ t

s
d [A(τ) ] U(τ, s) pro t, s∈ [a, b ]× [a, b ] . (8.56)

Pro kǎzd́e t0 ∈ [a, b ] je funkceU(., t0) : t∈ [a, b ]→U(t, t0)∈Rn fundament́alńı
matice rovnice(8.51).

FunkceU má nav́ıc tyto vlastnosti:

(i) U(., s)∈BV([a, b ], L (Rn)) pro kǎzd́e s∈ [a, b ],

(ii) U(t, t)= I pro kǎzd́e t∈ [a, b ],

(iii) det U(t, s) 6=0 pro všechnat, s∈ [a, b ].

D ů k a z . Pro kǎzdé s∈ [a, b ] existuje podle lemmatu 8.28 právě jedna maticov́a
funkceXs ∈BV([a, b ], L (Rn)) takov́a, že plat́ı

Xs(t) = I +
∫ t

s
d [A ] Xs pro t∈ [a, b ].

DefinujmeU(t, s)= Xs(t) pro t, s∈ [a, b ]. PotomU splňuje (8.56) aU(t, t)= I
pro t∈ [a, b ]. Odtud plyne,̌ze pro kǎzdé t0 ∈ [a, b ] je U(., t0) fundament́alńı ma-
tice rovnice (8.51) na[a, b ]. Koněcně, podle lemmatu 8.30 jedet U(t, s) 6=0 pro
všechnat, s∈ [a, b ].

8.32. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ], x̃∈Rn , necht’ plat́ı (8.55)
a necht’ maticov́a funkceU je určena v̌etou8.31. Potomx : [a, b ]→Rn je řešeńı
počátěcńı úlohy

x(t) = x̃+
∫ t

s
d [A ] x (8.57)

na intervalu[a, b ] tehdy a jen tehdy, když

x(t)= U(t, t0) x̃ pro t∈ [a, b ] . (8.58)

D ů k a z . a) Dosad́ıme-li (8.58) do
∫ t

t0

d [A ] x a vyǔzijeme-li (8.56), dostaneme

∫ t

t0

d [A ] x =
∫ t

t0

d [A(τ) ] U(τ, s) x̃ =
(
U(t, t0)− I

)
x̃ = x(t)− x̃,

tj. funkcex definovańa vztahem (8.58) jěrěseńı rovnice (8.57).

b) Obŕaceńa implikace plyne z jednoznačnostiřěseńı rovnice (8.57) (viz v̌eta 8.15).
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8.33. Definice.Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)) a necht’ plat́ı (8.55). Potom mati-
covou funkciU určenou v̌etou 8.31 naźyvámeCauchyova maticerovnice (8.51).

Cauchyova maticeU je funkce dvou prom̌enńych. P̌ripoměnme ňekteŕa ozna-
čeńı už́ıvańa pro funkce dvou prom̌enńych.

8.34. Oznǎceńı. Necht’ F : [a, b ]× [a, b ] : L (Rn). Potom pro dańe τ ∈ [a, b ] sym-
boly F (τ, .) resp.F (., τ) znǎćı funkce jedńe prom̌enńe

F (τ, .) : s∈ [a, b ]→F (τ, s) resp.F (., τ) : t∈ [a, b ]→F (t, τ) .

Podobňe

F (τ, s+) = lim
δ→0+

F (τ, s + δ) a F (τ, s−) = lim
δ→0+

F (τ, s− δ) .

8.35. D̊usledek. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), t0 ∈ [a, b ] a X̃ ∈L (Rn). Dále,
necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cauchyova matice rovnice(8.51). Potom maticov́a
funkceX : [a, b ] → L (Rn) splňuje rovnici

X(t) = X̃ +
∫ t

t0

d [A ] X (8.59)

na intervalu[a, b ] tehdy a jen tehdy, když

X(t)=U(t, t0) X̃ pro t∈ [a, b ] . (8.60)

D ů k a z . Pro kǎzdý sloupecxk, k =1, 2, . . . , n, maticov́e funkceX plat́ı podle
věty 8.32

xk(t)=U(t, t0) x̃k pro t, t0 ∈ [a, b ],

kde x̃k jsou sloupce maticẽX. Odtud tvrzeńı okam̌zitě plyne. .

8.36. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potom vztahy

U(t, r) U(r, s) = U(t, s) (8.61)

(U(t, r))−1 = U(r, t) (8.62)

plat́ı pro libovolnou trojici bod̊u t, s, r z intervalu[a, b ].
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D ů k a z . a) Pro libovolńa t, s, r∈ [a, b ] máme podle (8.56)

U(t, s) = I +
∫ t

s
d [A(τ) ] U(τ, s)

= I +
∫ r

s
d [A(τ) ] U(τ, s)+

∫ t

r
d [A(τ) ]U(τ, s)

= U(r, s)+
∫ t

r
d [A(τ) ]U(τ, s) .

Oznǎćıme-li sloupce maticeU symbolyuk, k =1, 2, . . . , n, zjist́ıme,že pro kǎz-
dé k = 1, 2, . . . , n a r, s∈ [a, b ] je funkcex(t)= uk(t, s) řěseńım rovnice

x(t) = uk(r, s) +
∫ t

r
d [A ]x

na [a, b ]. Podle v̌ety 8.32 tud́ıž plat́ı

uk(t, s) = U(t, r) uk(r, s) pro k =1, 2, . . . , n a t, s, r∈ [a, b ] .

Odtud ǔz vztah (8.61) okam̌zitě plyne.

b) Specíalně, jestlǐze t = s, pak podle v̌ety 8.31 dost́avámeU(t, r) U(r, t)= I pro
každé r∈ [a, b ]. Plat́ı tedy (8.62).

8.37. Pozńamka. Necht’ U je Cauchyova matice rovnice (8.51). Potom podle věty
8.36 je

U(t, s) = U(t, a) U(a, s) = U(t, a) (U(s, a))−1 pro t, s∈ [a, b ] .

Oznǎćıme-li tedy X(t) = U(t, a), bude platit U(t, s) = X(t) (X(s))−1 pro
t, s∈ [a, b ]. P̌ripoměnme,že X je fundament́alńı matice rovnice (8.51).

Ve zb́yvaj́ıćı části tohoto odstavci uvedeme ješťe ňekolik daľśıch vlastnost́ı
Cauchyovy matice rovnice (8.51).

8.38. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potom plat́ı

U(t+, s) =
[
I +∆+A(t)

]
U(t, s) pro t∈ [a, b), s∈ [a, b ] ,

U(t−, s) =
[
I −∆−A(t)

]
U(t, s) pro t∈ (a, b ], s∈ [a, b ] ,

U(t, s+) = U(t, s)
[
I +∆+A(s)

]−1
pro t∈ [a, b ], s∈ [a, b) ,

U(t, s−) = U(t, s)
[
I −∆+A(s)

]−1
pro t∈ [a, b ], s∈ (a, b ] .





(8.63)
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D ů k a z . a) Prvńı dva vztahy odvod́ıme jestlǐze do vztah̊u (8.21) z lemmatu 8.13
dosad́ıme postupňe zax sloupce maticov́e funkceU.

b) Necht’ t∈ [a, b ], s∈ [a, b) a δ ∈ (b− s). Potom podle (8.56) ḿame

U(t, s + δ)−U(t, s) =
∫ t

s+δ
d [A(τ)]U(τ, s + δ)−

∫ t

s
d [A(τ)]U(τ, s)

=
∫ t

s+δ
d [A(τ)]

(
U(τ, s+ δ)−U(τ, s)

)−
∫ s+δ

s
d [A(τ)]U(τ, s)

Maticová funkceY (t)= U(t, s+ δ)−U(t, s) tedy spľnuje rovnici

Y (t) = Ỹ +
∫ t

s+δ
d [A(τ)]Y (τ) pro t∈ [a, b ] ,

kde

Ỹ = −
∫ s+δ

s
d [A(τ)]U(τ, s) .

Podle d̊usledku 8.35 tud́ıž máme

U(t, s + δ)−U(t, s) = Y (t) = U(t, s+ δ) Ỹ

= −U(t, s + δ)
∫ s+δ

s
d [A(τ)]U(τ, s) .

Limitnı́m p̌rechodemδ→ 0+ při použitı́ Hakeovy v̌ety 6.39 odtud dostaneme

U(t, s+)−U(t, s) = −U(t, s+) ∆+A(s) U(s, s) = −U(t, s+)∆+A(s) .

neboli U(t, s) = U(t, s+)
[
I +∆+A(s)

]
. Odtud okam̌zitě plyne platnost třet́ıho

vztahu z (8.63). Zb́yvaj́ıćı rovnost bychom doḱazali analogicky.

8.39. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potom existujeM ∈ (0,∞) takov́e, že plat́ı

|U(t, s)|+ varba U(., s)+ varba U(t, .) ≤ M pro t, s∈ [a, b ] . (8.64)

D ů k a z . a) Prok =1, 2, . . . , n oznǎcme symbolemek k – tý sloupec jednotkov́e
maticeI. Potom|ek|= 1 pro kǎzdé k =1, 2, . . . , n. Podle v̌ety 8.20 ḿame

|uk(t, s)| ≤M1: = cA exp
(
2 cA varba A

)
<∞ pro t, s∈ [a, b ] a k =1, 2, . . ., n,

kde cA ∈ (0,∞) je definov́ano v (8.32). Tud́ıž

|U(t, s)| = max
k=1,2,...,n

|uk(t, s)| ≤ M1 pro t, s∈ [a, b ]. (8.65)
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b) Necht’ t1, t2, s∈ [a, b ] a t1≤ t2. Potom

|uk(t2, s)−uk(t1, s)| =
∣∣∣
∫ t2

t1

d [A(τ) ]uk(τ, s)
∣∣∣ ≤ M1 vart2t1A .

Pro libovolńe s∈ [a, b ], k =1, 2, . . . , n a libovolńe ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy
máme

V (uk(., s), σ) ≤ M1

ν(σ)∑

j=1

var
σj
σj−1A = M1 varba A =: M2 < ∞

a proto

varba U(., s) ≤ max
k=1,2,...,n

varba uk(., s) ≤ M2 pro s∈ [a, b ] . (8.66)

c) Necht’ t, s1, s2 ∈ [a, b ] a s1≤ s2. Potom

uk(t, s2)−uk(t, s1)

=
∫ t

s2

d [A(τ) ] uk(τ, s2)−
∫ t

s2

d [A(τ) ]uk(τ, s1)−
∫ s2

s1

d [A(τ) ] uk(τ, s1)

= −
∫ s2

s1

d [A(τ) ]uk(τ, s1)+
∫ t

s2

d [A(τ) ]
(
uk(τ, s2)−uk(τ, s1)) ,

Funkcex(t) = uk(t, s2)−uk(t, s1) splňuje tedy na[a, b ] rovnici

x(t) = −
∫ s2

s1

d [A(τ) ]uk(τ, s1)+
∫ t

s2

d [A ] x

Podle v̌ety 8.32 tedy pro kǎzdé k =1, 2, . . . , n máme

uk(t, s2)−uk(t, s1) = −U(t, s2)
(∫ s2

s1

d [A(τ) ]uk(τ, s1)
)

pro t∈ [a, b ]

a tud́ıž |uk(t, s2)−uk(t, s1)| ≤M2
1 vars2

s1
A pro k =1, 2, . . . , n. Pro libovolńe

t∈ [a, b ], k = 1, 2, . . . , n a libovolńe ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy ḿame

V (uk(t, .), σ) ≤ M2
1

ν(σ)∑

j=1

var
σj
σj−1A = M2

1 varba A =: M3 < ∞

a proto

varba U(t, .) ≤ max
k=1,2,...,n

varba uk(t, .)| ≤ M2 pro t∈ [a, b ] . (8.67)
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d) Podle (8.64)–(8.66) tvrzenı́ věty plat́ı pro M =M1 +M2 +M3.

Pro funkce dvou prom̌enńych je mǒzno definovat pojem variace několika r̊uz-
nými způsoby. Pro ńas je zaj́ımav́a definice Vitaliova.

8.40. Definice.Necht’ F : [a, b ]× [a, b ]→L (Rn). Pro dańa ďeleńı σ, ρ intervalu
[a, b ], j =1, 2, . . . , ν(σ) a k =1, 2, . . . , ν(ρ) položme

∆j,k(F ; σ,ρ) = F (σj , ρk)−F (σj−1, ρk)−F (σj , ρk−1)+F (σj−1, ρk−1) .

Potom velǐcina

v(F ) = sup
σ, ρ∈D [a,b ]

ν(σ)∑

j=1

ν(ρ)∑

k=1

∣∣∆j,k(F ;σ,ρ)
∣∣

se naźyváVitaliova variacefunkceF na intervalu[a, b ]× [a, b ].

8.41. V̌eta. Necht’ A∈BV([a, b ], L (Rn)), necht’ plat́ı (8.55)a necht’ U je Cau-
chyova matice rovnice(8.51). Potomv(U) <∞.

D ů k a z . M̌ejme dv̌e libovolńa ďeleńı σ, ρ intervalu [a, b ]. Podle v̌ety 8.36
(viz též pozńamka 8.37 jeU(t, s)= U(t, a) U(a, s) pro t, s∈ [a, b ]. Pro libovolńa
j =1, 2, . . . , ν(σ) a k = 1, 2, . . . , ν(ρ) tedy ḿame

∣∣∆j,k(F ; σ, ρ)
∣∣ =

∣∣∣
[
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk)

− [
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk−1)

∣∣∣
≤

∣∣∣
[
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk)

∣∣∣
+

∣∣∣
[
U(σj , a)−U(σj−1, a)

]
U(a, ρk−1)

∣∣∣
≤ varba U(., a)

(|U(a, ρk)|+ |U(a, ρk−1)|
) ≤ 2M2 ,

kde M <∞ bylo uřceno ve v̌eťe 8.39.

8.8 Nehomogenńı rovnice

Vrat’me se nyńı k nehomogenńı počátěcńı úloze

x(t) = x̃+
∫ t

t0

d [A ] x+ f(t)− f(t0) . (8.13)

210
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Budeme p̌redpokĺadat,že A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuje (8.55). Pro libovolńa
x̃∈Rn a f ∈BV([a, b ],Rn) existuje podle v̌ety 8.15 jedińe řěseńı x úlohy (8.13)
a totořěseńı má koněcnou variaci na[a, b ]. Všichni v̌sak tǔśıme, že toto tvrzeńı
lze rožśıřit i na obecňejš́ı přı́pad f ∈G([a, b ],Rn). To je realizov́ano ńasleduj́ıćı
větou, kteŕa zahrnuje i vyj́aďreńı řěseńı úlohy (8.13) ve tvaru p̌ripoḿınaj́ıćım for-
muli variace konstantznámé z teorie oby̌cejńych diferencíalńıch rovnic.

8.42. V̌eta. Necht’ t0 ∈ [a, b ] a A∈BV([a, b ], L (Rn)) splňuj́ı (8.55)a necht’ U
je Cauchyova matice rovnice(8.51)určeńa větou8.31 .

Potom rovnice(8.57)má pro kǎzd́e x̃∈Rn a kǎzd́e f ∈G([a, b ],Rn) jediné
řešeńı x na [a, b ]. Totořešeńı je dáno formuĺı

x(t) = U(t, t0) x̃+ f(t)− f(t0)−
∫ t

t0

ds[U(t, s) ]
(
f(s)− f(t0)

)

pro t∈ [a, b ].



 (8.68)

Je žrejmé, že pro podrobńy důkaz je nutńe ňeco v̌eďet o integŕalńıch opeŕato-
rech typu

U : x∈G([a, b ],Rn) → y(t) =
∫ t

t0

ds[K(t, s) ] x(s), (8.69)

kde funkceK má stejńe vlastnosti jako Cauchyova matice přı́slušńe homogenńı
rovnice a symbol ds naznǎcuje,že integrujeme funkce prom̌enńe s a t je zde pa-
rametr. Vzhledem k vlastnostem funkceU popsańym v p̌reděslé kapitole je viďet,
že pro kǎzdou funkcix∈G([a, b ],Rn) je jej́ı obrazy = U x dob̌re definov́an na
ceĺem intervalu[a, b ]. (Jde v̌zdy o integraci funkce regulované vzhledem k funkci s
koněcnou variaćı.) Bohǔzel, vlastnosti operátor̊u tvaru (8.70) nejsou ǔz tak na prvńı
pohled žrejmé. Nav́ıc, abychom doḱazali, že funkcex je řěseńım úlohy (8.13),
poťrebujeme um̌et p̌rehodit pǒrad́ı integrace ve dvojńem integŕalu

∫ t

a
d [A(τ) ]

(∫ τ

t0

ds [U(τ, s) ]
(
f(s)− f(t0)

))
.

tak, aby bylo mǒzno vyǔźıt vztah (8.56) definujı́ćı funkci U. K tomu je nutńe
mı́t k dispozici apaŕat umǒzňuj́ıćı zach́azeńı s dvojńymi integŕaly. Ten se oṕırá
též o pojem variace funkcı́ dvou prom̌enńych zavedeńy v definici 8.40. Toto v̌se
se v poťrebńem rozsahu ǔz do tohoto textu nevejde. Nebudu zde tedy prováďet po-
drobńe d̊ukazy a jenom se pokusı́m aspǒn p̌riblı́žit jejich hlavńı myšlenky. V̌eťsinou
neńı obt́ıžné doplnit vynechańe detaily na źaklaďe znalosti postup̊u z p̌reděslých
kapitol. Podrobnosti t́ykaj́ıćı se variace funkćı dvou prom̌enńych a integŕalńıch
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opeŕator̊u uřceńych takov́ymito funkcemi lze najı́t zejména v kapitole III monogra-
fie [13] a v odstavci I.6 a kapitole II monografie [49]. Formule variace konstant pro
f ∈BV([a, b ],Rn) je doḱaźana v [49, III.2] nebo v [39, Theorem 6.17], zatı́mco v
[52, Proposition 4.4.3] je dokáźana prof regulovanou.

Omeźıme se nyńı na p̌rı́pad t0 = a, tj. hled́ameřěseńı úlohy (8.37). D̊ukaz je
rozďelen na 4 kroky:

Nejprve definujeme

K(t, s) =

{
U(t, s) když a≤ s≤ s≤ b,

U(t, t) když a≤ t≤ s≤ b .

Zřejmě varba K(t, .)≤ varta U(t, .) pro kǎzdé t∈ [a, b ], varba K(., s)≤varbs U(., s)
pro kǎzdé s∈ [a, b ] a v(K)≤ v(U). Existuje tedy konstantaκ ∈ (0,∞) takov́a,
že

v(K)+ varba K(t, .)+ varba K(., s) ≤ κ<∞ pro t, s∈ [a, b ].

Je žrejmé, že pro kǎzdé x∈G([a, b ],Rn) je dob̌re definov́ana na[a, b ] funkce

y : t∈ [a, b ] →
∫ b

a
ds[K(t, s) ]x(s), (8.70)

přičem̌z

∫ b

a
d [K(t, s) ]x(s) =

∫ t

a
ds[U(t, s) ]x(s)

Podle [49, Theorem I.6.18] je varb
a y≤ v(K) ‖x‖<∞.

Druhý krok spǒćıvá v d̊ukazu,že plat́ı

y(t+) =
∫ b

a
ds [K(t+, s) ]x(s) když t∈ [a, b), (8.71)

y(t−) =
∫ b

a
ds [K(t−, s) ]x(s) když t ∈ (a, b ]. (8.72)

Podle [49, Lemma I.6.14]) majı́ všechny funkce

K(t+, .) a K(s−, 0), t ∈ [a, b), s ∈ (a, b ]
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koněcnou variaci na[a, b ] a tud́ıž jsou integŕaly na prav́ych strańach v (8.71) dob̌re
definov́any. Protǒzeže x je na [a, b ] stejnom̌erńa limita jednoduch́ych skokov́ych
funkćı, stǎćı dokázat,že rovnosti (8.71) platı́ pro kǎzdou funkce typu

χ[a,τ ], χ[τ,b], τ ∈ [a, b ]. (8.73)

Je=li nap̌r. x = χ[a,τ ], kde τ ∈ [a, b ], pak pro kǎzdé t∈ [a, b ] máme (viz (6.17))
y(t) = K(t, τ+)−K(t, a) a tud́ıž

y(t+) = K(t+, τ+)−K(t+, a) když t∈ [a, b)

a

y(t−) = K(t−, τ+)−K(t−, a) když t∈ (a, b ].

Na druhou stranu, ḿame
∫ b

a
ds [K(t+, s)]χ[a,τ ] = K(t+, τ+)−K(t+, a) když t∈ [a, b),

a ∫ b

a
ds [K(t−, s)]χ[a,τ ] = K(t−, τ+)−K(t−, a) když t∈ (a, b ] ,

tj. plat́ı (8.73). Podobňe bychom ov̌ěrili platnost relaćı (8.71) pro funkce tvarux =
χ[τ,b ], τ ∈ [a, b ] a t́ım tedy i pro kǎzdou funkcix∈G([a, b ],Rn).

Vidı́me tedy,že funkcex(t) definovańa formuĺı (8.68) je regulovańa na [a, b ]
pro kǎzdou funkcif ∈G([a, b ],Rn) a kǎzdý vektor x̃∈Rn .

Ve ťret́ım kroku se uḱaže, že za nǎsich p̌redpoklad̊u je pro kǎzdé t∈ [a, b ] a
každou funkcif ∈G([a, b ],Rn) pravdiv́a relace Fubiniova typu

∫ t

a
d [A(τ) ]

(∫ t

a
ds [K(τ, s) ]

(
f(s)− f(a)

))

=
∫ t

a
d

[∫ t

a
d [A(τ) ] K(τ, s)

] (
f(s)− f(a)

)
.

V důkazu tohoto kroku se opět vyǔzije stejnom̌erńa aproximace regulovaných
funkćı jednoduch́ymi skokov́ymi funkcemi, vzorce z p̌rı́kladů 6.15 a konvergěcńı
vlastnosti KS – integŕalu. Nav́ıc je ov̌sem nutno taḱe poǔźıt vlastnosti opearátor̊u

tvaru f ∈G([a, b ],Rn) →
∫ b

a
K(t, s) d [f(s) ].

Na źavěr dosad́ıme (8.68), tj.

x(t) = U(t, a) x̃+ f(t)− f(a)−
∫ t

a
ds[K(t, s) ]

(
f(s)− f(t0)

)
,
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do integŕalu
∫ t

a
d [A ]x a, vzhledem k definici funkceK, dostaneme

∫ t

a
d [A ]x =

∫ t

a
d [A(τ) ]U(τ, a) x̃+

∫ t

a
d [A(s) ] (f(s)− f(a))

−
∫ t

0
d [A(τ) ]

(∫ τ

a
ds [K(τ, s)](f(s)− f(a))

)

= [U(t, a)− I] x̃+
∫ t

a
d[A(s)](f(s)− f(a))

−
∫ t

a
ds

[∫ t

a
d [A(τ)]K(τ, s)

]
(f(s)− f(a))

= [U(t, a)− I] x̃+
∫ t

a
d[A(s)](f(s)− f(a))

−
∫ t

a
ds

[∫ s

a
d [A(τ)]U(τ, τ)

]
(f(s)− f(a))

−
∫ t

a
ds

[∫ t

s
d [A(τ)]U(τ, s)

]
(f(s)− f(a))

= [U(t, a)− I] x̃+
∫ t

a
d[A(s)](f(s)− f(a))

−
∫ t

a
d [A(s) ] (f(s)−f(a))−

∫ t

a
ds [U(t, s)− I] (f(s)−f(a))

= [U(t, a)− I] x̃−
∫ t

a
ds[U(t, s) ] (f(s)− f(a))

= x(t)−x(0)− f(t)+ f(0) .

Funkcex je tedyřěseńı úlohy (8.37) na[a, b ]. Jeho jednoznǎcnost plyne z jedno-
znǎcnosti nulov́ehořěseńı přı́slušńe homogenńı rovnice. T́ımto je d̊ukaz v̌ety 8.42
dokoňcen.

Jestlǐze je funkceA zpojitá zleva na intervalu(a, b ], pak je mǒzno vzorec
(8.68) poňekud zjednodǔsit definujeme-liX(t) =U(t, a) pro t∈ [a, b ] a

Y (s) =

{
U(a, s+) když a≤s< b,

U(a, b) když s= b.
(8.74)

8.43. D̊usledek. Necht’ t0 = a a A∈BV([a, b ], L (Rn)) je zleva spojit́a na [a, b )
a spľnuje podḿınky (8.23). Necht’ U je Cauchyova matice rovnice(8.51)určeńa
větou8.31, X(t)= U(t, a) pro pro t∈ [a, b ] a Y je definovańa p̌redpisem(8.74).
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Potom rovnice(8.37)má pro kǎzd́e x̃∈Rn a kǎzdou funkcif ∈G([a, b ],Rn)
zleva spojitou na(a, b ] jediné řešeńı x na [a, b ]. Totořešeńı je dáno formuĺı

x(t) = X(t) x̃+X(t)
(∫ t

a
Y df

)
pro t∈ [a, b ]. (8.75)

D ů k a z . Necht’ x̃∈Rn a necht’ f ∈G([a, b ],Rn) je zleva spojit́a na (a, b ].
Podle v̌ety 8.42 ḿa rovnice (8.37) jedińeřěseńı x na [a, b ]. Formuli (8.68) m̊užeme
přepsat ve tvaru

x(t) = X(t) x̃+
(
f(t)− f(a)

)
+X(t)

( ∫ t

a
d [X−1(s) ]

(
f(s)− f(a)

))
,

kde X−1(s)= U(a, s). Máme X−1(s) = −Y (s)−∆+X−1(s) pro s∈ [a, b).
Podle lemmatu 6.33 je pro každé t∈ [a, b ]

∫ t

a
d [X−1 ]

(
f(s)−f(a)

)
=

∫ t

a
d [Y ]

(
f(s)−f(a)

)−∆+X−1(t)
(
f(t)−f(a)

)
.

Protǒze X je zleva spojit́a na(a, b ] a Y je zprava spojit́a na[a, b), integraćı per-
partes (v̌eta 6.34) dostaneme

x(t) = X(t) x̃+
(
f(t)− f(a)

)
+X(t)

(∫ t

a
d [X−1(s) ]

(
f(s)− f(a)

))

= X(t) x̃+
(
f(t)− f(a)

)
+X(t)

∫ t

a
Y df .

+X(t)∆+X−1(t)
(
f(t)− f(a)

)−X(t) Y (t)
(
f(t)− f(a)

)

Koněcně, protǒze

X(t)∆+X−1(t)
(
f(t)− f(a)

)−X(t) Y (t)
(
f(t)− f(a)

)

= X(t)
(
X−1(t+)−X−1(t)

(
f(t)−f(a)

)−X(t)X−1(t+)
(
f(t)−f(a)

)

= −(
f(t)− f(a)

)
,

dost́aváme (8.75).

Dı́ky věťe 8.42 resp. jejı́mu d̊usledku 8.43 je jǐz mǒzné súsp̌echem vy̌seťrovat
nap̌r. okrajov́e úlohy, ve kteŕych se hled́a funkce, kteŕa spľnuje na intervalu[a, b ]
rovnici (8.57) a nav́ıc i nějaḱe dodatěcné podḿınky, nap̌r. dvoubodov́e podḿınky
M x(a)+ N x(b)= 0, kde M,N ∈L (Rn). To je ale ǔz jiná historie, kteŕa se do
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tohoto textu, stejňe jakořada daľśıch t́emat, jako jsou souvislosti s funkcionálně–
diferencíalńımi rovnicemi, dynamicḱymi syst́emy na t.zv.̌casov́ych škálách (time
scales), aplikace náulohy s impulsy a dalš́ı, už opravdu nevejde. Jako doplňkovou
literaturu k t́eto kapitole lze doporǔcit nap̌r. monografie [14], [26], [39], [52] nebo
články [1],[8], [9], [34], [45], [46],
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[6] D. FRAŇKOVÁ. Regulated functions.Mathematica Bohemica116(1991) 20–
59.

[7] R. A. GORDON. The Integrals of Lebesgue, Denjoy, Perron, and Henstock.
Graduate Studies in Math., AMS, Providence, Rhode Island, 1994.
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[45] Š. SCHWABIK . Linear Stieltjes integral equations in Banach spaces.Mathe-
matica Bohemica124(1999), 433–457.
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[49] Š. SCHWABIK , M. TVRDÝ , O. VEJVODA. Differential and Integral Equati-
ons: Boundary Value Problems and Adjoint.Academia and Reidel. Praha and
Dordrecht, 1979 [http://dml.cz/handle/10338.dmlcz/400391].
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