Priklady a komentaie ke kapitolam 9, 10
(Zaklady matematiky)

e Uvazujme predpisy funkci f: y = 2Inz, g: y = Inz?. Nemame-li zadany D(f), D(g),
vySetiime, kdy maji predpisy smysl: D(f) = {x € R:x >0}, D(g9) = {xr € R: x # 0}.
Vsimnéme si, ze f # g, piestoze pro piipustna z plati 2Ilnz = In 22

e KruZnice neni grafem funkce:

Promyslete si, jak je poruSena definice zobrazeni. Lze tuto kfivku popsat vice funkcemi?
Jakymi?

e Graf funkce f: y = sgnax (Cteme: signum), kde f(z) = —1 pro x < 0, f(0) =0 a
f(z) =1proxz>0:

Plati D(f) =R, H(f) = {—1,0,1}. Funkce sgnx je neklesajici a ohrani¢ena na R. Je
to funkce licha.

e Graf funkce f(x) = |z|:




Tato funkce je ohranic¢ena zdola, neohranic¢ena shora. Je to funkce suda.
Tzv. Dirichletova funkce je definovana takto
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Plati D(f) = R, H(f) = {0,1}. Graf této funkce nejsme schopni nakreslit. Urcete si
mnozinu vSech period této funkce a vS§imnéte si, Ze nejmensi perioda neexistuje.

Dokazte, Ze funkce z/(1 + x?) je ohranifena na R.
Diikaz: Plati (|z| — 1)* > 0, proto z* + 1 > 2|x| pro kazdé x € R. Odtud dostavame
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pro kazdé x € R. Tedy funkce je ohranicené.

Pro funkce f(z) = z? a g(x) = 1— 2z vytvorte funkci h = (3f+2¢g)/f a uréete defini¢ni
obor.
ReSeni: Plati 52194 L9
r° 42 —4x
h = — = 3 _ = —_
(@) 2 z T @

D(h) =R\ {0}.

Pro funkce f(z) =3 — 2z, g(z) = Inx urcete go f a D(go f).

Regeni: Plati (g o f)(x) = g(f(x)) = In(3 — 2z). Uvédomte si, ze zde neméme H(f) C
D(f), nebot H(f) = R a D(g) = (0,00). Potfebujeme tedy vzit = € D(f) tak, aby
3—2x € (0,00), tj. z < 3/2. Tedy D(go f) = (—o0,3/2).

Ovéite, ze funkee f(z) = (z+2)/(x —3) je prosta a najdéte f~1. Urcete defini¢ni obory
a obory hodnot obou funkef.
Reseni: Ziejmé D(f) = R\ {3}. Vezmeéme z1, 29 € D(f), x1 # x2. Je lehké vidét, ze

5(z9 — 1)
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Proto f je prosta. Tedy existuje f~' a navic plati H(f™!) = D(f) = R\ {3}. Inverzni
funkeci ziskame tak, Ze z rovnosti y = (z+2)/(z —3) vyjafime z, tj. z = (2+3y)/(y—1).
Pieznacenim dostavame f~!(x) = (2 + 3x)/(z — 1). Uréime zbyvajici obory: H(f) =

D(f71) =R\ {1}.

f(x1) = flz2) = # 0.




e Grafy ilustrujici transformace grafu funkce:

A
y
Fix)
b !
/ "
/ } )}?
\/;' o || f@
S
Fa s/ Y
N 7 X
| \/ IK\
—f(x) / X
/ 1\

v

fix)+b.b6=0

— .
;"{ff.i‘ ) \.\ y

/ b flx —a)a=0 Flx) flx—a)a=0
flx)+b,b<=0 -‘;ﬂ,-,.\
I - l

e

. "I.-'-
. -‘-""-.
e

¥ ¥
fi(x)
Ao N k- fl) k=1 e TS
P /X \
/ A <

N\

\

/ ‘ - - fmx) a"{ls-nlu]
/ Ea s ,'7’ m = | 0<=m<=1
z X oy | x
: =
S

e Pomoci transformaci grafu (zékladni elementarn{) funkce y = 22, nakreslete graf funkce
f(z) = 2% — 4z + 5.
Reseni: Nejprve provedeme vhodnou tpravu (doplnéni na ¢tverec):

f(x):%(m2—8x+16—16)+5=%(x—4)2—3.

Nyni postupné sestrojime funkce fi, fs, f3, f:
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e Rozlozte v R polynom P(z) = 2° — 2z* 4+ 2° + 2* — 2z + 1.
Reseni: Plati
P(x) =2*(2* =22+ 1) + 2% — 22 + 1
2

= (2 =22+ 1)(2® + 1)
=@ -2+ 1)(z+1)(a*—z+1)
= (- 1D*(z+1D)(2*—2+1).

e Vyjadrete racionalni ryze lomenou funkci

226 9:6 + 423 + 822 —7m+4

R p—
(z) — 312 +2x -1

jako soucet polynomu a racionalni ryze lomené funkce.
Reseni: Délenim polynomu v ¢itateli a jmenovateli (provedte sami) dostéavame
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e Graf exponencialni funkce y = a® pro rizné hodnoty a:

y=a*',0<a<l




e Graf logaritmické funkce y = log, x pro rizné hodnoty a:

y=log . x,a>1

0
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e Graf mocninné funkce y = 2" pro rizné hodnoty r:
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e Obrazek ilustrujici definici goniometrickych funkei:

e Graf funkce y = sin z:

e Graf funkce y = cosz:




e Graf funkce y = tgx:
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e Graf funkce y = cotgx:

e Dokazte: Jestlize a,b € (0,00), a # 1 # b, potom log, z = log, x/log,a pro kazdé
x € (0,00).

Dikaz: Je-li y = log, x, potom x = aY. Proto log, z = log, a¥ = ylog, a. Odtud plyne
tvrzeni.

e Urcete D(f) funkce f(x) = log 1 i—;g Jaky je defini¢ni obor zdanlivé stejné funkce
g(x) = log1 (z — 3) — log%(x +3) (vime totiz, Ze pro ,pripustnd* 1,z plati log, 7+ =
log, 71 — log, 3).

Reseni: Potfebujeme i—j_g > 0, a proto D(f) = (—o0,—3) U (3,00). Dale zfejmé plati
D(g) = (3,00).
Promyslete si skuteény vztah mezi f a g.



o Nakreslete graf funkce f(z) = |2sin2z].
Névod: Pouzijte transformace grafu funkce a postupné sestrojte sin z, sin 2z, 2 sin 2z, f(x).

e Dokazte, ze arcsinx + arccosz = /2 pro kazdé = € (—1,1), vite-li, Ze cos(m/2 — x) =
sin x.
Dikaz: Ozna¢me y = arcsinz. Potom y € (—7/2,7/2) a siny = z. Ze vztaht mezi
goniometrickymi funkcemi plyne cos(n/2 — y) = siny = x, pticemz 7/2 —y € (0,7) a
7/2 —y = arccos x. Odtud arcsinz + arccosz =y +7/2 —y = 7/2.

e Urcete D(f) funkce

bx — x? 3
f(z) =1/In i 1 ~ + arcsin e
Regent: Musi platit
2
W= g A —1<3<q
4 x
tj.
Sx — a2 3 3
T > oA 2108 2<1
4 x x

Odtud jiz snadno dostavame D(f) = (3,4).



