Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1. Definice.Funkce f : [a,b] — R se nagvaregulovard na [a,b], jestlize pro
kazdé t € (a,b] a kadeé s € [a, b) existuj kon&né limity

F(t=) = lim f(r) a f(s+) = lim_f(r),

T—8+

tj. ma-li funkce f naintervaluja, b] nespoijitosti nejySel. druhu Mnozinu funkd
regulovarych nafa, b] zn&ime Gla, b].

4.2. Poziamka. Ziejmé BV [a,b]UC[a,b] C Gla,b], plitent

Gla,b]\Cla,b] #0 a Gla,b]\BV][a,b] #0.

Nasleduici tvrzeni plyne okanzité z lemmati2.21.

4.3. \éta. Kazda funkce regulovamnala, b| mana|a, b] nejWse spéetré mnoho
bodl nespojitosti. [

4.4. \éta. Jestlze posloupnost f,,} regulovarych funkg konverguje stejnoérné
na intervalu[a, b] k funkci f, potom f € G[a, b].

DUkaz. Nechtz € [a,b), necht{x;} C (x,b] je libovolna posloupnost tak@
ze x>z pro VechnakeN a z, —x pro k— oo. Necht je dano libovolré
e>0. Zvolmeng €N a ko € N tak, aby platilo

€ € o
Hf_anH < g a |fn0(xk)_fno(x€)‘ < § provsechnds,ézko.
Potom budeme thpro VSechnak, £ > kg

|f (k) = fz o)l
< ’f(wk) _fno(xk)‘ + ’fno(‘rk) _fn()(w[)‘ + ‘f(fL‘z) _fno(wfﬂ <ég,

tj. existuje konéna limita f(z+) = klim f(xy). Podobm@ bychom ukzali,ze pro
kazdé x € (a, b] existuje konéna limita f(x—). O
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54 REGULOVANE FUNKCE

4.5. Definice.Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R, otewery interval («, 3) C [a, b]
aceleri o€ 2]a,b] definujeme

W(e,B) (f) = sup ‘f(x,) - f(x”)‘ awp(f) = ]lmax W(oi—1,04) (f)-

z'x"eJ i=1,2,....,m
4.6. Veta. Nasleduici tfi tvrzeni jsou ekvivalentn
(i) feGla,b].

(i) Existuje posloupnostf,} C Sla,b] (jednoduckich skokoych funkg), kte-
réa konverguje stenoénré k f na [a, b].

(iii) Pro kazde € >0 existuje @leri o € Z[a,b] takoe,zewp(f) <e.

Dlkaz. a)lmplikace ()= (i) je dokazana \étou4.4.

b) Predpokhdejme ze plat (i) a nechitje dano libovolré £ > 0. Potom pro kade
x € [a, b] existujed(x) > 0 takow, ze plat

x —9d(x)>aproVsechna: € (a,b], x+d(z)<bprovsechna: € [a,b)

a
Wa,a+sa)(f) <& wi—smwp(f) <e,
(a,a+8(a)) (b—6(b),b) ] (4.1)
W(z—é(m),m)(f) <&, Wga+(z)) (f) < g proVSechnar € (a, b) .
Intervaly

[a,a+d(a)), (x—d(x),x+d(x)), z € (a,b), (b—3(b),b]

tvori otewenré pokryi intervalu[a, b|, ze kteeho Ize podle Vitaliovy @ty (viz nag.
[16, véta 81]) vybrat pokrytkoneng, tj. kon&ny sysém intervall

l[a,a+0(a)), (x;—0(x;),x; +6(x;)),i=1,2,...,m—1, (b—0(b),b],

takowy, ze
[a,a+d(a U i —0(x;), i+ () U (b—3(b),b] D [a,b],

Solkasre, vzhledem k4.1), plat
W(zi—5(xs)a) (f) <€ @ Wiy 2 45(2)) (f) <€ provsechna =1,2,...m—1.
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STIELTIESOV INTEGRAL 55

Ozn&mexg=a a z,, =b a necht

o = {.CU(),O’l,xl, .. .am_l,xm_l,am,xm} y
kde
o; € (xz —(5(1‘1'),1'1'_1 —i—é(xi_l)) N (xi_l,x,-), 1=1,2,...,m—1.

Potom

Wa,o1)(f) L Wiaats@)(f) <& Wiomp)(f) < wp—smp(f) <e

Wioiz)(f) S Wai—6(@) 2 (f) <& Wiaioipn) () S Way a2 (f) <€
prokadei=1,2,...,m—1, 1.
wp(f) <e.
c) Predpokbdejme ze plat (iii). Necht je danoe >0 a necht
o= {00,01,...,0m} €Z|a,b]

je céleri [a,b] takowe,Ze wp(f) < e. Prokade i€ {1,2,...,m} zvolme libo-
volné ¢; € (o1, 0;) a definujme
f(oi) pro x = oy,
e ( ):
f(fz) Pro x < (Ui—h U,‘) .
Pro k&dé z € [a,b] mame|f(z) — g-(z)| <e atudz take || f — g || <e. Jestlze

tedy pro kade n € N definujemef,, =g, ,, bude f,, €Sla,b] pro ka&zde n €N a
fn=f najla,b] pro n—oo. O

4.7. Disledek. Kazda funkce regulovamna [a, b] je na[a,b] ohranicera.
DOkaz. Podle tvrzen(iii) z véty 4.6 existuje @&leri o ={09,01,...,0m}
intervalu[a, b] takow, ze

0j—1+0j

9 )|—|—1 pro 176(0'3;1,0']'),jE{l,Q,...,m}.

[f (@) < 1S

Odtud plyneze | f(z)| < M pro Bechnaz € [a, b], kde

0j—1+0j

M = max {| (@], [F(Z57) + 1| f o) 5 =1,2,...,m } < oo.
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56 REGULOVANE FUNKCE

4.8. Disledek. Pro kazce £ > 0 existuje nejyse konéné mnohoz € [a, b] tako-
vich, ze plat

AT f(z)| > nebo |A™f(z)|>e¢.

DUkaz. Podle tvrzenii) z véty/4.6 ke kazdemu e >0 mlzeme ndf déleri
o={o09,01,...,0n} intervalu[a, b] takowk, ze

’f(.f) _f(y>| <& pro x7ye(o-jflao-j)7 j6{1727" . 7m}'

Specalng, |A* f(a)| = |f(a+) — fx) <c a |A~f(2)|=|f(z) - fla—)|<e

pro 8echnar € [a, b] \ o. Plaf tedy tvrzemtohoto disledku. O

4.9. Véta. Gla,b] je Banactiv prostor vzhledem k nogn

[flle = [l = sup [f(z)].

z €[a,b]

D U kaz. Pedpokhdejmeze posloupnosf f,,} CG[a,b] je cauchyovsé v pro-
storuG|a, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ety2.19mlizeme dokzat Ze existuje
funkce f : [a,b] — R takowa,ze lim | f, — f||=0. Podle\éty4.4je f € G|a,b]
a fim je véta dolkazana. e Ol
4.10. Poziamky.

(i) Podle definice2.32 f €S[a,b] prave tehdy, kdy existuje @leri o inter-
valu [a,b] takow, ze f je konstantnna ka&dem podintervalu(c;_1,0;).
Kazda funkce zS[a, b] je kone&na linearri kombinace funkctvaru x5
a xj;), kde (o, 3) miize byt libovolny podinterval v[a,b] a 7 miiZe byt
libovoIny bod z [a, b]. Plaf ovsem x(,,3) = X(a,5) — X[3,4 PrO libovolna
a,f e [a, b], a<pf aX[T} = X[rp] — X(7,b] pro kazdée T € [a, b)

Tudiz f €S|a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€na linearn kombinace
charakteristicich funkd intervall [r,b], (7,b], 7€ [a,b], a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalu[b], tj.

Sla,b] = Lin(X[T,b]? X(rp)» T € [a, ), X[b]> :

kde (Lin (M) zn&i linearri obal mnainy M. Podob® bychom ukzali,
Ze je take

S[(I, b] = Lin(X[a,T]> X[a,")]s T € (aa b]a X[a}) )
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STIELTIESOV INTEGRAL 57

(i) Mnozina S[a,b] je podle tvrzen (i) véty 4.6 hush v Gla,b], tj.

S[a,b] = G[a,b], kde S[a, b] zn&i uzaver S[a,b] v Gla, b].

4.11. Lemma. Necht{f,} C G[a,b] a f, = f na[a,b]. Potom plat téz
fole=)= f(e=) @ fu(z+) = fla+) nafae,b],

kde f(a—) = f(a), f(b+)=f(b) & fi(a—)=fi(a), fu(b+)= fr(b) pro keN.

Dlkaz. ProneN polozme
- fo(z+) kdyZz z€a,b),
falz) = .

o f(z+) kdyz z€[a,b),
fw_{ FO) kdyz z=b.

Nechtje danoe > 0. Existuje n. € N takow, ze je | f,,(t) — f(t)| < pro kade
n>n. akadé t € a,b]. Odtud oBem limitim pfechodemt — x+ dostaneme,
Ze talé pro k&dé z € [a,b) a kadé n > n. plaf

[Fal@) = F(@)] = Jim |fa(t) = fB)] <,
tj.
lim | fn — fIl = 0 nebolif,(z+) = f(z+) nala,b].
Podobm bychom ukzali,ze plati f,(x—) = f(x—) nala,b]. O

Ve zbyvajici asti kapitoly uvedemedékolik tvrzen, které budou pozéii (zej-
ména v kapitchchl6 a7) uzitetné. Nejprve shrnemelmsledky lemmati#.11 pro
nékteé dlleziteé podmndiny prostoruG|a, b].

4.12. Disledky. Mnoziny

GLla,b] = {f €Gla.b]: fla—) = f(x) na(a,b)}, ‘
G1la,b] = {f €Gla,b]: fla—) = f(x) na(a,b]},

Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(x) na(a,b)}, (42)
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a—) = f(z) nafa, b)},

Gregla,b] = {f € Gla,b]: fla—) + f(e+) = 2 f(z) na(a,b)} |

jsou uzaveré v Gla, b] a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norn& indukovagim zG|a, b].
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58 REGULOVANE FUNKCE

O

4.13. Lemma.

GL[a,b] NS[a,b] = G[a,b], Gurla,b]NS[a,b] = GL[a,b],

Grla,b] NS[a,b] = Grla,b], Ggla,b] NS[a,b] = Grla, b],

Greg[a, b] N S[a, b] = Greg[a, b]

D G kaz. Dolzeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se doézou
analogicky.

a) Necht f € G [a,b] ae>0. Podle \ty4.€ (ii) existuje ¢ € S[a, b] takowe, ze
[f (@) —e(@)| < If —¢ll <& pro z€a,b]. (4.3)
Dale, pro kddé = € (a,b) existujed(z) > 0 takowe,zez —(z) >a a
[f (@) = f(O) = |f(z=) = f()] <e prote(zr—i(z) ).
Pro ka&dé z € (a,b) ate (x — (z), x| tedy mame

lp(z) —p(t)] < [p(x) = f(@)] +[f(@) = FOI+[f(t) — @) <3¢,
g.

B o(x) pro x =a nebox =b,
o(x—) pro x € (a,b).
Potomp € G [a,b]NS[a,b],

|[f(x) = o(@)| = [f(x) —p(2)| <& kdyZz=anebor=>b

|f(z) = ¢(2)]
< |[f(@) = (@) + |p(z) —p(z—)| <4e kdyzze(a,b).

Odtud & plyne,ze mn@ina G [a,b]NS[a,b] je hus&v G [a,b].
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STIELTIESOV INTEGRAL 59

b) Necht f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkcep € Sla,b] je takow, ze
plat ((4.3). Potom musbyt take

’f($—)—(p(l’—)| SE prOxE[a,b), }
a (4.4)
|f(z+) —p(z+)| <e proxe(a,bl.
Polazme
p(a) kdyz z = a,
@)= (e o)) kdyz @€ (a,h), (4.5)
©(b) kdyZz z =b.

Potom € S[a, b] N Gregla, b]. Dale, vzhledem k 4.4)) a (4.5),
(@) = 3@ = |5 [ (a+) + Fa-)] - § [p(a+) + (@)
< L (|f@) = pla)] + [ fla—) — p(a-)]) <e
kdyz x € (a,b). Konetne, podle 4.3) a (4.5) mame

|[f(x) = (2)| = [f(x) = ¢(2)| < ekdyZ =anebor=>b.
Odtud & plyne,ze plat Gyegla,b]NS[a, b] =Gregla, b]. O

4.14. Lemma.
Ga,b]NS[a,b] = Lin( 1, X(r, T € [a, ), X[H)

G Lla,b]NSla,b] = Lin( x[q,7), T € (a b)

G rla,b]NS[a,b] = Lin(xjpy, 7€ ab)

(
(

GRla,b]NS|a,b] Lln(l, Xla]s X[rb]> T € la, b))
(

Gregla, b] N S[a, b] (

1 X(ab]af T]+X(Tb]77—€(a‘ b) H)a
~ 1
Greg[aab] NSla,b] = Lin(L §X[T} TX(rpy TE (a, b)) :

D Okaz. Prvintvrzeri je obs@eno v pozamce4.10 (i). Dokazeme &t naj.
predposlednz uvedegch relag.

Nechttedy f € S[a, b] N Gyegla, b]. Potom existuj

meN, ¢, c1,..,cmr1 ER A a:{ao,al,...,om}eg[a,b}
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60 REGULOVANE FUNKCE

takowe, ze
co kdyz x=a,
cj kdyz z € (0j—1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,
T =9 avan g r=o; proméjake j=1,2,....m1,
Cma1 kdyz x =5,
g.

f( )_COX[a +ZC]X0'] 1,0'J) )

m—1

( Z ¢j +CJ+1 X[cr]]( )) + cmy1Xpp () Pro z € [a, b].
7j=1

(4.6)

Pravou stranu vztahu4(€)) miizeme upravit takto

m—1

f= «o X[a,b] — €0 X(a,b] +ZCJ X(oj_1,b] — Z Cj Xo;,b] — Em X[b]
Jj=1 Jj=1
m—1 m—1
+ % ¢j X(o;) +% Z Cj+1 X[o;] T Cm+1 X[b]
j=1 j=1

m m—1
= €0 X[a,b] — €0 X(a,b] +ch X(oj_1,b] — Z ¢j (X(o;,6) T X[o;])
j=1

j=1
m—1 m—1
+ % Cj X[o;1 T 3 Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 = em) X[
Jj=1 j=1
m—1 m—1
= C0X[ab] ~ €O X(ad] T D €1 X(oz] — D € X(oy
=0 =1
m—1 m—1
- % Cj X[oj] +3 Z Cj+1 X[o;] + (Cm+1 —cm) X[b]
7=1 7=1

= CoXap] + (1= C0) X T D (cis1 — ;) (X(aj,b} + %X[aj])

+  (Cm+1—Cm) X[y

m

= doX[ap] T 1 X(ap) T Z d; (X(aj,b} + %X[gj ]) + dm+1 Xy »
j=2
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STIELTIESOV INTEGRAL 61

kde
do = co, dj:Cj—ijlpr0j21,2,...,m—|—1. 4.7)

Dokazali jsme tedyze

. 1
fe Lln(l, X (a,b]s B X[+ X[y T € (a,b), X[b}) .

Protaze vztahy (4.7)) definuj vzajemré jednoznanou korespondenci mezi vek-
tory

(co,C1y--yCmyCmt1) @ (do,di,...,dm,dmt1),

znamea to, ze plat

Greg[aa b] N S[a, b] = L1n<]—7 X(a,b]s X[]s X[r,b]s T € (CL, b)7 X[b}) . ]

DalSi podrobnostifkajici se regulovagch funkd Ize najt zejména v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationfl4, sec.3] Ch. niga UZzitetné spedalni dodatky (nap
charakterizace prekompakth mnain v prostoruG|a,b], zobecn Hellyovy
véty o wheéru) jsou obszeny tale v paci D. Fraikove [6].

61





