
Kapitola 4

Regulovańe funkce

4.1. Definice.Funkcef : [a, b ]→R se naźyvá regulovańa na [a, b ], jestliže pro
každé t∈ (a, b] a kǎzdé s∈ [a, b) existuj́ı koněcné limity

f(t−) = lim
τ→t− f(τ) a f(s+) = lim

τ→s+
f(τ) ,

tj. má-li funkcef na intervalu[a, b ] nespojitosti nejv́yše1. druhu. Množinu funkćı
regulovańych na[a, b ] znǎćımeG[a, b ].

4.2. Pozńamka. Zřejmě BV[a, b ]∪C[a, b ]⊂G[a, b ], přičem̌z

G[a, b ] \C[a, b ] 6= ∅ a G[a, b ] \BV[a, b ] 6= ∅ .

Následuj́ıćı tvrzeńı plyne okam̌zitě z lemmatu2.21.

4.3. Věta. Každ́a funkce regulovańa na [a, b ] má na [a, b ] nejv́yše spǒcetňe mnoho
bod̊u nespojitosti.

4.4. Věta. Jestlǐze posloupnost{fn} regulovańych funkćı konverguje stejnom̌erně
na intervalu[a, b ] k funkcif, potomf ∈G[a, b ].
D ů k a z . Necht’ x∈ [a, b), necht’ {xk}⊂ (x, b] je libovolná posloupnost taková,
že xk >x pro v̌sechnak∈N a xk→x pro k→∞. Necht’ je dáno libovolńe
ε> 0. Zvolme n0 ∈N a k0 ∈N tak, aby platilo

‖f − fn0‖ <
ε

3
a |fn0(xk)− fn0(x `)| < ε

3
pro v̌sechnak, `≥ k0 .

Potom budeme ḿıt pro v̌sechnak, `≥ k0

|f(xk)− f(x `)|
≤ |f(xk)− fn0(xk)|+ |fn0(xk)− fn0(x `)|+ |f(x `)− fn0(x `)| < ε ,

tj. existuje koněcná limita f(x+) = lim
k→∞

f(xk). Podobňe bychom uḱazali,že pro

každé x∈ (a, b] existuje koněcná limita f(x−).
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54 REGULOVANÉ FUNKCE

4.5. Definice.Pro libovolnou funkcif : [a, b ]→R, otev̌reńy interval (α, β)⊂ [a, b ]
a ďeleńı σ ∈D [a, b ] definujeme

ω(α,β)(f) = sup
x′,x′′ ∈ J

|f(x′)− f(x′′)| a ωD(f) = max
i=1,2,...,m

ω(σi−1,σi)(f).

4.6. Věta. Následuj́ıćı tři tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(i) f ∈G[a, b ].

(ii) Existuje posloupnost{fn} ⊂ S[a, b ] (jednoduch́ych skokov́ych funkćı), kte-
rá konverguje stenom̌erně k f na [a, b ].

(iii) Pro kǎzd́e ε> 0 existuje ďeleńı σ ∈D [a, b ] takov́e, žeωD(f) <ε.

D ů k a z . a) Implikace (ii)=⇒ (i) je dokáźana v̌etou4.4.

b) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (i) a necht’ je dáno libovolńe ε> 0. Potom pro kǎzdé
x∈ [a, b ] existujeδ(x) > 0 takov́e, že plat́ı

x− δ(x) >a pro v̌sechnax∈ (a, b], x + δ(x) <b pro v̌sechnax∈ [a, b)

a

ω(a,a + δ(a))(f) < ε, ω(b− δ(b),b)(f) < ε ,

ω(x− δ(x),x)(f) < ε, ω(x,x + δ(x))(f) < ε pro v̌sechnax∈ (a, b) .

}
(4.1)

Intervaly

[a, a+ δ(a)), (x− δ(x), x+ δ(x)), x∈ (a, b), (b− δ(b), b ]

tvořı́ otev̌reńe pokryt́ı intervalu[a, b ], ze kteŕeho lze podle Vitaliovy v̌ety (viz nap̌r.
[16, věta 81]) vybrat pokrytı́ koněcné, tj. koněcný syst́em interval̊u

[a, a+ δ(a)), (xi− δ(xi), xi + δ(xi)) , i =1, 2, . . . ,m− 1, (b− δ(b), b],

takov́y, že

[a, a+ δ(a))∪
m⋃

j=1

(xi− δ(xi), xi + δ(xi))∪ (b− δ(b), b] ⊃ [a, b ] ,

Soǔcasňe, vzhledem k (4.1), plat́ı

ω(xi−δ(xi),xi)(f) <ε a ω(xi,xi+δ(xi))(f)< ε pro v̌sechnai = 1, 2, . . . m−1 .
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Oznǎcmex0 = a a xm = b a necht’

σ =
{

x0, σ1, x1, . . . σm− 1, xm− 1, σm, xm

}
,

kde

σi ∈ (xi− δ(xi), xi−1 + δ(xi−1))∩ (xi−1, xi), i= 1, 2, . . . , m− 1 .

Potom

ω(a,σ1)(f) ≤ ω(a,a+δ(a))(f) < ε, ω(σm,b)(f) ≤ ω(b−δ(b),b)(f) < ε

a

ω(σi,xi)(f) ≤ ω(xi−δ(xi),xi)(f) < ε, ω(xi,σi+1)(f) ≤ ω(xi,xi+δ(xi))(f) < ε

pro kǎzdé i = 1, 2, . . . , m− 1, tj.

ωD(f) < ε .

c) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (iii). Necht’ je dánoε> 0 a necht’

σ = {σ0, σ1, . . . , σm} ∈D [a, b ]

je děleńı [a, b ] takov́e, že ωD(f) < ε. Pro kǎzdé i∈{1, 2, . . . , m} zvolme libo-
volně ξi ∈ (σi−1, σi) a definujme

gε(x) =

{
f(σi) pro x = σi ,

f(ξi) pro x∈ (σi−1, σi) .

Pro kǎzdé x∈ [a, b ] máme |f(x)− gε(x)|< ε a tud́ıž taḱe ‖f − gε‖<ε. Jestlǐze
tedy pro kǎzdé n∈N definujemefn = g1/n, budefn ∈S[a, b ] pro kǎzdé n∈N a
fn ⇒ f na [a, b ] pro n→∞.

4.7. Důsledek. Každ́a funkce regulovańa na [a, b ] je na [a, b ] ohranǐceńa.

D ů k a z . Podle tvrzeńı (iii) z v ěty 4.6 existuje ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm}
intervalu [a, b ] takov́e, že

|f(x)| ≤ |f(
σj−1 +σj

2
)|+1 pro x∈ (σj−1, σj), j ∈{1, 2, . . . , m}.

Odtud plyne,̌ze |f(x)| ≤ M pro v̌sechnax∈ [a, b ], kde

M = max
{
|f(a)|, |f(

σj−1 +σj

2
)|+1, |f(σj)| : j =1, 2, . . . ,m

}
< ∞ .
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56 REGULOVANÉ FUNKCE

4.8. Důsledek. Pro kǎzd́e ε> 0 existuje nejv́yše koněcně mnohox∈ [a, b ] tako-
vých,že plat́ı

|∆+f(x)| > ε nebo |∆−f(x)| > ε .

D ů k a z . Podle tvrzeńı (iii) z v ěty 4.6 ke kǎzdému ε> 0 můžeme naj́ıt děleńı
σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] takov́e, že

|f(x)− f(y)|<ε pro x, y ∈ (σj−1, σj), j ∈{1, 2, . . . ,m}.

Specíalně, |∆+f(x)|= |f(x+)− f(x)| ≤ ε a |∆−f(x)|= |f(x)− f(x−)| ≤ ε
pro v̌sechnax∈ [a, b ] \σ. Plat́ı tedy tvrzeńı tohoto d̊usledku.

4.9. Věta. G[a, b ] je Banach̊uv prostor vzhledem k norm̌e

‖f‖G = ‖f‖ = sup
x∈ [a,b ]

|f(x)| .

D ů k a z . P̌redpokĺadejme,̌ze posloupnost{fn}⊂G[a, b ] je cauchyovsḱa v pro-
storuG[a, b ]. Jako včástech a) a b) d̊ukazu v̌ety2.19můžeme doḱazat,že existuje
funkcef : [a, b ]→R takov́a,že lim

n→∞ ‖fn− f‖=0. Podle v̌ety4.4je f ∈G[a, b ]
a t́ım je věta doḱaźana.
4.10. Pozńamky.

(i) Podle definice2.32 f ∈S[a, b ] právě tehdy, kdy̌z existuje ďeleńı σ inter-
valu [a, b ] takov́e, že f je konstantńı na kǎzdém podintervalu(σj−1, σj).
Každá funkce zS[a, b ] je koněcná linéarńı kombinace funkćı tvaru χ(α,β)

a χ[τ ], kde (α, β) může b́yt libovolný podinterval v [a, b ] a τ může b́yt
libovolný bod z [a, b ]. Plat́ı ovšem χ(α,β) = χ(α,b]−χ[β,b] pro libovolńa
α, β ∈ [a, b ], α < β a χ[τ ] = χ[τ,b]−χ(τ,b] pro kǎzdé τ ∈ [a, b ).

Tud́ıž f ∈S[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z f je koněcná linéarńı kombinace
charakteristicḱych funkćı interval̊u [τ, b], (τ, b], τ ∈ [a, b], a charakteris-
tické funkce jednobodov́eho intervalu[b], tj.

S[a, b ] = Lin
(
χ[τ,b], χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

kde (Lin (M) znǎćı lineárńı obal mnǒziny M. Podobňe bychom uḱazali,
že je taḱe

S[a, b ] = Lin
(
χ[a,τ ], χ[a,τ)], τ ∈ (a, b], χ[a]

)
,
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(ii) Množina S[a, b ] je podle tvrzeńı (ii) v ěty 4.6 hust́a v G[a, b ], tj.

S[a, b ] = G[a, b ], kde S[a, b ] znǎćı uzávěr S[a, b ] v G[a, b ].

4.11. Lemma. Necht’ {fn}⊂G[a, b ] a fn ⇒ f na [a, b ]. Potom plat́ı té̌z

fn(x−) ⇒ f(x−) a fn(x+)⇒ f(x+) na [a, b ] ,

kdef(a−)= f(a), f(b+)= f(b) a fk(a−)= fk(a), fk(b+)= fk(b) pro k∈N.

D ů k a z . Pron∈N položme

f̃n(x) =

{
fn(x+) když x∈ [a, b) ,

fn(b) když x= b

a

f̃(x) =

{
f(x+) když x∈ [a, b) ,

f(b) když x= b .

Necht’ je dáno ε> 0. Existuje nε ∈N takov́e, že je |fn(t)− f(t)|<ε pro kǎzdé
n≥nε a kǎzdé t∈ [a, b ]. Odtud ov̌sem limitńım p̌rechodemt→x+ dostaneme,
že taḱe pro kǎzdé x∈ [a, b) a kǎzdé n≥nε plat́ı

|f̃n(x)− f̃(x)| = lim
t→x+

|fn(t)− f(t)| ≤ ε ,

tj.

lim
n→∞ ‖f̃n− f̃‖ = 0 nebolifn(x+)⇒ f(x+) na[a, b ] .

Podobňe bychom uḱazali,že plat́ı i fn(x−) ⇒ f(x−) na [a, b ].

Ve zb́yvaj́ıćı části kapitoly uvedeme ňekolik tvrzeńı, kteŕe budou pozďeji (zej-
ména v kapitoĺach6 a 7) užitečné. Nejprve shrneme důsledky lemmatu4.11pro
někteŕe d̊uležité podmnǒziny prostoruG[a, b ].

4.12. D̊usledky. Mnǒziny

G L [a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) = f(x) na (a, b)} ,

G̃ L [a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) = f(x) na (a, b]},
G R[a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x+) = f(x) na (a, b)},
G̃ R[a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) = f(x) na [a, b)},
Greg[a, b ] = {f ∈G[a, b ] : f(x−) + f(x+) = 2 f(x) na (a, b)}





(4.2)

jsou uzav̌rené vG[a, b ] a tud́ıž jsou to taḱe Banachovy prostory vzhledem k ope-
raćım a norm̌e indukovańym zG[a, b ].
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4.13. Lemma.

G L [a, b ] ∩ S[a, b ] = G L [a, b ], G̃L[a, b ] ∩ S[a, b ] = G̃L[a, b ],

GR[a, b ] ∩ S[a, b ] = GR[a, b ], G̃R[a, b ] ∩ S[a, b ] = G̃R[a, b ],

Greg[a, b ] ∩ S[a, b ] = Greg[a, b ].

D ů k a z . Doḱažeme pouze prvnı́ a posledńı tvrzeńı. Zbývaj́ıćı vztahy se doḱažou
analogicky.

a) Necht’ f ∈G L [a, b ] a ε> 0. Podle v̌ety4.6(ii) existuje ϕ∈S[a, b ] takov́e, že

|f(x)−ϕ(x)| ≤ ‖f −ϕ‖ < ε pro x∈ [a, b ] . (4.3)

Dále, pro kǎzdé x∈ (a, b) existujeδ(x) > 0 takov́e, že x− δ(x) >a a

|f(x)− f(t)| = |f(x−)− f(t)| < ε pro t∈ (x− δ(x), x) .

Pro kǎzdé x∈ (a, b) a t∈ (x− δ(x), x] tedy ḿame

|ϕ(x)−ϕ(t)| ≤ |ϕ(x)− f(x)|+ |f(x)− f(t)|+ |f(t)−ϕ(t)| < 3 ε ,

tj.

|ϕ(x)−ϕ(x−)| ≤ 3 ε.

Polǒzme

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) pro x= a nebox= b ,

ϕ(x−) pro x∈ (a, b) .

Potomϕ̃∈G L [a, b ]∩S[a, b ],

|f(x)− ϕ̃(x)| = |f(x)−ϕ(x)| < ε když x= a nebox= b

a

|f(x)− ϕ̃(x)|
≤ |f(x)−ϕ(x)|+ |ϕ(x)−ϕ(x−)| < 4 ε když x∈ (a, b) .

Odtud ǔz plyne,že mnǒzinaG L [a, b ]∩S[a, b ] je hust́a v G L [a, b ].
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b) Necht’ f ∈Greg[a, b ]. Necht’ je dáno ε> 0 a funkceϕ∈S[a, b ] je takov́a, že
plat́ı ((4.3)). Potom muśı být také

|f(x−)−ϕ(x−)| ≤ ε prox∈ [a, b) ,
a

|f(x+)−ϕ(x+)| ≤ ε prox∈ (a, b] .



 (4.4)

Polǒzme

ϕ̃(x) =





ϕ(a) když x = a ,

1
2

(
ϕ(x+)+ϕ(x−)

)
když x ∈ (a, b) ,

ϕ(b) když x = b .

(4.5)

Potomϕ̃∈S[a, b ]∩Greg[a, b ]. Dále, vzhledem k ((4.4)) a ((4.5)),

|f(x)− ϕ̃(x)| = ∣∣1
2 [f(x+)+ f(x−)]− 1

2 [ϕ(x+)+ϕ(x−)]
∣∣

≤ 1
2

(∣∣f(x+)−ϕ(x+)
∣∣+

∣∣f(x−)−ϕ(x−)
∣∣
)
≤ ε

když x∈ (a, b). Koněcně, podle (4.3) a (4.5) máme

|f(x)− ϕ̃(x)| = |f(x)−ϕ(x)| < ε když x= a nebox= b .

Odtud ǔz plyne,že plat́ı Greg[a, b ]∩S[a, b ] =Greg[a, b ].

4.14. Lemma.

G L [a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ(τ,b], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

G̃ L [a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
χ[a,τ ], τ ∈ (a, b ]

)
,

G R[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ[a], χ[τ,b], τ ∈ [a, b)

)
,

G̃ R[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
χ[τ,b], τ ∈ [a, b)

)
,

Greg[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ(a,b],

1
2

χ[τ ] +χ(τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
,

G̃reg[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1,

1
2

χ[τ ] +χ(τ,b], τ ∈ (a, b)
)

.

D ů k a z . Prvńı tvrzeńı je obsǎzeno v pozńamce4.10(i). Dokážeme jěsťe nap̌r.
předposledńı z uvedeńych relaćı.

Necht’ tedy f ∈S[a, b ]∩Greg[a, b ]. Potom existuj́ı

m∈N, c0, c1, . . ., cm+1 ∈R a σ =
{
σ0, σ1, . . . , σm

}∈D [a, b ]
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takov́e, že

f(x) =





c0 když x= a,

cj když x∈ (σj−1, σj) pro ňejaḱe j =1, 2, . . . , m ,

cj + cj+1

2 když x=σj pro ňejaḱe j = 1, 2, . . . ,m−1 ,

cm+1 když x= b,

tj.

f(x) = c0 χ[a](x)+
m∑

j=1

cj χ(σj−1,σj)(x)

+
1
2

( m−1∑

j=1

(
cj + cj+1

)
χ[σj ](x)

)
+ cm+1χ[b](x) pro x∈ [a, b ] .





(4.6)

Pravou stranu vztahu ((4.6)) můžeme upravit takto

f = c0 χ[a,b ]− c0 χ(a,b] +
m∑

j=1

cj χ(σj−1,b]−
m−1∑

j=1

cj χ[σj ,b]− cm χ[b]

+ 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ] + 1
2

m−1∑

j=1

cj+1 χ[σj ] + cm+1 χ[b]

= c0 χ[a,b ]− c0 χ(a,b] +
m∑

j=1

cj χ(σj−1,b]−
m−1∑

j=1

cj (χ(σj ,b] +χ[σj ])

+ 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ] + 1
2

m−1∑

j=1

cj+1 χ[σj ] +(cm+1− cm) χ[b]

= c0 χ[a,b ]− c0 χ(a,b] +
m−1∑

j=0

cj+1 χ(σj ,b]−
m−1∑

j=1

cj χ(σj ,b]

− 1
2

m−1∑

j=1

cj χ[σj ] + 1
2

m−1∑

j=1

cj+1 χ[σj ] +(cm+1− cm) χ[b]

= c0χ[a,b ] +(c1− c0)χ(a,b] +
m−1∑

j=1

(cj+1− cj)
(
χ(σj ,b] + 1

2χ[σj ]

)

+ (cm+1− cm) χ[b]

= d0χ[a,b ] + d1 χ(a,b] +
m∑

j=2

dj

(
χ(σj ,b] + 1

2χ[σj ]

)
+ dm+1 χ[b] ,
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kde

d0 = c0, dj = cj − cj−1 pro j =1, 2, . . . , m+1 . (4.7)

Dokázali jsme tedy,̌ze

f ∈Lin
(
1, χ(a,b],

1
2

χ[τ ] +χ[τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
.

Protǒze vztahy ((4.7)) definuj́ı vzájemňe jednoznǎcnou korespondenci mezi vek-
tory

(c0, c1, . . . , cm, cm+1) a (d0, d1, . . . , dm, dm+1) ,

znameńa to,že plat́ı

Greg[a, b ]∩S[a, b ] = Lin
(
1, χ(a,b], χ[τ ], χ[τ,b], τ ∈ (a, b), χ[b]

)
.

Dalš́ı podrobnosti t́ykaj́ıćı se regulovańych funkćı lze naj́ıt zejména v monografiiVolterra
Stieltjes-Integral Equations[14, sec.3] Ch. Ḧoniga. Užitečné specíalńı dodatky (nap̌r.
charakterizace prekompaktnı́ch mnǒzin v prostoruG[a, b ], zobecňeńı Hellyovy
věty o v́yběru) jsou obsǎzeny taḱe v pŕaci D. Frǎnkové [6].
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