
Kapitola 1

Úvod

Tento text je v̌enov́an teorii Stieltjesova integrálu a ňekteŕym jeho aplikaćım.

1.1. Křivkov é integrály.

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL PRVNÍHO DRUHU.
Necht’ ϕ je spojit́e zobrazeńı uzav̌reńeho a ohranǐceńeho intervalu[a, b ] do

třı́rozměrńeho vektorov́eho prostoruR3. Množina bod̊u

ϕ(t)= (ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t))∈R3,

kde t prob́ıhá interval [a, b ], se naźyvá cestav R3 definovańa na intervalu[a, b ]
a znǎćıme ji taḱe symbolemϕ. Délkou cestyϕ rozuḿıme d́elku ǩrivky definovańe
grafem{ϕ(t) : t∈ [a, b ]} funkceϕ a znǎćıme ji symbolemΛ(ϕ; [a, b ]).

Bud’ ϕ cesta vR3 definovańa na intervalu[a, b ], jejı́ž délka je koněcná.
P̌redpokĺadejme d́ale, že zobrazeńı ϕ : [a, b ]→R3 je prost́e. P̌redstavme si,̌ze ϕ
je dŕat af(x)∈R je jeho hustota v boďe x. Hmotačásti dŕatu odpov́ıdaj́ıćı inter-
valu [c, d ]⊂ [a, b ] je tedy p̌ribli žně vyjáďrenač́ıslem f(ϕ(ξ)) Λ(ϕ; [c, d ]). kde ξ
je nějaḱy bod intervalu[c, d ].

Necht’ σj , j =0, 1, . . . ,m, jsou body intervalu[a, b ] takov́e, že

a=σ0 <σ1 < . . . <σm = b .

Množinu bod̊u {σ0, σ1, . . . , σm} s ťemito vlastnostmi budeme nazývat ďeleńı
intervalu [a, b ] a znǎcit σ. Dále, v kǎzdém intervalu[σj−1, σj ], j =1, 2, . . . , m,
vyberme ňejaḱy bod ξj . Tento bod budeme nazývat znǎcka intervalu[σj−1, σj ],
vektor (ξ1, ξ2, . . . , ξm)∈Rm je vektor znǎcek ďeleńı σ a znǎćıme ho symbo-
lem ξ.

Polǒzmev(t)= Λ(ϕ; [a, t]) pro t∈ [a, b ]. Potom soǔcet

m∑

j=1

f(ϕ(ξj)) [v(σj)− v(σj−1)]

aproximuje hmotu celého dŕatu. Je p̌rirozeńe ǒceḱavat, že tato aproximace bude
tı́m p̌resňejš́ı, č́ım bude ďeleńı jemňejš́ı, tj. č́ım v́ıce bod̊u bude obsahovat. Vede-
li takový limitnı́ proces k jednoznǎcně uřceńe limitńı veličině, bude tato veličina
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rovna hmoťe ceĺeho dŕatu a budeme ji znǎcit
∫

ϕ
f ds nebo taḱe

∫ b

a
f(ϕ) dv .

Prvńı symbol se naźyvá křivkový integŕal prvńıho druhu funkce f pod́el cesty
ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltjesova integŕalu
skaĺarńı funkcef(ϕ) vzhledem ke skalárńı funkci v(t)= Λ(ϕ; [a, t]).

K ŘIVKOV Ý INTEGRÁL DRUHÉHO DRUHU.
Mějme hmotńy bod, kteŕy se pohybuje po cestě ϕ a v okam̌ziku t∈ [a, b ] se

nach́aźı v boďe ϕ(t). Dále necht’

f : x∈ϕ⊂R3 → f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x))∈R3

je silové vektorov́e pole vR3. Potomf(ϕ(t))∈R3 je vektor śıly, která na tento
hmotńy bod p̊usob́ı v časet.

Necht’ σ = {σ0, σ1, . . . , σm} je děleńı intervalu [a, b ] a ξ =(ξ1, ξ2, . . . , ξm)
je vektor jeho znǎcek. Potom skalárńı soǔcin

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(αj)−ϕ(αj−1)

]
=

3∑

k=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(σj)−ϕk(σj−1)

]

představuje pŕaci, kterou vykońa śıla f(ϕ(ξj)), posune-li se ńǎs hmotńy bod z bo-
du ϕ(αj−1) do boduϕ(αj). Soǔcet

m∑

j=1

f(ϕ(ξj)) ·
[
ϕ(αj)−ϕ(αj−1)

]
=

3∑

k=1

m∑

j=1

fk(ϕ(ξj))
[
ϕk(αj)−ϕk(αj−1)

]
.

tedy aproximuje pŕaci, kterou vykońa silov́e polef při přesunu dańeho hmotńeho
bodu po cesťe ϕ od okam̌ziku t = a do okam̌ziku t= b. Jestlǐze se hodnoty těchto
soǔctů budou p̌ri zjemňováńı děleńı σ ” libovolně bĺıžit” k nějaḱe jednoznǎcně
určeńe limitńı hodnoťe, bude tato hodnota rovna velikosti práce, kterou vykońa
silové polef při přesunu dańeho hmotńeho bodu po cestě ϕ od okam̌ziku t = a
do okam̌ziku t = b. Budeme ji znǎcit

∫

ϕ
f nebo taḱe

∫ b

a
f(ϕ) dϕ =

3∑

k=1

∫ b

a
fk(ϕ) dϕk .

Prvńı symbol se naźyvákřivkový integŕal druhého druhuvektorov́e funkcef pod́el
cesty ϕ, zat́ımco druh́y symbol p̌redstavuje ekvivalentnı́ pojem Stieltjesova in-
tegrálu (složeńe) vektorov́e funkcef(ϕ) : [a, b ]→R3 vzhledem k vektorov́e funk-
ci ϕ : [a, b ]→R3.
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1.2.Úmluvy a oznǎceńı. (i) N je mnǒzina p̌rirozeńychč́ısel(mezi ňež nezahr-
nujeme nulu).R je mnǒzina réalných č́ısel, Rm je prostor réalných
m– vektor̊u (m– tic réalných č́ısel). Je-lix∈Rm, jeho i–tý prvek znǎćı-
me xi. Ṕıšemex=

(
xi

)
i=1,...,m

nebo, nehroźı-li nedorozum̌eńı, x=
(
xi

)
.

Norma vRm je definov́ana p̌redpisem

x =
(
xi

)
i=1,...,m

∈Rm → |x| = max
i=1,...,m

|xi| .

(ii) {x∈A : B(x)} znǎćı, jak je zvykem, mnǒzinu v̌sech prvk̊u x mnǒziny A,
kteŕe vyhovuj́ı podḿınceB(x).

Pro dańe mnǒziny P, Q symbolemP \Q znǎćıme mnǒzinu

P \Q = {x∈P : x /∈Q} .

Jak je zvykemP ⊂Q znameńa, že P je podmnǒzina mnǒziny Q (každý
prvek mnǒziny P je též prvkem mnǒziny Q).

Nehroźı-li nedorozum̌eńı, pak v p̌rı́paďe nekoněcných či koněcných (tj. nej-
výše spǒcetńych) posloupnostı́ ṕıšeme{xn} mı́sto {xn ∈R :n∈N} resp.
{xn ∈R :n =1, 2, . . . , m}. Řekneme,̌ze posloupnost{xk} je prost́a jestli-
že se v ńı žádńy prvek neopakuje(xk 6=xn jestliže k 6=n).

(iii) Je-li−∞<a< b <∞, pak [a, b ] znǎćı uzav̌rený interval {t∈R : a≤ t≤ b}
a (a, b) je otev̌rený interval {t∈R : a < t < b}. P̌rı́slǔsńe polouzav̌rené
(resp.polootev̌rené intervaly znǎćıme [a, b) a (a, b]. Ve všech ťechto p̌rı́pa-
dech naźyváme bodya, b krajńı body intervalu. Jestliže a= b∈R řı́káme,
že interval[a, b ] degenerujena jednobodovou množinu a ṕıšeme[a, b ]= [a].
Je-li I interval (uzav̌reńy resp. otev̌reńy resp. polootev̌reńy) s krajńımi body
a, b znǎćıme symbolem|I| = |b− a| jeho d́elku (|[a]| = 0).

(iv) Pro dańe A∈R znǎćıme A+ = max(A, 0) a A−= max(−A, 0). (P̌ripo-
měnme,že plat́ı A+ +A−= |A| a A+−A−=A pro kǎzdé A∈R.) Dále,

sign(A) =





1 když A> 0 ,

−1 když A< 0 ,

0 když A =0 .

(v) Pro danou mnǒzinu M ⊂R symbolemχM znǎćıme jej́ı charakteristickou
funkci, tj. funkci R→{0, 1} definovanou p̌redpisem

χM (t) =

{
1 pro t∈M ,

0 pro t /∈M .

7



8 ÚVOD

(vi) Supremum (resp. infimum) množiny M znǎćıme sup M (resp. inf M).
Pokudm = sup M ∈M (m = inf M ∈M) (tj. m je maximum (resp. mi-
nimum) mnǒziny M ), ṕıšeme t́ež m= max M (resp.m= min M).) Je-li
M mnǒzina v̌sech hodnotF (x) nějaḱeho zobrazeńı F, kde prom̌enńa x
prob́ıhá mnǒzinu B (M = {F (x) :x∈B}), ṕıšeme t́ež sup

x∈A
F (x). Po-

dobńe pravidlo plat́ı i pro infimum resp. maximum resp. minimum.

(vii) Zápis f : [a, b ]→R znameńa, že funkce f je definov́ana pro kǎzdé
x∈ [a, b ] a kǎzdá jej́ı hodnotaf(x) je (koněcné) réalné č́ıslo. Pro libovolńe
funkcef : [a, b ]→R a g : [a, b ]→R a réalné č́ıslo λ definujeme

f + g : x∈ [a, b ] → f(x)+ g(x) a λ f :x∈ [a, b ] → λ f(x) .

(viii) Pro libovolnou funkcif : [a, b ]→R znǎćıme

‖f‖ = sup
x∈ [a,b ]

|f(x)| .

(Neńı-li funkce f ohranǐceńa na intervalu[a, b ], pak ov̌sem‖f‖=∞.)

(ix) Je-li {xn} nekoněcná posloupnost réalných č́ısel, kteŕa má limitu

lim
n→∞xn = A∈R ∪{−∞}∪{−∞},

pı́šeme t́ež zkŕaceňe xn→A.

Podobňe, jestlǐze posloupnost funkcı́ {fn} konverguje k funkcif stejno-
měrňe na intervalu[a, b ], tj. lim

n→∞ ‖fn− f‖=0, ṕıšeme t́ež fn ⇒ f na

[a, b ].

(x) Jestlǐze f : [a, b ]→R, t∈ [a, b) a s∈ (a, b] a jestlǐze existuj́ı koněcné jed-
nostranńe limity lim

τ→t+
f(τ) a lim

τ→s− f(τ), pak znǎćıme

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ), f(s−) = lim
τ→s− f(τ) ,

∆+f(t) = f(t+)− f(t), ∆−f(s) = f(s)− f(s−) ,

∆f(x) = f(x+)− f(x−) pro x∈ (a, b) .

Zpravidla poǔźıváme ńasleduj́ıćı úmluvu

f(a−) = f(a), f(b+) = f(b), ∆−f(a) = ∆+f(b) = 0 .
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(xi) C[a, b ] je prostor réalných funkćı spojitých na intervalu[a, b ] s normou
definovanou p̌rrdpisem

‖f‖ = sup
x∈ [a,b ]

|f(x)| pro f ∈C[a, b ] .

definuje normu naC[a, b ].

L1 [a, b ] je prostor réalných funkćı lebesgueovsky integrovatelných na inter-
valu [a, b ] s rovnost́ı

f = g ∈L1 [a, b ] ⇐⇒ f(x)= g(x) pro s.v.x∈ [a, b ]

a normou definovanou předpisem

‖f‖1 =
∫ b

a
|f(x)| dx pro f ∈L1 [a, b ] .

Prostor vektorov́ych funkćı zobrazuj́ıćıch interval [a, b ] do Banachova pro-
storu Y a spojit́ych na [a, b ] znǎćıme C([a, b ],Y), Podobńy význam ḿa
symbolL1([a, b ],Y) i analogicḱe symboly pro dalš́ı prostory funkćı, kteŕe
v textu zavedeme.

(xii) Je-li M podmnǒzina Banachova prostoruX, pak symbolemM znǎćıme
jejı́ uzávěr v prostoruX.

(xiii) Množinu v̌sech spojit́ych linéarńıch zobrazeńı Banachova prostoruX do Ba-
nachova prostoruY znǎćıme L (X, Y ). Je-li X=Y, ṕıšeme jednodǔseji
L (X) mı́sto L (X,X). Specíalně, L (Rm,Rn) je prostor réalných matic
typu m×n neboli m×n–matic.

(xiv) Je-li A∈L (Rm,Rn), pak jej́ı element vi–témřádku aj –tém sloupci zna-
č́ıme ai,j . ṔıšemeA =

(
ai,j

)
i=1,...,m
j=1,...,n

. Pro kǎzdé n znǎćıme symbolemI

jednotkovou matici typun×n, tj.

I =
(
ei,j

)
i=1,...,n
j=1,...,n

, kdeei,j =

{
1 když i = j ,

0 když i 6= j .

Norma vL (Rm,Rn) je definov́ana p̌redpisem

|A| = max
i=1,...,m

n∑

j=1

|ai,j | pro A =
(
ai,j

)
i=1,...,m
j=1,...,n

∈L(Rm,Rn) .

(Specíalně pro x∈Rn = L (Rn,R) dost́aváme |x|= max
j=1,2,...,n

|xj |, což

souhlaśı s bodem (i).)
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(xv) V omezeńe ḿıře, lěc p̌rece jen se to ob̌cas zd́a b́yt výhodńe ǎz nutńe, poǔźı-
váme standardnı́ logické symboly. Nap̌r.

”∀ ε> 0 ∃ δ > 0 : (A∧B) =⇒ C ”

znameńa

”pro každé ε> 0 existujeδ > 0 takov́e, že plat́ı-li současňe A i B pak plat́ı
také C ” .

10




