
Kapitola 2

Funkce s koněcnou variaćı

V této kapitole definujeme variaci funkce a odvodı́me źakladńı vlastnosti ťrı́dy
funkćı, kteŕe maj́ı koněcnou variaci na dańem uzav̌reńem a koněcném intervalu.
Funkce s koněcnou variaćı jsou ǔzitečné v ceĺe řaďe fyzikálńıch a technicḱych
probĺemů, v teorii pravďepodobnosti, teorii Fourierových řad, v diferencíalńıch
rovnićıch rovnićıch a v daľśıch oblastech matematiky.

2.1 Definice a źakladnı́ vlastnosti

Necht’ −∞<a < b<∞. P̌ripoměnme, ďeleńımi intervalu[a, b ] naźyváme koněc-
né mnǒziny bod̊u σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] takov́e, že

a=σ0 <σ1 < . . . <σm = b

a symbol D [a, b ] znǎćı mnǒzinu v̌sech ďeleńı intervalu [a, b ]. Dále, elementy
děleńı σ ∈D [a, b ] jsou zpravidla znǎceny symbolyσj ,

σν(σ) = b a |σ|= max
j =1,2,...,ν(σ)

(σj −σj−1) pro σ ∈D [a, b ] .

Jestlǐze σ′⊃σ, pakřı́káme,že σ′ je zjemňeńı σ.

2.1. Definice.Pro danou funkcif : [a, b ]→R a ďeleńı σ intervalu [a, b ] definu-
jeme

V (f, σ) =
ν(σ)∑

j=1

|f(σj)− f(σj−1)| (2.1)

a

varba f = sup
σ ∈D [a,b ]

V (f, σ) . (2.2)

Je-li a = b, definujeme varba f = varaa f =0. Veličinu varba f naźyvámevariace
funkcef na intervalu[a, b ]. Je-li varba f <∞, řı́káme,že funkcef má koněcnou
variaci na [a, b ]. Množinu funkćı s koněcnou variaćı na [a, b ] znǎćımeBV[a, b ].

17



18 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Geometricḱy význam pojmu variace ńam p̌riblı́ž́ı následuj́ıćı tvrzeńı, zpra-
vidla naźyvańe DRUHÁ JORDANOVA VĚTA. Dřı́ve něz ho budeme formulovat,
připoměnme, jak se definuje délka ǩrivky, která je zad́ana jako graf spojit́e funkce
f na intervalu[a, b ] :

Pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] je soǔcet

λ(σ, f) :=
ν(σ)∑

j=1

√(
σj −σj−1

)2 +
(
f(σj)− f(σj−1)

)2
.

roven d́elce lomeńe ǩrivky proložeńe body [σj , f(σj)], j =1, 2, . . . ,m, lež́ıćımi
na grafu funkcef. Délka grafuΛ(f ; [a, b ]) funkce f na intervalu[a, b ] se pak
definuje jako

Λ(f ; [a, b ]) = sup
σ ∈D [a,b ]

λ(σ, f) .

2.2. Věta (DRUHÁ JORDANOVA VĚTA). Necht’ f je spojit́a na [a, b ]. Potom ḿa
jejı́ graf na intervalu [a, b ] koněcnou d́elku pŕavě tehdy, kdy̌z f má koněcnou
variaci na intervalu[a, b ].
D ů k a z . Poǔzijeme nerovnosti

|β| ≤
√

α2 +β2 ≤ |α|+ |β| , (2.3)

kteŕe plat́ı pro libovolńa réalná č́ısla α, β. (Odvod́ıme je odmocňeńım triviálńıch
nerovnost́ı β2 ≤ α2 +β2 ≤ (|α|+ |β|)2 .) Pro libovolńe ďeleńı σ ∈D [a, b ] má-
me podle (2.3)

V (f, σ) =
ν(σ)∑

j=1

|f(σj)− f(σj−1)|

≤
ν(σ)∑

j=1

√(
σj −σj−1

)2 +
(
f(σj)− f(σj−1)

)2 = λ(σ, f)

≤
ν(σ)∑

j=1

[(
σj −σj−1

)
+

∣∣f(σj)− f(σj−1)
∣∣
]

= (b− a)+ V (f, σ)

neboli

V (f, σ) ≤ λ(σ, f) ≤ V (f,σ)+ (b− a) .
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 19

P̌rechodem k supremu dostaneme nerovnosti

varba f ≤ Λ(f, [a, b ]) ≤ varba f +(b− a) ,

ze kteŕych tvrzeńı věty okam̌zitě plyne.

2.3 . P̌r ı́klad. Bud’ f funkce spojit́a na intervalu[a, b ] a takov́a, že pro kǎzdé
x∈ (a, b) plat́ı |f ′(x)| ≤M <∞, kde M neźaviśı na x.

Podle v̌ety o sťredńı hodnoťe tedy plat́ı |f(y)− f(x)| ≤M |y−x| pro v̌sechna
x, y ∈ [a, b] takov́e, že x 6= y. Pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy ḿame

V (f, σ) ≤ M

ν(σ)∑

j=1

[
σj −σj−1

]
= M [b− a] .

Vidı́me,žekǎzd́a funkce spojit́a na intervalu[a, b ], která má na jeho vniťrku (a, b)
ohranǐcenou derivaci, ḿa koněcnou variaci.

Jestlǐze nav́ıc |f ′| je riemannovsky integrovatelná na intervalu[a, b ] (nap̌r. f ′

je spojit́a na(a, b)), pak m̊užeme variaci funkcef na intervalu[a, b ] určit. Plat́ı
totiž

varba f = (R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx , (2.4)

kde na prav́e straňe je Riemann̊uv integŕal. Důkaz tohoto tvrzeńı pochopitelňe
předpokĺad́a znalost Riemannova integrálu.

Bud’ dáno ε> 0. P̌redpoklad o existenci a konečné hodnoťe Riemannova in-

tegŕalu (R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx znameńa, že existujeδ > 0 takov́e, že

∣∣∣
ν(σ)∑

j=1

|f ′(ξj)| (σj −σj−1)−(R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx

∣∣∣ <
ε

2
(2.5)

plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] takov́e, že |σ|<ε a kǎzdý výběr bod̊u ξj

takov́ych, že

ξj ∈ [σj−1, σj ] pro j =1, 2, . . . , ν(σ) . (2.6)

Na druhou stranu, podle definice variace existujeσ ∈D [a, b ] takov́e, že |σ|<ε a

varba f ≥ V (f, σ) > varba f − ε

2
. (2.7)
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20 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Podle v̌ety o sťredńı hodnoťe existuj́ı body ξj , j = 1, 2, . . . , ν(σ), splňuj́ıćı (2.6) a
takov́e, že

V (f, σ) =
ν(σ)∑

j=1

|f ′(ξj)| (σj −σj−1) .

Odtud podle (2.5) a (2.7) dostáváme,že plat́ı

∣∣∣varba f − (R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx

∣∣∣

≤ |varba f−V (f, σ)|+
∣∣∣

ν(σ)∑

j=1

|f ′(ξj)| (σj−σj−1)−(R)
∫ b

a
|f ′(x)| dx

∣∣∣

<
ε

2
+

ε

2
= ε .

Podle definice Riemannova integrálu to znameńa, že plat́ı (2.4).

2.4. Cvǐceńı. (i) Dokǎzte,že pro libovolnou spojitou funkcif plat́ı
((

varba f
)2 +(b− a)2

)1/2
≤Λ(f, [a, b ])≤ varba f +(b− a).

(ii) Určete varba f a odhadňete d́elku grafu funkcef, jestliže

a) f(x)= sin2 x pro x∈ [0, π],
b) f(x) =x3− 3 x+4 pro x∈ [0, 2],
c) f(x)= cos x+x sin x pro x∈ [0, 2π] .

2.5 . Pozńamka. Z definice 2.1 je žrejmé, že pro kǎzdou funkci f : [a, b ]→R
je varba f ≥ 0. Dále, je-li d́ano libovolńe ďeleńı ρ∈D [a, b ], pak plat́ı

varba f = sup
σ⊃ρ

V (f,σ). (2.8)

To plyne z ňekolika element́arńıch pozorov́ańı: Zaprv́e, protǒze

{V (f, σ) : σ ∈D [a, b ] a σ⊃ρ}⊂{V (f, σ) : σ ∈D [a, b ]},

muśı být sup
σ⊃ρ

V (f, σ)≤ varba f.

Dále, d́ıky trojúhelńıkové nerovnosti pro libovolńa dv̌e ďeleńı σ, σ′ intervalu
[a, b ] takov́a, že σ′⊃σ a funkci f : [a, b ]→R mámeV (f, σ)≤V (f, σ′).
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 21

Koněcně, je-li σ ∈D [a, b ] libovolné a σ′=σ ∪ρ, pak σ′⊃ρ a tedy
V (f,σ)≤V (f, σ′). To znameńa, že pro kǎzdé d∈{V (f, σ) :σ ∈D [a, b ]} exis-
tuje d ′ ∈{V (f, σ) : σ ∈D [a, b ] a σ⊃ρ} takov́e, že d≤ d ′ a tedy

varba f ≤ sup
σ⊃ρ

V (f, σ).

Plat́ı tedy (2.8).

2.6. Cvǐceńı. Dokǎzte ńasleduj́ıćı vlastnosti variace a funkcı́ s koněcnou variaćı.

(i) Je-li [c, d] ⊂ [a, b ], pak pro kǎzdou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

|f(d)− f(c)| ≤ vardc f ≤ varba f .

(ii) Funkcef : [a, b ]→R má koněcnou variaci na[a, b ] právě tehdy, kdy̌z exis-
tuje takov́a neklesaj́ıćı funkceϕ na [a, b ], že

|f(x)− f(y)| ≤ ϕ(x)−ϕ(y) pro x, y ∈ [a, b ], y≤x .

(iii) varba f = d∈R
⇐⇒

(
∀ ε> 0 ∃σε ∈D [a, b ] : σ⊃σε =⇒ d− ε≤V (f, σ)≤ d

)
.

(iv) varba f =∞ ⇐⇒ (∀K > 0 ∃σK ∈D [a, b ] : V (f, DK)≥K
)
.

(v) Jestlǐze pro funkcif : [a, b ]→R existujeL∈R takov́e, že

|f(x)− f(y)| ≤ L |x− y| plat́ı pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] ,

pak varba f ≤L (b− a).

(V takovém p̌rı́paďe řı́káme,že f splňuje Lipschitzovu podḿınku na [a, b ]
nebo t́ež, že jelipschitzovsḱa na [a, b ].)

2.7. P̌r ı́klad. Necht’

f(x) =

{
0 prox=0 ,

x sin(
π

x
) prox∈ (0, 2] .

Všimňeme si,že f(x)= 0 právě kdy̌z x=0 nebox=
1
k

pro ňejaḱe k∈N a pro

x∈ (0, 2] plat́ı

f(x) =





x právě kdy̌z x = yk =
2

4 k +1
, k∈N ∪{0} ,

−x právě kdy̌z x = zk =
2

4 k− 1
, k∈N .
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22 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Pro dańe n∈N a ďeleńı σn = {0, yn, zn, . . . , y1, z1, 2} dostaneme

V (f, σn) = |f(0)− f(yn)|+
n∑

k=1

|f(yk−1)− f(zk)|+
n∑

k=1

|f(yk)− f(zk)|

=
n∑

k=1

(
yk−1 + zk

)
+ yn +

n∑

k=1

(
yk + zk

)

= y0 +2
n∑

k=1

(
yk + zk

)
= 2 +4

n∑

k=1

8 k

16 k2− 1
≥ 2

(
1+

n∑

k=1

1
k

)
.

Je zńamo,že
∞∑

k=1

1
k

=∞. Tud́ıž lim
n→∞V (f, σn) = ∞ a var20 f = ∞.

Snadno uřćıme variaci monotonńıch funkćı.

2.8. Věta. Pro kǎzdou funkcif monotonńı na [a, b ] plat́ı

varba f = |f(b)− f(a)| .

D ů k a z . Je-lif nerostoućı na [a, b ] a σ ∈D [a, b ], pak

V (f, σ) =
m∑

j=1

[
f(σj−1)− f(σj)

]

=
[
f(a)− f(σ1)

]
+

[
f(σ1)− f(σ2)

]
+ . . .

+ [f(σm−2)− f(σm−1)
]
+ [f(σm−2)− f(b)

]

= f(a)− f(b) ,

tj. varb
a f = f(a)− f(b)=

∣∣f(b)− f(a)
∣∣.

Podobňe bychom uḱazali,že je-li f neklesaj́ıćı na [a, b ], pak

varba f = f(b)− f(a)=
∣∣f(b)− f(a)

∣∣.

2.9. P̌r ı́klady. (i) P̌rı́kladem jednoduch́e funkce, kteŕa neḿa ohranǐcenou deri-
vaci na intervalu[0, 1] (a tud́ıž tvrzeńı z p̌rı́kladu 2.3 (i) nezarǔcuje, že ḿa
koněcnou variaci na[0, 1] ) je f(x) =

√
x. Protǒze je alef rostoućı, tak

podle v̌ety 2.8, plat́ı var10 f =
√

1.
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 23

(ii) Koněcnou variaci mohou ḿıt i funkce podstatňe nespojit́e, jak ukazuje p̌rı́-
klad

f(x) =





0 je-li x=0 ,

1
k

je-li x∈ (0, 1] a x∈ ( 1
k+1 , 1

k ] pro ňejaḱe k∈N .

Tato funkce je žrejmě definovańa a neklesajı́ćı na intervalu [0, 1]. Podle
věty 2.8 je tedy var10 f =1.

2.10. V̌eta. Pro kǎzd́e c∈ [a, b ] a kǎzdou funkcif : [a, b ]→R plat́ı

varba f = varca f + varbc f .

D ů k a z . Bud’ te d́any funkcef : [a, b ]→R a bodc∈ [a, b ]. Pokudc= a nebo
c = b, je tvrzeńı věty triviálńı. Necht’ tedy c∈ (a, b).

Necht’ σ̃ = {a, c, b} a necht’ σ je libovolné ďeleńı intervalu [a, b ] takov́e, že
σ⊃ σ̃. Pak nutňe c∈σ. Děleńı σ lze tud́ıž rozďelit na ďeleńı σ′ intervalu [a, c]
a ďeleńı σ′′ intervalu [c, b], tj. σ =σ′ ∪σ′′, kde σ′ ∈D [a, c ] a σ′′ ∈D [c, b ].
Zřejmě pak taḱe plat́ı

V (f, σ) = V (f, σ′)+ V (f, σ′′) . (2.9)

Podle pozńamky 2.5 dost́aváme tedy

varba f = sup
σ⊃ eσ

V (f, σ) ≤ varca f + varbc f .

Na druhou stranu pro každá dv̌e ďeleńı σ′ ∈D [a, c] a σ′′ ∈D [c, b] je jejich sjed-
noceńı σ =σ′ ∪σ′′ děleńım intervalu[a, b ] a plat́ı opět (2.9). Odtud plyne,̌ze

varca f + varbc f = sup
σ′ ∈D [a,c ]

V (f, σ′) + sup
σ′′ ∈D [c,b ]

V (f, σ′′) ≤ varba f .

Tı́m je d̊ukaz v̌ety hotov.

2.11. P̌r ı́klad. Bud’ dánon∈N. Vyšeťrujme funkci

fn(x) =

{
0 pro0≤x≤ 1

n ,

x sin(
π

x
) pro 1

n ≤x≤ 2 .

Jej́ı derivace

f ′n(x) =

{
0 pro0≤x < 1

n ,

sin(
π

x
)− π

x
cos (

π

x
) pro 1

n >x≤ 2
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24 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

je ohranǐceńa na(0, 1
n) a na( 1

n , 2). Zřejmě je var1/n
0 fn =0. Podle p̌rı́kladu 2.3 (i)

je dále var21/n fn <∞. Věta 2.10 tedy implikuje,̌ze je taḱe var10fn <∞ pro
každé n∈N.

Na mnǒzině BV[a, b ] jsou p̌rirozeńym zp̊usobem definov́any operace šćıtáńı a
násobeńı skaĺarem (vizÚmluvy a oznǎceńı (x)). Funkci identicky nulovou na[a, b ]
nazveme nulov́ym prvkem mnǒziny BV[a, b ]. Následuj́ıćı tvrzeńı je žrejmé.

2.12. Lemma. Pro libovolńe dv̌e funkcef1, f2 : [a, b ]→R a reálné č́ıslo c plat́ı

varba (f1 + f2) ≤ varba f1 + varba f2 a varba (c f1) = |c| varba f1 . (2.10)

Dále, varba f =0, tehdy a jen tehdy, když f je konstantńı na [a, b ].

(Stǎćı si totiž uvědomit,že pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ] plat́ı

V (f1 + f2, σ)≤V (f1,σ)+ V (f2, σ) a V (c f,σ)= |c|V (f, σ)

a, d́ale,že je-li varba f =0, muśı pro kǎzdé x∈ (a, b] platit |f(x)− f(a)|=0.)

2.13. V̌eta. f ∈BV[a, b ] tehdy a jen tehdy, když existuj́ı funkcef1 a f2 neklesaj́ıćı
na [a, b ] a takov́e, že plat́ı f(x) = f1(x)− f2(x) pro kǎzd́e x∈ [a, b ].
D ů k a z . Jestlǐze f1 a f2 jsou neklesajı́ćı na [a, b ] a f = f1− f2, pak podle
věty 2.8 maj́ı f1 i f2 koněcnou variaci na[a, b ] a podle (2.10) je taḱe varba f <∞.

Stǎćı tedy doḱazat,že pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] existuj́ı funkcef1 a f2

neklesaj́ıćı na [a, b ] a takov́e, že f = f1− f2.

Necht’ tedy f ∈BV[a, b ]. Polǒzme

f1(x) = varxa f a f2(x) = f1(x)− f(x) pro x∈ [a, b ] .

Necht’ x, y ∈ [a, b ] a y≥x. Potom, podle v̌ety 2.10 jef1(y) = f1(x)+ varyx f a
protǒze variace je v̌zdy neźaporńa, znameńa to, že funkcef1 je neklesaj́ıćı na
[a, b ]. Dále, podle v̌ety 2.10 ḿame

f2(y) = f1(x)+ varyx f − f(y)

a

f2(y)− f2(x) = varyx f − (f(y)− f(x)) ≥ 0

(viz cvičeńı 2.6 (i)). To znameńa,že funkcef2 je taḱe neklesajı́ćı na [a, b ] a d̊ukaz
je hotov.
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STIELTJESŮV INTEGRÁL 25

2.14. Cvǐceńı. Necht’ f ∈BV[a, b ]. Dokǎzte,že ob̌e funkce

p (x) =





0 pro x= a ,

sup
σ ∈D [a,x]

ν(σ)∑

j=1

(
f(σj)− f(σj−1)

)+
pro x∈ (a, b]

a

n(x) =





0 pro x= a ,

sup
σ ∈D [a,x]

ν(σ)∑

j=1

(
f(σj)− f(σj−1)

)−
pro x∈ (a, b]

jsou neklesajı́ćı a neźaporńe na[a, b ] a plat́ı

f(x) = f(a)+ p (x)− n(x) a varxaf = p (x) + n(x) prox∈ [a, b ] .

2.15. D̊usledek. Pro kǎzdou funkcif s koněcnou variaćı na [a, b ] a pro v̌sechna
t∈ [a, b) a s∈ (a, b] existuj́ı koněcné limity

f(t+) = lim
τ→t+

f(τ) a f(s−) = lim
τ→s− f(τ)

( tj. f může ḿıt v [a, b ] pouze nespojitosti prvnı́ho druhu) .

D ů k a z . Podle v̌ety 2.13 m̊užeme p̌redpokĺadat,že f je neklesaj́ıćı na [a, b ].
Pro kǎzdé x∈ [a, b ] je f(a)≤ f(x)≤ f(b) a tud́ıž plat́ı také

f(a) ≤ sup
x∈ [a,s)

f(x) ≤ f(b) pro kǎzdé s∈ (a, b ]

a

f(a) ≤ inf
x∈ (t,b])

f(x) ≤ f(b) pro kǎzdé t∈ [a, b )

Ukážeme,̌ze

f(t+) = inf
x∈ (t,b])

f(x) jestliže t∈ [a, b) (2.11)

Oznǎcmed = inf
x∈ (t,b])

f(x) a zvolme libovolńe ε> 0. Potom podle definice infima

existuje t ′ ∈ (d, b ] takov́e, že je d≤ f(t ′) <d+ ε. Vzhledem k monot́onnosti
funkce f odtud plyne,̌ze nerovnostd≤ f(x)< d+ ε plat́ı pro kǎzdé x∈ (t, t ′ ].
Dokázali jsme tedy vztah (2.11).

Podobňe bychom uḱazali,že plat́ı také

f(s−) = sup
x∈ [a,s)])

f(x) jestliže s∈ (a, b ] . (2.12)

25



26 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

2.2 Prostor funkcı́ s koněcnou variaćı

Podle lemmatu 2.12 každá linéarńı kombinace funkćı s koněcnou variaćı má taḱe
koněcnou variaci. Z toho plyne,̌ze mnǒzinaBV [a, b ] je lineárńı prostor. Uḱažeme,
že p̌ri vhodňe zvoleńe norm̌e seBV[a, b ] stane linéarńım normovańym prostorem.

2.16. V̌eta. BV [a, b ] je lineárńı normovańy prostor vzhledem k norm̌e definovańe
předpisem

‖f‖BV = |f(a)|+ varba f pro f ∈BV[a, b ] . (2.13)

D ů k a z . BV[a, b ] je lineárńı prostor podle lemmatu 2.12. Dále, pro kǎzdou
funkci f : [a, b ]→R a kǎzdé x∈ [a, b ] plat́ı

|f(x)| ≤ |f(a)|+ |f(x)− f(a)| ≤ |f(a)|+ varba f pro x∈ [a, b ] .

(Rozmyslete si prǒc tomu tak je.) Tud́ıž

‖f‖ ≤ ‖f‖BV < ∞ prof ∈BV . (2.14)

Podle lemmatu 2.12 relace

‖f + g‖BV ≤ ‖f‖BV + ‖g‖BV a ‖c f‖BV = |c| ‖f‖BV

plat́ı pro v̌sechny funkcef, g ∈BV[a, b ] a kǎzdé réalné č́ıslo c∈R.

Koněcně, jestlǐze ‖f‖BV = 0, muśı být f(a)= 0 a varba f =0 Podle lem-
matu 2.12 je tedyf(x) ≡ f(a)= 0 na [a, b ], tj. f je nulov́y prvekBV[a, b ].

Dokázali jsme tedy,̌ze rovnost (2.13) definuje normu naBV[a, b ].

2.17. Pozńamka. Nerovnost (2.14) implikuje,̌ze kǎzdá funkce, kteŕa má ohrani-
čenou variaci na[a, b ] je taḱe ohranǐceńa na[a, b ].

Následuj́ıćı tvrzeńı usnaďnuje poǔzitı́ metod funkciońalńı anaĺyzy p̌ri práci
s funkcemi s koněcnou variaćı.

2.18. V̌eta. BV[a, b ] je Banach̊uv prostor.

D ů k a z . Podle v̌ety 2.16 jeBV[a, b ] lineárńı normovańy prostor vzhledem k
normě

f ∈BV[a, b ] → ‖f‖BV = |f(a)|+ varba f .
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Zbývá tedy doḱazat,že BV[a, b ] je úplný, tj. že kǎzdá posloupnost cauchyovská
v BV[a, b ] má v BV[a, b ] limitu. Předpokĺadejme tedy,̌ze posloupnost{fn} ⊂
BV[a, b ] je cauchyovsḱa v BV[a, b ]. Potom plat́ı

∀ ε > 0 ∃nε :

n,m ≥nε =⇒ |fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn− fm‖BV < ε prox∈ [a, b ] .

}
(2.15)

a) Podle (2.15) je pro každé x∈ [a, b ] posloupnost réalných č́ısel {fn(x)} cau-
chyovsḱa. Pro kǎzdé x∈ [a, b ] tedy existuje koněcná limita

lim
n→∞ fn(x) = f(x) .

b) Necht’ je dáno libovolńe ε> 0 a necht’ nε ∈N je uřceno podḿınkou (2.15).
Potom pro kǎzdé x∈ [a, b ] máme taḱe

|f(x)− fnε(x)| = lim
n→∞ |fn(x)− fnε(x)| ≤ ε

a tud́ıž pro kǎzdé n≥nε a kǎzdé x∈ [a, b ] plat́ı

|f(x)− fn(x)| ≤ |f(x)− fnε(x)|+ |fnε(x)− fn(x)| < 2 ε.

To ov̌sem znameńa, že

lim
n→∞ ‖f − fn‖ = 0

neboli posloupnost{fn} konverguje kf stejnom̌erňe na[a, b ].

c) Podle (2.15) existujen1 ∈N takov́e, že

varba fn ≤ ‖fn‖BV ≤ ‖fn1‖BV +1 pron≥n1 .

Čı́selńa posloupnost{varba fn} je tedy ohranǐceńa. Podle Bolzanovy–Weierstraßo-
vy věty z ńı lze vybrat podposloupnost{varba fnk

: k∈N}, pro kterou plat́ı

lim
k→∞

varba fnk
= d < ∞,

tj.

∀ ε> 0 ∃ kε ∈N :
(
k≥ kε aσ ∈D [a, b ] =⇒ V (fnk

, σ) < d + ε
)

a

∀ ε> 0 ∀σ ∈D [a, b ] : V (f,σ) = lim
k→∞

V (fnk
, σ) ≤ d+ ε .
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28 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Odtud ov̌sem ǔz plyne,že je

varba f = sup
σ ∈D [a,b ]

V (f, σ) ≤ d < ∞, tj. f ∈BV[a, b ] .

d) Podle ((2.15)) tedy pro každé ε> 0 existujenε ∈N takov́e. že

n, m≥nε =⇒ V (fn− fm, σ)≤ varba (fn− fm) <ε proσ ∈D [a, b ] .

Tud́ıž, je-li m≥nε, pak pro kǎzdé σ ∈D [a, b ] plat́ı

V (f − fm, σ) = lim
n→∞ V (fn− fm, σ)≤ ε neboli varba (f − fm) ≤ ε .

To ov̌sem znameńa, že lim
m→∞ ‖f − fm‖BV = 0, což zb́yvalo jěsťe doḱazat.

2.3 Konečná variace a spojitost

Podle d̊usledku 2.15 mohou ḿıt funkce s koněcnou variaćı nespojitosti pouze prv-
ńıho druhu. Pod́ıvejme se nyńı trochu podrobňeji vlastnosti funkćı s koněcnou va-
riaćı souvisej́ıćı se spojitost́ı.

2.19. V̌eta. Každ́a funkcef ∈BV[a, b ] má nejv́yše spǒcetňe mnoho bod̊u nespoji-
tosti na intervalu[a, b ].
D ů k a z plyne z d̊usledku 2.15 a z ńasleduj́ıćıho lemmatu.

2.20. Lemma.Necht’ J ⊂R je otev̌rený interval,f : J →R a M je mnǒzina bod̊u
nespojitosti 1. druhu funkcef v J. PotomM je nejv́yše spǒcetńa.

D ů k a z . Oznǎcme

M+ = {x∈ J : f(x+) 6= f(x)}, M−= {x∈ J : f(x−) 6= f(x)}
a

M+
1 = {x∈M+ : f(x) <f(x+)}, M+

2 = {x∈M+ : f(x) >f(x+)} .

Potom jeM =M+ ∪M− a M+ =M+
1 ∪M2

+. Uspǒrádejme mnǒzinu P racio-
nálńıch č́ısel tak, aby platiloP= {rk}. (Uvědomte si v̌sak,že mnǒzinu P nelze
uspǒrádat ”podle velikosti”, tj. tak aby platilork <rk+1 pro kǎzdé k∈N.)
Necht’ r znǎćı zobrazeńı, kteŕe kǎzdému x∈M+

1 přiřad́ı prvńı (při dańem uspo-
řád́ańı mnǒziny P ) raciońalńı č́ıslo, kteŕe lěźı v intervalu (f(x), f(x+)). P̌resňeji
řečeno,

r(x)= rj ⇐⇒ rj ∈ (f(x), f(x+)) a{r1, r2, . . ., rj−1}∩ (f(x), f(x+))= ∅ .
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Dále, pro kǎzdé q ∈P oznǎcme symbolemr−1(q) jeho vzor p̌ri zobrazeńı r, tj.

r−1(q) = {x∈M+
1 : r(x)= q} .

Máme

M+
1 =

⋃

q ∈P
r−1(q) .

Ukážeme-li tedy,̌ze kǎzdá mnǒzina r−1(q), q ∈P, je spǒcetńa, budeme ḿıt sou-
časňe taḱe doḱaźano,že i mnǒzina M+

1 je spǒcetńa.
Necht’ je tedy d́ano libovolńe q ∈P. Vzhledem k definici mnǒziny M+

1 a zob-
razeńı r, pro kǎzdé x∈ r−1(q) existujeδ(x) > 0 takov́e, že

x< y < x+δ(x) =⇒ f(y) >r(x) .

Jsou-lix1, x2 ∈ r−1(q) takov́e, že x1<x2 a r(x1)= r(x2)= q, pak muśı platit

(x1, x1 + δ(x1)) ∩ (x2, x2 + δ(x2)) = ∅ .

Vskutku, kdyby bylox1 <x2 <x1 + δ(x1), bylo by t́ež (vzhledem k definiciδ )

q = r(x1) <f(x2) <r(x2) = q ,

což neńı možné. Syst́em interval̊u
{
(x, x + δ(x)), x∈ r−1(q)

}
je tedy disjunktńı.

Každému x∈ r−1(q) lze tedy p̌riřadit jedińe raciońalńı č́ıslo r∈ (x, x + δ(x)) a
tı́m definovat prost́e zobrazeńı r−1(q) do P. To znameńa, že pro kǎzdé q ∈P je
mnǒzina r−1(q) spǒcetńa.

b) Protǒze M+
2 = {x∈ J : − f(x) < − f(x+)}, můžeme poǔźıt část a) tohoto

důkazu k d̊ukazu spǒcetnosti mnǒziny M2
+.

c) Koněcně, M−= {x∈ J : f(−x) 6= f(−x+)}, takže podlěcást́ı a)–b) tohoto d̊u-
kazu je taḱe M− spǒcetńa mnǒzina.

2.21. Cvǐceńı. P̌resv̌eďcete se,̌ze d̊ukaz lemmatu 2.20 v sobě obsahuje t́ež důkaz
tvrzeńı: Každ́y disjunktńı syst́em interval̊u v R je spǒcetńy.

Necht’ f ∈BV[a, b ] a

v(x) = varxaf pro x∈ [a, b ] . (2.16)

Podle d̊ukazu v̌ety 2.13 v́ıme,že funkcev a v− f jsou definov́any a neklesajı́ćı
na [a, b ]. Ukážeme nyńı, že funkcev ”kopı́ruje” spojitost funkcef.
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30 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

2.22. Lemma.Necht’ f ∈BV[a, b ] a v : [a, b ]→R je definov́ana vztahem(2.16).
Potom jef spojitá v boďe x∈ [a, b) zprava pŕavě tehdy, kdy̌z je v tomto boďe
spojitá zprava i funkcev. Podobňe, f je spojit́a v boďe x∈ (a, b] zleva pŕavě
tekdy, kdy̌z je v tomto boďe spojit́a zleva i funkcev.

D ů k a z . a) Necht’ x∈ (a, b] a f(x−) = f(x). Bud’ dáno ε> 0. Zvolme δ > 0
tak, aby platilo

|f(x)− f(t)| < ε

2
pro kǎzdé t∈ (x− δ, x] .

Zvolme ďeleńı σ ∈D [a, x] tak, aby platilo

v(x)−V (f, σ) <
ε

2
a σm−1 ∈ (x− δ, x).

Máme|f(x)− f(σm−1)| < ε

2
a tedy

v(x)−
m−1∑

j=1

|f(σj)− f(σj−1)| < |f(x)− f(σm−1)|+ ε

2
< ε .

Odtud snadno odvodı́me,že plat́ı v(x)− v(σm−1) <ε. Protǒze v je neklesaj́ıćı na
[a, b ], dost́aváme d́ale

v(x)− v(t) < ε pro kǎzdé t∈ (σm−1, x] .

Tı́m je doḱaźana spojitost zleva funkcev.

b) Podobňe doḱažeme,̌ze funkcev je spojit́a zprava v kǎzdém boďe x∈ [a, b), ve
kteŕem je zprava spojitá funkcef.

c) Pravdivost zb́yvaj́ıćıch implikaćı plyne okam̌zitě z nerovnostı́

|f(x)− f(y)| ≤ |v(x)− v(y)|

platńych pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] (viz cvičeńı 2.6 (i)).

Z následuj́ıćıho tvrzeńı vyplyne, že soǔcet absolutńıch hodnot skok̊u funkce
s koněcnou variaćı je vždy koněcný.

2.23. V̌eta. Necht’ f ∈BV[a, b ] a necht’ W = {sk} je prost́a posloupnost bod̊u
z intervalu(a, b). Potom

|∆+f(a)|+
∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)
+ |∆−f(b)| ≤ varba f. (2.17)
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D ů k a z . a) P̌redpokĺadejme nejprve,̌ze f je neklesaj́ıćı. Potom

|∆+f(a)|+
∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)
+ |∆−f(b)|

= ∆+f(a) +
∞∑

k=1

∆f(sk)+∆−f(b) .

Necht’ n∈N a σ0, σ1, . . . , σn+1, jsou body intervalu[a, b ] takov́e, že

a=σ0 <σ1 < . . . <σn < σn+1 = b

a {
σk : k = 0, . . . n+1

}
= {a} ∪ {sk : k =1, . . ., n}∪ {b} .

Zvolme d́ale tk, k =1, 2, . . ., n+ 1, tak, aby platilo

a < t1 < σ1 < t2 < σ2 < · · · < σn < tn+1 < b .

Potom je

0 ≤ ∆+f(a) ≤ f(t1)− f(a), 0 ≤ ∆−f(b) ≤ f(b)− f(tn+1)

a

0 ≤ ∆f(σk) ≤ f(tk+1)− f(tk) pro k =1, 2, . . . , n .

Tud́ıž

∆+f(a)+
n∑

k=1

∆f(sk)+ ∆−f(b) = ∆+f(a)+
n∑

k=1

∆f(σk) +∆−f(b)

≤ (
f(t1)− f(a)

)
+

n∑

k=1

(
f(tk+1)− f(tk)

)
+

(
f(b)− f(tk+1)

)

= f(b)− f(a) .

Pro libovolńe n∈N tedy ḿame

∆+f(a)+
n∑

k=0

∆f(sk)+ ∆−f(b) ≤ f(b)− f(a) = varba f.

Nerovnost ((2.17)) tedy platı́ pro kǎzdou funkcif neklesaj́ıćı na [a, b ].
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b) Nyńı necht’ f je libovolná funkce s koněcnou variaćı na [a, b ] a necht’ funkce
p a n jsou definov́any jako ve cvǐceńı 2.14. Potomf = f(a)+ p− n,

∆+f(t) = ∆+p(t)−∆+n(t), ∆−f(t) = ∆−p(s)−∆−n(s)
|∆+f(t)| = ∆+p(t)+ ∆+n(t) a |∆−f(t)| = ∆−p(s)+∆−n(s)

pro t∈ (a, b], s∈ [a, b). Podle prvńı části d̊ukazu ḿame

∆+p(a)+
∞∑

k=1

(
∆+p(sk)+ ∆−p(sk)

)
+∆−p(b) ≤ p(b)

a

∆+n(a)+
∞∑

k=1

(
∆+n(sk)+ ∆−n(sk)

)
+∆−n(b) ≤ n(b) .

Sěcteme-li tyto nerovnosti, dostaneme

|∆+f(a)|+
n∑

k=0

(
|∆+f(sk)|+|∆− f(sk)|

)
+ |∆−f(b)| ≤ p(b)+ n(b) = varba f .

2.24. Pozńamka. Necht’ f : [a, b ]→R má koněcnou variaci a necht’ mnǒzina W
jejı́ch bod̊u nespojitosti v(a, b) je nekoněcná. Podle v̌ety 2.19 existuje vźajemňe
jednoznǎcné zobrazeńı k∈N→ sk ∈W takov́e, že W = {sk}. Takov́ych zobra-
zeńı je ov̌sem nekoněcně mnoho. Podle v̌ety 2.23 je v̌sakřada

∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)

(absolutňe) konvergentńı a jej́ı soǔcet neźaviśı na volb̌e uspǒrád́ańı mnǒziny W.

Protǒze prox∈ (a, b) je
(
|∆+f(x)|+ |∆−f(x)|

)
6=0 pouze tehdy, kdy̌z x∈W,

má tedy smysl definovat

∑

x∈ (a,b)

(
|∆+f(x)|+ |∆−f(x)|

)
=

∞∑

k=1

(
|∆+f(sk)|+ |∆−f(sk)|

)
, (2.18)

kde {sk} je libovolná prost́a posloupnost bod̊u z (a, b) takov́a, že W = {sk}. Po-
dobňe, budeme t́ež pśat

∑

x∈ [a,b)

|∆+f(x)| = |∆+f(a)|+
∞∑

k=1

|∆+f(sk)|

a
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∑

x∈ (a,b]

|∆−f(x)| =
∞∑

k=1

|∆+f(sk)|+ |∆−f(b)|.

Větu 2.23 m̊užeme nyńı přeformulovat do ńasleduj́ıćı podoby.

2.25. D̊usledek. Pro kǎzdou funkcif ∈BV[a, b ] plat́ı

∑

x∈ [a,b)

|∆+f(x)|+
∑

x∈ (a,b]

|∆−f(x)| ≤ varba f . (2.19)

2.4 Derivace funkćı s koněcnou variaćı

Nyńı se budeme v̌enovat vlastnostem funkcı́ s koněcnou variaćı vzhledem k deri-
vováńı. Nejprve p̌ripoměnme pojem mnǒzin s nulovou ḿırou.

2.26. Definice.Množina M ⊂R mánulovou ḿıru (µ(M)= 0), když ke kǎzdému
ε> 0 existuje nejv́yše spǒcetńy syst́em otev̌reńych interval̊u Ij , j ∈N, takov́y, že
je

M ⊂
∞⋃

j=1

Ij a
∞∑

j=1

|Ij | < ε .

Řekneme,̌ze ňejaḱa vlastnost platı́ skoro v̌sude(s.v.) na intervalu[a, b ], jestliže
existuje mnǒzina M ⊂ [a, b ] nulové ḿıry takov́a, že tato vlastnost platı́ pro kǎzdé
x∈ [a, b ] \M.

2.27. Cvǐceńı. Dokǎzte,že plat́ı:

( i) Každ́a spǒcetńa mnǒzina S⊂R má nulovou ḿıru.

(ii) Sjednoceńı spǒcetňe mnoha mnǒzin nulov́e ḿıry má nulovou ḿıru.

2.28. V̌eta (LEBESGUEOVA VĚTA O DERIVACI FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ).
Každ́a funkcef ∈BV[a, b ] má vlastńı derivaci f ′(x) pro s.v.x∈ [a, b ].

Důkaz v̌ety 2.28 je rozśahlý, technicky komplikovańy a do znǎcné ḿıry zá-
vislý na pojmech, kteŕe se do tohoto textu nevejdou. Pro důkaz odkazujeme na
učebnice, kteŕe obsahujı́ důkladńy přehled t́eto t́ematiky (viz nap̌r. [18, věta 84],
[19, věta VI.1.2], [33, Theorems 22.5].

2.29. Pozńamka. Je dokonce zńamo (viz v̌eta 3.10),̌ze derivace funkćı s koněcnou
variaćı jsou lebesgueovsky integrovatelné. ALE !!!! Obecňe neplat́ı pro kǎzdou
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funkci f ∈BV[a, b ] zdánlivě p̌rirozeńa rovnost

f(x)− f(a) =
∫ x

a
f ′(t) dt .

Existuj́ı totiž funkcef ∈BV[a, b ] nekonstantńı na [a, b ] a takov́e, že f ′=0 s.v.
na [a, b ].

2.30. Definice.Funkcef ∈BV[a, b ] se naźyvá singuĺarńı, jestliže f ′(x)= 0 pro
s.v. x∈ [a, b ].

2.5 Skokové funkce

Nejjednodǔšśım p̌rı́kladem nekonstantnı́ch singuĺarńıch funkćı jsou funkce typu
f(x) = χ[a,c](x), kde c∈ (a, b). Jejich zobecňeńım jsou ťrı́dy jednoduch́ych sko-
kov́ych funkćı (anglicky step functions) resp.skokov́ych funkćı (anglicky break
functions).

2.31. Definice.Funkcef : [a, b ]→R je jednoduch́a (té̌z koněcná) skokov́a funkce
na [a, b ], jestliže existuje ďeleńı σ ∈D [a, b ] takov́e, že na kǎzdém jeho d́ılč́ım
otev̌reńem intervalu(σj−1, σj) je f konstantńı. Množinu jednoduch́ych skoko-
vých funkćı na intervalu[a, b ] znǎćıme S[a, b ].

Funkcef : [a, b ]→R je skokov́a funkce na[a, b ], jestliže bud’ to f je jedno-
duch́a skokov́a funkce nebo existujı́ c, c0, d∈R, prost́a posloupnost{sk}⊂ (a, b )
a posloupnosti{ck}⊂R a {dk}⊂R takov́e, že plat́ı

∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|) < ∞ (2.20)

a

f(x)= c+ c0 χ(a,b ](x) +
∞∑

k=1

(
ck χ(sk,b ](x)+ dk χ[sk,b ](x)

)
+ dχ[b](x)

prox∈ [a, b ] .





(2.21)

Množinu skokov́ych funkćı na intervalu[a, b ] znǎćımeB[a, b ].

2.32. Cvǐceńı. Dokǎzte,že plat́ı:

(i) f ∈S[a, b ] právě tehdy, kdy̌z existuj́ı m∈N, c, c0, d∈R, mnǒziny

{ck : k = 1, 2, . . . , m}⊂R, {dk : k =1, 2, . . . , m}⊂R
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a prost́a mnǒzina {sk : k = 1, 2, . . . , m}⊂ (a, b ) takov́e, že plat́ı

f(x) = c + c0 χ(a,b ](x)+
m∑

k=1

(
ck χ(sk,b](x)+ dk χ[sk,b](x)

)
+ d χ[b]

pro x∈ [a, b ].

(ii) f ∈B[a, b ] právě tehdy kdy̌z bud’ to f ∈S[a, b ] nebo existujı́ c∈R, po-
sloupnosti{ck}⊂R, {dk}⊂R a prost́a posloupnost{sk}⊂ [a, b ] takov́e,
že plat́ı (2.20) a

f(x) = c +
∑

a≤sk< x

ck +
∑

a<sk≤x

dk pro x∈ [a, b ] , (2.22)

kde soǔctov́e symboly majı́ smysl zavedený v pozńamce 2.24(tj. v prvńı sum̌e
se šćıtá p̌res v̌sechny indexyk pro kteŕe sk ∈ (a, x] a ve druh́e se šćıtá p̌res
všechny indexyk pro kteŕe sk ∈ [a, x)). (POZOR na jemńe rozd́ıly mezi
posloupnostmi{sk}, {ck}, {dk} zde a v definici 2.31.)

(iii) Pro kǎzdou funkcif ∈B[a, b ] tvaru (2.22)plat́ı

f(x−) = c+
∑

a≤sk<x

ck +
∑

a<sk<x

dk jestliže x∈ (a, b]

a

f(x+) = c+
∑

a≤sk≤x

ck +
∑

a<sk≤x

dk jestliže x∈ [a, b) .

(Jak bude vypadat vyjáďreńı jednostranńych limit funkćı z B[a, b ] vyjdeme-
li z tvaru (2.21)?)

2.33. V̌eta. Pro kǎzdou skokovou funkcif ∈B[a, b ] plat́ı

varba f = |∆+f(a)|+
∑

x∈ (a,b)

(
|∆+f(x)|+ |∆−f(x)|

)
+ |∆−f(b)| < ∞ . (2.23)

Specíalně, S[a, b ]⊂B[a, b ]⊂BV[a, b ].
D ů k a z . Je-li f ∈S[a, b ], je tvrzeńı věty žrejmé. P̌redpokĺadejme, tedy̌ze
f ∈B[a, b ] \S[a, b ] je vyjáďrena ve tvaru (2.22) ze cvičeńı 2.32 (ii).

a) Pro libovolńa x, y ∈ [a, b ], x< y, máme

|f(y)− f(x)| ≤
∑

x≤sk<y

|ck|+
∑

x<sk≤y

|dk| .
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Pro kǎzdé ďeleńı σ intervalu [a, b ] tedy plat́ı

V (f, σ) ≤
m∑

j=1

( ∑

σj−1<sk≤σj

|ck|+
∑

σj−1≤sk<σj

|dk|
)
≤

∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|
)
.

Odtud plyne podle (2.20),̌ze

varba f ≤
∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|
)

< ∞ , (2.24)

tj. f ∈BV[a, b ].

b) Na druhou stranu, podle cvičeńı 2.32 (iii) snadno odvod́ıme,že plat́ı

∆+f(sk) = ck a ∆−f(sk) = dk pro kǎzdék∈N . (2.25)

Můžeme tedy poǔźıt také d̊usledek 2.25, podle kterého plat́ı obŕaceńa nerovnost

∞∑

k=1

(|ck|+ |dk|
) ≤ varba f

a uzav̌rı́t tak d̊ukaz v̌ety.

2.34. V̌eta. Každ́a skokov́a funkce na[a, b ] je singuĺarńı na [a, b ].
D ů k a z . Necht’ f ∈B[a, b ] \S[a, b ], c∈R, posloupnosti{ck}⊂R a {dk}⊂R
a prost́a posloupnostW = {sk}⊂ [a, b ], jsou takov́e, že plat́ı (2.20) a (2.22).
Definujme

v(x) =
∑

a<wk≤x

|ck|+
∑

a≤wk<x

|dk| prox∈ [a, b ] .

Potom je

v(x) =
∞∑

k=1

vk(x) prox∈ [a, b ] ,

kde

vk(x) =





0 když a≤x< sk,

|ck| když x= sk,

|ck|+ |dk| když sk <x≤ b .
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Každá funkcevk je neklesaj́ıćı na [a, b ] a v′k(x)= 0 pro x 6= sk. Máme tedy

v′(x) =
∞∑

k=1

v′k(x) = 0 pro x /∈W, tj. pro s.v. x∈ [a, b ] .

Protǒze pro v̌sechnax, y ∈ [a, b ] takov́a, že x 6= y, zřejmě plat́ı

∣∣∣f(x)− f(y)
x− y

∣∣∣ ≤
∣∣∣v(x)− v(y)

x− y

∣∣∣ ,

plyne odsud,̌ze taḱe f ′(x)= 0 pro x /∈W.

V přı́paďe, že f ∈S[a, b ], je tvrzeńı věty evidentńı.

2.35. Pozńamka. P̌rı́klad funkce, kteŕa je spojit́a, neklesajı́ćı a singuĺarńı na dańem
intervalu, je uveden v [17, V.9, cvičeńı 4].

2.6 Jordanův rozklad funkce s koněcnou variaćı

2.36. V̌eta. Každou funkcif ∈BV[a, b ] lze vyj́aďrit jako soǔcet f = f1 + f2 na
[a, b ], kdef1 ∈BV[a, b ]∩C[a, b ] a f2 ∈B[a, b ].

Je-li f = f̃1 + f̃2, kde f̃1 ∈C[a, b ]∩BV[a, b ] a f̃2 ∈B[a, b ], jiný takov́y

rozklad, potom jsou funkcef1− f̃1 a f2− f̃2 konstantńı na [a, b ].
D ů k a z . a) Oznǎcme symbolemW mnǒzinu bod̊u nespojitosti funkcef, tj.
W = {sk ∈ [a, b ] : k∈K}, kde K= {1, 2, . . . , m} neboK=N. Definujme

f2(x) =
∑

a<sk≤x

∆−f(sk)+
∑

a≤sk<x

∆+f(sk) pro x∈ [a, b ] . (2.26)

Potom podle d̊usledku 2.25 platı́
∑

x∈ [a,b)

|∆+f(x)|+
∑

x∈ (a,b]

|∆−f(x)| ≤ varba f

a podle definice 2.31 je tedyf2 ∈B[a, b ]. Analogicky jako ve cvǐceńı 2.32 (iii)
(viz též (2.25)) dostaneme

f2(t+) =
∑

a<sk≤t

∆−f(sk) +
∑

a≤sk≤t

∆+f(sk) pro t∈ [a, b)

a

f2(s−) =
∑

a<sk<s

∆−f(sk) +
∑

a≤sk<s

∆+f(sk)) pro s∈ (a, b ]
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Snadno tedy ov̌ěrı́me,že

∆+f2(t) = ∆+f(t) pro t∈ [a, b) .

∆−f2(s) = ∆−f(s) pros∈ (a, b ] .



 (2.27)

Tud́ıž

(
(f(t+)− f2(t+)

)− (
f(t)− f2(t)

)
= ∆+f(t)−∆+f2(t) = 0

a (
f(s)− f2(s)

)− (
f(s−)− f2(s−)

)
= ∆−f(s)−∆−f2(s) = 0 .

Funkcef1 = f − f2 je tedy spojit́a na[a, b ] a f = f1 + f2 na [a, b ].

b) Necht’ f = f̃1 + f̃2, kde f̃1 ∈C[a, b ]∩BV[a, b ] a f̃2 ∈B[a, b ]. Potom

(
f(t+)− f̃2(t+)

)− (
f(t)− f̃2(t)

)
= ∆+f(t)−∆+f̃2(t) = 0

a (
f(s)− f̃2(s)

)− (
f(s−)− f̃2(s−)

)
= ∆−f(s)−∆−f̃2(s) = 0

plat́ı pro v̌sechnat∈ [a, b) a s∈ [a, b). Vzhledem k (2.27) dostáváme,že plat́ı

∆+f̃2(t)=∆+f2(t)=∆+f(t) a ∆−f̃2(s)= ∆−f2(s)= ∆−f(s)

pro t∈ [a, b), s∈ (a, b]. Odtud podle definice 2.31 (viz cvičeńı 2.32 (ii), (2.22) a
(2.25)) plyne,̌ze

f̃2(x) = c +
∑

a<sk≤x

∆−f(sk)+
∑

a≤sk<x

∆+f(sk) pro x∈ [a, b ] ,

kde c∈R může b́yt libovolné. Rozd́ıl f2− f̃2 = f2(a)− f̃2(a) je tedy konstantńı
na [a, b ].

2.37. Pozńamka. Podle v̌ety 2.36 lze kǎzdou funkci s koněcnou variaćı rozložit
na soǔcet funkce spojit́e a funkce skokov́e. Takov́y rozklad se naźyvá Jordan̊uv
rozkladfunkce s koněcnou variaćı.

2.38. Definice.Každou funkcif2 přiřazenou kf podle v̌ety 2.36 naźyvámesko-
kov́a část funkce f. Rozd́ıl f − f2 naźyvámespojitá část funkce f. Skokovou
resp. spojitoǔcást funkcef znǎćıme obvyklef B resp.f C.

Následuj́ıćı lemátko se ńam bude hodit v kapitole 5.
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2.39. Lemma. Necht’ f ∈BV[a, b ], W = {wk} je jej́ı mnǒzina bod̊u nespojitosti
v intervalu [a, b ]. Pro n∈N a x∈ [a, b ] definujme

f B(x) =
∑

a<wk≤x

∆−f(wk)+
∑

a≤wk<x

∆+f(wk)

a

f B
n (x) =

∑

a<wk≤x

k≤n

∆−f(wk)+
∑

a≤wk<x

k≤n

∆+f(wk) .

Potom jef B
n ∈S[a, b ] pro kǎzd́e n∈N a plat́ı

lim
n→∞ varba (f B− f B

n ) = 0 . (2.28)

D ů k a z . Žrejmě je f B
n ∈S[a, b ] pro kǎzdé n∈N. V přı́paďe, že mnǒzina W

je koněcná, je f B
n = f B na [a, b ] pro dostatěcně velḱa n a tvrzeńı lemmatu je

trivi álńı. P̌redpokĺadejme tedy,̌ze W je nekoněcná. Potom

f B− f B
n =

∑

a<wk≤x

k>n

∆−f(wk) +
∑

a≤wk<x

k>n

∆+f(wk)

a podle v̌ety 2.33 dostaneme

varba (f B− f B
n ) ≤

∑

a<wk≤x

k>n

|∆−f(wk)|+
∑

a≤wk<x

k>n

|∆+f(wk)| . (2.29)

Podle d̊usledku 2.25 je v́yraz na prav́e straňe nerovnosti (2.29) zbytek absolutně
konvergentńı řady, kteŕy ovšem konverguje k0 při n→∞. Plat́ı tud́ıž (2.28).

2.40. P̌r ı́klad. Vrat’me se jěsťe k funkćım

fn(x) =





0 pro0≤x≤ 1
n ,

x sin(
π

x
) pro 1

n ≤x≤ 2
pro n∈N

a

f(x) =





0 prox=0 ,

x sin(
π

x
) prox> 0 .

Z přı́kladu 2.11 v́ıme, že var20 fn <∞ pro kǎzdé n∈N. Snadno ov̌ěrı́me, že
{fn} konverguje kf stejnom̌erňe na [0, 2]) a p̌ritom podle p̌rı́kladu 2.7f neḿa
koněcnou variaci na[0, 2].
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2.7 Bodová konvergence

Podle p̌rı́kladu 2.40 stejnom̌erńa konvergence posloupnosti funkcı́ s koněcnou va-
riaćı nemuśı stǎcit k tomu, aby jej́ı limita měla taḱe koněcnou variaci. Z ńasleduj́ıćı
věty v̌sak uvid́ıme, že stejnom̌erńa ohranǐcenost variaćı člen̊u dańe posloupnosti
už zarǔćı, že dokonce jejı́ bodov́a limita koněcnou variaćı má. (Pomoćı argument̊u
poǔzitých v p̌rı́kladu 2.7 ov̌ěrte, že pro posloupnost{fn} z p̌rı́kladů 2.11 a 2.40
plat́ı, že limn→∞ var20 fn =∞. neḿa stejnom̌erňe ohranǐceńe variace.)

2.41. V̌eta. Necht’ pro funkci f : [a, b ]→R existuje posloupnost funkcı́ {fn} ta-
kov́a, že

varba fn ≤ κ < ∞ pro n∈N, a lim
n→∞ fn(x) = f(x) pro x∈ [a, b ] .

Potom je taḱe varba f ≤κ.

D ů k a z . Pro kǎzdé ďeleńı σ ∈D [a, b ] plat́ı

V (f, σ) = lim
n→∞V (fn, σ) ≤ κ

a tud́ıž je taḱe varba f ≤κ.

2.42. Cvǐceńı. Necht’

g(x) =





2−k když x= 1
k+1 pro ňejaḱek∈N ,

0 pro ostatńı x∈ [0, 1] ,

Dokǎzte,že f ∈BV[0, 1].

Nyńı zformulujeme a doḱažeme Hellyovu v̌etu, kteŕa bude ǔzitečná nap̌r. pro
důkaz tot́alńı spojitosti ňekteŕych opeŕator̊u definovańych na prostoruBV[a, b ].
Hellyova v̌eta řı́ká, že z kǎzdé posloupnosti funkcı́ se stejnom̌erňe ohranǐcenou
variaćı lze vybrat posloupnost bodově konverguj́ıćı k funkci s koněcnou variaćı.

2.43. V̌eta (HELLYOVA V ĚTA O VÝBĚRU). Necht’ {fn}⊂BV[a, b ], κ ∈R,

|fn(a)| ≤ κ a varba fn ≤ κ pro v̌sechnan∈N .

Potom existujı́ funkcef ∈BV[a, b ] a podposloupnost{fnk
: k∈N} posloupnosti

{fn} takov́e, že plat́ı

|f(a)| ≤ κ, varba f ≤ κ a lim
k→∞

fnk
(x) = f(x) na [a, b ] .
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V důkazu vyǔzijeme ńasleduj́ıćı dvě tvrzeńı.

Tvrzenı́ 1. Necht’

|fn(x)| ≤ M < ∞ na [a, b ] pro všechnan∈N .

Potom pro kǎzdou spǒcetnou mnǒzinu P ⊂ [a, b ] posloupnost{fn} obsahuje pod-
posloupnost{fnk

: k∈N} takovou,̌ze

lim
k→∞

fnk
(p)∈R pro všechnap∈P.

D ů k a z . Necht’ P = {pk}. Máme |fn(pk)| ≤M <∞ pro v̌sechnan, k∈N.
Podle Bolzanovy – Weierstraßovy věty pak existuj́ı posloupnost{nk,1 : k∈N} a
q1 ∈R tak, že

lim
k→∞

fnk,1
(p1) = q1.

Podobňe existuj́ı {fnk,2
: k∈N}⊂{fnk,1

: k∈N} a q2 ∈R takov́e, že

lim
k→∞

fnk,2
(p2) = q2 ∈R , přičem̌z taḱe lim

k→∞
fnk,2

(p1) = q1 ∈R .

Takto pro kǎzdé j ∈N najdeme posloupnosti

{fnk,j
: k∈N} ⊂ {fnk,j−1

: k∈N}

a č́ısla qj ∈R takov́e, že plat́ı

lim
k→∞

fnk,`
(p `) = q ` : k∈N}∈R pro kǎzdé `∈{1, 2, . . . , j} .

Polǒzmefnk
= fnk,k

pro k∈N. Potom

lim
k→∞

fnk
(pj) = qj ∈R pro j ∈N .

Tvrzenı́ 2. Předpokĺadejme,že všechny funkcefn, n∈N, jsou neklesajı́ćı na
[a, b ] a že existujeM ∈ (0,∞) takov́e, že ||fn|| ≤M pro kǎzd́e n∈N. Potom
existuj́ı podposloupnost{fnk

: k∈N} posloupnosti{fn} a funkcef : [a, b ]→R
neklesaj́ıćı na [a, b ] takov́e, že plat́ı

lim
k→∞

fnk
(x) = f(x) pro x∈ [a, b ] .
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D ů k a z . Budǐz P=(P∩(a, b))∪[a]∪[b] mnǒzina raciońalńıch č́ısel z intervalu
(a, b) doplňeńa o bodya, b. Množina P je spǒcetńa a [a, b ] \P ⊂ (a, b). Podle
tvrzeńı 1 existuj́ı podposloupnost{nk}⊂N a zobrazeńı ϕ :P →R takov́e, že

lim
k→∞

fnk
(p) = ϕ(p) pro p∈P .

Zřejmě ϕ(p ′)≤ϕ(p ′′) pro v̌sechnap ′, p ′′ ∈P takov́a, že p ′≤ p ′′. Dále, defi-
nujme

ϕ(x) = sup
p∈P ∩ [a,x)

ϕ(p) prox∈ (a, b) \P .

Potomϕ je definovańa a neklesajı́ćı na [a, b ] a

ϕ(x)= lim
p→x−
p∈P

ϕ(p) prox∈ (a, b) \P .

Ukážeme,̌ze v kǎzdém boďe x0 ∈ (a, b), ve kteŕem je funkceϕ spojit́a plat́ı

lim
k→∞

fnk
(x0) = ϕ(x0) . (2.30)

Vskutku, necht’ je dánoε> 0. Potom existujeδε > 0 takov́e, že

x0− δε <x <x0 + δε =⇒ ϕ(x0)− ε< ϕ(x)< ϕ(x0) + ε .

Zvolı́me-li r′ ∈P ∩ (x0− δε, x0) a r′′ ∈P ∩ (x0, x0 + δε), bude platit

ϕ(x0)− ε < ϕ(r′) ≤ ϕ(x0) ≤ ϕ(r′′) < ϕ(x0)+ ε .

Dále, zvolmekε tak, aby bylo

ϕ(r′)− ε < fnk
(r′) < ϕ(r′)+ ε

a

ϕ(r′′)− ε < fnk
(r′′) < ϕ(r′′)+ ε

pro kǎzdé k≥ kε. Potom, pro kǎzdé k≥ kε dostaneme taḱe

ϕ(x0)− 2 ε < ϕ(r′)− ε < fnk
(r′) ≤ fnk

(x0)

≤ fnk
(r′′) < ϕ(r′′)+ ε < ϕ(x0)+ 2 ε

čili platı́ ((2.30)).
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Dokázali jsme tedy,̌ze znǎćı-li Q mnǒzinu bod̊u nespojitosti funkceϕ v (a, b),
pak

lim
k→∞

fnk
(x) = ϕ(x) pro x∈ [a, b ] \Q .

Podle v̌ety 2.19 je mnǒzinaQ spǒcetńa. Můžeme tedy poǔźıt ješťe jednou tvrzeńı 1
a doḱazat tak existenci vybrané posloupnosti

{fnk `
: `∈N} ⊂ {fnk

: k∈N} ,

kteŕa má limitu ψ(x)∈R pro kǎzdé x∈Q. Definujeme-li tedy

f(x) =

{
ϕ(x) když x∈ [a, b ] \Q ,

ψ(x) když x∈Q ,

bude

lim
`→∞

fnk `
(x) = f(x) prox∈ [a, b ]

a protǒze funkce, kteŕa je na intervalu[a, b ] bodovou limitou posloupnosti funkcı́
neklesaj́ıćıch na[a, b ], je taḱe neklesajı́ćı, tvrzeńı 2 je doḱaźano.

Důkaz věty 2.43.

Pro kǎzdé n∈N a x∈ [a, b ] položme

gn(x) = varxa fn a hn(x) = gn(x)− fn(x) .

Mámefn = gn−hn a v̌sechny funkcegn, hn jsou neklesajı́ćı na [a, b ] (viz Cvi-
čeńı 2.14). D́ale,

‖gn‖ ≤ varba fn ≤ κ a ‖hn‖ ≤ ‖fn‖+ ‖gn‖ ≤ 2κ pron∈N.

Podle tvrzeńı 2 existuj́ı funkceg, h∈BV[a, b ] a posloupnost{nk}⊂N takov́e,že

lim
k→∞

gnk
(x) = g(x) a lim

k→∞
hnk

(x) = h(x) pro kǎzdéx∈ [a, b ] .

Oznǎcmef = g−h. Potom je

lim
k→∞

fnk
(x) = lim

k→∞
(
gnk

(x)−hnk
(x)

)
= g(x)−h(x) = f(x)

pro kǎzdé x∈ [a, b ]. Zřejmě je |f(a)| ≤κ. Koněcně, podle v̌ety 2.41 je taḱe
varba f ≤κ. Tı́m je d̊ukaz dokoňcen.
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44 FUNKCE S KONEČNOU VARIACÍ

Výklad v t́eto kapitole se oṕıral o monografie V. Jarnı́ka Diferencíalńı počet II [17,
Kapitola V] a Integrálńı počet II [18, Kapitola V] a d́ale o odstavec II.6 v monografii
T.H.HildebrandtaTheory of Integration[14] a o kapitolu XIII v monografiiŠ. Schwabika
Integrace v R(Kurzweilova teorie) [44], viz též kapitolu VI.2 v monografi A. N. Kolmo-
gorova a S. V. FominaZáklady teorie funkćı a funkciońalńı anaĺyzy. V těchto monografíıch
lze t́ež naĺezti i někteŕe daľśı podrobnosti.
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