Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole definujeme variaci funkce a odimné Zkladn vlastnosti tidy
funkdi, ktere maj kone&nou variaci na dédm uzaverem a konéném intervalu.
Funkce s konénou variat jsou witeCné v cek fadé fyzikalnich a technicich
problemt, v teorii pravéépodobnosti, teorii Fourier§eh fad, v diferendalnich
rovnicich rovnidch a v dasich oblastech matematiky.

2.1 Definice a Aakladni vlastnosti

Necht —oco < a < b < co. Pflipomdaime, @lerimi intervalu[a, b] naz/vame koné-
né mnainy bodi o = {0¢,01,...,0,} intervalu[a, b] takowe, ze

a=o0p<o1<...<opm=b

a symbol Z[a,b] zn&i mnazinu VSech @leri intervalu [a,b]. Dale, elementy
déleri o € Z]a, b] jsou zpravidla znéeny symbolyo,

Oue)=b a ‘0’|:j:1r512'if(y(a)(0'j—0'j_1) pro o € Zla,b].

Jestlze o’ D o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.

2.1. Definice. Pro danou funkcif : [a,b] — R a céleri o intervalu [a,b] definu-
jeme

v(o)

V(o)=Y If(o)) = f(oj-1) (2.1)
=1
a J
var f= sup  V(f,0). (2.2)
o€ PDlab]

Je-li a=b, definujeme vat f =var? f =0. Veliinu var’ f nazvamevariace
funkce f naintervalufa,b]. Je-li var’ f < oo, fikame,ze funkcef makonenou
variacina [a, b]. Mnozinu funkd s kon€nou variacna [a,b] zn&ime BV |a, b].
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18 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Geometricly vyznam pojmu variace am [iblizi nasleduici tvrzer, zpra-
vidla naZvare DRUHA JORDANOVA VETA. Dfive n& ho budeme formulovat,
pfipomaime, jak se definujeédka Kivky, ktera je zaéna jako graf spoji funkce
f naintervalula, b] :

Pro k&dé céleri o intervalu|a, b] je soet

v(o) 5 2
Mo ) =Y (03— 11) + (Flo3) ~ Floy 1))
j=1

roven celce lomee Krivky prolozeré body [0, f(0;)],j=1,2,...,m, leZicimi
na grafu funkcef. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f na intervalufa,b] se pak
definuje jako

A(f7 [a7 bD = sSup )‘(07 f) .
ocDlab]

2.2. éta (DRUHA JORDANOVA VETA). Necht f je spojita na [a,b]. Potom na
jeji graf na intervalu [a,b] kon&nou celku pave tehdy, kdy f ma kon&nou
variaci na intervalu[a, b].

DUkaz. Podijeme nerovnosti

1Bl < Va2 + 52 < |a|+ 0], (2.3)

které plat pro libovolra realna cisla o, 3. (Odvodme je odmocarim trivialnich
nerovnost 32 < o? + 3% < (|a| +8/|)?.) Pro libovolré cleri o € Z[a,b] ma-
me podle (2.3)

v(o)
V(f,o) =) |f(o5) = floj-1)|
=1
v(o) 5 5
< S =051+ (flop) — Foy1) = Mo, 1)
=1
v(o)

neboli



STIELTJESUV INTEGRAL 19

Pfechodem k supremu dostaneme nerovnosti
varg f < A(f,]a,b]) <varg f+(b—a),
ze ktegch tvrzen véty okanzité plyne. O

2.3. Fiklad. Bud f funkce spojia na intervalufa,b] a tako, Zze pro kade
z € (a,b) plat |f'(z)] <M < oo, kde M nezvis nazx.

Podle \éty o stedri hodnog tedy plat | f(y) — f(x)| < M |y — x| pro v8echna
x,y € |a, b] takowe, Ze x+# y. Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy mame

v(o)
V(f,o) <M loj—0j_1] =M[b—a].
1

q

.
Il

Vidime,Zekazda funkce spojé na intervalu[a, b], kterd ma na jeho vnitku (a, b)
ohranicenou derivaci, @ kon€nou variaci

Jestlze navc | f /| je riemannovsky integrovatéma intervalda, b] (nag. f’
je spojita na(a, b)), pak mizeme variaci funkcef na intervalu[a, b] urcit. Plaf
totiz

b
var, f = (&) [ 1f (o) d, (2.4
kde na prag stra® je Riemaniv integél. Dllkaz tohoto tvrzenpochopitel@

predpokhda znalost Riemannova integu.
Bud dano ¢ > 0. Pfedpoklad o existenci a kotee hodnoé Riemannova in-

b
teg@lu (R)/ |f'(x)| dz znamea, Ze existujes > 0 takog, ze

v(o) b -
|16 (0= i) ~®) [ 17 @) | < § (25)
=1 a

plafi pro kazdé cBleri o intervalu[a,b] takow,Ze |o| < ¢ a kazdy vybér bodi ¢;
takowych, ze

ij[Ujfl,O'j] pI’szl,Q,...,I/(O'). (2.6)
Na druhou stranu, podle definice variace existje 2 [a, b] takowe, Ze |o| < ¢ a
varl f >V (f, o) >var’ f— g. (2.7)

19



20 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Podle \ety o stedri hodnog existuj body ¢;, j=1,2,...,v(o), sphujici (2.6) a
takow, Zze

v(o)

V(fao'):Z’f (&)l (o5 —0j-1).

J=1

Odtud podle (2.5) a (2.7) dastame,ze plat

varf /|f |dx
v(o)
< |var f-V(f,o \+(Z|f &)] (0j—0;-1) /\f |dx

<E+——s
2 2

Podle definice Riemannova intédw to znamea, ze plat (2.4).
2.4. Cviceri. (i) Dokazte,ze pro libovolnou spoijitou funkcf plafi
1/2
((varz )+ (b a)g) " A Jab]) <vart £+ (b—a).
(i) Urtete vaf f a odhadite ctlku grafu funkcef, jestlize
a) f(x) = sin>x prox € [0, ],

b) f(x)=2%—3z+4 prozc|0,2],
) f(x)=cos z+x sinz proxel0,27].

2.5. Pozramka. Z definice 2.1 je ejmeé, Ze pro kadou funkci f :[a,b] = R
je var® f > 0. Dale, je-li cano libovolré cgleri p € Z[a, b], pak plat

vart f = sup V(f,o). (2.8)

oDop
To plyne z rékolika elemerérrich pozoroani: Zapre, prot@e
{(V(f,0):0€2[a,b] a a2p}C{V(f,0):0€7[a,b]},

mus byt sup V(f,o) <var’ f.
oDp

Dale, dky trojuhelrikové nerovnosti pro libovola dwe cEleri o, o’ intervalu
[a,b] takowa,ze o’/ D o afunkci f:[a,b] =R mameV (f,o) <V (f, o).

20



STIELTJESUV INTEGRAL 21

Konetné, je-li o € Z[a,b] libovolné a o'=0cUp, pak ¢’ Dp a tedy
V(f,o)<V(f,o'). Toznamea, ze pro kade de{V(f,o):0 € Z[a,b]} exis-
tued' €{V(f,o0):0€2a,b] a o> p} takow,zed<d’ atedy

vart f< sup V(f,0o).
oDOp

Plat tedy (2.8).
2.6. Cviceni. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks kon€nou variat
(i) Je-li [c,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati
|£(d) = f(e)] < vard f <var, f.

(i) Funkcef:[a,b] —R méakon&nou variaci naja, b] pravé tehdy, kdy exis-
tuje takowa neklesdpgi funkcey na [a, b], Ze

|f(@) = f(y)| < p(x) —p(y) proz,y€la,b],y<z.

(i) vart f=deR
= <V€>O Jo.€9a,b]:0D 0. = d—eSV(f,a)gd).
(iv) vart f=o00 <= (VK >0 3ok €Z[a,b]:V(f,Dk)>K).
(v) Jestlize pro funkcif : [a, b]—R existujeL € R takoe,ze
f(x)~ f(y)| < Llz—y| plati provsechnar,y € [a,b],
pak var’ f<L(b—a).

(V takovem gipacde fikame,ze f spkuje Lipschitzovu podimku na [a, b]
nebo €7, Ze jelipschitzovsk na [a, b].)

2.7. Fiklad. Necht

0 proz =0,
J(@) = { x sin(g) prox € (0,2].

VSimréme si,ze f(x) =0 prave kdyZz x =0 nebox = % pro réjake k € N a pro
z € (0,2] pla

x pravé kdyz x:yk:4k+1,keNU{0},
f(@) = )
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22 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Proda neN adled o ={0,y,, zn, - .., Y1, 21, 2} dostaneme

V(f,0™) = [F(0) = flya)l + D 1 (1) = F(z)l + D1 (k) = f(z0)]
k=1 k=1

n

n
= (Z/k—1+zk) +Yn + Z (yk:‘|‘zkz)

k=1 k=1
=yo+2)  (yet2) = 2+4216:72k_1 >2(1+ Z%) .
k=1 k=1 k=1
Je zramo, ze Z % = oo. Tudiz Jim V(f,o") =00 avai f = cc.
k=1
Snadno utime variaci monotorich funkd.
2.8. \éta. Pro kazdou funkcif monotonina [a,b] plati
var, f = |f(b)— f(a)l.
Dlkaz. Je-lif nerostoutnala,b] a o € Z|a,b], pak
V(f,0) =Y [foj-1) = f(o5)]
j=1
= [f(a) = f(o1)] + [f(o1) — fo2)] + - ..
+[f(om—2) = f(om-1)] + [f(om—2) = ()]
= fla) = f(b),
. var, f=f(a)—f(b)=|f(b)— f(a)].
Podobm bychom ukzali,Ze je-li f neklesdici na [a,b], pak
varg f=f(b)— f(a)=|f(b) - f(a)]. 0

2.9. Hiklady. (i) Prikladem jednodudhfunkce, kted nenad ohrantenou deri-
vaci na intervalu[0, 1] (a tudz tvrzen z prikladu 2.3 (i) nezartuje, ze ma
konenou variaci ng0, 1]) je f(x) = y/z. Protze je alef rostoud, tak
podle \ty 2.8, plat var} f = /1.

22



STIELTJESUV INTEGRAL 23

(i) Konetnou variaci mohou ihi funkce podstaté nespojié, jak ukazuje fi-
klad

o

je-li x=0,

fla) = o .y
—  jedi z€(0,1] a we(5g, 7] proréjake keN.

E

Tato funkce je Bejmé definovad a neklesagi na intervalu[0,1]. Podle
véty 2.8 je tedy val f =1.

2.10. \eta. Pro kazce c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati
var f =varS f +vard f .

Dl kaz. Butte dany funkcef :[a,b] =R a bodce [a,b]. Pokudc=a nebo
c=b, je tvrzen véty trivialni. Nechttedy c € (a, b).

Necht o = {a, c,b} a nechto je libovolné cleri intervalu [a, b] takow, Ze
o Do. Paknut@ cc o. Déleri o Ize tudZ rozcElit na celeri o’ intervalu [a, c|
a tgleri o” intervalu [c,b], f. o=0'Ud”, kde 6/ € Z[a,c] a 0’ € Z[c,b].
Ztfejme pak tak plai
V(f.o)=V(f,a)+V(f,a"). (2.9)
Podle pozamky 2.5 dosivame tedy

varl f = sup V(f,o) <var f+var’ f.
ocoOe

Na druhou stranu pro kda dwe cleri o' € Z[a,c] a 6" € Z]c, 1] je jejich sjed-
nocen o =o' Uo” délerimintervalufa, b] a plat opét (2.9). Odtud plyneze

var f+var’ f=  sup  V(f, e )+ sup V(f,o") <var f.
o’ € D a,c] 0" €D ep]

Tim je dikaz \Bty hotov. O

2.11. Fiklad. Bud danon € N. Vysetujme funkci

0 pro0<z <1,
fn(m): . T 1
.Z‘Sln(;) pro- <z <2.
Jej derivace
/ 0 pro0<z <2,
fn(:E): . ™ ™ 7T 1
== =) proi>zx<2
sm(x) wcos(x) pro; >ux <

23



24 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

1
je dale varf/n fn <'s0. Véta 2.10 tedy implikujeze je take var}f, <oo pro
kazdée n € N.

je ohranterana(0, 1) ana(2,2). Ziejmé je var(l)/”fn =0. Podle fikladu 2.3 (i)

Na mnainé BV |a, b] jsou irozerym zplisobem defincany operaced@tan a
nasobenskabrem (vizUmluvy a ozn&en (x)). Funkci identicky nulovou nga, b
nazveme nuloym prvkem mndiny BV [a, b]. Nasleduici tvrzen je Ziejmé.

2.12. Lemma. Pro libovolré dwé funkcef, fa2: [a,b] — R arealné €islo ¢ plati
vart (f1+ fo) < var® fy+var’ f, a vart (cf1) =|c|var’ fi. (2.10)
Dale, var® f =0, tehdy a jen tehdy, kdyf je konstantina [a, b].
(St&i si totiz uvedomit,ze pro kadé celeri o € Z[a,b]| plat
V(fit fo,o) <V(fi,0)+V(f2,0) a Vicf,o)=[c|V(f o)
a, cle,ze je-li varl f =0, mud pro kazdé z € (a, b] platit | f(x) — f(a)|=0.)

2.13. \Bta. f € BV[a,b] tehdy ajen tehdy, kdyexistujfunkcef; a fo neklesédici

na [a,b] atakow,ze plat f(z) = fi(x) — fo(x) pro kazdé x € [a, b].

D U kaz. Jestie fi a fo jsou neklesagi na [a,b] a f= fi1 — f2, pak podle
véty 2.8 mdij f1 i fo kon&nou variacinda,b] a podle (2.10) je tek var® f <oo.

St tedy doléazat,ze pro kadou funkci f € BV |[a, b] existuj funkce f; a fo
neklesdici na [a, b| atakowe,ze f = f1 — fa.

Nechttedy f € BV|a,b]. Polazme

filz)=varl f a folx) = fi(z)— f(z) pro xz€la,b].
Necht z,y € [a,b] a y >z. Potom, podle &ty 2.10 je f1(y) = fi(z) +vars f a
protaze variace je Zdy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdgi na

[a,b]. Dale, podle ety 2.10 name

foy) = fi(z) +varf f — f(y)

faly) = fa(z) = vary f — (f(y) = f(x)) = 0

(viz cviCeri 2.6 (i)). To znamea, ze funkcef, je take neklesdfi nafa,b] a dikaz
je hotov. O
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STIELTJESUV INTEGRAL 25

2.14. Cvieni. Necht f € BV|[a,b]. Dokazte,Ze ok® funkce

0 pro z=a,
v(o)
pla) =
sup Z (f(oj) — f(aj_l))+ pro z € (a, b
(g€ D aa] j=1
a
0 pro z=a,
n(x) = “e) _
sup Y (f(o;) = foj-1))” pro z€(a,b]
(o€ P aa] j=

jsou neklesagi a neaporre naja, b] a plat
f(x) = fla)+p(z)—n(z) a vargf=p(z)+n(z) prozela,b].

2.15. Disledek. Pro kazdou funkcif s kon€nou variaé na [a, b] a pro sechna
t€la,b) a s € (a,b] existuj kon€né limity

Jt+) = Tim f(r) & f(s—)= lim f(7)

T—5—

(tj. f miZe nit v [a, b] pouze nespojitosti priho druhu).
D U kaz. Podle &ty 2.13 nizeme fjedpokbdat,ze f je neklesdgi na [a, b].
Pro k&dé z € [a,b] je f(a) < f(z) < f(b) atudZ plaf také

fla)< sup f(x) < f(b) prokack se (a,b]

z € [a,s)
a
fla)< it f(x) < f(b) prokae t<fa,b)
x e (t,
Ukazeme,ze
ft+)= inf f(z) jestlize t€[a,b) (2.11)
x € (¢,b])

Ozn&med = ir(lfb}) f(z) azvolme libovol® ¢ > 0. Potom podle definice infima
x € (¢,

existuje t’ € (d,b] takow, ze je d< f(t') <d+e. Vzhledem k mondinnosti
funkce f odtud plyneze nerovnosti < f(z) < d+ ¢ plafi pro kazdé = € (¢,t’].
Dokazali jsme tedy vztah (2.11).

Podobi& bychom ukzali,Ze plat také

f(s=)= sup f(z) Jestlize s€(a,b]. (2.12)
z € [a,s5)]) O
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26 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

2.2 Prostor funkci s kone&nou variaci

Podle lemmatu 2.12 Kaia linearn kombinace funkcs kon€nou variat ma talé
konenou variaci. Z toho plyn&e mnaina BV [a, b] je linearri prostor. UldéZzeme,
Ze i vhodre zvoleré norne seBV [a, b] stane lin@rim normovagm prostorem.

2.16. \eta. BV|[a,b] je linearni normovary prostor vzhledem k nordefinovaé
predpisem

I fllBv = |f(a)| +var’ f profeBV[a,b]. (2.13)

Dlkaz. BV[a,b] je linearri prostor podle lemmatu 2.12.4, pro kadou
funkci f:[a,b] = R akadeé x € [a,b] plaf

[f(@)] < [f(@)|+|f(2) = f(a)| < |f(a)| +vary f pro z € [a,b].
(Rozmyslete si protomu tak je.) Tui®
Ll < ||fllBy < oo profeBV. (2.14)

Podle lemmatu 2.12 relace

If +glsv < IfllBv +lgllBy @ lcflsv = el |l flBv

plati pro vS8echny funkcef, g € BV |a, b] a kazdé realné €islo c € R.

Konetng, jestlze || f|jzv = 0, mud byt f(a)=0 a var, f=0 Podle lem-
matu 2.12 je tedyf (z) = f(a) =0 nala,b], tj. f je nulow prvek BV|a,b].

Dokéazali jsme tedyze rovnost (2.13) definuje normu @ [a, b]. O

2.17. Poziamka. Nerovnost (2.14) implikujeze k&da funkce, kted ma ohrani-
¢enou variaci nda, b] je take ohrantera na|a, b].

Nasleduici tvrzeri usnadhuje pouiti metod funkcio@lni analyzy pfi praci
s funkcemi s konénou variat

2.18. \Bta. BV|a,b] je Banacliiv prostor.

DUOkaz. Podle &ty 2.16 jeBV|a, b] linearn normovary prostor vzhledem k
norme

f€BV([a,b] — ||fllsv = |f(a)| +varg [
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STIELTJESUV INTEGRAL 27

Zbyva tedy dokazat,ze BV[a, b] je Uplny, tj. Ze k&da posloupnost cauchyowsk
vV BV[a,b] ma v BV]a,b] limitu. Pfedpokhdejme tedyze posloupnos{ f,,} C
BV]a,b] je cauchyovsé v BV|[a, b]. Potom plait

Ve>0 dng:

}Qi&
n,m >ne = | fo(x) = fn(2)] < || fo = fmlsv < e proz€la,b].

a) Podle (2.15) je pro Kale x € [a,b] posloupnost r@nych Cisel { f,,(x)} cau-
chyovsla. Pro kddé z € [a, b] tedy existuje konéné limita

lim fn(2) = f(2).

b) Nechtje dano libovolre € >0 a nechitn. €N je urteno podrimkou (2.15).
Potom pro kddé z € [a, b] mame tale

@) = foo@)] = lim | fu(@) = fo ()] <&
atudz pro k&dé n >n. akadé x € [a,b] plat

[f (@) = fa(@)] < [f(2) = o (@)] + | foo (2) = fu(2)] < 26
To ovSsem znameh, ze

Tim [[f = full =0
neboli posloupnos{ f,,} konverguje kf stejnong&rré na|a, b].
c) Podle (2.15) existuje; € N takow, ze

Varz fn < ”anIEBV < an1H]BV+1 prOnan .

Ciselra posloupnosfvar® f,} je tedy ohrariera. Podle Bolzanovy—Weierstralo-
vy Véty z i Ize vybrat podposloupnogwar?, f,,, : k € N}, pro kterou plait

lim var® f, =d < oo,

k—oo

tj.
Ve>0 ereN:<k2k5aae@[a,b] = V(fnk,a)<d+a>
Ve>0 VGG@[a,b]:V(f,a):inm V(fn,.0) <d-+e.
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28 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

Odtud osem & plyne,ze je

vart f = sup  V(f,o)<d<oo, ti. feBVa,b].
o€ D ab)

d) Podle ((2.15)) tedy pro Kalé ¢ > 0 existujen. € N takowe.ze

n,m>ne = V(fpn— fm,0) <Vvar’ (fu — fm) < proo € Z[a,b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro kddé o € Z[a,b] plaf

V(f = fmy0) = lim V(fu— fm, ) <e neboli vag (f —fm) <e.

To ov8em znamem ze lim ||f — fn|lgv = 0, coz zbyvalo jeSté dokazat. [
m—0o0

2.3 Konetna variace a spojitost

Podle disledku 2.15 mohou funkce s konénou variat nespojitosti pouze prv-
niho druhu. Potejme se nyntrochu podrobaji vlastnosti funkcs kon€nou va-
riaci souviseici se spojitost

2.19. \ta. Kazda funkcef € BV|[a, b] ma nejySe spdetre mnoho bot nespoji-
tosti na intervalu[a, b].

D U k a z plyne z dsledku 2.15 a zasleduiciho lemmatu. O

2.20. Lemma. Necht.J C R je oteveny interval,f : J — R a M je mnaina bodl
nespojitosti 1. druhu funkcg v J. Potom M je nej\Se spaetra.

Dlkaz. Ozname

MT={zeJ:fa+)#f(x)}, M ={zel]:fla=)#f(2)}

M ={xeM": f(z)< f(z+)}, M ={z e MT: f(z)> f(a+)}.

PotomjeM =MT UM~ a M+ =M;"UM,y*. Uspdadejme mnainu P racio-
nalnich Cisel tak, aby platiloP = {r;}. (Uvédomte si $ak,Zze mnainu P nelze
uspdadat "podle velikosti”, tj. tak aby platiley, < ry1 pro k&zdé k € N.)

Necht r znai zobrazei které kezdemu x € M, prifad prvni (pfi darem uspo-
fadan mnaziny IP) raciorélni Cislo, ktek IeZi v intervalu (f(z), f(x+)). Presrgji

feceno,

r(x)=r; <= r;e(f(z), f(z+)) a{ri,ro,...,rj_1} N (f(2), f(z+))=0.
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STIELTJESUV INTEGRAL 29

Dale, pro kddé g € P ozn&me symbolem-_;(q) jeho vzor i zobrazei r, tj.
r1(q) = {z € My :r(z) =q} .

Mame

M = U r-1(q)-
qeP
Uk&zeme-li tedyze k&da mnainar_,(q), ¢ €P, je sp&etra, budeme it sou-
Casré take dokazano,ze i mna@ina M, je sp&etra.
Nechtje tedy cano libovolre g € P. Vzhledem k definici mniny M;" a zob-
razen r, pro kazdé = € r_;(q) existujed(z) >0 takow, ze

r<y<z+i(z) = fly)>r(z).

Jsou-lizy,zo €r_1(q) takow,ze x1<xs ar(z1) =r(z2) =q, pak mus platit
(1,214 6(x1)) N (22, 22+ (22)) = 0.

Vskutku, kdyby byloz; < x9 < x1 + d(z1), bylo by &2 (vzhledem k definici)
q=r(zx1) <f(z2) <r(z2) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall { (z,z 4+ d(z)), x €r_1(q)} je tedy disjunkti
Kazdemu z € r_1(q) lze tedy pifadit jediré racior@lni €islo r € (z,z+d(x)) a
tim definovat pro#t zobrazenr_;(q) do P. To znamea, ze pro kade ¢ € P je
mnazinar_;(q) spaetra.

b) Prot@e My ={ze€J: — f(x)< — f(z+)}, mlzeme poiit ¢ast a) tohoto
diikazu k dikazu sp@etnosti mnainy M, ™.

c)Kon&ne, M~ ={x e J: f(—x)# f(—x+)}, takze podletast a)—b) tohoto &-
kazu je tale M~ sp@etrd mnaina. O

2.21. Cvieri. Pres\edtete seze dikaz lemmatu 2.20 v s@wobsahujeé diikaz
tvrzeri:  Kazdy disjunkti sysém intervall v R je spdetry.

Necht f € BV|[a,b] a
v(xz)=varyf pro xz€la,b]. (2.16)

Podle dikazu \&ty 2.13 ¥me, Ze funkcev a v — f jsou defino@ny a neklesagi
nala,b]. UkdZzeme nyin Ze funkcev "kopiruje” spojitost funkcef.
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30 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

2.22. Lemma.Necht f e BV|[a,b] av:[a,b] — R je definoana vztaheni2.16).
Potom je f spojita v bo@® z € [a,b) zprava pave tehdy, kdy je v tomto bod
spojita zprava i funkcev. Podobré, f je spojih v bod® z € (a,b] zleva pave
tekdy, kd¥ je v tomto bod spojit zleva i funkcey.

Dukaz. a)Nechtr € (a,b] a f(z—)= f(x). Bud danoe > 0. Zvolme 6 >0
tak, aby platilo

f(z)— F(1)] < % proketde t e (x — 4, ] .
Zvolme cEleri o € Z]a, x] tak, aby platilo

v(x) =V (f, o)< a op-1€(x—0,x).

| M

Mame|f(z) — f(om—-1)| < g atedy

m—1

v@) = D 1f(0)) = flo5-0)| < |f(@) = Flom) | +5 <=

Jj=1

Odtud snadno odvanhe,ze plat v(x) — v(o,—1) <e. Protdze v je neklesdgi na
[a,b], dos&vame @le

v(z)—ov(t) <e prokade te (om—_1,z].
Tim je dolazana spoijitost zleva funkce.

b) Podob@ dokéZzeme ze funkcewv je spojita zprava v kadem boe x € [a, ), ve
kterém je zprava spojit funkce f.

c) Pravdivost zpvajicich implikad plyne okanZité z nerovno$t
[f(2) = f)] < Jo(z) —v(y)|
platrych pro v8echnae, y € [a, b] (viz cvicen 2.6 (i)). O

Z nasleduiciho tvrzen vyplyne, Ze so@et absolutith hodnot skol funkce
s kon&nou variacje vzdy koné&ny.

2.23. \kta. Nechit f € BV[a,b] a necht W ={s;} je pros& posloupnost bad
zintervalu(a,b). Potom

AT @)+ 3 (IAT )|+ 1A F(s)]) + A7 F ()] < varh £ (2.17)

k=1
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Dukaz. a) Pedpokhdejme nejprveze f je neklesdgi. Potom

AT F@)+ 3 (1T F(s0)] + 1A F(s)]) + 187 F(b)

k=1
= AT f(a) +ZAf (sk) + A~ F(b).
k=1
NechtneN aog,01,...,0,+1, jSOuU body intervalya, b| takow, ze

a=00<01< ... <Op<0Opt1=0b

{ok:k=0,...n+1} ={a} U{sp:k=1,...,n}U{b}.
Zvolme dale ty, k=1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo

a<ti <o <ta<og < - <op<thy1 <b.
Potom je

0< AT f(a) < f(t1) = fla), 0 < AT f(b) < f(b) = f(tn+1)

a
0 <Af(or) < f(tgs1)— f(tg) prok=1,2,....n.
Tudiz
ATfla)+)  Af(sk) +A7F(b) = AT f(a)+ ) Af(on) + A f(b)
k=1 k=1
< (f(t +Z (tk1) — f () + (f(B) = f(trs1))
= f(b) = f(a).

Pro libovolre n € N tedy mame
A f(a)+ ZAf sk)+ATF(b) < f(b) — f(a) = var’, f.

Nerovnost ((2.17)) tedy plapro kazdou funkci f neklesédici na [a, b].
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32 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou variacna [a, b] a nechtfunkce

p a n jsou definoany jako ve cveri 2.14. Potomf = f(a) +p —n,
AT f(t) = *p( ) = ATn(t), ATf(t) = Ap(s) — A7 n(s)
[ATf(t)| = ATp(t) +ATn(t) a |[ATf(t)| = A7p(s) +A7n(s)

prot e (a,b], s € [a,b). Podle prvin casti dikazu name

Atp(a)+

WE

(A*p(s1)+A7p(sk) ) +A7p(b) < p(D)
1

i

[e.9]

Atn(a) + (A+n(sk) v A‘n(sk)) +A™n(b) < n(b).
k=1

Se&teme-li tyto nerovnosti, dostaneme

A% f(a r+2(m+f SIHAT Js0)l) +1A7F0)] < p(0) +n(b) = var /.

2.24. Poziamka. Necht f:[a,b] — R ma kon€nou variaci a nechinnazina W

jejich bodi nespojitosti v(a, b) je nekonéna. Podle &ty 2.19 existuje vajemré

jednozné&né zobrazenk € N — s, € W takow, ze W = {s;}. Takowch zobra-
zen je ovsem nekonéné mnoho. Podleéty 2.23 je $akfada

[e.9]

>~ (18T F (sl + 147 F(s1)])

k=1
(absolut@) konvergentha jeji soltet neavis na volke uspdadari mnaziny W.
Protaze prozx € (a, b) je (|A+f(x)| + \A‘f(a:)|> # 0 pouze tehdy, kdy z € W,
ma tedy smysl definovat

> (Iatr@)+1aF@)1) = 3 (1A% sl +1A7f(s0)]) . (2.18)

z € (a,b) k=1

kde {sx} je libovolna prosé posloupnost badz (a,b) takova,ze W = {s;}. Po-
dobrg, budemeéz psat

Y 1ATf(@) = AT f(a)] + Z!AW (k)]

x € [a,b)
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o)

Yo IATf @) =) AT f(s)| + AT (D))

z € (a,b] k=1

Vétu 2.23 niizeme nyi preformulovat do asleduici podoby.
2.25. Disledek. Pro k&dou funkci f € BV [a, b] plaf

DAY @)+ DD A (@) <varl f. (2.19)

z € [a,b) z € (a,b]

2.4 Derivace funkd s konetnou variad

Nyni se budeme &novat vlastnostem funks kon&nou variac vzhledem k deri-
vovari. Nejprve gipomdime pojem mnain s nulovou rirou.

2.26. Definice.Mnozina M C R manulovou niru (u(M) = 0), kdyz ke k&dému
e > 0 existuje nejyse spéetry syseém oteverych intervall I;, j € N, takow, Ze
je

o0

M c Dlj a ) |Ijl<e.

J=1 J=1

Rekneme?e réjaka vlastnost plaskoro bude(s.v.) na intervalya, b], jestlize
existuje mndina M C [a, b] nulové miry takow, ze tato vlastnost plapro kazdée
z€la,b]\ M.

2.27. Cviteni. Dokazte,ze plat:
(i) Kazdh spa@etrda mna@ina .S C R ma nulovou riru.
(i) Sjednocenspaetre mnoha mnain nuloe miry méa nulovou niru.

2.28. \eta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI FUNKCE S KONECNOU VARIACH).
Kazda funkcef € BV|[a, b] ma viastr derivaci f'(z) pro s.v.x € [a, b].

Duikaz Bty 2.28 je rozahly, technicky komplikovai a do zné&né miry za-
visly na pojmech, kté& se do tohoto textu nevejdou. Prakaz odkazujeme na
uCebnice, kte® obsahujdlkladry prehled éto €matiky (viz nap. [18, véta 84],
[19, véta VI.1.2], [33, Theorems 22.5].

2.29. Pozmamka. Je dokonce zmo (viz \eta 3.10) ze derivace funkics kon€nou
variad jsou lebesgueovsky integrovatélrALE !!!! Obecrg neplai pro kadou
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34 FUNKCE S KONECNOU VARIACH

funkci f € BV|a, b] zdanlivé gfirozera rovnost

:/azf’(t)dt

Existuji totiz funkce f € BV|[a, b] nekonstantnna [a, b] a takowe, ze f' =0 s.v.
nala,b].

2.30. Definice.Funkce f € BV [a, b] se nagvasingularni, jestlize f/(z) =0 pro
S.v.z € [a, b].

2.5 Skokowe funkce

Nejjednod&sim pfikladem nekonstantoh singuérrich funkd jsou funkce typu
f(z) = X{a,q (), kde c € (a,b). Jejich zobecérim jsou tidy jednoduckch sko-
kowch funkt (anglicky step functionk resp. skokoych funkt (anglicky break
functiong.

2.31. Definice.Funkcef : [a,b] — R je jednoduch (t&z kon€n4) skoko® funkce
na [a,b], jestlize existuje 8leri o € Z[a,b] takow, ze na kadem jeho dcim
oteWerém intervalu(o;_1,0;) je f konstanth Mnozinu jednoducfich skoko-
vych funkd na intervalufa, b] zn&ime S[a, b].

Funkce f:[a,b] — R je skokowa funkce naja, b], jestlize butto f je jedno-
ducha skokowa funkce nebo existuy, ¢y, d € R, prost posloupnost s} C (a,b)
a posloupnost{c,} CR a {d;} CR takow,Ze plat

[e.e]

> (lel + ldxl) < oo (2.20)
k=1
a
=c+¢o X(ap)(T) + Ck X(s051(X) + d X5, 1(2) ) +d x
f(z) 0 X(ab]( ;( ke X (s10,0] (T) + i X[, ( )) X} (%) (2.21)
proz € [a,b].

Mnozinu skokoych funkd na intervalu[a, b] zn&ime Bla, b].
2.32. Cviten. Dokazte,ze plat:
(i) f€S|a,b] prave tehdy, kdy existuj m € N, ¢, co,d € R, mnainy
{ex:k=1,2,....m}CR, {dy:k=1,2,...,m}CR
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(ii)

(i)

aprosea mn@ina{s;:k=1,2,...,m} C(a,b) takow,ze plat
F(@) = et o xan) (#) + 3 (0 X1 (@) + i Xjo 1 (@) ) + Xy
k=1

pro z € [a, b].

f€Bla,b] prave tehdy kd¥ budto f € S[a,b] nebo existlj ce R, po-
sloupnosti{c;} CR, {dr} CR a prost posloupnosf{s} C [a,b] takowe,
ze plat (2.20) a

f@)=c+ > o+ Y dy proxz€la,b], (2.22)

a<lsp<x a<sp<z

kde sodtove symboly masmysl zavedgrnv pozmmce 2.24(tj. v prvni sume
se £ita pfes \Bechny indexyk pro kte€ s € (a, x] a ve drule se §ita pgres
vSechny indexyk pro kteé si € [a,x)). (POZOR na jem@ rozdly mezi
posloupnostmi{si}, {cx}, {dx} zde av definici 2.31.)

Pro kazdou funkcif € B|a, b] tvaru (2.22)plati

fla=)=c+ > o+ Y dp jestlize z € (a,l]

a<sp<x a<sg<z
flz+)=c+ Z cp+ Z dy jestlize x € [a,b).
a<sp<z a<sp<z

(Jak bude vypadat vgiFeni jednostrangich limit funkd z B[a, b| vyjdeme-
li z tvaru (2.21)?)

2.33. \eta. Pro kazdou skokovou funkgi € B[a, b] plati

varl, f = |A*f(@)|+ Y (IATF @) +AF@)]) + A7) < 0o (2.23)

z € (a,b)

Specalng, S[a,b] C Bla,b] CBV|a,b].
DUkaz. JelifeSla,b], je tvrzen véty Zejme. Fedpokhdejme, tedyze
f€BJa,b]\S[a,b] je vyjadrena ve tvaru (2.22) ze aer 2.32 (ii).

a) Pro libovol z,y € [a,b], z <y, mame

1F) = F@)] < Y ferl+ D ldil-

<5<y <5<y
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Pro k&dé celeri o intervalu[a, b] tedy plat

V(f,0) < Z( Do+ Y \dkl) > (lewl+ldil) -
=1 oj— 1<Sk<0'} U‘j_1§5k<0'j k=1
Odtud plyne podle (2.20%e
varh £ < (lex| +1di]) < o0, (2.24)
k=1
tj. f€BV]a,b].
b) Na druhou stranu, podle @én 2.32 (iii) snadno odvadne, Ze plat

A+f(8k) =c; aA f(sy) =dr prokadekeN. (2.25)

Muzeme tedy potit také disledek 2.25, podle kteho plat obracera nerovnost

o0

> (el + |di]) < varl f
k=1
a uzavit tak dlikaz \ety. O

2.34. \Bta. Kazda skoko@ funkce nala, b] je singubrni na [a, b].

Dukaz. Nechtf €B[a,b]\S[a,b], ceR, posloupnosti{c;} CR a{dy} CR
a prosé posloupnostV = {s;} C [a,b], jsou takoe, ze plat (2.20) a (2.22).
Definujme

> el + > ldi| proxela,b].

a<wi <z alwi <z
Potom je
:ka(:v) prox € [a,b],
k=1
kde
0 kdyz a <z < sy,
(@) ={  lexl  kdyz z=s,

|Ck|—|-|dk‘ kdyi sp<x<b.
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Kazda funkcevy, je neklesdgi naa,b] a v (z) =0 pro z # s,. Mame tedy

V(z) =) v (x)=0 prox¢W, tj.pros.v.zela,b].
k=1

Protaze pro \Bechnar, y € [a, b] takowa, Ze = # y, zfejme plai

)

GRS OG0
r—1y B r—1y
plyne odsudze tale f/(x) =0 pro = ¢ W.
V pfipack, ze f € S[a, b], je tvrzeri véty evidentin O

2.35. Poziamka. Priklad funkce, ktea je spojif, neklesagi a singuérri na dagm
intervalu, je uvedenv [17, V.9, ct&n 4].

2.6 Jordanuv rozklad funkce s kon&nou variad

2.36. \eta. Kazdou funkcif € BV|[a,b] Ize vypdfit jako sowtet f = f1 + f2 na
[a,b], kde f1 € BV[a,b]NCla,b] a f2 €Bla,b].

Je-li f=fi+f2, kde fi €Cla,b]NBV[a,b] a f,€Bla,b], jiny takowy
rozklad, potom jsou funkcg — f1 a fo — f2 konstantiina [a, b].

Dukaz. a) Ozname symbolemi¥/ mnazinu bodi nespojitosti funkcef, tj.
W ={si€la,b]:keK}, kde K={1,2,...,m} neboK=N. Definujme

fo(m)= DA f(sk)+ Y AT f(sx) pro z€la,b]. (2.26)

a<sp<z a<lsp<x

Potom podle tsledku 2.25 plat
AT @)+ D A f(z)| < var f

z € [a,b) z € (a,b]

a podle definice 2.31 je tedyfs € B[a, b]. Analogicky jako ve cwieri 2.32 (iii)
(viz téZ (2.25)) dostaneme

flt+)= > A f(sk)+ > Atf(sp) protefa,b)

a<sp<t a<sp<t

fals=)= > ATf(sk)+ Y ATf(sp)) prose(a,b]

a<sp<s a<sp<s
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Snadno tedy c&fime, ze
AT fo(t) = AT f(t) prot€a,b).
A~ fo(s) = A~ f(s) prose (a,b].

(2.27)

Tudiz

((f(t+) = f2(t+)) = (f(t) = fo(t)) = ATf(t) = AT fo(t) = 0

(f(s) = fa(s)) = (f(5=) = fa(s5-)) = AT f(s) =A™ fa(s) = 0.
Funkcef, = f — fo je tedy spoji naja,b] a f = f1 + f2 nala,b].
b) Necht f = f, + f2, kde f; € C[a,b]NBV[a,b] a f, €B[a,b]. Potom

(f(t+) = fa(t+)) = (F(D) = fa(t)) = ATf(t) = AT fa(t) = O

(f(s) = Ffa(s)) = (f(s=) = fa(s=)) = A" f(s) = A" fa(s) = 0
plati pro vS8echnal € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k (2.27) do&vame,ze plat
AT f(t) = AT fo() = AT f(t) a A fa(s) = A fa(s) = A f(s)

prot € [a,b), s € (a,b]. Odtud podle definice 2.31 (viz cseri 2.32 (i), (2.22) a
(2.25)) plyneze

foz) = c+ Z A7 f(sg)+ Z AT f(sk) pro z€la,b],

a<sp<z a<lsp<x

kde c€ R mlize byt libovolné. Rozdl f, — fo = fo(a) — fa(a) je tedy konstantn
nala,b]. O

2.37. Poziamka. Podle \ety 2.36 Ize kadou funkci s konénou variac rozlozit
na sowet funkce spoji a funkce skoka®. Takoy rozklad se napva Jordarliv
rozkladfunkce s konénou variat

2.38. Definice.Kazdou funkci f, pfifazenou kf podle ety 2.36 nagvamesko-
kowa cast funkce f. Rozdl f — fo naz/vamespojita cast funkce f. Skokovou
resp. spojitowast funkcef znatime obvykle f B resp. f €.

Nasleduici lematko se am bude hodit v kapitole 5.
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2.39. Lemma. Necht f e BV[a,b]|, W = {w;} je jeji mnazina bodi nespojitosti
vintervalu[a,b]. ProneN a x € [a, b] definujme

By =D A fwp)+ Y ATf(wg)

a<wi <z alwi <z
a
fR@)y= > AT fw)+ D AT f(wg).
a<wi <z alwi <z
k<n k<n

Potom je fB € S[a,b] pro kazde n € N a plaf
lim var’ (fB—fBy=o0. (2.28)

Dukaz. Zejmeje fBcS[a,b] pro kade ncN. V pfipac, ze mndina W
je kon&na, je fB = fB nala,b] pro dostatéré velka n a tvrzen lemmatu je
trivialni. Plfedpokhdejme tedyze W je nekonéna. Potom

FE=fB= Y Afw)+ > AT f(wy)

a<wi <z alwg <z
k>n k>n

a podle ¥ty 2.33 dostaneme

varh (FB—£B) < > IATFwe)+ Y] AT f(wp)]. (2.29)
a<wp <z a<lwi<x
k>n k>n

Podle disledku 2.25 je yraz na pra@ stra@ nerovnosti (2.29) zbytek absolétn
konvergentihfady, ktef ovSem konverguje K pfi n — oo. Plaf tudiz (2.28). [

2.40. Fiklad. Vratme se j8& k funkdm

{ 0 pro0<z<i,

pro neN
x sin(i) prod <z <2
x

0 proz=0,
f(z) = T

x sin(—) prox>0.
T
Z prikladu 2.11 ¥me, ze vag f, <oo pro ka&de n € N. Snadno o@ime, ze
{fn} konverguje kf stejnon@rré na[0,2]) a @itom podle @ikladu 2.7 f nema
konenou variaci ngo, 2].
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2.7 Bodova konvergence

Podle ikladu 2.40 stejno@rra konvergence posloupnosti fufileckoné€nou va-
riad nemus steCit k tomu, aby jej limita méla take koné&nou variaci. Z asleduici
véty vdak uvidme, Ze stejnordrma ohrantenost variaicclenll daré posloupnosti
uz zar€i, ze dokonce jéjbodowa limita kon€nou variacma. (Pomotargument
powzitych v gfikladu 2.7 owfte, Ze pro posloupnostf,} z pfikladi 2.11 a 2.40
plat, Ze lim,, ., var f,, = co. nend stejnonérné ohrantere variace.)

2.41. \ta. Nechtpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost funké f,,} ta-
kowa, ze

varb f, < <oo proneN, a lim f,(z) = f(z) proz€la,b].

n—oo

Potom je tak var® f < .
DlUkaz. Prokade cgleri o€ Z|a,b] plat

V(f,o)= nlem V(fn, o) < 5

a tudz je take var f < . O
2.42. Cvieni. Necht
27% kdyZz =14 proréjakekeN,
g9(x) = )
0 pro ostatih = € [0, 1],
Dokazte,ze f € BV|0, 1].

Nyni zformulujeme a do#&eme Hellyovu @tu, ktea bude @iteCna nafi. pro
dlkaz toni spojitosti réktefch opeatorli definovagich na prostoruBV|a, b].
Hellyova \etafika, ze z ka&dé posloupnosti funkcse stejnorérné ohrantenou
variad Ize vybrat posloupnost bodékonverguici k funkci s kon€nou variat

2.43. \Bta(HELLYOVA V ETA O VYBERU). Necht{f,} CBV][a,b], >R,
|fula)| < 3¢ a var® f, < » provsechnaneN .

Potom existdjfunkce f € BV [a, b] a podposloupnost f,,, : k € N} posloupnosti
{fn} takowe,Ze plat

1f(a)] <3, vartf<ix a Jim fy (2) = f(x) nafa,b].
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V diikazu vy&ijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht
|fn(z)| < M <oo nala,b] provsechnazeN.

Potom pro k@dou spéetnou mndinu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje pod-
posloupnost f,,, : k € N} takovouze

lim f,, (p) €R provSechna < P.

k—o0

Dlkaz. NechtP={pc}. Mame |f,(px)| < M < oo pro vdechnan, k € N.
Podle Bolzanovy —WeierstraBovyety pak existuj posloupnost{n;;:k €N} a
q1 €R tak, ze

klinolo fnk,1 (pl) ={q1-
Podob® existuj { fy, , :k €N} C{fn,, :k€N} ag €R takow,ze

Hm 5 (p2) = g2 €R, plicenztale lm fo,,(p1) = a1 €R.
Takto pro kadé j € N najdeme posloupnosti

{fun, REN} C {fn,, ,  kEN}
acCislag; € R takow, ze plat

khj& Jrwo(Pe) =qe:keN}ER prokadele{1,2,...,5}.
Polame f,, = fu,, ProkeN. Potom

klgrolo fae(pj) =q; €R projeN. O
Tvrzeni 2. Pfedpokhdejme,ze vSechny funkcg,, n €N, jsou neklesagi na
[a,b] a Ze existujeM € (0,00) takog, ze ||f,|| < M pro kazde n € N. Potom
existuj podposloupnos f,,, : keN} posloupnosti{ f,} a funkce f:[a,b]—R
neklesdici na [a, b] takoe, Ze plat

lim fo, () = f(z) pro x€la,b].
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Dlkaz. Budt P=(Pn(a,b))U[a]U[b] mndZina raciolnich &isel z intervalu
(a,b) doplréra o bodya,b. Mnozina P je spdetra afa,b]\ P C (a,b). Podle
tvrzen 1 existuj podposloupnos{n;} C N a zobrazeny: P — R takow, ze

Jim f, (p) =¢(p) propeP.

Ziejmé o(p’) < p(p”) pro Bechnap’,p” € P takowa, ze p’ <p”. Dale, defi-
nujme

¢o(x)= sup @(p) prox e (a,b)\ P.
p€EPNla,z)

Potom je definovad a nekleségi na[a,b] a

e(z)= lim ¢(p) proze(a,b)\P.

pP—T—
peEP

Uk&zemeze v k&dem boe x € (a, b), ve kteem je funkcey spojita plai

lim fp, (z0) = ¢(20) . (2.30)

k—o00

Vskutku, nechtie danoes > 0. Potom existuje’. > 0 takowe, ze
xog— 0. <x<xn+0: = (x0) —<P(x) <p(xp)+E€.
Zvolime-li ' € PN (xo — 0, z0) ar’” € PN (xg,x0 + d:), bude platit
(o) —& < p(r') < plzo) < (") < p(z0) +e.
Dale, zvolmek. tak, aby bylo

o(r')—e < fo,(r") < (') +e

o(r'") —e < fu, (") < o(r") + ¢
pro ka&dé k > k.. Potom, pro kadé k > k. dostaneme tak
p(x0) —2¢ < p(r") =& < fu, (r') < fuy (20)
< o (") < p(r") +e < p(20) + 26

&ili plati ((2.30)).
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Dokazali jsme tedyze znd&i-li Q mnazinu bodi nespojitosti funkcey v (a, b),
pak

JHm o, (2) = p(z) pro z€la,b]\ Q.

Podle ety 2.19 je mnaina ) spatetra. Mlizeme tedy pokit jesté jednou tvrzenl
a dokazat tak existenci vybré&mposloupnosti

{fon, LEN} C{fn, :kEN},
ktera ma limitu ¢ (z) € R pro kazdé x € . Definujeme-li tedy

f(x):{ p(x) kdyz z€[a,b]\Q,
Y(z) kdyz z€Q@,

Jim f (@) = f(z) prowe [a,)

a protd@e funkce, ktea je na intervalua, b] bodovou limitou posloupnosti funkc
neklesdicich naja, b], je také neklesdfi, tvrzeni 2 je dolkazano. O

Dukaz véty 2.43.
Prok&deneN ax € [a,b] polazme
gn(x) =vars f, a hy(x) = gn(x) — fr(z).

Mame f,, = g, — hy, @ \Sechny funkcey,, h, jsou neklesagi na [a,b] (viz Cvi-
Cen 2.14). [ale,

lgnll < varg fo <5 @ |[Anll < [|fall+llgnll <25 proneN.
Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV|[a, b| a posloupnos{n;} C N takowe,ze

klim gn, () =g(z) a lim hy, (x) =h(xz) prokadeze(a,b].

k—o00

Ozn&me f = g — h. Potom je

dim fo(2) = Jim (gn () = hny (2)) = g(z) = hlw) = f ()

pro kade x € [a,b]. Zfejmeé je |f(a)| <. Konetng, podle ety 2.41 je tak
var? f <. Tim je dikaz dokogen. O
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Vyklad v teto kapitole se dpal o0 monografie V. Jaika Diferencélni pocet 1l [17,
Kapitola V] a Integralni pocet Il [18, Kapitola V] a dile o odstavec 1.6 v monografii
T.H.Hildebrandtalheory of Integratiorjl14] a o kapitolu XIII v monografiié. Schwabika
Integrace v R(Kurzweilova teorig[44], viz té€Z kapitolu VI.2 v monografi A. N. Kolmo-
gorova a S. V. FominZaklady teorie funkica funkcioralni analyzy. V téchto monograith
Ize ¥z nakzti i nektee daki podrobnosti.
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