Kapitola 3

Absolutné spoijite funkce

Specalnim pfipadem funkts kon€nou variatjsou funkce absoluthspojig, ktee
Uzce souviss Lebesgueovou tedrintegialu a jsou dobe zramy z Caratbodo-
ryovy teorie obg¢ejnych diferencalnich rovnic. Integaly, ktee se v éto kapitole
vyskytuji, jsou integaly Lebesgueovy,

3.1 Definice a Aakladni vlastnosti

3.1. Definice.Funkcef: [a,b] — R je absolutré spojiina intervalufa, b], jestli-
Ze ke kademue > 0 existujed > 0 takowe, Ze pro kady koneny sysém intervall
{laj,b;]:7=1,2,,...,m} sphuijici

a<a;<by<ay<by... <bp 1<am<bn<b a Y (bj—a;)<d (3.1)
j=1

> O 1f(by) — flag)| <e. (3.2)

Mnozinu funkd absolut@ spojif/ch nafa, b] zn&ime ACla, b].

3.2. Cviceni. Dokazte tvrzei:

Kazda lipschitzovsi funkce na intervalya,b] ( viz cvieri 2.6 (iv)) je na
tomto intervalu absoluaspojifi. Specalng, je-li derivacef’ funkce f spojita na
[a,b] 1, pak f je absolut’ spojiti na [a, b].

3.3. \Veta. Je-li f absolutré spojianafa,b]| a [c,d] C [a,b], pak je f absolutré
spojitaina e, d].

Je-lia<c<b a f je absolut@ spojitt na [a,c]i[c,b], pak je f absolutré
spojita na [a, b].

Yj. f’ je spojiana(a, b), existuj konesré limity f/(aH:,Lierfl(t)’ f’(bf):ll_i'rln_f’(t)
a f'(a)=f"(at) af'(b)=f"(b—)
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46 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

DUukaz. Prvintvrzeri je evidentin.

Predpokbdejmeze f € AC[a,c] a f € AC[c,b] a bud danoe > 0. Mlzeme
zvolit 6 > 0 tak, aby platilo

S 1FB) = fley)| <
j=1

pro kazdy sysem intervall {[«;, 3;]:7 = 1,2,,...,m} takow, Ze
a<ar<f1<ar<fo...<Bmo1<am<fm<c a Z ) <4 (3.3)
7=1
a soutasre

p
9
D_IFE) = Fm)l < 5
j=1
pro kady syseém intervall {[v;,d;]:5 =1,2,,...,p} takowy, ze

p
CSN<H Sy <O <1< <6< a Yy (5;—7)<d. (34)
=1

Nyni, méjme sysém intervall {[a;,b;]:j = 1,2,,...,n} takow, ze

a<ar<bi<ags<by...<bp_1<a,<b,<b a Z(bj—aj)<(5. (35)
j=1

Smime fedpokbdat,ze ¢ neleZi v zadrem z intervall (a;,b;), j=1,2,.
(Kdyby totiz bylo c € (ay,bx) pro réjake ke{1,2,. n},, rozcél|l| bychom
[ak, bx] na sjednocein[ag, c| U [c, bi| @ now sysém by opét sphoval (3.5)) Mize-
me tedy rozélit dary syseém {[a;,b;]:j = 1,2,,...,n} nasysémy

{loy, Bl =1,2,,....m} a {[v,9;]:7=1,2,,...,p}
splhujici (3.3) a (3.4). Soéletz |f(bj) — f(aj)| se tedy rozpaal na dva sotty,
j=1
z nictz kazdy je mersi nez % Tudi22|f(bj)—f(aj)| <e. O

j=1
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STIELTIESUV INTEGRAL 47

3.4. Hiklad. Podle cvEen 3.2 je k&da funkce, kted ma spojitou derivaci na
[a,b], absolut®@ spojiti naja, b]. Jednoduchm pfikladem absoluta spojié funk-
ce nafa, b], kterd nend spojitou derivaci nda, b), je nag. funkce

a+b

Tr—a proz € [a, 5 ],

fz) =

b—x pro:ne[aTer,b],

ktera je Zejmé absolutd spojifa na intervalecha, 2+°] a [“+2,b] a tedy podle
vety 3.3 take nafa, b].

3.5. Pozramka. Jestlze f:[a,b] = R, KCN ajestlze pro ka&dé ¢ > 0 existuje
0 >0 takow, ze

D oIFB) = flay) <e (3.6)

j€K
plati pro kazdy (nikoliv nutné kon&ny) sysém intervall {[«;, 5;] C [a,b]: j €K},
splhujici

(0,8) N (o, Br) =0 pro j#k a > (B —a;) <6, (3.7)

jeK
pak je funkcef : [a,b] — R samoiejmeé absolutié spojit nafa,b].
V nasleduijcim lemmatu ukzeme,ze plat i obracera implikace. Pozname-

nejme j&t, Ze podle lemmatu 2.20 je kdy sysém intervall sphujici (3.7) nej-
vySe spagetry.

3.6. Lemma. Je-li f € ACla,b], pak pro k&de >0 existujed >0 takowe, ze
(3.6)plati pro libovolny (pfipadré nekonény) sysém podinterval intervalu[a, b]

{lay, Bj] Ca,b]: j €K}

sphujici (3.7).

D U kaz. Pedpokhdejmeze f € AC[a,b]. Zfejmé st&i dokazat tvrzenlem-
matu pro pipad,ze K=N. Nechtje danoec >0 a nechtd >0 je urteno defi-
nici 3.1. Necht{[a;, 3;]:j € N} je sysém podinterval v [a,b] spiiujici (3.7).
Potom pro kdade m € N mame

m

S5 —ay) <8 atedy S (7(3)  flag)| <
j=1

i=1
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48 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

Odtud
> 3
Z a]|—hmZ|fﬁj flag)| <5 <e.
Tim je dikaz dokogen. O

3.7. \eta. Kazda funkce absoluth spojit na intervalu[a, b] méa na tomto inter-
valu kon€nou variaci.

Dlkaz. Nechtf € AC. Zvolme § > 0 tak, aby platilo

m
Z flaj)] <1

pro kady koneny sysém intervall {[a;,b;]:7=1,2,,...,m} sphujici (3.1).
Dale, zvolme éleri {xzg, z1,...,x} intervalua, b] tak, aby platilo

O<xzi—x;_1 <06 prokadei=1,2,...,k.

Potom pro kdde i =1,2,...,k a kade leri o' ={cj,al,..., o, } intervalu
[xi_l,xi] mame

m;

Z(a;- —aj_q) =xi—Ti-1 <6

=1

a tudz (podle ety 2.10)

k k
var, f=> varyi f=Y sup V(fo')<k<oo.
; =1 a‘ie.@[aci_l,:m} D
3.8. \eta. Jestlze f, g € ACla, b], pak talé
[fl, f+g, fg, max{f,g}, min{f,g}€ACla,b].

Je-linavic |f(z)| >0 na[a,b], pak tale ch € ACla, b].
DlUkaz. Nechtf, g€ ACJa,b].

a) Pro libovolra z, y € [a,b] plat |f(z)| <|f(z) — f(y)| +|f(y)|. Tudiz
[f (@) = F)] = [If ()] = ()]
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STIELTJESUV INTEGRAL 49

STFBI =1l < D 1FB) = fla)] -
=1 =1

Odtud okariité plyne,ze tale |f| € ACla, b].
b) Drute a teti tvrzer, tj. f + g€ ACla,b] a f g€ AC|a, b], plynou z nerovnos$t

|(f(z)+g(x)) = (f(y) +9)| < [f(@) = fFW)]+ lg(z) — g(v)]

[f (@) g(z) = f(y) 9| < | fI[ g (=) = g + llgll |f () = F(y)].

c) Prot@e pro libovolé x € [a,b] mame

ma{ (), ()} = 3 (£(2) +9(2) +11(x) ~ 9(a)))

min{f(2), g(2)} = 5 (F(z) + () ~ |7 (x) —g()])
plati v disledku a) a b) tak
max{f,g} € AC[a,b] a min{f,g} € AC|a,b].
d) Kon&nrgé, je-li navc |f(z)| >0 pro z € [a,b], pak existujeu >0 takow, ze
|f(z)| > p plat pro x € [a,b] atudZ take
L@ il

flx)  fly)!— w2

Nyni uz je snadé ukazat,ze } € ACla, b]. O
3.9. \Veta. Funkcef : [a,b] —R je absolut®@ spoji na intervalula, b] prave teh-
dy, kdy existuj funkce f; a fo neklesdici a absolut@ spojie nafa,b] a takowe,
ze f = f1 — f2 naintervalu[a,b].
DlOkaz. a) Nechtf =f; — fo nala,b], kde f1, fo jsou absoluté spojie a
neklesdici na[a, b]. Pak podle ety 3.8 je take f absolut@ spojifi naa,b].

b) Necht f € AC[a,b]. Podle &t 3.7 a 2.13 existujunkce f1, fo neklesdici
nala,b] takowe,ze f = f; — fo. Podle dikazu ety 2.13 ntizeme poldit

fi(z)=varg f a fa(z) = fi(z) — f(z) proz €[a,b].
Vzhledem k &té 3.8 stéi dokazat,ze f; je absolut@ spojit naja,b]. Pfedpokb-
dejme,ze je chnoe > 0 a nechtd > 0 je takow, ze

Ui g

D _1f(by) = flag)l < 5

i=1
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50 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

plati pro kazdy sysem intervall {[a;,b,]:j = 1,2,,...,m} spiujici (3.1).

Necht [, 8;], j=1,2,...,n, je libovolny sysém intervall sphujici (3.3),
kde m=n. Pro ka&de j=1,2,...,n zvolme @&leri o/ ={0},07,...,09,} in-
tervalu[o;, 3;]. Potom

n Ny n
ZZ ol —ol_ Z[ﬁ]—a]] <9d
7j=11i=1 7=1
atudz
n n Ny

Odtud & plyne,ze

Z(fl(ﬁy — fi(ay)) ZVargﬂf Z( sup (f,aj))g

j=1 —1 " oieD[a;,54]

DN ™

Tim je dikaz \éty dokorten. O

3.2 Absolutné spojite funkce a Lebesguév integral

Pfipomdaime, ze podle ety 2.28 kada funkce s konénou variat na intervalu
[a,b] ma pro s.v.z € [a,b] kon&nou derivacif’(z). Podle ety 3.7 na tedy
stejnou vlastnost i Kada funkce, kted je absoluté spojitt nafa, b]. Ve zbyvajici

Casti €to kapitoly gipomeneme ékteé dabi zakladn vlastnosti derivaicfunkdi

absoluti® spojiffch a souvislost mezi absolatepojitost a neutitym Lebesgu-
eowm integalem. V @ipadech, kdy seltkazy nebo jejichtasti ofraji o teorii

miry v rozsahu pesahtiicim ramec tohoto textu,itkazy resp. jejich pslusre ¢asti

neuwadme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. lategr se v tomto
odstavci rozurhintegial Stieltjesiv.

Podle rasleduici véty jsou derivace funkes kon€nou variac(a tedy tm sgse
i funkci absolut@ spojifch) lebesgueovsky integrovatélnlej dilkkaz podstat@
vyuZivatady poznatk teorie niry a Lebesgueovy integrace, kiese nevejdou do
tohoto textu. Praiplny diikaz tedy odkazujeme ndiplusnou literaturu (viz nap
[18, véta 91], [19, eta VI.4.1], resp. [33, Theorem 22.7].

3.10. \Bta. Méa-li funkce f:[a,b] — R kon&nou variaci nala,b], pak je jej
derivacef’ lebesgueovsky integrovatéina [a, b].
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STIELTJESUV INTEGRAL 51

Je-li navic f neklessdici na [a, b], pak plai nerovnost
b
0< [ F@)de < f0)- 1@, (3.8)

Nyni ukédzeme ze neutity integial integrovateld funkce je absoluthspoijity.

3.11. \kta. Jestlze g L' [a,b] a f(x):/ gdt pro z € [a,b], pak je funkce

f absolutré spoji na intervalula, b].
DUkaz. NechtgcL![a,b]. Bud danoe > 0. Potom existujes > 0 takowe, ze

m b
Z/ ‘g(m)‘d$<8
=179

plafi pro kazdy sysém intervall {[a;,b;] C[a,b]:j=1,2,...,m} sphujici (3.1)
(viz nag. [19, veta V.5.5] nebo [18, &ta 51] - tato vlastnost se obvykle jaa
absoluti spojitost Lebesgueova intégun).

Mame tedy
m m b; m b;
POICIENIEHIES SN AT ED S AFLERS
j=1 j=1 Y% =17
To znamea, ze f € ACla, b]. O

3.12. Cvteni. Dokazte, ze funkce f(z) = \/ﬂ je absolut@ spojii na intervalu
[—1,1], pficent f neri lipschitzovsla na[—1, 1]. (Navod: f je na[—1, 1] neugi-

tym Lebesgueoum integélem lebesgueovsky integrovatelfunkce a sotasre

f'(0=)=—oc0a f(0+)=00.)

Dalsi tvrzeri se §ka derivo\ari neugitych integalll integrovatelfich funkd.
3.13. \kta. Jestlzeg €Lt [a,b] a
fo)= [ gdt prozeab],
potom f/(z) = g(x) pro s.v.z € [a, b].
D & k az se opa ofadu Wsledki teorie niry, ktere nejsou do tohoto textu
zafazeny. Odkazujeme tedyjeréie na dikazy nap. v [19, véta VI.3.1] nebo [33,

Theorem 23.4]. O
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52 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

Nechtje dana funkcey € L' [a, b]. Podle &t 3.11 a 3.13) je jépeukity Lebe-
sguélv integ@l f absolut® spojif/ na [a,b] a plat f'= f s.v. na[a,b]. Chceme
ukazat,ze f je absolut@ spojit nafa,b]| tehdy a jen tehdy/f je neutity in-
tegialem réjaké lebesgueovsky integrovatélfunkce. Pro dkaz takoeho tvrze
je kliCove rasleduici tvrzer znamé jako Rieszovo lemma.

3.14. Lemma(RIESZ). Necht f € Cla,b] a
E ={ze(a,b):3IE e (x,b] takoe,zef(§) > f(x)}.

Potom je mnbina E otevena a je sjednocem nejySe spoetrého systmu po
dvou disjunktich otevenych intervall (ay,by), pficent pro k&dy z nich plat
flak) < f(bg).

Dl kaz jezalden m.j. na zamém faktu,ze k&da nepazdra otevera mn@ina
je sjednocem nejwSe spdetreho systmu po dvou disjunkfich otevenych in-
tervall (viz nag. [17, veta 69]). Podrobj dilkaz Rieszova lemmatu Ize @ati
nagd. v monografii [19] v odstavci VI.1.2 @&nova@m dikazu Lebesgueovyéty
o derivaci funkce s kor@mou variat(nase \eta 2.28). O

3.15. Poziamka. Zobecréni Rieszova lemmatu ndipad, kdy funkcef miize byt
jen regulovaa, bylo dolazano v [44, lemma XIII.3.5].

3.16. Lemma. Jestlize f € AC|a, b] je neklesdgi na [a,b] a f'(x) = 0 pro s.v.
x €[a,b], pak f je konstanthna [a, b].
D 0 kaz. Vzhledem ke &/monobnnosti funkcef zobrazuje intervala, b] na
interval [f(a), f(b)]. DokéZzeme ze f(a) = f(b).
Nechtje danos > 0 a nechtd > 0 prislusi k tomutoe podle lemmatu 3.6.
Ozna&me Z mnazinu \Sechx € [a, b] pro ktegé plat f'(z)=0. Podle ged-
pokladu n@ jeji doplrék [a, b] \ Z nulovou niru (u([a,b]\ Z) =0). To znamea,
ze existuje konény nebo spoetry sysem {(o;, 3;) : j € K} splujici (3.7) a
{a’ab]\Z C U (Ujaﬁj) .
jEK
Obraz f([a,b]\ Z) mnainy [a,b]\ Z je tedy obsaen ve sjednocémtevferych
intervall {(f(c;), f(8;)):j € K. Protdze podle lemmatu 3.6 piai3.6), plyne od-
tud, ze mnaina f([a,b]\ Z) ma nulovou niru, tj.
pu(f([a, 0]\ Z)) = 0. (3.9)
Nyni, nechtz € Z. Potom je f'(x) =0. Pro da® ¢ tedy existujeA >0 takowe,
ze
ft)—f(=z)

" < e prokade ¢ takow,ze 0< |t —z| <A.
— T
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STIELTJESUV INTEGRAL 53

Odtud plyneze
ex— f(z) <et— f(t) plati prokade te(z,z+A).

Podle Rieszova lemmatu kéepowzijeme na funkcie x — f(x) namisg f(x),
je tedy mndina Z obsaena ve sjednocékon&neho nebo spetréeho systmu
disjunktrich intervall {(ax, bx)Cla, b]: k € K}, pficent plaf

car— flag) <eby— f(bx) prokade kecK
neboli

fbr) — flax) <e(bp—ay) prokadekekK
atudz

ST fr) = Flan)] <e Y [bk—ar] <e(b—a).

keM keM

Odtud & vidime,Ze mnaina f(Z) ma také nulovou niru, tj.
u(f(2)) =0. (3.10)

Podle (3.9) a (3.10) @ninterval [f(a), f(b)] = f(Z)U(f([a,b]\ f(Z)) nulo-
vou celku, tj. (vzhledem k mon@nnosti funkcef ) mame f(a) = f(x) = f(b) pro
kazdée x € (a,b). O

3.17. \eta. Funkcef :[a,b] — R je absolut®@ spojit.na[a,b] pravé tehdy, kdy
f@) - f@= [ gyt prowelo) (3.11)

pro ngjakou funkcig € L' [a, b]. Potom jef’ = g s.v. nafa, b].
Dukaz. a) NechtyeL![a,b] a

f&) = s(@)+ [ gltct prozelap].

Potom podle &ty 3.11 jef absolut@ spojii naja,b] a podle ety 3.13 jef ' =g
S.v. naja, b].

b) Predpokbdejme zprvuze funkcef € ACla,b] je neklesdfi na [a,b]. Podle
vét3.7a3.10 jef' € L![a,b]. Pol@Zme
ho)= [ rdt a gle) = fo)~h(e) pro welab.
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54 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

UkaZzeme,ze talé funkceg je neklesdgi na [a, b]. Vskutku, podle ety 3.10 pro
libovolné bodyz, y € [a, b] takow, Ze x <y, mame

9(y) —g(z) = (f(y) — h(y)) — (f(z) — h(z))
Yy
=(f<y>—f<x>)—/ f1di>0

Dale, podle ety 3.11 je funkce: absolut®@ spojii naa, b] a podle ety 3.13
je h'=f’s.wv. nala,b]. To znamea,ze g’ =(f —h)’=0 s.v. naja,b]. Podle
lemmatu 3.16 je proto funkce konstantina [a, b]. Mame tedy

g9(z) = f(z) — h(z) = f(a) — ha) = f(a) pro z€la,b]
neboli

(@) = £(a)+ hia) = fla)+ [ f'dt pro welad)

atudz (3.11) plat pro kazdou funkci f € AC[a, b], ktera je neklesagi na[a,b].

V obecrem gipac f € AC[a,b] existuj podle \ety 3.9 funkcefi, fo abso-
lutné spojieé na[a,b], neklesdici na [a,b] a takow, ze f= fi — fo na[a,b].
Mame tedy

f(z) = fi(z) - fa(= /fldt f2(a)~|—/;f’2dt)
+/ f'dt proze€la,b].

Dilkaz je dokoien. O

3.18. Cveni. (i) Dokazte rasleduici dve tvrzen:

a) Jestlze f € AC|[a, ], pakje f' =0 s.v. naja, b] tehdy a jen tehdy, kdy
f je konstantina [a, b]. (Srovnejte s pozimkou 2.29 .)

a
b) Pro ka&zdou funkcif € BV[a,b] a kazce x € [a, b] plati

FAC(x) - 17(a) = /f d

(i) Je zramo,Ze je-li f absolut®@ spojii nala,b] a v(z) =var’ f, pak plat
v =|f’| s.v.nala,b] (viz [18, Véta 118]). Na aklack tohoto faktu dokzte,
b

e vab f —/ |f'] dz pro kazdou funkci f absolut@ spojitou nda, b].
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STIELTJESUV INTEGRAL 55

3.3 Lebesgudiv rozklad funkci s konenou variadi

Vime jiz (viz véta 2.36 a pozamka 2.37)ze ka&dou funkci s konénou variatna
[a,b] mlizeme rozldit na soiet funkce spoji a funkce skoko¥ resp. na rot
dvou funké neklesdicich nala, b] (viz véta 2.13). D&l moznost rozkladu funkic
s koné&nou variacnalizi nasleduici véta.

3.19. \&ta (LEBESGUHJV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACI). Pro kaz-
dou funkcif € BV [a, b] existuj absolutré spojii funkce f A€, singulrni spojita
funkce f SC a skoko@ funkcef B takow, ze

f=f2+ 1%+ f® nafa,].

Jestlze f = f1 + fo + f3, kde funkcef; je absolut@ spojita na [a, b], funkce
f2 je singubrni a spojita na [a, b] a funkce f5 je skoko® funkce nala,b], pak
jsou funkcefAC — f1, fSC— fo a fB — f3 konstantina [a, b].

D 0 kaz. a)Podle &y 2.36 existuje skokdvfunkce fB takoa, Zze funkce
f¢=f— fB je spojitanaja,b]. Polame

FA%() = / “pde a f5%) = f(a) — fA%(x) prozea.b].

Podle ety 2.34 je(fB)’ =0 s.v. na[a, b] a podle &ty 3.13 name (fA¢)’ = f’
s.v. naja,b|. To znamea, ze

(F59) = ' (%)’ = (£®)' =0 s.v. nala, b].

b) Necht f = f1+ fo+f3, kde f1 € AC[a,b], f2 je singubrri a spojifa na|a,b]
a f3 €B[a,b]. Podle Bty 2.36 jsou rozilly (fAC+ f5C) — (fi+f2) afB®— f3
konstantinna [a, b]. Musi byt tedy konstanthna [a, b] i rozdil

PR = fi= (S 13 = (it f2) = (FB = f3) -
Tim jsme dokoiili diikaz. O

3.20. Definice.Jestlze f € BV |a,b], pak funkcefAC resp. fSC resp. fB z véty
3.19 nagvameabsolutré spojiti €astresp.spojita singubrni ¢astresp.skokoa
Castfunkce f.

Kapitolu uzaveme j&t jedrim dophkem ke &t 3.19.

3.21. \eta. Je-li f € ACJa,b] neklesédici na [a, b], pak jsou nekles&ji na [a, b]
i funkce fAC, £SC a fB z ety 3.19.
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56 ABSOLUTNE SPOJI'E FUNKCE

DOk az. Necht fecACla,b] je neklesdgi na [a,b] a funkce fA€,
1€ fB jsou difazeny funkcif podle \ety 3.19. Dale, necht{w;} je mnaina
bodl nespojitosti funkcef a z, y je libovolna dvojice bod z [a,b] takowa, Ze
z<uy.

Protze f je neklesdfi na[a,b], mame
ATf(t) >0 a A" f(s) >0pro te[a,b), s€(a,b]

a proto

Ry = fBa) = D ATflw)+ Y ATf(wy) 20.

r<wg <y < wg <y

Skokowacast f B funkce f je tedy nekleségi na[a, b].

Ozname dhle symboleny spojitoucast funkcef, ti. g= f—fB. Podle Dii-
sledku 2.25 rame

FBy) — fB(x) <varlf = f(y) — f(x)
atudz

9(y) —g(x) = (fly) = f(2)) = (f°(y) - fB(x)) > 0.
Spojitaast funkcef je tedy neklesagi na[a, b].

Pros.v.xz €a,b] je

f’(x) — lim f(y) = f(=) cR.

y—r T —y

Protae je f neklesdici na [a,b], pla f'(x) >0 pro s.v.x € [a,b]. Podle \&-
ty 3.17 tedy dostaneme

Ay — A% ) = /yf/(t)dt >0 jakmile z, y€[a,b] a z<y.

To znamea, ze f A€ je neklesdgi naa, b].

Podle ety 2.34 je(fB)’ =0 s.v. nafa, b] a v dikazu &ty 3.19 bylo ukzano,
zetake (5%’ =0 s.v. naa,b]. Tudiz

9" == (%) = (f®'=r" sv.naa,b].
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Odtud pouitim (3.8) a ¥ty 3.17 odvoine, ze plat

o) —9@ = [ g0 di= [ 10 de= 140 - )
neboli

F3%) = £3%) = (9(y) — F7°() — (9(z) — f7C(2))
= (9(y) —9(@)) = (f*(v) = fA°(z)) 2 0.

Spojita singuérri East fSC funkce f je tedy take neklesdfi na [a,b]. Tim je
diikaz dokogen. O

Dalsi podrobnosti o funkich absolut@é spojif/ch Ize naézti v monografch V. Jariika Di-
ferencalni poCetll [17, v.9], Integralni poetll [18, v.5], A.N. Kolmogorova a S.V. Fomina
Zaklady teorie funkica funkcior@lni analyzy[19, Sec. 33.2] &. Schwabikdntegrace VR
(Kurzweilova teorig [44, XIlIl.4] a ve skriptech [33] J. Luk&e a J. M&hoMeasure and
Integral.
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