Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1. Definice. Funkce f : [a,b] — R se nagvaregulovara na [a, b], jestlize pro
kazdé t € (a,b] akadeé s € [a,b) existuj kone&né limity

flt=) = lim f(r) a f(s+) = lim f(7),

T—5+

tj. ma-li funkce f naintervalua, b] nespojitosti nejysel. druhu Mnozinu funkd
regulovarych nafa, b] zn&ime Gla, b].

4.2. Pozramka. Zfejmé BV [a,b] UCla,b] C G[a,b], pficent
Gla,b]\Cla,b] #0 a Gla,b]\ BV[a,b] #0.

Nasleduici tvrzer plyne okanzité z lemmatu 2.20.

4.3. Véta. Kazda funkce regulovainala, b] manala, b] nejySe spdetre mnoho
bodl nespojitosti. D

4.4. \éta. Jestlize posloupnost f,,} regulovarych funk& konverguje stejnoérné
na intervalu|a, b] k funkci f, potom f € G[a, b].

DUkaz. Nechtz € [a,b), nechit {z;} C (x, ] je libovolna posloupnost takéy
Zze x> x pro SechnakeN a x, —x pro k— oo. Necht je dano libovolre
e>0. Zvolmeng €N a ko €N tak, aby platilo

€ € .
1f = Fuoll < 5 @ lfug () = fug (o)l < 5 provsechnak, ¢ k.
Potom budeme mhpro sechnak, £ > kg

|f(z) — f(z0)]
< | f(zk) = fro(@i)| + | fro(@k) = fro (@) + [ f(20) = fro(z0)| <€,

tj. existuje konéna limita f(z+) = klim f(zy). Podobr@ bychom ukzali,Zze pro
kaZzdé = € (a, b] existuje konéna limita f(z—). O

Pfipomeime si nyi nékolik pojmii z matematick anayzy.
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60 REGULOVANE FUNKCE

4.5. Definice.Necht KC N. Sysem J ={J; : k€ K} podmnain J intervalu
[a,b] se nagva pokryf intervalu [a,b], jestlize [a,b] = Uy ck Ji,. ReknemeZze
sysem J je otewené pokryt intervalu [a, b], jestlize jsou ¥echny jeho prvky
oteeré mnainy v [a, b]. (Intervaly typula, c) a (d, b, kde c € (a,b] ad € [a,b)
jsou otevere v(a, b].) Jestlze rgjaka cast M pokryt 7 intervalu [a, b] je sama
také jeho pokryim, fikame,ze M je podpokrytm pokryt 7.

Fundamerdlni vyznam v matematice anasleduici tvrzeri. Jeho dikaz Ize
nalezti nag. v [17, ta 70]. (Fipome&ime o¥em,Ze interval [a,b] pfedpokh-
dame shle ohrangery.)

4.6. éta (HEINOVA-BORELOVA VETA). Z libovolneho oteveného pokryt inter-
valu [a, b] Ize vybrat jeho koriaé podpokryit

4.7. Definice.Pro funkci f : [a,b] — R, oteery interval («, 3) C [a, b] a cBleri
o € Z[a,b] definujeme

Wap (f) = sup |f(@)—f@")] awp(f) = max wie, , q)(f)-

/2" € (a,B) 1=1,2,....m

SteZzejrim tvrzenm této kapitoly je @asleduici véta.
4.8. \eta. Nasleduijci tfi tvrzeri jsou ekvivalentn

(i) feGla,b].

(i) Existuje posloupnostf,} C S[a,b] (jednoduckrch skokoych funkg), kte-
ré konverguje stenoénré k f na [a, b].

(iii) Pro kazce € > 0 existuje @leri o € Z[a,b] tako,Zzewp(f) <e.
Dlkaz. a)lmplikace (ii)= (i) je dokazana \étou 4.4.

b) Predpokbdejme ze plat (i) a nechitje dano libovolré € > 0. Potom pro kade
x € [a,b] existujed(z) > 0 takow, ze plat

z—d(x)>aprovsechna: € (a,b], x4+ d(x)<bprovsechna: € [a,b)

Wa,a+6(a (f) <g, Wb—6(b),b (f) <eg,
(a,a+6(a)) (b—48(b),b) ] (4.1)
W —5(z)) () <& Waats@)(f) <eprovsechna € (a,b) .
Intervaly

[a,a+d(a)), (x—0(x),x+0(x)), z € (a,b), (b—05(b),b]

60



STIELTJESUV INTEGRAL 61

tvori oteere pokryf intervalua, b], ze kteého Ize podle Heinovy-Borelovyety
4.6 vybrat pokryitkon&ng, tj. kon&ny sysem intervall

[a,a+d(a)), (x;i—d(x;),xi+0(x;)),i=1,2,...,m—1, (b—4(b),b],

takowy, ze
[a,a+d(a U ), i+ 0(z;)) U (b—3(b),b] O [a,b],

Soltasre, vzhledem k (4.1), plat

Wzi—5(xs),a:) (f) <€ @ Wiy a45(2)) (f) <€ provsechna =1,2,...m—1.
Ozn&mezy=a a z,, =b a necht

o = {x()?al;xla e 0m717$m7170m7$m} I

kde
o; € (x; — (5(%1), Ti—1 +5(xi—1)) N (a:i_l,xi), 1=1,2,...,m—1.

Potom

Wa,o)(f) < Waats@)(f) <& Wiomp)(f) S wp—sm)p(f) <e

Wioi ) () < W@i—s@) ) () <& Wiapoin) () < Wiy zits@)) (f) <€
prokadei=1,2,...,m—1,1j.
wp(f) <e.
c) Predpokhdejme ze plat (iii). Necht je danoe > 0 a necht
o={00,01,...,0m} €Z]a,b]

je céleri [a,b] takowe,Ze wp(f) < e. Prokadeic{1,2,...,m} zvolme libo-
volné ¢; € (o;—1,0;) a definujme

g(x):{ f(oy) pro = = oy,
: f(&)  pro xze(oi1,04).

Pro k&dé = € [a,b] mame|f(z) —g-(z)| <e atudZ také || f — g || < e. Jestlze
tedy pro kdadeé n € N definujemef,, = g,,,,, bude f,, €Sa,b] prokadeneN a
fn=2f naja,b] pron—oo. O
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62 REGULOVANE FUNKCE

4.9. Disledek. Kazda funkce regulovaina [a, b] je na[a,b] ohranicera.
DOkaz. Podle tvrzen(iii) z véty 4.8 existuje dleri o = {0¢,01,...,0m}
intervalu [a, b] takowe, Zze

0j— 1+UJ

[f (@) <[f(=——

Odtud plyneze | f(z)| < M pro 8echnaw € [a, b], kde

J+1 proze(oj_1,05), j€{1,2,...,m}.

U]1+J

M = max {|f(@)], |f (=) 41, f (o)) 1= 1,2, om | < o

O

4.10. Disledek. Pro kazcé e > 0 existuje nejySe konéné mnohoz € [a, b] tako-
vich, Zze plat

AT f(z)| > nebo |A™f(z)|>e¢.

DUkaz. Podle tvrzenii) z véty 4.8 ke kademu e >0 mlzeme ndf déleri
o=1{00,01,...,0n} intervalu[a, b] takowk, ze

|f(x)— f(y)|<e proz,ye(oj-1,05), j€{1,2,...,m}.

Spectlré, [AT f(z)|=|f(z+) - f(z)|<e a |A7 f(z)|=|f(z) - fz—)|<e

pro 8echnar € [a, b] \ o. Plaf tedy tvrzemtohoto disledku. O

4.11. \ta. Ga,b] je Banacliiv prostor vzhledem k nogn

[flle = [/l = sup [f(z)].

x € [a,b

D U kaz. Fedpokhdejmeze posloupnosf f,,} CG|[a,b] je cauchyovsé v pro-
storuG|a, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \ty 2.18 niizeme dokzat Ze existuje
funkce f : [a,b] — R tako\a, ze lim | fn— fl|=0. Podle ety 4.4 jef € Gla, b]
a fim je véta dolazana. e O

4.12. Poziamky.

(i) Podle definice 2.31 € S[a,b] pravé tehdy, kdy existuje é&leri o inter-
valu [a,b] takow, ze f je konstantnna ka&dem podintervalu(c;_1,0;).
Kazda funkce zS[a, b] je kone&na linearn kombinace funkctvaru x
a X[, kde (o, §) mize byt libovolny podinterval v(a,b] a 7 mize byt
libovolny bod z [a, b]. Plaf ovsem x(,,3) = X(a,5) — X|3,4) ProO libovolna
o, B€a,b], a<B aX[ = X[y — X(r,p) Prokade ela,b).
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STIELTJESUV INTEGRAL 63

Tudiz f €S|a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je kon€na linearri kombinace
charakteristicikch funkd intervall [r,b], (7,b], 7€ a,b], a charakteris-
tické funkce jednobod@ho intervalub], tj.

S[av b] = Lin(X[T,b]v X(rp)y T € [a’ b)v X[b}) )
kde (Lin (M) zn&i linearri obal mnainy M. Podob® bychom ukzali,
Ze je take

S{CL, b] = Lin(X[a,T]7 Xla,7)]s T € (a7 b}v X[a]) )

(i) Mnozina S[a,b] je podle tvrzen (i) véty 4.8 hush v Gla,b], t.

Sla,b] = GJa,b], kde S[a, b] zn&i uzaver S[a,b] v Gla, b].

4.13. Lemma. Necht{f,,} C Gla,b] a f,, = f na[a,b]. Potom plat téz
falz=) = f(z=) @ fulz+) = f(z+) nafae,b],

kde f(a—) = f(a), f(b+)=f(b) @ fe(a=)= fi(a), fr(b+)= fu(b) pro kEN.

Dlkaz. ProneN polozme

L fu(z+) kdyz z€la,b),
fnl) = { £a(0)  kdyz z=b

a
s flz+) kdyz z€a,b),
f(m)_{ F) kdyz z=b.

Nechtje danoe > 0. Existuje n. € N takow, Ze je | f,(t) — f(t)| <e pro kazde
n>n. akade t € la,b]. Odtud oem limitim pfechodemt — x+ dostaneme,
Ze talé pro k&dé z € [a,b) a kazdé n > n. plaf

[Fal@) = (@) = Jim |fat) = F(B)] <,
tj.
Jim || f,— f] =0 nebolif,(z+) = f(a+) nafa,b].
Podobm@ bychom ukzali,ze plati f,(x—) = f(z—) nala,b]. O

Ve zhyvajici Casti kapitoly uvedemeékolik tvrzen, které budou pozéii (zej-
ména v kapitahch 6 a 7) aitetné. Nejprve shrnemelsledky lemmatu 4.13 pro
néktee dilezité podmndiny prostoruG|a,b].
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64 REGULOVANE FUNKCE

4.14. Disledky. Mnoziny

GLla,b] = {f €Gla.b]: fla—) = f(z) na(a,b)},

Gla,b] = {f €Gla.b]: fla—) = f(x) na(a.b]},

Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(x) na(a,b)}, (4.2)
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(a—) = f(x) nafa, )},

Gregla,b] = {f € Gla,b]: fa—) + f(e+) = 2 f(z) na(a,b)}

jsou uzavené v G|a,b] a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k ope-
racim a norné indukovagim zGla, b]. O

4.15. Lemma.

GL[a,b] NS[a,b] = G[a,b], Gula,b]NS[a,b] = GLla,b],

Grla,b] NS[a,b] = Grla,b], Ggla,b] NS[a,b] = Grla, b],

Greg[a, b] N S[a, b] = Greg[a, b]

D G kaz. Dolzeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se doézou
analogicky.

a) Nechtf € G[a,b] ac>0. Podle \ety 4.8 (ii) existujep € S[a, b] takowe, ze
[f (@) —p(@)| < |If —¢ll <e pro ze€la,b]. (4.3)
Dale, pro kddé x € (a,b) existujed(z) > 0 takow,zex — §(z) >a a
[f (@) = f(O) = |f(z=) = f()] <e prote(r—i(z) ).
Pro ka&dé z € (a,b) ate (x —(z), z| tedy mame

[p(x) — ()| < [p(z) = f(@)| + [ f(z) = FOI+ () —p@)] < 3e,
f.

p(z) —p(z—-)] < 3e.
Polazme

5 )_{ o(x) pro z=anebor =5,

e o(x—) pro x € (a,b).
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STIELTJESUV INTEGRAL 65

Potom € G [a,b] NS[a, b],
|f(z) —¢(@)| = |f(x) —p(x)] <& kdyzz=anebor=b
|f(z) = o(z)]

< |f(x) =) + lo(z) —p(z—)| <4e kdyzz € (a,b).

Odtud & plyne,ze mndina G | [a, b] NS[a, b] je husa v G _ [a, b].

b) Necht f € Gregla, b]. Nechtje danoe >0 a funkcep € S{a,b] je takowa, ze
plat ((4.3)). Potom musbyt také

|f(z—) —p(z—)[ <e prozela,b), }
a (4.4)
|f(z+) —p(z+)| <e proxze(a,b.
Polazme
o(a) kdyz 2 =a,
F(x) = %(gp(a:—i—) —|—g0(x—)> kdyz = € (a,b), (4.5)
©(b) kdyz = =b.

Potomg € S[a, b] N Gregla, b]. Dale, vzhledem k ((4.4)) a ((4.5)),

|f(z) = &(2)] = |5 [f(a+) + fz=)] = 5 [p(a+) +p(z-)]|

<3 (If@H) = pla+)| + |1 (@) — o(a-)])

IN

€

kdyz x € (a,b). Konetné, podle (4.3) a (4.5) ame

[f(x) = @(@)] = [f(x) —p(2)] < e kdyZ 2 =anebor=b.

Odtud & plyne,ze plat Gegla,b]NS[a,b] = Gregla, b]. O
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66 REGULOVANE FUNKCE

4.16. Lemma.
GL[a,b]NS]a,b] = Lin(1, x(7y, T €a,b), H)’
GL[a b]NS|a,b] = Lin( X(q,r], T € ( ab)

(
(
GRla,b]NS|a,b] = L1n<1,Xa] X[rb)s T € la, b))
GR[a b]NSla,b] = Llﬂ(X[Tb],Teab>

(

Gregla, ] NSla, b] = Lin(1, X (0], 5 X[T + X(r)> T € (a,b), [b]),
Greg[a> b] OS[aa b] = Lln(17 ) X[t X(rp)y TE (a, b)) :

DO kaz. Prvintvrzeri je obs@eno v pozamce 4.12 (i). Do&zeme &t naj.
pfedposlednz uvederch relag.

Nechttedy f € S[a,b] N Gyegla, b]. Potom existjj
meN, ¢cp,¢1,...,cmr1 €ER @ 0':{0’0,0'1,...,O'm} € Pla,b]
takowe, ze
co kdyz z=a,
c; kdyz z € (0j_1,0;) prorgjake j=1,2,...,m,

GEHL kdyz =0, prorgjake j =1,2,...,m—1,
Cmy1  kdyz =0,
tj.
f(l') = €0 X]a] (:E) + Z Cj X(O’j-l,a'j)(x)
=t (4.6)

( Z ¢+ ¢ir1) Xjo, | (2 )) + emt1xpp) () Pro = € [a, b] .

Pravou stranu vztahu ((4.6))ieme upravit takto

m—1
f= COX[ab1—00X<ab1+ZCa Xog1bl = D € Xloy ] — Cm X
j=1 j=1
m—1 m—1
+ % CjX[cq]"’%ch+1X[oj}+Cm+1X[b]
j=1 J=1
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STIELTJESUV INTEGRAL 67

m m—1
= €0 XJa,b] ~ €0 X(a,b] +ch X(oj—1,b] — Z Gy X(O’7 +X[U7})
j=1 j=1
m—1 m—1
+ 3 Z i Xjoy] 3 Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 = m) Xy)
p i=1
m—1 m—1
= COX[ap] = COX(at] F D G Xy = D € Xy
=0 =
m m—1
- 1 Z i Xjo;] 3 Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 = m) Xy
- =
m—1
= COX[ap) + (€1 = c0) X(ap + D (Cju1 —¢5) (X(Uj,b] + %X[m)
7j=1

+  (em+1 = em) Xy

= doX[ap] T 91 X(ap] Z d; (X(O'j,b] + %X[o—j }) + dm+1 X[ 5
j=2

kde
do = ¢, dj:cj—cj_lproj:1,2,...,m+1. 4.7)

Dokazali jsme tedyze
. 1
f € L1n<17 X(a,b]> 5

Protaze vztahy ((4.7)) definujvzajemré jednoznanou korespondenci mezi vek-
tory

X[r] + X[rp)> T € (a,b), X[b]> :

(C(), Cly..-yCm, Cm+1) a (do, dl, . ,dm, dm+1) ,

Znamea to, ze plat

Greg[‘% b] OS[C% b] = Lin(LX(a,b]a X[ X[rb]s T S (CL, b)vX[b]) . ]

Dalsi podrobnostijkajici se regulovajch funkd Ize najt zejména v monografivolterra
Stieltjes-Integral Equationfl5, sec.3] Ch. Bniga Uzitetné spedalni dodatky (nap.
charakterizace prekompakth mna@in v prostoruGla, b], zobecr Hellyovy
véty o wheéru) jsou obszeny tale v piaci D. Fraikove [6].
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