Kapitola 5

Riemanntv-Stieljesiv integral

Odpowed na rékteg Ulohy zninéré v Gvodri kapitole cava integél Riemaniv -
Stieltjesiv, kter je prirozenym zobecgrim zramého integalu Riemannova.

5.1 Definice a Aakladni vlastnosti

Plipomeime (vizUmluvy a oznéeri (iii), ze mndinu o= {0, 01, ... ,Ou(o) }
bodl intervalua, b] nazzvamedélerim intervalua, b], jestlize plat
a=o0p0<01< ... <O_u(a):b'

Mnozinu VSech éler intervalu [a, b] zn&ime 2 a,b] a

o j:ggfy@(% oj-1)

afikame,ze o’ je ziemréri o jestlies’ Do
5.1. Definice.Dvojici (o, €) € Z[a, b] x R¥(?) nazvemenaterym cleriminter-
valu [a, b], jestlize plat

oj—1<&<o; provsechng=1,2,...,v(0).

T a,b] je mnazina sech zn&erych leri intervalu [a, b]. Rikame tak, Ze ¢; je
znakapodintervalujo;_1,0;] a £ je vektor znéek

Pro dae cEleri o € Z[a,b] zna&ime symbolemr (o) mnazinu Vsech¢ € R¥(9)
takowch, ze (o,&) € 7a, b].

Abychom zabanili zaméngé s elementy mrion p, o, ... Civektoti &, 7, ..., bu-
deme posloupnosti&deri resp. znéerych celeri zapisovat jako ndp {o™} resp.
(p™,m"). Zameéna s mocninami zde nehiioz

5.2. Definice.Pro da@ funkcef,g:[a,b] — R a zn&eré celen (o, &) intervalu
[a,b] definujeme

v(o)
Siag(o, & la,b]) =Y f(&)lg(os) —g(oj1)].
j=1

Nebude-Ii hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, €; [a, b]) resp.S(o, &)
misto S¢a ¢4(o, &; [a,b]).
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70 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

5.3. Definice.Necht f, g:[a,b] — R.

(i) Rekneme7e existujeRiemaniiv - Stieltje&v (§)integral (kratce(d) RS - inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig

b b
(6) / f(x)dig(x)] (znatime € (5) / £ dg)

a ma hodnotu! € R, jestlize

Ve>0d6>0:
(5.1)
((a,g)ey[a,b] a \ay<5) — |S(0,&)—1I| <e. }

(i) Reknemeze existujeRiemaniiv— Stieltjedv (o )integral (kratce(o) RS - inte-
gral) funkce f vzhledem k funkcig
b b
@[ 1) dy(@)] (zngime ez (o) [ 7dg)
a ma hodnotul € R, jestlize
Ve>03do.€Z]a,bl:
(5.2)
((a,g) € 7[a,b] a aDa’s) — |S(a, &)~ 1| <¢.

(iii) Jestlize c € [a, b] a funkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe
@[ 78 [ eg=0,
Existuje-li integél (6)f dg, pak definujeme(é)/baf dg = —(5)/1} dg a existu-
je-li integral (a)/bf dg, definujeme(a)/baf dg = —(o)/l} dg.
5.4. Pozramka. Pojem (§) RS -integalu odpovda plivodri Stieltiesoe definici,

zafimco (o) RS - integal byva rekdy nagvan €z Mooreliv—Pollardivintegral.

Klasicky Riemaniiiv integél je specalnim prfipadem(§) RS - integélu pokud
g(x)=z proz € [a,b].

Vyskytne-li se v ktefych tvrzench pojem RS - inted, bez rozl$en zda se
jedra o () RS-integal Ci 0 (o) RS -integél, bude to znamenate dag tvrzen
plati pro oba pojmy. V takoych a da$ich gfipadech, kdy nehréznedorozurgn,
také negiipojujeme symboly(§) €i (o) k symboblim integall. Funkce f v in-

b

tegilu / f dg se nagvaintegrand zaimco funkceg se nagvaintegrator.
a
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STIELTJESUV INTEGRAL 71

Z definice 5.3 usolithe, Ze (0) RS - integél je specalnim pfipadem(o) RS -
integialu.
b b
5.5. \eta. Je-li (5)/ fdg=1TI€eR, pak plat také (a)/ fdg=1.

DlUkaz. Prokada de cgleri o’,0” € 7]a,b] tako\a, ze o” je zjemréri o,
plat |o”| <|o’'|. Véta je tedy fimym disledkem definice 5.3. O

5.6. Pozramka. Budiz dano libovolré §, > 0. Potom v definici 5.1 (i) izeme
podninku (5.1) nahradit asleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>035€(0,00): |
((U,ﬁ)ey[a,b] a‘0'|<5) — |S(O’,£)—I|<€_ } (51)

Podob, je-li dano o € Z[a, b], mlzeme v definici 5.3 (ii) podimku (5.2) na-
hradit podninkou

Ve>03do.€ Z[a,b]:

(5.2)
o.000a ((a,g) € 7a, b] ao':)as) — |S(a, &) — I <e.

5.7. Cviceri. Rozmyslete si podrolinpra plaf tvrzer uvedeid v pozramce 5.6.

5.8. Hiklad. Nechta= —1, b=1a

0 kdyz <0, 1 kdyz <0,
fz) = Y2ESP A g(a) = Y2
1 kdyz >0 1 kdyz z>0.

Polazme oo ={—1,0,1}. Potom pro kadée cleri o € 2[—1, 1], které je zjem-
nérim o (atedy0 e o), akadé € € 7(o) mame

S(o,€) = f(&) [9(0) = glok—1)] + f(&k+1) [9(ok+2) — 9(0)] = 0,
kde 0= oy, & € [0x—1,0], &kr1 €[0, 0141] atedy

(&) =0 a g(oks2) —g(0)=0.
1
Vzhledem ke druécasti poziamky 5.6, vidme, Ze (a)/ fdg=0.
-1

Na druhou stranu, pro kdé zn&ere cleri (o, &) intervalu [—1,1] takowg,
ze0¢ o, tj. op_1 <0<oy prorgjake k € N, plaf

0 kdyz &1 <0,

S(o, &) = (&) lg(or) — glon-1)] = = f(&) = — {1 kdyZ 41 >0.
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72 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

1
Odtud je Zejme, ze (5)/ f dg nenfize existovat.
—1

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS -inte@il a jsou pimymi di-
sledky definice 5.3. Jejichlitkazy ponecavametteréfi jako cviceri.

b
5.9.Lemma. (i) Jestlze existuje integ’ed/ fdg, pak plaf

b
fdg| < |17l vart g
a

b
(i) Jestlze naic existuje tak integlél/ f(z) d[var? g, pak plaf

2)dg(a /Wf )| d[vart g] < |||l varl g. 0

5.10. Pozramka. Uvidime poz@ji (viz diisledek 5.39)7e pro oba typy RS-in-
b
tegalll plaf, ze z existence integlu /fdg uz plyne, ze tale integal

/ flx var g existuje.

5.11. Lemma. Necht f, f1, fa2, g, g1, g2: [a,b] — R a nechtexistuj integraly :

Lﬁd%Lhd%Lf®1§Ahd%

Potom pro libovola ¢1, ¢, € R plati

b b b
/(lel-l-czfz)dg:(il/f1d9+62/f2d97

/abfd[0191+6292]=Cl/abfd91+02/abfd92~ O
5.12. Cvieni. (i) Dokazte lemmata 5.9 a5.11.
Dokazte, Ze rasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS - inte@il:
(i) Jestlze g:[a,b] —R je neklesdgi na [a,b] a f:]a,b] = R je tako\a, ze
existuje integal / bf dg, pak
(it @) lo)

z € lab]

(sup f(@)) lg(b) = g(a)].

z € [a,b]
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STIELTJESUV INTEGRAL 73

(iif) definice 5.2 je korekinv tom smysluze u€uje hodnotu intedilu jedno-
zn&nreé. Jinakfeceno, jestiie I; € R a I, € R sphuji (5.1) (s I resp. I»
na niste 1), pak musbyt [; = I, (a podob@ pro(5.2)).

Oba pojmy RS -integdu predstavdj jakési zobecaré limity posloupnosti inte-
gralnich so&tl S(o, €) vzhledem k znéerym délerim. Negekvap tedy, ze plat
nasleduici existereni tvrzer analogiclka klasicle Bolzanoe - Cauchyo@ podmn-
ce.

5.13. Veta (BOLZANOVA - CAUCHYOVA PODMINKA).
Pro dareé funkcef,g:[a,b] = R existuje(&)/bf dg prave tehdy, kd¥ je spléna
nasledujci podninka ‘

Ve>03d6:.>0:

((Jas)a(&ag)ey[a,b], lo| <o a ]5-|<(55) (5.3)
= |5(0,€) — S(5.€)| <e.

b
Podobrg, (0)/ fdgeR prave tehdy, kdy

Ve>03o.€ P[a,b]:
((0.6).(3.6) e 7[ab), 050, a 550.) (5.4)
= [S(0,€&)—S(7,8)| <e.
D 0 k a z. Nutnost spkri uvederych podninek pro existenci fislusnych in-
tegialll je Zejma z definice 5.3.
Dokézeme ze podninka (5.4) zar@uje existenci integdu (o / f dg. Necht

tedy plat (5.4). Potom existuje posloupnoto”, £€¥)} znaerych cleri intervalu
[a,b] takoa, Ze

1S(0,€) —S(o*, ") < 1 prokadeo >o" a Eer(o) (5.5)
a ffitom soltasreé

1
ot co’ a|S(eF, ¢F)—S(a!, ¢ < - Prok@dekeN al>k. (56)

Posloupnost{S(c*, £*)} je cauchyovsi posloupnost @nych &isel a existuje
tedy réalné Cislo 7 € R takowe, ze

klim S(o* e =1.
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74 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

Nyni, nechitje danoe > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

<< a ]S(akf,gkf)—l\<§. (5.7)

| ™

L
ke
Potom, dky (5.5) a (5.7), odvorine, ze

S(0,€) — 1| < |S(0,€) = S(o", &%) | +|S (o™, &%) —I| <&

plati pro kazde o D o* a € c7(o). To znamea, ze

I:(a)/abfdg.

b
Implikace (5.3)—= (5)/ fdgeR by se dokazovala podobra ponecava
secCter#i jako cviceri. ¢ O

5.14. Cvteni. (i) Dokazte etu 5.13 pro(6) RS - integély.
(i) Dokazte,ze podninky (5.3) resp. (5.4) jsou ekvivalents podninkami:
Ve>036.>0:
(o€, (0", €" € 7[a.b), |o'| <62, 0" D0") ¢ (63)
= |5(0",&') = 5(c",£")| <¢

resp.
Ve>03o.€Pa,b]:

('€, (0" €M € 7 [a,b), 0" 50" S o) (5.4)
= [S(o’, &)= S(c",£")| <¢.

(Navod: nechto, pe Z[a,b] ao’ =0 Up, potomo’ € Z[a,b], ' Do, ' Dp
a

S(0.€) = S(p.m)| < |S(a,€) — S(a. &) +[S(a",€) = S(p,m)|
pro libovolra ¢ e 7(o), net(p) a&' er(a’).)

Nasleduici véta je fimym disledkem &ty 5.13. Pldtve stejiem zréri pro
oba typy RS - intedall.
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STIELTJESUV INTEGRAL 75

b

5.15. \eta. Jestlze existuje inte@/ fdg ajestlize[c,d] C [a,b], pak existuje
d a

také integiél / fdg.

b
D 0 k az. Fedpokhdejme,ze (0)/ fdgeR. Podle ety 5.13 existuje éeri
o€ Z]a,b] takow, ze ‘

|S(U>€)_S(U,a£/)| <e (58)

plat pro Sechna znzera cleri (o,&), (0/,&’) € 7 [a,b] takova,Ze 0 Do a
o' D o.. Vzhledem k tvrzehobsaerem ve cveeri 5.12 (iv), mizeme pedpokh-
dat,Ze {c,d} C 0. a mizeme tedy rozlbit o. tak,Zze bude

o.=p Up.Up", kdep™ € Z[a,c], p. € 2[c,d], p™ € 2d,].

Nyni, neclitp, p’ € Z[c,d], pop., p' D p. a (p.m), (p',n') € 7 [c,d]. Defi-
nujme

o=p UpUp" ', n=(n",nn") ac' =p Up'up", (n",7n'.n"),

kde n—,n* jsou takoe vektory,ze (p~,n")e€ T la,c] a (p*,nt)e T [d,b].
Ztejme je (0,£), (0",€') € 7 [a, b],

oo, o' Doe, S(0,6)=S(p,m) a S(@',&')=S(p',n').
Podle (5.8) tedy rame
1S(p,m) = S(p" . n")| =15(c,€) = S(0’,&")| <&
d
a odtud podle &ty 5.13 plyne existence inteégju (a)/ fdg.

Dukaz tvrzenvéty pro (§) RS -integél se provede analogicky a je ponach
Cterdri jako cviceri. m

5.16. Cvieni. Dokazte tvrzefveéty 5.15 pro(d) RS - integaly.
Také rasleduici tvrzen platl ve stejrié podol@ pro oba typy RS - integtu.

b
5.17. \eta. Jestle existuje integ’ﬂ/ fdg a cela,b], pak existujtaké in-
tegraly ¢

/acfdg a /cbfdg
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76 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

a plat

/abfdg=/acfdg+/cbfdg-

DlUkaz. Je-lic=a neboc=b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
Dale, gedpokbdejme ze existuje intedl (o) / f dg. Potom existence integk

c b
(a)/ fdga (a)/ fdg je zari&ena &tou 5.15.

Necht e > 0. Zvolme zn&era tgleri (o/,¢') € T [a,c] a(6”,£") € T [c,b]
tak, aby platilo

st~ [+ ]stoe - [ ra

b
+[se.e)- g <=, 59)
kde c=0'Uoc" € 2]a,b] a £€=(&',&£")e1(o).
Ziejme plai S(o, &) = S(o”,&") + S(a”,£"). Tudiz
b c b
/fdg—/ fdg—/ fdg’
b
<|[ 1dg-560.6)|+[s(0.6) - S(0".€") - S(a" ")
c b
+|ste’e) - [ rag+|s@"en - [ rag|<e.
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, dikaz je dokoien. Ol

5.18. Cviceri. Rozmyslete si proz existence inte@itl

/abfdg, /:fdg, /bedg

plyne existence zri@rych cleri (¢’,£') € 7 [a,c] a (6”,£") € T [c, ] tako-
vych, Zze plat (5.9).

Dlikaz implikace okaceré ke tvrzenvéty 5.17 je pro(o) RS - integal poner-
né lehky:
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STIELTJESUV INTEGRAL 77

5.19. \ta. Jestlze c € [a, b] a jestlZze existujintegraly
c b
h=) [ fdg a L=(o) [ fdg

b
pak existuje ta& integél I = (a)/ fdgaplat I=1+ I5.

Dlkaz. Buddanoe > 0. Zvolme cBleri o € Z|a,c] a o’ € Z|c, b] tak, aby
platilo

|S(o’,&")— 1| <& pro (o/,¢') € T [a, | takowe, Zeo’ D 0.

|S(c”,&")—I1| < e pro (6”,¢") € 7 [c,b] takowe,zed” Do .

Nyni, nechto. = o, U 0. Prot@ze c € o, kazde zn&ere cEleri (o, &) intervalu
[a,b] sphujici o D o. miizeme rozélit

oc=0dUd" a ¢=(¢,¢")
tak, ze bude platit
(o', ¢ e Ta,c], (6",")e T [c,b], ' Dol a " Dol
Nawc, je
S(o,€) = S(a',&") + S(a”,&").
Vzhledem k definicie. a o/ tedy pro kade (o,&) € 7 [a,b], kde o Do,
mame
|S(a,£) — (L —I—Iz)‘ < !S(a',é') —Il‘ + ‘S(a’”,ﬁ”) —12’ <2e,
tj. dokazali jsme tvrzehvéty. O

5.20. Poziamka. Aby mohlo platit analogick tvrzen také pro (§) RS - integél je
tfeba gidat pfedpoklad o pseudoaditiétfunkd f, g v boce c, viz cviceri 5.31.

Pro existenci(d) RS - integélu mame tale rasleduici pfirozenou aé&pe 0wi-
telnou nutnou a postaijici podninku.

b
5.21. \Bta. Pro dare funkcef,g:[a,b] — R integral (5)/ f dg existuje pave

tehdy, kdy pro k&dou posloupnosf(o™,£")} C 7 [a,b] CLGaéer;'/ch celen in-
tervalu [a, b] takovou,ze lim |o"| =0, mé posloupnos{S(e™, &™)} kon€nou
limitu.
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D &k az. Nutnost uvedé@podninky je Zejma. Zbyva dokazat jej posta&itelnost.
Pfedpokbhdejme tedyze limita lim S(o™,&") existuje (a je kon&na) pro
kazdou posloupnost(e™,£")} C 7 [a,b] takovou,ze lim |o"|=0.

Necht existuj dvé posloupnosti zrierych leri {(o",£")} C 7 [a,b] a
{(6", €)Y C 7 [a,b] takowe, e  limy,—oo |0"] = lim, o0 |6 =0 &

lim S(c", &) =IcR a lim S(c", & )=I€cR.
Sestavme nyimovou posloupnost
~1 =1 ~9 T2
[S(p" ™} = {S(c'.€").5(6",€), 5(c%,€2),8(6% €),... }

Podle n&eho pedpokladu ra tale posloupnost{S(p™,n™)} konenou limitu
JE€R a, prot@e obsahuje adbposloupnosti

{S(c".€")} a{s(e".€")}.
mud platit I = I = J. To znamea, ze hodnota limity

I= lim S(o™,&")
nezvid na volk® posloupnosti{ (e, £")} zn&erych cleri intervalu [a,b] pro
kterou plat lim |o"|=0.

Nyni, necht{(c", &™)} C 7 [a,b] je libovolna posloupnost takéy ze

lim |o"|=0, lim S(e",€")=I€R

a necht
b
) [ fag#1

Potom existujez > 0 tako, Ze pro kadé k € N Ize najt (o™, £"*) € 7 [a,b]
pro réz plat

1 ~
o™ < 7 a |S(o™ €™ ) — 1| > €.

To znamea, Ze jsme nali podposloupnost{(c"*,£"*): ke N} C 7 [a,b] po-
sloupnosti{(c™,£")} pro kterou neplétklim S(o™k €™ )=1. To je ale spor

s n&im predpokladem. Mme tedy

(&L?dgz[

Tim je dikaz \éty dokorten. O
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STIELTJESUV INTEGRAL 79

5.22. Poziamka. (i) Necht f € Gla,b], zo € (a,b), ¢, deR a g(x)=c pro
x € la,x0), g(xo) = (c+d)/2, g(x) =d pro z € (zo, d]. Dale, nechtf: [a,b] =R
ma jednostran@limity f(xo—), f(zo+) €R.

Pro n € N uvazujme posloupnostéleri {o"} intervalu [a,b] takowch, ze
pro ke&zde n € N existujek,, pro ktee plat o} _, <z <o} . Dale, nechiektory
zn&ek 0", n™ a ¢" jsou takowe, Ze pro kade n € N plaf

(e",0"), (e",n"), (¢",¢") € Ta, b],
O, =x0, o), 1< <mo A x0 < (L S O0f.

Mame
S(",0")=f(z0) (d—c), S(",n")=f(np,)(d—c), S(", (") = f(Ci, ) (d—c)
pron €N atedy
lim S(c",0") = f(z0) (d—c), lim S(c",n") = f(xo—)(d—c),

n—oo n—oo
Jim S(o",¢") = flao+) (d—c),

Odtud plyneze k tomu, aby kada posloupnost (o™, £™) takowa, ze
(o™, &") € Ta,b] a |o"|—0,

konvergovala pra: — oo k néjaké kon&né (a jednoznéné urterg) hodnog I, je
nutrg, aby platilo

bud g(zo—)=c=g(xo)=d=g(xo+) nebo f(zo—)=f(xo)=f(zo+).
b
Vzhledem ke @t 5.21 Ize tedy €ekavat, ze pro existenci integiu (5)/f dg
bude nute, aby funkcef a g nenely zadry spolé&ny bod nespoijitosti. ¢

(i) Nyni, nechit oo € Z1a,b] je libovolné cBleri obsahtiici x¢. Pro ka&deé jeho
zjemréni o potom existujek = k(o) takow, ze zp = 0. Mame

(F(G)+ F(6) ©5°  festize g1 <ao <&

st ) 1) 7160 d;dc_ jestlize &, 1 = o < &
(F(E) + S (@0) 5~ jestlize g1 <ao =6,

L f(z0) (d—¢) jestlize &1 =z =&,
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80 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

Bude-li tedy funkcef regulovai nala,b], bude mndina @ hromadiych bodi
mnaziny {S(o,&):(0,€) € .7 [a,b] ac Doy} nejwSettyfbodoma:

Q = {(F o=+ Flaot)) 55, () + flaot)) 5,

d—c d—C}.

(f(zo—) + f(20)) 5 2 f(zo) 5

b
Pro existenci inte@lu (o) [ fdg je ovdem @inejmer§im nutré, aby se mnkina

Q redukovala na jednobgdovou nmaou. Snadno se nadine,Ze toto nastane
prave tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit sodasré

At f(zo) ATg(z))=0 a A~ f(xo) A"g(xo)=0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji dUsledky
Podrobmji vyjasnit vajemry vztah mezi(§) RS a(o) RS - integalem umdni po-
jem pseudoaditivity

5.23. Definice. Rekneme e funkce f,g:[a,b] — R sphuji v boc = € (a,b),
podninku pseudoaditivity, jesttie

Pro k&dé ¢ > 0 existujed. > 0 takow, Ze je-li
§'.6"€(0,68.), E€x—6",a+38"), ¢! €[x—6", 2] @& € [, x+6"]
pak plat (PA)
|£(&) [9(z +6") — g(a—8")] = F(£') lg(x) — g(a—3")]
— (€M) lg(z +48") —g()]| <e.

5.24. Poziamka. Powiti podninky (PA) mize byt nékdy pohodl@jsi, pokud ji
preformulujeme do asleduici ekvivalentni podoby.

Pro kadé e > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li
v’ €(x—0: ), 2" € (z,2+6:), {€la’,2"], ' €fa’,x] al” € [z, 2"

pak plat
| £(©) [g(@")—g(a")] —f(€") [9(x)—g(a")] = F(£") [9(z")—g(x)]| <.

80



STIELTJESUV INTEGRAL 81

5.25. Hiklad. Necht

0 kdyz x<0, 1 kdyz z<0,
flx) = . a g(z) = .
1 kdyz >0 1 kdyz >0

ar' <0<a”, el 2], & el2’,0] ag” €[0,2"]. Potom

|£(€) [9(a") = g(2")] = £(£) [9(0) — g(2)] = £(£") [9(=") — 9(0)]]
=|f©) - f(E)] =1

vzdy, kdyz budeé <0 a £” > 0. Vidime, ze funkcef, g nesphuji podminku (PA)
v bock 0.

5.26. Lemma. Jestlze funkcef, g : [a,b] — R splhuji v bo® z € (a, b) podninku
pseudoaditivity, pak aspigedna z funkicf, g je v bo@® = spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkg, ¢ spojita v bo@® = a druhé je ohrani-
Cera na jeho okdl pak funkcef, g spihuji podninku pseudoaditivity v bdh.
DUkaz. a) Nechtf, g sphuiji podninku (PA) pseudoaditivity v baglz. Dosa-
dime-li ¢ = ¢’, dostaneme

Ve>0d6.>0:
<x’€ (x—0c,2), 2" €(m,2+6:), &' ela,z], £ € [:c,a:”})
= [£(€") = f(€")]]9(z")—g(2)| <&

Odtud je Zejme, Ze nefirli funkce g v bodé = spojita zprava, musbyt v bode z
spojita funkce f. Podob®, poldime-liv (PA) ¢ = ¢” ad’ = 6", dokazeme ze
neri-li g spojita zleva vz, mud byt f spojita v x.

b) Necht
r€(a,b), 6>0, 2’ €(x—0d,z), 2" € (x,x+0),
Eeld,2"], ¢'eld,z] a £"€lx,a"].
Potom
|£(€) [g(w")—g(fv')]—f(ﬁ’) l9(z) —g(z )] I
= |(£©~£(€") (9(2)- <m’>)+( INIG) (gx ~g(x))]
< |£(&) = f(€D)] |g(x) — g(@")| + | f(€") — f(&)
< (I£(&) = f(@)| +f(x) = F(€N]) [9(z) — g()]
+(IFE") = F@+ (@) = F©I) |9(=") — g(=)].
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Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty 5.13 a lemmatu 5.26.

b
5.27. \Bta. Necht f,g:[a,b] — R a nechtexistuje integal (5)/ f dg. Potom

v kazcem bo@ z € (a, b) je alesp@ jedna z funkic f, g spojita.
b
D 0 k az. Fedpokhdejmeze (5)/ fdgeR. Vzhledem k lemmatu 5.26 nyn

stai dokazat,ze dvojice f, g splhuﬁ podninku pseudoaditivity v kadem bo@
z € (a,b).

Pfedpokbdejme tedyze nepldt (PA), tj. existujee >0 takow, Zze pro kadé
5 >0 lze najt

v e(x—6,z), 2" €(x,2+06), ner,2"], n €[r,z] an” €[z, 2"]
takowe, ze

[F(n) [9(=") = g(2")] = (') [9(x)—g(a")] = f (") [9(=") — g(@)]| = €. (5.10)

Bud dano libovolre § > 0. Necht (o, &) € 2 [a, b] je takow, Ze |o| <& apro
néjake k€ {1,2,...,m} je op_1 =2' <z <z" =0} a& = n. Definujme

&:UU{.%} a E = (§1,---,§k—1;?7/,"7//,§k+1,--- ,fm) .
Podle (5.10) tedy #me
S(e,€) = 5(5,8)| = | £(&) l9(ow) — g(on-1)]
= f") lg(x)—g(on-1)] = f(n") [9(on) — g(2)]]

To znameaA, Zze nemsplréna podrimka (5.3') a tud? podle ety 5.13 a c\ieri 5.14

b
neexistuje intedl (6)/ fdg. O

Vime, ze (0) RS -integél je specalnim pfipadem (o) RS - integalu (viz vé-
ta 5.5). Na druhou stranu, jak @ite rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam

poskytuje manost objasnit i vazbu meztmito integaly v op&ném sn@ru.

82



STIELTJESUV INTEGRAL 83

5.28. \ta. Nechit f, g: [a,b] — R. Potom integal ( /f d g existuje pave tehdy,

b
kdyz existuje intedal (a)/ fdg afunkcef, g splhuji podninku pseudoaditivity

v kazcem bo x € (a, b).

b
Dlkaz. Hedpokhdejme nejprveze existuje(é)/ fdg. Podle ety 5.5 po-

b
tom existuje i(a)/ f dg a ma stejnou hodnotu. &le, podle ety 5.27 funkce

f, g mud splhovat f)lodrﬁnku pseudoaditivity v kedem bo@ x € (a, b). Stei tedy
b
dokazat,ze kdyz existuje intedal (a)/ fdg a funkce f, g sphuji podminku

b
pseudoaditivity v kadem bo@ z € (a, ), pak existuje i intedal (5)/ fdg.

b
Predpokbdejme tedyze (o—)/ fdg=1TI€eR afunkcef, g spihuji podninku

pseudoaditivity v kadém bock :1?6 (a,b). Necht je dano e >0 a nechtdéleri

o-={s0,81,...,5} € Z[a,b] je tako, Ze plat

|S(p,n)—I| <e jakmile pD>o. a ner(p). (5.11)
Ozn&me

dr :=min{s;—s;—1:1=1,2,...,7}. (5.12)

Prota@ze funkce f, g spluji podninku pseudoaditivity nga, b), nutré existuje
0: €(0,9,) takow,ze prokade i =1,2,...,r plaf

|£(€) [9(s]) — g(s))] ]
—f(€") [9(si) = g(sDI=F(E") [9(s]) = g(s0)]] < ;

pro VSechnai € {1,2,...,r—1}, (5.13)
s € (si—0g,8i), s €(si,8i+ ),
§elsi,si ], &' €lsi ], €7 €[si, 5]

Necht (0,¢) € 7 [a,b], o ={01,09,...,0m} & |o| <.
Podle (5.12) je prokade j € {1,2,...,m} mnaina(o;_1,0;) No. bud jed-
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nobodowa nebo pazdra. Necht
U, jemnazina€chje{1,2,...,m} prokted(o;_1,0;) No.=0,
U2 = {1,2,...,m}\U1.

Potom pro kade jcU, existuje pavwe jednoi(j)€{1,2,...,r} takow, ze
si(j) € (0j-1,05). Paet prviki mndiiny U, tedy nef vetsi nez r.

Polazme nyn p = o Uo .. Potom
lp| < 9z < 0. (5.14)
apro kadé j € U; existuje pave jednok(j)€{1,2,...,v(p)} takow,ze
[ok(j)-15 Pk(5)] = [oj-1,05]. (5.15)
Pokudj € Us, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow,ze

Pe(i)—1 = Tj—1s PeG) = Si(j)> Pe(j)+1 = Tj+1 - (5.16)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7 [a,b] a
ey =& kdyz j €U (5.17)

a porovnejme inte@ini solwtty S(o, &) a S(p,n). Mame

=Y &) laloy) —gloj-)l+ D £(&)[9(05) —g(o5-1)]-

JjeUy Jje Uz
NechtV) = {k(j):j€U} aVo={1,2,...,v(p)}\ V1. Pak podle (5.15)—(5.17)

= fOm) 9lpr-0)1+ Y ) [9(ox) — 9(pr-1)]
ke Vi KE Vi

= Fm) l9lowe) — DI+ ) — 9(pr—-1)]

jelUx ke Vs

=>" (&) lg(o)) — g(oj-1)]

jetn

> [ ) 90e) =9 ey — D)1+ F (eiy+1) [9(Peiy+1) =9 (pe)]

jeUsz

=>_ f(&) lgloj) — g(oj-1)]

JjeUy

+Z [f(W(j)) [9(si¢)) — 9(s5-1)] + f(Megjy+1) [9(oj41) — g(ﬁi(j))] :

je Uz
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Tudiz
S(o,€) - ; F(&) lg(o) = g(aj-1)]
—XUJ J z;)) 905 )+ F e+ 0(0501)—9(si07)]]
tj.

|S(UJE)_S(p7n)} < Z

JeEU2

kde
Wj = f(&)lg(o;) — g(oj-1)]
= F(egi)) [9(sig5)) — 9(aj—1)] = f(eiy+1) [9(oj41) — 9(sigi))] -
Pfipomaime,ze vzhledem k (5.14) a (5.16)ame
[O'jfl, O‘j] C (Si(]) e, Si(4) + 0. ) f] [ i(j)—(sg, Si(j)—HSe] ,
Ne(y) € [Si(j)—5e7 Si(j)]v Ne)+1 € [Si(j)7 Si(j)+5e] .

Podle (5.13) je tedyWW;| < c pro kazdé j € U, atudz (také dky tomu,ze pcet
T
elementi mnaziny U, neri vétSi nez r) doshvame,ze

1S(0,6) = S(p.m)| < Y |W;| <e.

je U2
Konetng, vzhledem k (5.11) a k vzhledem k definjgi dosavame

|S(Ua£)_l‘ < ‘5(075)—5(@")"HS(P’TI)—I} <2e.

b
Dokazali jsme tedyze (5)/ fdg=1. O

b

5.29. Disledek. Necht (o)/f dg=1TI€eR anechtv kazdem bo@ intervalu(a, b)

je alespa jedna z funk’lcf,(iq: [a,b] — R spojita a druta je ohranteré na jeho
b

okoli. Potom je tak (6)/f dg=1.
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D Uk az. Podlelemmatu 5.26 $piji funkce f, g podninku pseudoadivity v
b
kazdem boe z € (a,b) atudz podle \Bty 5.28 existuje taéx(é)/f dg aplat

<6>/G?dg=<a>/}dg. =

5.30. Poziamka. Specalné, jestlze g(z) =z (tj. pro Riemanfv integal), jsou

b b
definice integalll (6)/ f(z)dz a (a)/ f(z)dz ekvivalentn.

5.31. Cviten. Dokazte tvrzei: ,
Nechtc € [a, b], (6)/ fdg=L€R a (5)/ fdg=1I,€R anecht f, g spl-

b
nuji podminku pseudoaditivity ¥. Potom integal I :(5)/ f dg existuje a plat

I=1+1I.
(Navod: vywijte véty 5.19 a 5.28.)

5.3 Dalsi podminky existence integélu a absolutri inte-
grovatelnost

Nyni potfebujeme da&@ pomocry pojem.
5.32. Definice.Necht —co < c<d< o a f, g: [c,d] — R. Potom definujeme

Sagle,d] = {[Ssaglp.m) — Sraglp’ . n"): (p.m). (p',n") € 7 [c.d]}

w (Stagsle,d]) =sup Gragle,d). (5.18)

Plat nasleduici modifikace Bolzanoych - Cauchyoych podninek.

5.33. \Bta. Necht f, g: [a,b] — R. Potom:
b
() Integral (5)/f d g existuje tehdy a jen tehdy, Kdplat

Ve>03.>0:
v(o)
(ae@[a,b} alol <55> == w(Sragiloj-1,05]) <e.
1

q

(5.19)

<.
Il
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b
(i) Integréal (o)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf

Ve>03o.€Pa,b]:

0'
(JG@[a,b]aaDa€> Z (Spagiloyro)) <e. [ 20

DOkaz. a) Ukzeme,ze podninka (5.19) je ekvivalenfns Bolzanovou -
Cauchyovou podimkou pro existenc{d) RS - integalu.

«) Predpokhdejme,ze plat (5.3). Nechte >0 je dano,s=¢2/2 a nechtd. je
urteno podrimkou (5.3). Mejme @leri o intervalu [a,b] takow, ze |o| < d..
Ozn&me m=v(o) a pro kade je€{1,2,...,m} vyberme znaerd cEleri
(o,£7), (67,€) e T [0;_1,0,] tak, aby platilo

0 <w(Stag [0j-1,05]) < Syagle?, &) — Syay(5,8) + % (5.21)
Definujme
—Jo', B U n=(".€,....6" aq=@.&....&".
=1 =1
Potom

(p,m) € 7 [a,b], (p,m) € T [a,b], |p| < a|p| <.

Tudiz podle (5.3) a (5.21) dastame

0= ) w(Sragiloj-1,05])

s

<
Il
—

[Spagla? €)= Syay(6),&) +

AN
i
Sl

= Siag(p,m) —Siag(pm) +e<2e=¢

Protaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka (5.19) je spléna.

3) Pro dikaz obaceré implikace pedpokhdejme ze plat (5.19). Dokizeme,ze
potom je spl&na podrimka (5.3").
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Bud danoe > 0. Necht 4. je urteno podrinkou (5.19). [&le, méjme zné&ereé
déleri (o,¢) intervalu [a, b] takowe, Ze |o| < §., Ozn&mem = v (o). Necht
g=Jo/, £=(¢.€,....&m),
j=1
kde
(07,87) € Toj_1,07] pro j€{1,2,...,m}.

Potomeo D o. Diky pfedpokladu (5.19) a sfiflédnutm k (5.18) dostaneme
’Sng( &) — Sng(&vg)‘

|£(&) [9(05) — g(oj-1)] = Spag(a?, )]

Dﬂs

.
Il
_

Dﬂs

w(Syagiloj-1,05]) <e.

.
Il
—

Plat tedy (5.3)).

b) Analogicky by se do&zala ekvivalence podmky (5.20) s Bolzanovou - Cau-
chyovou podrinkou pro existenc{c) RS - integélu. Podrob¥ diikaz je ponechn
Cteréfi jako cvicerd. Ol

5.34. Cvteni. Dokazte tvrzefmveéty 5.33 pro(o) RS - integaly.
5.35. Lemma. Necht f, g:[a,b] =R a [¢,d] C [a,b]. Potom
Wie.d) () 19(d) = g(e)] S w (Spagile,d]) < wiea)(f)vardg. (5.22)

DUkaz. a) Nechte=p={cd}, {,n€lc,d] a £€=(£),n=(n
(0,8), (p,m) € T[e,d] al|f(§) — f(n)lg(d) — g(c)| € ray([c,d]) atu

Wie,a) () |9(d) — g(c)| < sup Spagle,d) = w (Spag;le,d]).

). Potom
tud

b) Na druhou stranu, jest (p,n), (7,0) € 7[c,d]| a pol&ime-lioc=p UT,
bude o€ Z[c,d] a

v(o)

[Sragesm) = Spag(m0) = | Y (F0)) = £16)) l9(e5) — 9(oi1)]]
j=1
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kde 77;- =Nk kdyi [Ujfl,O'j] C [Pk—l,ﬂk] a (9; :ek kdyi [O‘jfl,O'j] C [Tk;—la Tk].
Odtud dosaivame dle

1Srag(p,m) = Spag(T,6)] Z\f ;) = £0)] |9(oj) — g(oj-1))|

< w[a,d](f) V(g,o)
neboli
w (Syagile,d]) =sup Sragle,d) < wpq(f)vardy.

Dokazali jsme platnost nerovn®$5.22). O
5.36. Poziamka. Je-li varlg = oo, pak je osem drufa z nerovnostv (5.22)
trivialni.

Nasleduici tvrzen poskytuje dai nutnou a postaujici podninku pro existenci
obou typl RS -integall.
5.37. \kta. Necht f: [a,b] = R, g €BV|[a,b] a v(z) =var® g pro z € [a, b]. Po-
tom integal /bf dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdgxistuje integ'il/bf dv.

Dlkaz. a) Prokadyinterval [c,d] C [a,b] mame vaf v = v(d) — v(c). Tudiz
podle lemmatu 5.35 muglatit

v(o) v(o)
> Wiy o)) [0(0)) —0(05-1)] =D w (Spaviloj-1,05])

Jj=1 1

)

<.
I

pro libovolré céleri o € Z[a,b]. Podle lemmatu 5.35 tedyate doshvame

“() v()
w(Sragiloj-1,05]) < Z Wio;_ 1,051 (f) varg’_, g
J=1 j=1

q

v(o) v(o)
= Z w[ajfl,aj}(f> [U(Uj) - U(Uj—l)] = w (SfA’U; [O’j_l,O'j ]) )

J=1

<.
Il
-

tj. nerovnost

q

V(o) V(o)
w(Sragiloj-1,05]) < > w(Sravloj-1,05])
1 1

.
Il

]:
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plafi pro kezdé celeri o € Z[a,b]. Pomog véty 5.33 nyim uz snadno do&eme,
b

b
Ze z existence integhu / f dv plyne existence integtu / fdg (ato pro oba

typy RS -integalu).
b
b) Predpokbdejmeze existuje intedal (a)/ fdg.

Bud danoe > 0. Potom podle &ty 5.33 existuje éleri o. € Z[a,b] takowe,
ze

0‘
Z (Sragiloj-1,05]) <e (5.23)

plati pro kazdé jeho zjemeri o O o.. Zfejmé mizeme & predpokbdat,ze tale
O<vart g—V(g,o)<e (5.24)
plafi pro kazde Bleri o takowe,Zze o D o.. (Zdlvodréte!)

Podle lemmatu 5.35 ame
(

t
S

v(o)

w (Syaviloj-1,05]) < Zw[aj_mj](f) varg)_, g
1 j=1

a, chle, podle (5.24) a (5.23)
v(

.
Il

q

) v(o)
w (SfAv; [Ujfla 0j D < Z w[oj_l,aj](f) [Q(G'j) —g(O'jfl)]

J=1

<.
Il
=

v(o)

+ Zwoj Loy (F) (Varg_, g —[g(o;) — g(05-1)])
<e+ w[a,b}(f) (Vara g— V(ga U)) <e (1 +w[a,b](f)) .
b
Podle \ety 5.33 nlizeme tedy uzdt, Ze existuje intedal (a)/ fdo.
b b
c) Zbyva dolkazat implikaci (6)/ fdgeR = ((5)/ fdveR.
b
Necht tedy existuje inteda (6)/ f dg. Potom podle &t 5.5 a 5.27 existuje
b a
(0’)/ fdg afunkce f,g nemaj spol&€ny bod nespojitosti V(a, b). Dale, podle
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lemmatu 2.22 tal& funkce f, v nemaj spol&€ny bod nespojitosti \(a, b). Konetné,
b

protaze podlecasti b) tohoto dkazu existuje inte@l (o) / f dv, existence in-

a

b
tegralu (5)/ f dv plyne z disledku 5.29. (Proite g € BV |a, b], jsou funkceg i

v ohrantere nala,b].) O
b
5.38. \kta. Necht f:[a,b] = R, g€ BV]a,b] a existuje integﬁl/ f dg. Potom

existuje tak mteglal/ |f|dg.

Dlkaz. Podle gty 2.13 a lemmatu 5.11 selireme omezit naifjipad, ze g
je neklesdpi na [a,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c,d € [a, b]
takowa, Zze ¢ < d. Podle lemmatu 5.35 tedy pro libov@mkleri o € Z[a, b] plat

y(o’) I/(O’
Z w(Sragiloj-1,0;5]) Zwaj Lo (f [9(oj) —g(oj-1)]
j=1
a
v(o) v(o)
Z w S|f|Ag7 Uj 17Uj ]) w[o‘jfl,o'j]UfD [9(0']) _g(UJ_l)] *
=1 j=1

Na druhou stranu,fejme
1F @) = f)] <1f(z)— f(y)| prolibovolra z,y € [a,b].
Mame tedywy. 41(| f]) < w[ad](f) pro libovolry interval [c,d | C [a, b]. Tudiz

(o) v(o)
W (Sif1ag3 [0j-1,051) = D wioy 101 (1F1) [9(07) = g(0j-1)]

<
q

j=1 j=1
v(o) v(o)
j=1 j=1

Tvrzeri lemmatu nyiplyne okanzité z ety 5.33. O

Primym dlisledkem lemmatu 5.9 &v5.37 a 5.38 je&sleduici tvrzeri.
5.39. Disledek. Necht f:[a,b] =R, g € BV|a,b], v(z)=vartg pro z € [a,b]
b b

a nechtexistuje integal/ f dg. Potom existuje té(integlél/ |f| dv aplat

b b
fdg| < [ 1f1dv < 7] vartg.
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O

Na zaver tohoto odstavce @keme, jakou roli hrajv teorii Stieltjesova in-
tegralu ohrangere funkce. Nasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS - inte@il.

b
5.40. \eta. Nechtexistuje [ f dg. Potom je budé funkce f ohraniceré na in-

tervalu [a, b] nebo existuje Iiorimy sysém bodi «;, §; € [a,b], i=1,2,...,k ta-
kowych,Ze plat
() a<ar<fi<aa<fo<--<oap<fBp<bh

(i) funkceg je na k&dem intervalu[w;, 5;], i=1,2, ..., k, konstanti

k
(iii)y funkcef je ohranterd na mndine [a,b]\ U [, Bi].
i=1
b
Dlkaz. a) Pedpokhdejmeze existuje intedl (a)/f dg a,ze funkcef nen

¢ b
ohrantera nala, b]. Potom podle @&ty 5.37 existuje takintegél (o) [ f dv, kde

v(xz)=vartg pro z € [a,b]. Podle ety 5.33 a lemmatu 5.35 tedy gxistujéleh’
o € P|a,b] takok, ze

v(o) v(o)
> Wy (D(e) = v(0-1)] <Y w(Saviloj-1,04]) < 1.
j=1 j=1
Specalré, prokade j=1,2,...,v(o) az’,2" € [oj_1,0,] mud platit
w[oj_l,aj](f) [U(U])_U(U]—l)] < ]‘ (525)

Nen-li f ohrantera na intervaluc, d], pak je osem

o) = sup @)~ f()] = oo

z'x' e [O'jfl,O'j]

a (5.25) niize platit jenom tehdy, kdybude0 = v(o;) —v(oj_1) = varg’_,g.
Podle lemmatu 2.12 to znanmrze funkceg mud byt konstanti na intervalu
[0j_1,0;]. Nyni, necht J je mnczina \8ech interval [o;_1,0,], na ktegch je
funkce f neohrantera (a tedy funkcey konstanti) a nechtk je patet prvki teto
mnaziny. Dlikaz dokoime, ozn&ime-li krajri body intervall z J tak, aby platilo
3:{[Oé“ﬁl] :i:1,2,...,k}.
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b) Jestlte existuje(d )/f dg, pak podle ety 5.5 existuje tad ( /f dg atvr-
zeri véty plyne z prvincasti dikazu. O

b
5.41. Poziamka. Protaze hodnota inte@iu [ f dg se nezréni, jestlize libovolre

poznerime hodnotu funkce na intervalec(h, na ktgch je ¢ konstanti, vidime
b
z véty 5.40,z¢ jestlie integal / f dg existuje, pak Zdycky ntizeme ndj funkci

f ohrantenou nda, b] a takovouze

/abfdgz/abfdg-

5.4 Substituce

VSechna tvrzertohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba typy RS - inte@lu

Zatneme ddlim dusledkem definice 5.32.
b
5.42. Lemma.JestIEe/ fdgeR a (o,€) jelibovolre zn&ere celeri intervalu

[a,b], pak plat
b v(o)
[1d5-50.0] <Y w(Spagilosra)). (5.26)
a j=1

Dbkaz. Oznéamem=v(o). Bud danoe > 0. Nezavisle na tom o jak typ
RS -integélu se jeda mizeme zvolit znéeré cleri (o,£) € 7 [a,b] tak, aby
bylooe>o a

b ~
fdg—S(&,g))<g.

Protaze o je zjemrérim o, miizeme ho rozédlit tak, Ze bude

m

6=|J5/, kdea’e€Z(oj 1,0m] Proj=1,2,...,m

Podobié & = (£ ,¢ ,...,&), kde & jsou realné vektory takoe, ze
(&j,s YET [0j_1,0;] proj=1,2,...,m
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Mame tedy

b
[ 1da=s0.6)

<

[190-56.8] +|s@.8-s(0.6)

<+ Y1) [9(05) — g(o5-1)] - S(&, &)
j=1

<e+ Y w(Sragiloj-1,05])-
j=1

Protaze € > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (5.26). Ol
b
5.43. Disledek. Jestlze [ fdgeR alc,d]| C [a,b], pak pro k& € € [c, d] plati

a

d
| £d9- 7O 19d) ~ 900l < (Syailend).

Nasleduici specalni forma &ty o substituci je ta disledkem lemmatu 5.42.

5.44. \fta (SUBSTITUCE). Necht f,g,h:[a,b] - R, pfiCent f je ohrantera
b

na intervalu|a, b] a/ gdh eR. Potom jeden z integil

a

/abfd[/jgdh} a/abfgdh

existuje (nd kon€nou hodnotu) gave tehdy, kdy existuje i ten drup V takoem
pripaceé pak plat

/abfd[/jgdh] :/abfgdh. (5.27)

b
D U kaz. Nejprve si paéimréme,ze z existence inte’gtu/ gdheR plyne,ze
funkce ¢

w:$€[a,b]—>w(x)—/xgdh
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je definovana na cé@m intervalu[a, b| a ma kon€né hodnoty pro kade x € [a, b]
(viz véta 5.15).

Pro libovolre zn&ere cBleri (o, &) intervalu [a, b] mame

1Srgan(a, &) = Siaw(o,€)]

v(o) v(o)
= ‘ Z f(&) 9(&5) [h(oj) — h(oj-1)] — Z f(&) [w(oj) —w(oj-1)]

v(o)

< D 1AE)] |9(6)) h(oy) — hloy-)] - / " oan

j=1 -1

v(o) o
<71 (Z (69 ) (o)) - | gdh) .
=1 7j-1

Podle disledku 5.43 do&wvame dle

v(o)

|Stgan(e, &) = Sraw(o,€)| < ||f||z Seaniloj—1,05]).

Odtud podle &ty 5.33 & plyne relace (5.27). fes\edtete seze dikaz opravdu
umite dokorEit.) O

5.45. Disledek. Je-li f ohranter& nafa,b], h:[a,b] — R je riemannovsky inte-

grovatel@ nafa,b] a g(:r:):/ h(t) dt, pak jeden z integl

/abfdg a /abf(:c)hx dz

existuje pawve tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem gipace pak plait

/abf dg =/abf(x) W) do. .

5.46. Veta(DRUHA 0 suBsTITUCI). Pfedpokhdejmeze funkces: [a, 3] — R je
ryze monotonia spojita na [«, 5] a zobrazujga, 3] nainterval[a, b]. Potom pro
libovolné funkcef, g:[a,b] — R plati

b B
existuje-l / f(z) dg(z), existuje take / F(6(2)) dg(6()

67
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B8 b
+ / F(6(x)) dg(6(x)) = / f(z) dg(z), (5.28)

kde "+" plat i, je-li ¢ rostoud a ™" plat i, je-li ¢ klesajci.
D 0 kaz. Fedpokhdejme nap, Ze ¢ je klesajci. Potoma = ¢(b) a 8= ¢(a).
Pro dar zn&ere eleri (o, &), intervalu[«, 3] polozme

Pv(o)—j :¢(Uj) proj=0,1,..., I/(O’), Nv(e)—j — ¢(€]) proj=1,2,..., V(U) :

Potom (p,n), p=1{po,p1,. .. 7p1/(0')}7 n= (11,72, - » v (o) je zn&ere celeri
intervalu [a,b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Ziejme, je-li o D o', pak je
také ¢(o) D ¢(o’). Podob®, protde ¢ je stejnon@rré spojit na [«, 5], plat
|p(o)| — 0 jakmile |o| — 0. Navic

v(o) v(p)
> F(60) [9(6(05) = 9(dloj—)] = =D Fny) [9(6(p))) — 9(8(pj—1)]
j=1 i=1

plati pro kazdé (o,&) € 7o, B]. Ted uz zajise kazdy Cterd, ktery pozorré pro-
studoval einu dikazl této kapitoly, samostaéndokorti diikaz rovnosti (5.28)
pro oba integaly (vCetré pfipadu,ze ¢ je nrostoud). m

Dalsi variantou ety o substituci je asleduici véta. Jejdiikaz mizeme pone-
chatCter#fi jako cviceri.
5.47. \ta. Nechtfunkce¢: [a,b] — [#(a), ¢(b)] je rostoud a spojita na [a, b],
p:[p(a),d(b)] — [a,b] jeinversik ¢ anechtf:[a,b] — R. Pak existuje-li jeden
z integald

b o(b)

f(z)dz, f(W(x)) dy(x),

@) 1@ e @ [ s
existuje i ten drufp a plaf rovnost

b ¢(b)
() / f(x) dz = (o) /¢ T dve),

5.48. Cvteri. Dokazte etu 5.47. Zformulujte a dokde analogick tvrzen pro
(0) RS -integaly.
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5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemannin-
tegi@l. Plat ve stejriem zrén pro oba typy RS - inte@lu.

5.49. \Bta (VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integilli

/fdg, /gdﬂ

existuje i druly a plat

b b
/ fdg+ / gdf = f(b) g(b) — f(a) g(a). (5.29)

DUkaz. a) Buddano libovolre zn&ere cBleri (o, ). Pfeorganizoarim cleni
V SOLEtU Sya 4(0, &) dostaneme

Stagle,&) = (&) [9(o1) — g(a)] + f(&2) [9(02) — g(o1)]
+ oot (&) [9(D) — g(om —1)]
= —f(a)g(a) = [f(&1) — f(a)] g(a) — [f (&) — f(o1)] g(o1)
=[f(o1) = f(&)lg(o1) — - = [f(&m) — flom-1)] g(om-1)
=[flom-1) = f(&n-1)] 9(om-1)
=[f(b) = f(&m)] g(b) + f(b) 9(b)
(

= f(0) g(b) — f(a) g(a) — Sgar(o’, &)
neboli
Siag(e,€) = f(b) g(b) — f(a) g(a) — Syar(o’,&’) (5.30)
kde
o' ={a,&,01,&,09,...,0m—1, &m, b},
¢ =(a,01,01,02,02,...,0m—1,0m—1,b),

(0/,6')e T[a,b] a o’ jezjemrénm o. (Stane-liseze{;=o0;_1 resp.{;=o;
pro réjaké j, musme odem tyto body¢; v o’ a £’ vynechat.)

b
b) Predpokhdejme Ze existuje intedl (a)/ gdf.
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Bud danoe > 0. Zvolme Bleri o. € Z[a, b] tak, aby pro kadé jeho zjem#-
ni o/ aSechna fisluSra zn&era cBleri (o/,¢’) € 7 [a, b] platilo

Seaf(a’,€’) —(U)/abg df) <e.

Podle (5.30) pro k&dé o D o, a (islusré zn&ere dlen (o, &) plaf

b

Sag(,€) — () g(b) + f(a) g(a) + (o) / gdf

b
- <a>/gdf—sgAf<a',s’>,

kdeo’' Do Do, atudz

b

5124(0.8) = () 90) + £(0) () + () [ 9]

= ‘(g)/lbgdf—SgAf(U’,ﬁl)‘ <e.

b
Odtud plyne existence integu (a)/ fdg arelace (5.29). Toze z existence

b b
integralu (a)/ f dg plyne existence integtu (a)/ gdf a plat rovnost (5.29)
by se dokazovalo analogicky. ¢

c) Tvrzen véty pro (6) RS - integély plyne ze vztahu (5.30) podo@feko v drulé
casti dikazu pro(c)RS-integaly a detailil dikaz mizeme nechatteréfi jako
cvicen. O

5.50. Cvteni. Dokazte tvrzemveéty 5.49 pro(§) RS - integaly.

5.6 Stejnomérna konvergence a existence inte@tu

AZ na \étu 5.54, $echna tvrzeintohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba
typy RS -integalu.

5.51. \eta. Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]—R je ohrantera a nechtposloupnost
b

funkd f,:[a,b]>R, neN, jetakoi,ze| f,dgeR provSsechnaneN a

a

Tim || f— £ = 0. (5.31)
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b
Potom existuje taédnteglél/ fdg aplaf
a

b b
lim/fndg:/fdg. (5.32)

Dlkaz. a)Jesthe je vaf g =0, pak podle lemmatu 2.12 miusyt g konstantin
na|a,b] atvrzen véty je evidentn Predpokhdejme tedyze var g > 0.

Nechtje danoe > 0. Vzhledem k jpedpokladu ((5.31)) tizeme zvolitn. € N
tak, aby platilo

nzne = (Ifu—fli<

) a (Il <lifl+1). (5.33)

varb g

Dale, za naich gredpokladi je podle lemmatu 5.9

b
|/ fudg| < I fullvart g < (I£] + 1) vart g

pro n >n.. Mlzeme tedy vybrat podposloupnogt,} C N} a I €R tak, aby
platilo

b
lim/fnkdgzl.
k—oo J,

Specalrg, existujek. € N takowe, ze

ng, >ne a (k2k€:> dg—I‘<s). (5.34)

Dale, nechto. je takowe cgleri intervalu [a, b], Ze

((a,s)eﬂ[a,b] a a)ag) — )ankeAg(U,é) _/abfnksdg‘ <e. (5.35)

Protaze je nx >n. (viz ((5.34))), plyne z (5.33)ze pro kade zn&ere celeri

(0,8), kde o je zjemrérim o, plaf

|S(0,€) = St 2g(0.8)] < |If = fu lIVarg g <.
Vzhledem k (5.34)—(5.35) tedy déséme

(0, 6)~1] <[ S(0,£)~ 87, ag(0,E)|+ [Sp,,_ag(o /f

b
+ /fnkg dg—I’ < 3e.
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Odtud okanzité plyne,ze plat

/abfdg—l.

Konetngé, prot@e podle lemmatu 5.9 ame

b b
[ fadg—[ 1ol <115, fll (vartg).

rovnost (5.32) nyhplyne z fedpokladu (5.31). Dkaz byl proveden pr¢o) RS -

integrl.

b) Dlkaz pro(d) RS -integaly je analogick a ponechvame ho jako c\deri. [
5.52. Cvteni. Dokazte tvrzefmveéty 5.51 pro(d) RS - integaly.

5.53. \Bta. Necht f € C[a,b] a g € BV|[a, b]. Potom existujoba integély

/abfdg a /abgdf.

DOkaz. Vzhledem ke&tam 2.13, 5.5 a 5.49 stadokazat existenci inte@iu
b
(6)/ fdg pro @fipad,ze f je spojita naja, b] a g neklesdci na [a, b].

Nechtje tedy f spojita nafa, b], g neklesaici na[a,b] as >0 je dano.

b
Je-li g(b) =g(a), pak je g je nutré konstanthna [a,b] a tudz (6)/ fdg=0.

Bez Gjmy na obecnosti Bizeme tedy pedpokbdat,ze g(b) — g(a) > 0. Dale Vy-
uzijeme tohoze kada funkce spojé na kompaktim intervalu je na tomto inter-
valu talé stejnongérré spojifr. Existuje tedy. > 0 takowe, ze

€
f@)=fWl< 77—
T =T o=@ (5.36)
provsechnar, y € [a, b] takowa, Zze |x — y| < J. .
Dokézeme,ze pro libovolrd dwe zn&era klen (o,€), (o’,&’) intervalu [a,b]
takowa, ze |o| < 0. ao’ Do plati |S(o,&) — S(o',&7)| < e. Podle \éty 5.13 to
uz bude znamenate existuje(&)ﬁff dg.

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky @leri o’ a slazky vektoru¢’ tak, ze bude

/I _ 1 1 2 m m
o = {00,01,...,0 01,075 +,0m—1,07 ,...,Jnm_l,am}

n1—17

E/: (5%7 Tt 571“’5%7 R gin’ ) 5;{;)
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Potom
S(e,&)=>_ f&)lglos) —g(oi—0)] =D £(&)D lg(ad) —glad_y))
j=1 j=1 i=1

1S(,€) = S(a”, €] < DS 1F(&) — F(ED) [g(ed) — g(od_)].-
j=11i=1

Protaze
& — €| <|o| <. provdechng e {1,2,...,m}aic{1,2,...,n;},

odvodme pomocnerovnosti (5.36) vztah

g’ __c 03 al) —g(ad
5(0,6) 510601 < =y 223 Slated) —gtol)
e
Dilkaz se doko&i pomod cviceri 5.18. O

5.54. \eta. (i) Jestlze f € BV]a,b] je zleva spojé na intervalu (a,b], pak
pro kazdou funkcig € G[a,b] zprava spojitou na intervalda,b) existuj
oba integaly

(0)/abfdg a (0)/abgdf-

(i) Jestlze f € BV]a,b] je zprava spojé na intervalu[a, b), pak pro k&dou
funkci g € G[a, b] zleva spojitou na intervalda, b) existuj oba integély

01 a o[ oar

D Uk az. Oky vét o integraci per-partes §ta 5.49) sté v obou fipadech
b

dokazat existenci integtu (a)/ gdf.

Necht g € Gla,b] je zleva spojid na intervalula, b), tj. ge@L[a,b] (viz
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(4.2)). Podle lemmat 4.15 a 4.16ame

Grla,b] = Grla,b] NS[a, b] = Lin X[z, 7 € [a,5))

b
Podle lemmatu 5.11 aéty 5.51 tedy st& dokazat,ze integal (0)/ gdf exis-

a

tuje jestlze g = x[,,-] pro rejaké 7 € (a, b].

Zfejmeé je (0)/Tg df = f(r) — f(a) a pro k&dé (o, &) € 7 [r,b] mame

0 je-li & >,

S(o,€) =
(:8) {f((fl)—f(T) -

Diky spojitosti funkcef v bode 7 zprava niizeme tedy k daemue > 0 vzdy najt
déleri o. takow, Ze bude
|S(o,€&)| < e provsechngo, &) € 7 [1,b] takowa, Zzeo Do, tj.

b b
<a>/gdf:o a (0)/gdf=f(f)—f(a)-

Plat tedy tvrzen (i). Druhé tvrzen by se dokazovalo podoBn O
5.55. Cvteri. (i) Proobatypy RS-inte@iu dok&te:
Jestlze f:[a,b] — R méa kon&nou variaci naja, b| a je spojiti na [a, b],
b
pak integél/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].
(i) Provette podrob diikaz tvrzei (i) véty 5.54.

5.56. Poziamka. Pfipomaime j&t bez dikazu jeden ze zAmych zajmawch
existergnich vysledki. Dlikaz raleZi L.C. Youngovi, jednomu z klasikteorie in-
tegrace, a Ize ho riaj jeho p@aci [62] z roku 1936.

Jestlze funkcef : [a,b] =R ag:la,b] — R spliuji podninky

1f(z)— f(y)| < Klz—y|* a |gx) —g(y)| < Llz—y/° pro z,yea,b],

b
kde K, L €[0,00), «, 5 € (0,00), o+ 3> 1, pak existuje intedal (5)/ f dg.
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5.7 Bodova konvergence
b
Dlkaz Bty o konvergenci posloupnosti intédfi [ f, dg, ve kteé by nebyla

7 - ~ a z a 4 ’ 7
nutra stejnorérma konvergencef,, = f nam usnadnzaveden Darbouxoych
horrich a dolrich integald.

5.57. Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdfi na [a,b]. Pro libovolre cleri
o intervalu[a,b] afunkci f: [a,b] — R polozme

v(o)

Staglo) = Z ( sup  f(x))I[g(os) —g(oj-1)]

j=1
a
v(o)
S faglo) = (me[;nf _] f(2)) lg(os) = g(0j-1)]
j=1 j—1,0;
a definujme
— B
/fdg = inf{Sng(a):O'E_@[a,b]}
a

/;fdg:sup{Sng(a):UE@[a,b]}.

b b
Veliéiny/f dg resp./fdg nazyvame horni resp. dolfiintegral f vzhledem
ke g. ¢ ¢

5.58. Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdginafa,b] a f:[a,b] — R. Potom
plati

b b

/fdg:/fdg:IG]R (5.37)
prave tehdy, kdy

(0)/abfdg—[.
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Dukaz. a) Protbe g je neklesdpi, plyne gimo z definice 5.57ze

S tag(o) <Siag(o,€) < Siag(o) prooe2la,b] aéer(o),

GO0 = (§ 1ag(@) = 8 paglo) a Spag(a) < §fA;;(ff)) :

Pomodé téchto Akladrich fakil neri obfizné owit (provedte !), Ze plat-li (5.37),
pak pro k&deé k € N existuje @leri % € Z[a, b] takow, Ze nerovnosti

1 — 1
I-+ <S8 fag(a") < Spag(o” &%) < Spa (o) < It

1
plafi pro kazde £* € 7(o*). Pro da@ ¢ > 0 zvolme k. > - a pol@me o, = o*-.
Potom bude pro kade o D o, a € € 7(o) platit

I—c<S(e™)<S(e) <S(0,8) <S(o) <S(o™) <T+e.
b
Odtud plyne rovnos(o—)/ fdg=1.

b
b) Pedpokbdejme nyn ze existuje(a)/ fdg.

Bud danoes > 0. Podle \éty 5.13 existuje éleri o takow, Ze nerovnost

[Sray(e€) = Spaglom)]| < 5
neboli
v(o) c
S (&) = £my) [9ton) — 9(os0)]| < 5
j=1

plat pro jakakoliv £, m € 7(o). Pfechodem k supretm a infimim na kadem
intervalu [oj_1, 0;] Ziskame nerovnost

:‘ ( sup  flx)— inf  f(x)) [g(aj)—g(ajﬂ]\

j=1 T€loj-1,04] € loj-1,05]
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Odtud doshvame,ze

b b
/fdgg Staglo) <Syiaglo)+e g/fdg+g

atudz
b b
0§/fdg—/fdg<5.
Protaze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to,ze plat (5.37). O

b b
5.59. Poziamka. Jestlﬁe/f dg:/f dg = I R, byva jejich spoléna hodnota
I nazvanaDarbouxv - Stieltjedv integiél. Lemma 5.581ka, Ze tento intedil je
ekvivalentn se (o) RS -integélem.

Nyni dokdzeme de hlavi véty tohoto odstavce: Osgoodovatu o domino-
varé konvergenci a Hellyovuétu o konvergenci. Gbtyto ety plaf ve stejiem
znéri pro oba typy RS - integl.

5.60. \Bta (OSGOODOVA KONVERGENENI VETA). Predpokhdejme,ze funkce
f:[a,b] = R aposloupnos{ f,,} funkd definovagch nala,b] spihuji

lim f,(z) = f(z) a |fu(®)]<M<oo pro z€la,b] a neN. (5.38)

n—oo

b b
Dale, nechtfunkceg € BV|a, b] je tako\a, ze integaly/ fdg a / fndg exis-
tuji pro libovolré n € N. Potom ¢ ¢

b b
lim | f,dg :/ fdg. (5.39)

b
DUkaz. a) Podlesledku 5.39 integfﬂ/ |fn(z) — f(x)| d[var? g] existuje
pro kazde n € N a plat nerovnost ‘

2) dg(a / f(z) dg(a / fule)— f(x) dlvar g (5.40)

St tedy dolkazat,ze tvrzem véty je pravdie, kdyz funkce f,, jsou neaporre,
f=0 ag je neklesdri. K tomu budeme pdebovat @&sleduici tvrzen z teorie

105



106 RIEMANN UV-STIELTIESOV INTEGRAL

mnazin zrameé jako Arzehovo lemma. Jeholtkaz Ize nazti na. v [14, lemma
11.15.8].

Lemma. (ARZELA). Necht{{J;;}:k€N, je U} je posloupnost kordeych
mnazin podinterval [a, b] takovch,ze

> |Jkjl>C >0 prokazde keN.
JeU

Potom existuj posloupnosti index {k,} a {j,} takowe, ze j, € Uy, pro kazce
teN a () Ty, #0.

leN

b) FFedpokbdejme tedyze g je neklesdri nafa,b] a{f,} je posloupnost funkc
definovarych naja, b] a takowch, ze

lim f,(x)=0 a 0<fu(r)<M<oco pro z€fa,b] aneN.

Dokézeme ze mu$ platit
b
lim /fn dg=0. (5.41)
TL—>OOl

Dikaz provedeme sporem. Nédedy neplait (5.41). Potom existiljs >0 a po-
sloupnost{n;} takow,ze

b
/fnk dg >e provechnakeN.

Vzhledem k definici 5.57 to znamarize pro kade k € N existuje o € Z1a, b]
takowe ze S 1(c*) > ¢, kde zndime S i(0") =S j, a,4(c¥). Polme j&t

m=v(ok) a pp ;= inf k]fnk(x) prokeN a je{l,2,...,my}.

T e 05 _1:0;

Pro da >0 ozn&me U;, mnazina indexi j takowch, ze ¢y, ; >n, zaimco
Vi = {1, 2,..., mk} \ Uy. ZFejmé

M glof)—gloh Dl+n > lgloh) —gloh )] >«

jEeUg JE VL
neboli
MY [g(0}) —g(of_1)] > e —nlg(b) —g(a)].
JjEeUg
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€
Pro n=—————— dostaneme
2[g(b) — g(a)]
k i—1 €
> o)) (o7 M) > 5y >0
JEU
neboli

9 .
D kil > 537 >0 kde Ji; =[g(051).9(0})] pro j€Up.
Je Uy

Podle Arzehova lemmatu tedy exisfupod yo a posloupnost{k,} a {j,} takowe,
Ze jy € Uy, prokazde (€N ayo € () Ji,j, neboli
€eN

o €lg(os’ ), g(al*)], kde j, € Uy, prokazde £€N.

Protde g je neklesdfi na [a, b], existuje pave jeden bodrg € [a, b] takowy, Ze

o € lg(wo—), g(wo+) ], mo €0 1, 08] a jo€ Uy, prokazde (€N,

Podle definice mntin U, to znamea, Ze fr, (zg) >mn pro kazde ¢ € N. To ale
neri mozré vzhledem k fedpokladu lim f,,(x) = 0. Plaf tedy (5.41).

c) Podlecasti b) dikazu a lemmatu 5.58 ame

lim b\fn(ﬁv) — f(z)[d|varg g = lim bfn(ﬂf) d[var ]

atudz ze vztahu (5.40) bezprdstré vyplyva, Ze plat také

b b
i [ f,dg= [ 7ldg.

Tim je dikaz dokoigen. O

b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intatjr { f dgn} je swm zpliso-

bem symetrick ke \&t& Osgoodog. Z jejho dikazu bljldeTBjmé, Ze plat pro oba
integialy.
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5.61. \Bta (HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI)). Nechitfunkceg:[a,b] =R a
posloupnost{ g, } C BV|[a, b] jsou takoe, ze

lim ga(x) = glx) proz € [a,b] a varl g, <7 < oc.

n—oo

b b
Potom varg g<~vya lim/ fdgn :/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou
na[a,b]. ‘ ‘

DlUkaz. a)Prokade cBleri o € Z[a,b] akade n €N mame

V(gn,o) <var’ g, <~.
Proto tale
V(g,o) = lim V(gy, o)<~y
atudz vart g <.
b b
b) VSechny integ'ily/ fdgn, neN, a/ f dg existuj podle \ety 5.53.

Bud dano £ > 0. Ze spojitosti funkcef na [a,b] plyne, Ze existuje éleri
o={00,01,...,0m} €2 takow,ze prokade j € {1,2,...,m} plaf

|f(x)— f(y)| < % pro vSechnyz,y € [oj-1,0;]. (5.42)

Pro k&dée n € N mame

g.
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Pomoé (5.42) a lemmatu 5.9 tedy dostaneme

b

f(@) dga(a) = Sy ag, (e €)|

a

Podob® odvodme i analogickou nerovnost s furikg na st g, tj.

— Sraglo 5)‘ <

W M

Protaze gn(m) — g(z) pro kadé x € [a,b], snadno o@fime talke rovnost
n11—>rgo ‘Sngn(a-vs) - Sng<a-7£)‘ =0.
Existuje tedyn, € N takow, ze

|Sngn(0',€)—Sng(O',£)’ = DFOnZnO.

Wl ™

Pomod poslediich i nerovnostkoneiné uzaveme dikaz:

[0 [rad <

b
+|Sngn(0',£) Sngn ‘—F)Sngn E)—/fdg’ <e. 0

/:i fdgn — Sngn(U,E)‘

5.8 DalSi véty o existenci integalu

b
5.62. \Eta. Jestlize integal / f dg existuje pro kadou funkcif spojitou na

[a,b], pak g m& kon&nou variaci naja, b].

Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.

o0
Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro véechnane€N a » a,=oc, pak existuje po-
n=1

sloupnost{c, } tako\a, ze plat

cn >0 provsechnaneN, lim ¢,=0 a Z Cn Gp = 0O . (5.43)
n—oo 1
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DOkaz. Oznégime-li s, = Z ar pro n € N, bude posloupnosts,,} nekle-

o k=1
sajci a

lim s, =o00. (5.44)

n—oo

Specalné, pro dostaténé velkan (n>ng) budes,, > 0. Mlzeme tud definovat

1 pron<ng,

1
— pron=>ng.
Sn

Zfejmeé je ¢, > 0 pro k&dé neN a lim, .o, ¢, = 0. Na druhou stranu, pro
libovolna m,n €N, m >n>ng mame

“ " a ST ag, s

- —1
E CkakZE ko Lk=n Tk _ g 2nol
k=n

i Sk Sm, Sm,
- - L. . Spe1 1.
Vzhledem k (5.44), pro kaé n € N existujem,, > n takow, ze je Sn-l 3 tj.
Smay,
mMn 1
CL ap > 5 .

k=n
To ovSem znamem, ze mus platit ((5.43)).
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] >R, zo € (a,b] @

vari’g = oo prokazee € [a,zy). (5.45)

Potom existuje rostoliposloupnostz;} bodl v (0, z() tako\a, ze

Jim =0 a > lg(@ri1) — g(ax)| = oo. (5.46)
k=1

Dlkaz. «) Pledpokhdejme nejprveze je

sup{|g(x)|:z € [y,x0]} = 00 provdechnay € [a, z9) . (5.47)
VSimréme size pro libovol y € [a, () je

sup{|g(z)|:z € [y, zo]} = 0o <= sup{|g(z)|: 2 € (y,20)} = 0.
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(Kdyby bylo sup{|g(x)| : = € [y, 0]} = 00, musel by existovat boa € (y, z¢) ta-
kovy, Zze

l9(z)| = max{lg(y)|, lg(z0)[}.)

(Pfipome&ime si,ze hodnotyg(z) jsou kon€né pro ka&dé = € [a, b].) Vzhledem k
(5.47) mizeme vybrat bodyry, € (v, z0), k €N, tak, aby bylo

lg(x1)| > 1, xp > max{zk_1,20— %}

lg(a)| > lg(@r-1)|+1 prok=2,3,....

Zfejmeé {xy} je rostou€, lim zj =zp a
k—oo

o oo o
Z |9(@41) — Z l9(zrr1)| = lg(ar)]) > Zl 0.
k=1 k=1 k=1

Posloupnosfz;} je neklesdgi a sphuje (5.46).
() Necht(5.47) nepldt Potom existujey; € [a, 7o) takow, Ze
0 < g™ :=sup{lg(z)|: @ € [y1, zo]} < 0. (5.48)
BezUjmy na obecnosti izeme fedpokhdaty; > xo — 1. Podle (5.45) rame talke
var,? g=o00.

Existuje tedy éleri o' = {0}, 01, .. } intervalu [y, zo] takowe, ze

) m1
V(g,o')>1+2g"
Vzhledem k (5.48) tedy ame

mi1—1

Z lg(c}) — g(o}_y)]

> 142" —|g(zo)| — |g(op, 1) > 1+2g" —2g" =1.
Polazme
T1 =11, xk:(r,}:_l prok=2,...,mq,

1
y2 = max{Ty,, —1,To — 5} ar;=m;—1.
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Mame ot
var,? g = oo.
Existuje tedyo? = {03,0%,..., 072”2} € 9 [y, xo] Pro ez

V(g,o?)>14+2g"

Tudiz, podle (5.48), dostaneme

mo—1

> l9(0F) —g(oF_1)| = 142" = |g(wo)| — g(om,_1)| = 1.

j=1
Polzme ro=mi+mo—1, x, = Ul?:—rl pro k=r1+1,r1+2,...,r2, a
ys = max{x,,,zo — 3 }. (VSimréme size z,, 11 =y» =03.)

Nyni, nechtneN, n>2ar;, y;, i=1,2,...,n—1 axx, k=1,2,...7,_1,
jsou takoe,ze z,, 11 =Yi—1, Tk € (Yi—1,¥:i) PrOk=r;_1+2,...,r; a

ri—1
y; = max{z,,_,,To— %}, Z l9(xp41) —g(zp)| > 1
k=ri_1
proi=1,2,...,n—1. Pol&mey, = max{z,,_,,zo—;}. Opétvar® g=oo a

v dusledku nerovnos(5.48) existuje ta& o™ € 2 [y,,, o], takow, ze

mp—1

> lg(o]) —glof- ) =1,
j=1

kde m,, = v(bsigma™). Polazime-li

Tn=Tn1+mp—1 @ zp =0},  Prok=rp1+1,...,7,
bude platit
rp—1
> g(mra) —glar)| =1 @ zp>yn =20 — 2 Prok=ry_1,...,7n.
k=rp_1

Indukd jsme tedy zkonstruovali rostougosloupnost{r,, }, {y,} a{z;} takow,
ze
rn—1

yn€(xo—25,20), D> lg(wkr1)—g(ar)| > 1pro neN

k=rp_1
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axy >y, >x0— = pro k> r,_1. Odtud plyneze

oo rp—1

D lgleesn) —glen) =3 (Y lolwjen) —g(zy)]) =
k=1

n=1 j=rnp_1 n

1 =00

WE

1

a lim z= hm yn = xo. Dokazali jsme tedyZe posloupnos{xy} je rostoué

k—o0

a sphuje (5.46).

DUkazvéty5.62

Vzhledem k &t 5.5 se lizeme omezit ndo)—integal.

Pfedpokhdejme,ze vat g=oco. Diky Heinowe-Borelo® V&t o kon&ném
pokryfi (viz véta 4.6) a @t 2.10 \ime, Ze funkceg : [a,b] — R ma kon€nou va-
riaci na|a, b] pravé tehdy, kdy plat

Va€(a,b] 361 €(0,x—a):vary_5g<oo
a (5.49)
Vaela,b) 30y € (0,b—2):vartt%g < co.
Pfedpokladze var, g = oo zname®, ze existujer € [a, b] takowe,ze proz = xg
neri splréna jedna z podmek (5.49). Nechtedy nap. z € (a,b] a nechtpro
kazde x € [a, o) plafi (5.45). Podle tvrzeir? tedy existuje rostoagosloupnost
{z}} bodl v (0,z) tako\a,ze

li = a - = co.
kingoxk g ;fg(l’lﬁ—l) g(xx)| = o0

Dale, podle tvrzenl existuje posloupnosiici} kladnych Cisel takow, Ze plat

o
1. - 0 a — _ = .
Jim ¢ > ek lglar) — glak—1)| = oo

k=1
Polazme
0 pro = < a1 resp.x > o resp.z € {a }3° ;
f(x) - i T+ Th—
¢k sign(g(xg) — g(xp—1)) pro x =&, : = %

a ve zlyvajicich bodech intervalla, b| dodefinujme funkcif linearré. Takto de-
finovaré funkcef : [a,b] — R je Z'ejmeé spojits nala, b| a gfitom pro ri plat

Z (&) [9(xks1) — g(zr)] = 00
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Specalng, pro kade M > 0 existuje Ny € N takowe, ze

Ny

Z (&) l9(xrs1) — g(ar)] > M.

k=1

Pro da@ M >0, ozn&me

O'M:{a,xl,.’ll‘g, . '7xNva07b}a SM: (a;fl,&, . '>€NMv:U07b)-
Potom je(oa, &) € 7 [a,b] @

Ny

S(on,€n) = Zf(ﬁk) [9(2ky1) —g(zr)] > M.

k=1

(Pfipomaime si,ze f(a) = f(x1) = f(xo) = f(b) =0.)
b
To ale znamea, Ze integal (a)/ f dg nentize nit koneEnou hodnotu.

Neri-li spinéna drula z podninek v (5.49), tj. existujer, € [a, b) takowe,Ze a
varg g=oo pro kade x € [z9,b), je tfeba nisto tvrzem 2 pouZit jeho vhodnou
Upravu. Ol

5.63. Cviten. Zformulujte a dokate analogii tvrzen2 pofebnou k dokoteri
diikazu \ety 5.62 jestlre existujexo € [a,b) takow, Zze var, g=oco pro kazde
x € [z0,b).

b
5.64. \Bta. Necht f € G[a,b] a nechitintegral /f dg existuje pro kadou kong-
nou skokovou funkgj. Potom f je spojita na [a:lb].
D Ukaz. Otse nizeme omezit naoc)RS-integal. Necht z € (a,b),
¢, deR, c+d#0 a nechtfunkce g:[a,b] =R je definoana podobé jako
v Pozramce 5.22, tj.

c+d
g(.’L’) = CX[a,zo)(x) + T X[$()]($) +dX(x0,b] (:B) pro x [a7 b] :

b
Podle pozamky 5.22 niize integal (0)/ fdg existovat pouze tehdy, kdy

f(zo—) = f(zo) = f(xz0+). Podobr@ bycﬁom dokzali, ze f mud byt spojita
i vbodé a zprava av bod b zleva. m
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5.9 Veéty o stedni hodnoté

Veéty tohoto odstavce pliate stejiem zrén pro oba typy RS - inte@iu.

5.65. \Bta (0 STREDNIi HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesaici na
[a,b], pak existujery € [a, b] takowe, Ze

b
/ fdg = f(x0) [g(b) - g(a)]. (5.50)

b
Dl kaz. \Bta5.53 zartuje existenci inte@lu [ f dg v obou smyslech. Prote

je g neklesdici na [a, b], pro kazdé zn&ere &ier (0,€) € T [a,b] plat
m [g(b) — g(a)] < S(0,&) < M [g(b) — g(a)],

kde m = ming ¢ qp] f(z) @ M = max,¢(5) f(x). Podob@ jako pi dukazu
lemmatu 5.9 plyne odtude plat také

b
m [g(b) — g(a)] < / fdg < Mg(b)—g(a)],

Dale, protde f je spojia, nalyva VSech hodnot z interval(im, M]. Specalrg,
existujezy € [a, b] takow, Ze plat (5.50). O

5.66. \Bta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na[a,b] a g nekle-
sajici na [a, b], pak existujer € [a, b] takowe, ze

b z0 b
[1ds=gta) [ f@yde+gt) [ s (551)
a a o
DOkaz. Funkcef je iemannovsky integrovatéimala, b]. Ozn&me

h(z) = /x f(t)dt proxe€la,b].

Potom podle &ty o substituci (&ta 5.44, viz &z disledek 5.45), &ty o integraci
per-partes (&ta 5.49) a &ty o stedri hodnog (veta 5.65) existujery € [a, b] ta-
kové, ze plat

[ra0=[Cgen=n)o0)~ [ nag
- ( / ) g0t / " Fde) [o(b) - g(a)]

—gla) [ s dsg) [ b J(@) de
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tj. plafi (5.51). O

5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g:[a,b] — R a cBleri o intervalu[a,b]. Polazme

v(o) ' o
Sulo) = 3 OO 5y gy,
j=1

v(o)

Ser(e) =Y floj-1) [9(a;) = 9(oj-1)],

Jj=1

v(o)

Scr(e) =Y f(o5) [9(05) — g(oj-1)].

Jj=1

Dosadme-li do definice 5.35),(o) resp.Scr(o) resp.Scr(o) misto S(o, &)
dostaneme pdace integaly sttedri resp.levy Cauchyiv resp.pravy Cauchyav.
Podle zgisobu limitriho procesu se &em rozlsuji (5) nebo (o) varianty. Je
zfejmeé, Ze \Bechny zobdawiji prislusreé RS -integaly, pokud jde offidy integro-
vatelrych funkd. Ne vzdy V8ak Zistanou zachany Vsechny vlastnosti RS - integ-
ralli. Nag. pro stedri integiél neplat obdoba ety 5.44 o substituci.

Vice podrobno$tze najt v odstavci I11.19 monografie [14] T.H. Hildebrandta.
5.11 Cvicen na zavér

Neri-li uvedeno jinak, v asleddicich cvicerich provede diskusi o existenci, i
padré urtete hodnotu, pro Kaly typ Stieltjesova intediu z €to kapitoly, tj pro
integraly (6)RS, ()RS, stedri, levwy Cauchyiv a pray Cauchyiv.

e (i) Necht g(z) = sin z pro z € [0, 71]. UrCete hodnotu integiu / x dg.
0

e (ii) Necht g(x) = exp(|z|) pro z € [-1,1]. UrCete hodnotu inte@tu

(5)/_1190 dg .
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0 prozel0,3),
(iii) Necht g(x)= < ¢ pro z= % ) Zkoumejte existenci a hodnotu in-
d proze(3,1].

1
tegrélu/ f dg pro rizré funkce f v zavislosti nac, d.
0

, , 0 proz<0, 0 proz<0,
iv) Necht = =
) 1) {1 pro x>0, /(@) {1 pro x>0,

Zkoumeijte existenci a hodnotu intédjr

1 0 1 1 0 1
/ gdf,/ gdﬁ/ gdfj/ gdg7/ gdg7/ gdg.
-1 —1 0 -1 -1 0

0 proz= —1,
(v) Necht g(z) = 1 proze(—1,2),
—-1 pro z€(3,1].

3
UrCete hodnotu integtu / x dg.
1

8

pro z €0, 3],

(vi) Necht g(z) =

8|

pro z € (3,1].

1
Urcete hodnotu inte@iu () / 22 dg.
0

V této kapitole jsmeterpali z kapitoly Il Hildebrandtovy monografie [14], ve keje
mozno najt i dalsi informace.
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